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õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ

÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ.
ëÕÒÓ ÌÅËÃÉÊ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ÷
ÄÁÎÎÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ ÌÅËÃÉÑ 10 Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ.
ìÅËÃÉÉ 8, 9 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÎÏÍÅÒÁÈ 3(26) É 4(27) ÚÁ 2003 Ç.

ìÅËÃÉÑ 10. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ î.ó.÷.
÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ | ÆÕÎËÃÉÀ

f (x) ; x ∈ [a; b], ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ×ÓÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï Ó.×.: ÏÎÁ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ×ÓÅÈ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ
ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÄÅÌØ Ó.×., ÐÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ,
ÞÔÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b] ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÝÅ, ÞÅÍ × ÐÒÁ×ÏÊ.
ôÏÞÎÅÅ, | ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�1; �1) ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.× ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ, × ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ-
ÚÁ ÞÁÝÅ, ÞÅÍ ÎÁ (�2; �2), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ, ×
ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÏÊ.

a a1 b1 a2 b2 b

Ðèñ. 1

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÂÙ-
×ÁÅÔ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÙÍ: ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÔ ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×., ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÁÍ ÜÔÉÈ ÏÐÙÔÏ× ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f ∗ (x), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ
ÐÅÒÅÊÔÉ Ë (p)−ÐÒÅÄÅÌÕ É ÐÏÌÕÞÉÔØ f (x). ïÓÏÂÅÎÎÏ ÄÅÌÉËÁÔÅÎ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÔÁÐ, ÏÎ
ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, | ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÙ ËÏÓÎÅÍÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.
÷ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉË, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÁÖÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ó.×.
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÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ìÅËÃÉÉ 10, 11 3
éÔÁË, ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ Ó.×. ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉ-

ÄÁÎÉÑ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ, ÚÎÁËÏÍÙÅ ×ÁÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. (ÌÅË. 5). ñ ÐÏÚÎÁËÏÍÌÀ
×ÁÓ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ É Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ÏÃÅ-
ÎÏË.

1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ

òÁÎØÛÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó.×., ÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÌÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ
ÏÐÙÔ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ Ó×ÑÚÙ×ÁÌÁÓØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ Ó.×., É ÏÂßÑÓÎÑÌÉ, ËÁË ×ÏÚÎÉËÁÀÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. × ÜÔÏÍ ÏÐÙÔÅ. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÑ É ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó.×., Á ÉÍÅÎÎÏ, | ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ; x ∈ [a; b],
ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1◦: f (x) > 0; ∀x ∈ [a; b] ; 2◦:
b∫

a

f (x) dx = 1:

ðÏÜÔÏÍÕ, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ñ ÎÅÒÅÄËÏ ÂÕÄÕ ÏÔ×ÌÅËÁÔØÓÑ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÉËÉ ÏÐÙÔÁ É
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ Ó.×. Ó ÅÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ) ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) ; x ∈
[a; b], ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ M = M (X), ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

M (X) =
b∫

a

x · f (x) dx (1)

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉÃÙ a; b = ∞.
áÎÁÌÏÇÉÑ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÀ (1) Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ

M =
∑
i
xipi; (2)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. (ÌÅË. 5, n. 6, (3)). ÷ ÆÏÒ-
ÍÕÌÅ (1) ×ÍÅÓÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xi ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÓÔÏÑÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
x, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ \ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ" ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [a; b]; ×ÍÅÓÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi
| ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x), ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ
[a; b]; ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

áÎÁÌÏÇÉÑ ÜÔÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÐÒÉÎ-
ÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ Ó.×. | ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ. óÅÊÞÁÓ ×Ù
Õ×ÉÄÉÔÅ ÜÔÕ ÓËÒÙÔÕÀ Ó×ÑÚØ: ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. �Xn,
ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ n Ë Ó.×. X, É ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ, ËÁË
ÐÒÅÄÅÌ ÆÏÒÍÕÌ (2).

ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (1). ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. É ÅÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) { ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b]. òÁÚÏÂØÅÍ [a; b] ÎÁ n ÍÅÌËÉÈ
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(ÍÏÖÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ) ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× �x1; �x2; ..., �xn É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi ÐÏ-
Ñ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �xi ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ):

pi = P (X ∈ �xi) =
xi+1∫

xi

f (x) dx = f (�i) ·�xi; �i ∈ �x; i = 1; 2; :::; n:

ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ pi ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ Si ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÅÍ �xi É ×ÙÓÏÔÏÊ f (�i) (ÒÉÓ. 2).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi, ××ÅÄÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ Ó.×. �Xn ÔÁË:

ôÁÂÌÉÃÁ 1
�Xn �1 �2 . . . �i . . . �n
p p1 p2 . . . pi . . . pn

óÏÇÌÁÓÎÙ ÌÉ ×Ù, ÞÔÏ Ó.×. �Xn \ÂÌÉÚËÁ" Ë X? ÷ÅÄØ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �i ∈ �xi ÇÕÓÔÏ
ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [a; b] ( × ÓÉÌÕ ÍÁÌÏÓÔÉ �xi), Á ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É Õ Ó.×. X. üÔÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ×ÉÄÎÏ ÎÁ
ÒÉÓ. 2: ÌÅ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ó.×. �Xn ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÙÈ (p3 = f (�3) ·�x3 = S3 > Sn−3 =
= f (�n−3) ·�xn−3 = pn−3), ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Õ Ó.×. X.

p3

f(x
i
)

S =p
i i

p
n-3

a x3 Dx
i

x
n-3 b

Ðèñ. 2

ôÅÒÍÉÎ \ÂÌÉÚËÁ", ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, ÎÏ ÓÔÒÏÇÁÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÕÓÌÏÖ-
ÎÉÌÁ ÂÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Á ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÚÁÔÅÍÎÉÌÁ ÂÙ ÉÈ ÓÍÙÓÌ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÅÍ ÍÅÌØÞÅ ×ÓÅ �xi, É ÞÅÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÏÌØÛÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ n, ÔÅÍ
\ÂÌÉÖÅ" Ó.×. �Xn Ë X. é ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ó.×. X, ËÁË
ÐÒÅÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ Ó.×. �Xn ÐÒÉ n→∞. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ
(1):

M (X) = lim
n→∞

M
( �Xn

)
= lim

n→∞

n∑
i=1

�ipi = lim
n→∞

n∑
i=1

�if (�i) �xi =
b∫

a

x · f (x) dx:

úÄÅÓØ ×ÁÍ ÎÁÄÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ: ÓÕÍÍÁ
n∑
i=1

�if (�i) �xi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) = x · f (x) ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [a; b]; ÐÒÉ n → ∞ ×ÓÅ



÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ìÅËÃÉÉ 10, 11 5
�xi ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÀÔÓÑ É, × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f (x), Á Ó ÎÅÀ
ÉF (x), ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ó.×. TM | ×ÒÅÍÑ ÏÖÉÄÁÎÉÑ
ÐÏÅÚÄÁ × ÍÅÔÒÏ (ÌÅË. 9, n. 2). ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÊ Ó.×. ÎÁÍÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÌÅË. 9, (1)):

f (x) = 1
120 ; x ∈ [0; 120] :

ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) É ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

M (TM) =
120∫

0

x · 1
120dx = 1

120 ·
x2

2
120
|
0

= 60:

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ Ó.×. Si, ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ-
ÄÁÎÁ ÔÁË (ÓÏ×ÅÔÕÀ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× 1◦ É 2◦):

f (x) = 0; 5 sin x; x ∈ [0; �] :

ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ:

M (Si) = 0; 5 ·
�∫

0

x sinxdx = −0; 5 cos x
�
|
0

+
�∫

0

cosxdx = �
2 :

÷Ù×ÏÄ 1. ÷ ÏÂÏÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ M ÓÏ×ÐÁÌÏ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b]
(ÒÉÓ. 3, 4). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÅÈ Ó.×. Xc, ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x)
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ [a; b], ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ, Ô.Å. ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

M (Xc) = a+ b
2 : (3)

12060

M M

f(x)=1/120

0

1/120

0 1 2 3p/2 p

f(x)= x0,5sin

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ \ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ" Ó.×. Z, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁË (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ):

f (x) = 1
12

(
4 + 2x− x2) , x ∈ [0; 3] :
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åÅ ÇÒÁÆÉË | ÞÁÓÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÒÉÓ. 5). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ M (Z), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ:

M (Z) = 1
12 ·

3∫

0

x · (4 + 2x− x2) dx = 1
12 ·

[
2x2

3
|
0
+2x

3

3
3
|
0
−x

4

4
3
|
0

]
=

= 1
12

[
18 + 18− 81

4

]
= 21

16 ≈ 1; 3126:

M

0 1 2 3

f(x)=    (4+2x x )-
2

Ðèñ. 5

1,5

1
12

0,33

0,5

÷Ù×ÏÄ 2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ \ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ" Ó.×. ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅÍÎÏ-
ÇÏ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÍ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (× ÄÁÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ | ×ÌÅ×Ï).
óÄ×ÉÇ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ, ÉÂÏ ÌÅ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÙÈ.

óÍÙÓÌ ÞÉÓÌÁ M (X). ÷Ù ×ÉÄÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÚÏÎÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. þÉÓÌÏ M (X) ÕËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÏÞÎÏ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. X ÓÌÅÄÕÅÔ \ÏÖÉÄÁÔØ" ÞÁÝÅ ÐÒÉ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÅÎÉÉ ÏÐÙÔÁ. óÍÙÓÌ ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×.

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÎÁÄÏ ÏÔÄÁ×ÁÔØ ÓÅÂÅ ÏÔÞÅÔ × ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÐÌÙ×ÞÁÔÏÓÔÉ
ÜÔÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ. þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ \ÞÁÝÅ"? ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
Ó.×. Z ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÍ ÐÌÏÝÁÄÑÍ, { ÒÉÓ. 5) ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÍÎÏÇÏ-
ËÒÁÔÎÏÍ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÉ ÏÐÙÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. Z ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ
ÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÞÁÓÔÏ. ðÒÁ×ÄÁ, ÐÒÉ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ× ÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÞÕÔØ ÞÁÝÅ ÐÒÁ×ÙÈ. îÁ ÜÔÏ É ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÄ×ÉÇ ÞÉÓÌÁ
M (X) ×ÌÅ×Ï ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 3].

åÓÌÉ ÂÙ M ÂÙÌÏ ÓÉÌØÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔÏ ×ÌÅ×Ï, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅ-
×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙ, ÞÅÍ ÐÒÁ×ÙÅ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
f (x) ÔÁËÏÊ Ó.×. ÍÏÇ ÉÍÅÔØ ÏÔÞÅÔÌÉ×Ï ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÊ \ÇÏÒÂ" × ÒÁÊÏÎÅ, ÕËÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ
ÉÍÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏÍ M . ôÁËÏ×Á, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó.×., ÇÒÁÆÉË ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ
ÒÉÓ. 1 (ÏÔ×ÅÔØÔÅ, | ÇÄÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ M?).

÷Ù ÄÏÌÖÎÙ ÔÁËÖÅ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ \Ä×ÕÇÏÒÂÙÅ", ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ \ÐÏ-
ÌÉÍÏÄÁÌØÎÙÅ" Ó.×., | ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÒÁÚÎÏÒÏÄÅÎ.
÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÛ ×Ù×ÏÄ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.

éÔÁË, ÞÉÓÌÏ M (X) | ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X, ÓÒÅÄÎÅÅ (ÎÏ ÎÅ ÓÒÅÄÉÎÎÏÅ!),
ÔÏÞÎÅÅ | ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ (ÉÎÏÇÄÁ ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÒÅÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ) É ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÏÞÎÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ É ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×.
X.



÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ìÅËÃÉÉ 10, 11 7
ëÏÎÔÒÏÌØ 1. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. Y ÚÁÄÁÎÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

f (x) = 2x; x ∈ [0; 1]. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÄÞÉ-
ÎÑÔØÓÑ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÅÅ ÇÒÁÆÉË É, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÇÏ ×ÉÄ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÅÎÉÅ Ï ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ M (Y ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ
ÔÏÞÎÏ. ðÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÏÓØ ÌÉ ×ÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ?

2. äÉÓÐÅÒÓÉÑ

îÁÐÏÍÎÀ ÓÍÙÓÌ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ" (ÒÁÚÂÒÏÓ). ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÒÉÓ. 6 É 7: ÎÁ
ÎÉÈ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ó.×. X1 É X2, ÐÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ × ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÅ.

M(X )1 M(X )
2

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

õ ËÁËÏÊ Ó.× ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ? äÕÍÁÀ, ×Ù Õ×ÅÒÅÎÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔÅ, { Õ ÐÅÒ×ÏÊ.
úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó.×. ÛÉÒÏËÏ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÙ ÏÔ M (X1), Á Õ ×ÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÓÇÕÝÁÀÔÓÑ ÏËÏÌÏ
ÔÏÞËÉ M (X2), ÄÁÌÅËÉÅ | ÒÅÄËÉ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ,
ËÁË ×Ù ÚÎÁÅÔÅ (ÌÅË. 5, n. 7, (3)), ÞÉÓÌÏÍ D = D (X), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ
É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

D (X) =
∑
i

(xi −M (X))2 · pi: (3)

éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ D Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Õ Ó.×. X ÅÓÔØ ÄÁÌÅËÉÅ
ÏÔ M ÚÎÁÞÅÎÉÑ (×ÅÌÉËÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (xi −M), ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×ÅÌÉËÉ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÙ), É ÅÓÌÉ
ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × ÏÐÙÔÁÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÁÓÔÏ (ÎÅ ÍÁÌÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi, Á Ó
ÎÉÍÉ É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (xi −M)2 · pi).

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ (1), ÚÁÍÅÎÑÅÍ × (3) ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ xi ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi | ÆÕÎËÃÉÅÊ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÓÕÍÍÕ | ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÉÓÐÅÒÓÉÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ f (x) ; x ∈ (a; b), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ D = D (X), ËÏÔÏÒÏÅ
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

D (X) =
b∫

a

(x−M)2 f (x) dx; (4)

ÇÄÅ M = M (X) | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ó.×. X, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1).
çÒÁÎÉÃÙ a É b ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ.

óÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ (4). ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (1): ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. �Xn, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈÓÑ Ë
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X, É ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÆÏÒÍÕÌ (3). ðÏÓËÏÌØËÕ



8 é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ Ó.×. X ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. �Xn Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-
ÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔÉ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÄÉÓ-
ÐÅÒÓÉÅÊ ÜÔÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×., Ô.Å. ÞÉÓÌÏÍ D

( �Xn
)
. îÏ D

( �Xn
) ≈ D (X), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ÔÏÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÒÁÚÂÒÏÓ Ó.×. X. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ×Ù×ÏÄ
ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ Ó.×. TM (ÅÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 3):

D (TM) =
120∫

0

(x− 60)2 · 1
120dx =


 x− 60 = t; x = 0 ⇒ t = −60
dx = dt; x = 120 ⇒ t = 60


 =

= 1
120 ·

60∫

−60

t2dt = 1
120 ·

2 · 603

3 = 1200:

äÉÓÐÅÒÓÉÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÁÌÅËÉÅ ÏÔ M = 60 ÚÎÁÞÅÎÉÑ
Ó.×. TM ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÅ ÔÁË ÖÅ ÞÁÓÔÏ, ËÁË É ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ.

éÚÍÅÎÉÍ Ó.×., ÕËÏÒÏÔÉ× ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: f (x) = 1; x ∈ [0; 1] (ÒÉÓ. 8).
(ëÓÔÁÔÉ, ÍÏÖÅÔÅ ÌÉ ×Ù ÏÔ×ÅÔÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ?) òÁÚÂÒÏÓ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÒÅÚËÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÓÑ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÈ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏ-
ÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ M ÓÔÁÌÏ ÒÁ×ÎÙÍ 0; 5, ÔÏÇÄÁ ËÁË Õ Ó.×. TM | 60, ÐÒÁ×ÄÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
Õ×ÅÌÉÞÉÌÉÓØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ). äÉÓÐÅÒÓÉÑ ÎÏ×ÏÊ Ó.×. T[0; 1] ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ
ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ:

D
(
T[0; 1]

)
=

1∫

0

(x− 0; 5)2 · 1dx =
0;5∫

−0;5

t2dt = t3
3

0;5
|

−0;5
= (0; 5)3

3 − (−0; 5)3

3 = 1
12 ≈ 0; 08:

ëÁË ×ÉÄÉÔÅ, ÞÉÓÌÏ D, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4), ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ-
ÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×.

0 0,5 1

1

M

Ðèñ. 8

äÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. æÏÒÍÕÌÁ (4) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÅÎÉÅ, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓ-
ÌÅÎÉÊ. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ:

D (X) =
b∫

a

(x−M)2 f (x) dx =
b∫

a

(
x2 − 2Mx+M2) f (x) dx =
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=
b∫

a

x2f (x) dx− 2M
b∫

a

xf (x) dx+M2
b∫

a

f (x) dx:

÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ
ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ó.×. X (ÆÏÒÍÕÌÁ (1)), Á ÔÒÅÔÉÊ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

D (X) =
b∫

a

x2f (x) dx−M2: (5)

åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÕÀ Ó.×. X2, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ × ÔÅÈ ÏÐÙÔÁÈ, ÇÄÅ Ó.×. X ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, Ó.×. X2 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x2, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ
É ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ:

D (X) = M
(
X2)−M2: (5′)

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ1 ÂÙÌÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. (ÌÅË. 5, (12)).

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5′).
÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁ Ó.×. TM É Ó.×.

T[0; 1] ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, | ÐÏ ×ÉÄÕ ÇÒÁÆÉËÏ× ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. 3, 8) ÂÙÌÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ Õ ÐÅÒ×ÏÊ Ó.×. ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÎÅÖÅÌÉ Õ ×ÔÏÒÏÊ. îÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ.

óÒÁ×ÎÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó.×. Si (ÒÉÓ. 4) É Ó.×. Z (ÒÉÓ. 5), | Õ ËÁËÏÊ ÒÁÚÂÒÏÓ ÂÏÌØÛÅ?
îÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ Õ
×ÔÏÒÏÊ, ÎÏ \ÚÏÎÁ" ÅÅ ÌÅ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ \ËÏÒÏÞÅ". ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÁ×ÙÈ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ×
ÃÅÌÏÍ, ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ Ó.×. Si, ÎÏ ÌÅ×ÙÈ | ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÁÓÞÅÔ.

ëÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÒÁÓÞÅÔÁ? óÒÁ×ÎÉÍ

D (Si) = 0; 5
�∫

0

(
x− �

2
)2

sinxdx É D (Si) = 0; 5
�∫

0

x2 sinxdx−
(�

2
)2
:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÌÅÇÞÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ Ä×ÁÖÄÙ ÍÅÔÏÄ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (ÄÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÁÍÉ), ÐÏÌÕÞÉÍ:

D (Si) = 0; 5
�∫

0

x2 sinxdx− �2

4 =


 u = x2; du = 2xdx
dv = sin xdx; v = − cosx


 = :::

1æÏÒÍÕÌÕ (5′) ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ Ó.×., ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ,
ËÁËÏÊ ×ÉÄ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÆÕÎËÃÉÑ{ÐÌÏÔÎÏÓÔØ Ó.×. X2, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (5). äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ
×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÕÖÎÙ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ (ÓÍ. 2, ÇÌÁ×Á 9), ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ ×
ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ.
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::: = �2

4 − 2 ≈ 9; 86
4 − 2 = 2; 46− 2 ≈ 0; 46

òÁÓÓÞÉÔÁÅÍ ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ ×ÔÏÒÏÊ Ó.×. æÏÒÍÕÌÙ (4) É (5) ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ:

D (Z) = 1
12

3∫

0

(
x− 27

16

)2 (
4 + 2x− x2) dx

É D (Z) = 1
12

∫
x2 (

4 + 2x− x2) dx−
(27

16

)2
:

é ÚÄÅÓØ ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÏÝÅ. òÁÓËÒÙ×ÁÅÍ × ÎÅÍ ÓËÏÂËÉ É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÔÒÉ
ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÏ×ÅÔÕÀ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ; ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ
ÎÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔØ ÚÁÐÉÓÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÞÅÔÎÏÇÏ ÜÔÁÐÁ, { ÏÎÁ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É
ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ):

D (Z) ≈ 0; 08 ·



3∫

0

4x2dx+
3∫

0

2x3dx−
3∫

0

x4dx


− 1; 31262 ≈

≈ 0; 08
(

4 · x
3

3
3
|
0
+2 · x

4

4
3
|
0
−x

5

5
3
|
0

)
− 1; 723 = 0; 08 ·

(
4 · 9 + 2 · 81

4 − 243
5

)
− 1; 723 =

= 0; 08 · (36 + 40; 5− 48; 6)− 1; 723 = 0; 08 · 27; 9− 1; 723 ≈ 0; 51:

÷ÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÔÏÞÎÏ, | ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉ-
ÍÉ, ×ÔÏÒÁÑ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÓÏÔÙÈ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 2. ä×Å Ó.×. X1 É X2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ |
[0; 1], ÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:
f1 (x) = 2x É f2 (x) = 4x3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÂÝÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÏ ×ÉÄÕ ÏÃÅÎÉÔÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ M1 É M2 ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1]. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ M1 É M2 ÔÏÞÎÏ. ïÐÒÁ×-
ÄÁÌÏÓØ ÌÉ ×ÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ? ëÁË ÄÕÍÁÅÔÅ, Õ ËÁËÏÊ Ó.×. ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÍÅÎØÛÅ É ÎÁ-
ÍÎÏÇÏ ÌÉ? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ D1 É D2 ÔÏÞÎÏ (ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ÙÇÏÄÎÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ |
(4) ÉÌÉ (5)?). ïÔ×.: M1 ≈ 0; 67; M2 = 0; 8; D1 ≈ 0; 05; D2 ≈ 0; 03.

3. óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ

æÏÒÍÕÌÁ (4) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔ É ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÄÁÅÔ ÎÅÒÅÄËÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ D (ËÁË Õ Ó.×. TM) ÉÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÉÅ (ËÁË Õ Ó.×. T[0; 1]). îÅ-
ÕÄÏÂÓÔ×Ï ÓÎÉÍÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÌÅÞØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ: �1 =

√
D1 =√

1200 ≈ 35, �2 =
√
D2 =

√
1/12 ≈ √0; 08 ≈ 0; 29. ÷Ù ×ÉÄÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ (ÎÁ Ä×Á ÐÏÒÑÄËÁ), Á ÏÞÅÎØ
ÍÁÌÏÅ ×ÔÏÒÏÊ | Õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ. îÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ �1 É �2 ÐÏÐÒÅÖÎÅÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ
ÒÁÚÂÒÏÓ Ó. ×. { ÐÅÒ×ÏÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ.
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åÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ, | ÕÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ Ó.×. X É ÅÅ ÎÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ � (ÐÒÅÖÎÑÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁÚÂÒÏÓÁ
D ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó.×., ËÁË ÜÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÒÅÄÎÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X
(ËÒÁÔËÏ | Ó:Ë:Ï.) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ � = � (X), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ D = D (X), Ô.Å.

� =
√
D: (6)

ïÓÏÂÏÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÎÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ
ÍÏÖÎÏ ÎÅÒÅÄËÏ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ!) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÏÞÎÏ ÄÉÁÐÁÚÏÎ ×ÓÅÈ ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÚÕÞÁÅÍÏÊ Ó.×. X. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÎÅÒÅÄËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË (a; b) ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X \ÂÌÉÚÏË" Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (M − 3�; M + 3�) |
ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ Ó.×. X. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÚÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË:

(a; b) ≈ (M − 3�; M + 3�) : (7)
îÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÙÈ Ó.×., ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.
ëÁË ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ? ðÕÓÔØ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ó.×. X, Õ

ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ×ÅÓØ ÓÐÅËÔÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (a; b), ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ËÌÁÓÓÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×. ðÒÏ×ÏÄÑÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔËÏ× ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×. X, ÐÏ ÉÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ M É � (Ï ÔÏÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, | × ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ) É ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (M − 3�; M + 3�) ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÁ
(a; b).

õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7), ËÁË Ñ ÓËÁÚÁÌ, ÈÏÒÏÛÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×. ÷ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÅÇÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ
ÏÔ ÌÅ×ÏÊ (ÓÅÊÞÁÓ ×Ù Õ×ÉÄÉÔÅ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ), ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ \ÛÉÒÅ" ÌÅ×ÏÊ, Ô.Å. ÂÕÄÅÔ
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

(a; b) ⊂ (M − 3�; M + 3�) : (7′)
÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

Ó.×. X.

õÔÏÞÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÅ. äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×. (É ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (7)
"ÛÉÒÅ" ÐÒÁ×ÏÊ É ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (7′), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ × ÏÐÙÔÁÈ
ÎÁÄ ÔÁËÉÍÉ Ó.×. ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÁÊÎÅ ÒÅÄËÏ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÁ (ÐÒÉÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÎÉÖÅ). ÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (7′)
×ÓÅ-ÔÁËÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ, Á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÜÔÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó.×. É ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÌÑ Ó.×. TM , ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ [a; b] = [0; 120], Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒ-
ÓÉÑ ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ×ÙÛÅ: M1 = 60; D1 = 1200; �1 =

√
1200 ≈ 35. úÎÁÞÉÔ,
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(M − 2�; M + 2�) ≈ (60− 70; 60 + 70) = (−10; 130). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, [0; 120] ⊂ (−10; 130)
(ÒÉÓ. 9) É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ, ÞÅÍ (7′), ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

(a; b) ⊂ (M − 2�; M + 2�) : (8)
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. TM ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ.

ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ Ó.×. T[0; 1]. úÄÅÓØ [a; b] = [0; 1] ; M2 = 0; 5; D2 ≈ 0; 08;
�2 ≈ 0; 28. óÔÒÏÉÍ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (M − 2�; M + 2�) ≈ (0; 5− 0; 56; 0; 5 +
0; 56) = (−0; 06; 1,06). ïÐÑÔØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (8) (ÒÉÓ.10), Á ÚÎÁÞÉÔ, É (7′).

0 0,5 1

1

M

Ðèñ. 10

f(x)=1

M- s2

M- s3

s

D/2

M+2s

M+3s

1/120

Ðèñ. 9

f(x)=1/120

M- s2 s

D/2

M+sM

600 95

M+2s

120 130-10

÷Ù×ÏÄ. ÷ ÄÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ � = max |x−M | (�1 = 120 − 60 = 60 ⇒ �1 ≈ 35 > (�1/2) =
30; �2 = 1 − 0; 5 = 0; 5 ⇒ �2 ≈ 0; 28 > (�2/2) = 0; 25). éÍÅÎÎÏ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ
ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, |
ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ).

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ×Ù Õ×ÉÄÉÔÅ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (8) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ
ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ó.×. ôÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [a; b]. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7) ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ.

åÝÅ ÐÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ó.×. Si, ÆÕÎËÃÉÑ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ f (x) = 0; 5 sin x, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [a; b] =
[0; �]. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ \ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ" Ó.×. M = (�/2) ≈ 1; 57.
äÉÓÐÅÒÓÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5′) ÐÏ×ÔÏÒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ
(ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ):

D3 = D (Si) = 0; 5 ·
�∫

0

x2 sinxdx− (
�2/4

)
= ::: =

(
�2/4

)− 2 ≈ 0; 46:

óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �3 =
√
D3 ≈

√0; 46 ≈ 0; 68. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ
ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �3 = max |x− (�/2)| = �− (�/2) = �/2 ≈ 1; 57. ðÏÌÏ×ÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ (�3/2) ≈ 0; 78. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � < (�/2), ÐÏÜÔÏÍÕ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. Si, Á ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ | ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ (ÒÉÓ. 11):

(M − 3�; M + 3�) ≈ (1; 57− 3 · 0; 68; 1; 57 + 3 · 0; 68) =
= (1; 57− 2; 24; 1; 57 + 2; 24) = (−0; 67; 3; 81) ⊃ (0; �) :
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Ðèñ. 11

f(x)= x0,5sin

s

D/2

M

0

0,5

M 3- s M+3sM+2s

1 3 4pp/2

ëÏÎÔÒÏÌØ 3. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2 ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÒÅÄÎÉÅ Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÄÌÑ Ó.×. X1 É X2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, |
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (7′)? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. Xi ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ? ðÏÞÅÍÕ? ëÁË
ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ?

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
M−3�∫

0
f (x) dx.

4. ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ
(ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ Ó.×.)

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÌÅË. 12, n. 5, 7) ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
Ó.×. X × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó.×. Xi, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÓÕÍÍÙ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÉÔÓÑ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÎÉÖÅ.
îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÕÍÍÁ Ó.×. (ÌÅË. 7, n. 6).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÕÍÍÏÊ Ó. ×. X1, X2, . . . , Xn, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ
ÏÐÙÔÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó.×. X, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÐÙÔÏÍ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÉÉ ÏÐÙÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = x1+x2+:::+xn, ÇÄÅ xi | ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. Xi, ÐÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ
× ÜÔÏÍ ÖÅ ÏÐÙÔÅ (i = 1; 2; :::; n).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X = X1 +X2 + :::+Xn ÉÌÉ ËÏÒÏÞÅ X =
n∑
i=1

Xi.

ðÒÉÍÅÒÙ. ïÐÙÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÔÒÅÈ ÉÇÒÁÌØÎÙÈ ËÏÓÔÅÊ. äÉÓËÒÅÔ-
ÎÁÑ Ó.×. X | ÓÕÍÍÁ ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÏÞËÏ×, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 3 ÄÏ 18.
üÔÕ Ó.×. X ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó.× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ. ÷×ÅÄÅÍ ÔÒÉ Ó.×.: X1 | ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÓÔÉ, X2{ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ,
X3 | ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ. ÷ÓÅ ÜÔÉ Ó.×., ËÁË É Ó.×. X, Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÏÐÙÔÏÍ |
ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ËÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÅÔ ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÐÙÔÁ Ó.×. X, ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x1, x2, x3, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ Ó.× X1, X2 É X3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X = X1 +X2 +X3.

úÁÍÅÔØÔÅ: ËÁÖÄÁÑ Ó.×. Xi (i = 1; 2; 3) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ 6 ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á ÓÕÍÍÁ X
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ 16 ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ X ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, ÒÁÓÓÞÉÔÁ×
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÓÕÍÍÅ 3-È, 4-È, . . . 18-ÔÉ ÏÞËÏ×.
óÏ×ÅÔÕÀ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÎÁ ÄÏÓÕÇÅ É ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÒÁÓÞÅÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, Ó ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M (X) É D (X) ÐÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (3). þÕÔØ ÎÉÖÅ ×Ù ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÄÏÓÔÉÞØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÅÇÞÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á M É D.
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÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ä×Å ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ Ó.×., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Y1 = Y2 = T[0; 1] É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ
ÉÈ ÓÌÏÖÉÔØ. üÔÉ Ó.×. ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ: ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÏÐÙÔÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ, ÎÏ
ÚÎÁÅÍ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ∈ [0; 1] É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ f (x) = 1; x ∈
[0; 1]. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ Y = Y1 + Y2 | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
4, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ y1 + y2; y1; y2 ∈ [0; 1], ÞÉÓÌÁ ÜÔÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÓÅÇÍÅÎÔ
[0; 2]. á ×ÏÔ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ Ó.×. ÍÙ ÎÅ ÓÕÍÅÅÍ, { ÜÔÏ ÓÌÏÖÎÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ, ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÎÏ×ÙÈ ÚÎÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ (ÓÍ. 2,
ÇÌ. 9). é ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×Ù ÓÅÊÞÁÓ ÓÍÏÖÅÔÅ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÕÍÍÙ
Ó.×., ÄÁÖÅ ÎÅ ÚÎÁÑ ÅÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Ä×Á ÐÅÒ×ÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á M É D:

1◦: M
( n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

M (X i); 2◦. D
( n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

D (X i).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ (ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ) ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ó.×. ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ (ÄÉÓÐÅÒÓÉÊ), ÅÓÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

äÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÌÅË. 7 (n. 7, n. 9). äÌÑ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÙÈ Ó.×. ÍÙ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔØ, Ô. Ë. ÎÅ ÓÕÍÅÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ Ó.×. ðÒÉÄÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÉÔØ.2

óÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1◦ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÔÅÏ-
ÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, | ÏÎÏ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2◦ | ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÓÐÅÒÓÉÊ. üÔÉ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ÚÎÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ Ó.×. É ÄÏ×ÏÌØÓÔ×Ï×ÁÔØÓÑ ÚÎÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÓÕÍ-
ÍÙ Ó.×.. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÚÎÁÎÉÅ ÎÅÐÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÓÕÔ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ó.×., ÏËÁÚÙ×ÁÔÓÑ ×ÁÖÎÅÅ ÚÎÁÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ×
ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. ïÂ ÜÔÏÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÎÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ñ
ÇÏ×ÏÒÉÌ ×ÁÍ ÒÁÎØÛÅ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ Ä×ÕÍ ÐÒÉÍÅÒÁÍ.
÷ÙÞÉÓÌÉÍ M É D ÄÌÑ Ó.×. X1 | ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ xi = 1; 2, :::; 6 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÒÁ×ÎÙ pi = 1/6, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (5′), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

M (X1) = 1 · 1
6 + 2 · 1

6 + :::+ 6 · 1
6 = 1 + 2 + :::+ 6

6 = 21
6 = 7

2 = 3; 5;

D (X1) = 12 · 1
6 + 22 · 1

6 + :::+ 62 · 1
6 −

(7
2

)2
= 12 + 22 + :::+ 62

6 − 49
4 =

= 91
6 − 49

4 = 182− 147
12 = 35

12 ≈ 3:

2äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [2, ÇÌ. 8, n. 8.2], ÎÏ ÕÞÔÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÎÕÖÎÙ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ ÉÚ ÜÔÏÊ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ× ËÎÉÇÉ [2].
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ðÏÓËÏÌØËÕ X1 = X2 = X3, ÔÏ M (X1) = M (X2) = M (X3) = 3; 5 É, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ

1◦, M (X) = M (X1)+M (X2)+M (X3) = 3 ·3; 5 = 10; 5. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D (X) = 3 · (35/12) = 35/4 = 8; 75.

åÓÌÉ ×Ù ÓÔÒÏÉÌÉ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. X É ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÐÏ ÎÅÍÕ M (X) É D (X)
(ÒÁÎÅÅ Ñ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ), ÔÏ Õ ×ÁÓ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,
ÔÏÌØËÏ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÚÁÔÒÁÔÁÍÉ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÔÒÕÄÁ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÁÓÞÅÔ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ:

M (Y1) = M (Y2) = M
(
T[0; 1]

)
= 0; 5 ⇒ M (Y ) = M (Y1) +M (Y2) = 1;

D (Y1) = D (Y2) = D
(
T[0; 1]

)
= 1/12 ⇒ D (Y ) = D (Y1) +D (Y2) = 1/6:

îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M
(
T[0; 1]

)
= 0; 5 É D

(
T[0; 1]

)
= 1/12 ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ×Ï

×ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ.
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÒÏÓÔÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ

×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ó.×. ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ � ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÏ×ÁÑ Ó.×. �X, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �x, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË Ó.×. X
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. X ÅÅ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÌÉ-
ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ó.×. �X ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ÎÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ (ÔÁÂÌÉÃÙ 1, 2).

ôÁÂÌÉÃÁ 1
X x1 x2 . . . xn
p p1 p2 . . . pn

ôÁÂÌÉÃÁ 2
�X �x1 �x2 . . . �xn
p p1 p2 . . . pn

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Ó.×. X1 (ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÓÔÉ) ÕÍÎÏÖÉÔØ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÎÁ � = 0; 5, ÔÏ Ó.×. 0; 5X1 ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x1 = 0; 5; x2 = 1; x3 =
1; 5; x4 = 2; x5 = 2; 5; x6 = 3, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Õ Ó.×.
X1: pi = 1/6.

äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ Ó.×. ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. �X. åÓÌÉ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ Ó.×. X ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [a; b], ÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. �X ÓÔÁ-
ÎÅÔ [�a; �b] (ÏÎ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ |�| > 1, É ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ |�| < 1). æÕÎËÃÉÑ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) Ó.×. X ÔÏÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ É ÄÌÑ Ó.×. �X ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ (ÞÕÔØ
ÎÉÖÅ ÐÏÑÓÎÀ, ÐÏÞÅÍÕ):

f� (x) = 1
� · f

(x
�

)
: (9)
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çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f� (x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ f (x) ÅÇÏ \ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ" (ÅÓÌÉ
|�| > 1) × � ÒÁÚ É \ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ" Ë ÏÓÉ OX ÔÏÖÅ × � ÒÁÚ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ
ÓÌÕÞÁÑ � = 2 ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 12-13. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÉÓÕÎËÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ
ÔÁË ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ, Ô.Å. ÐÏÞÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ Ó.×. �X ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ
(9). ðÏÑÓÎÀ.

f(x)

a b 2ax 2x 2b

f ( x)
2

2ñ.â. X
ñ.â. 2X

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13

îÁ ÒÉÓ. 12 ÐÏËÁÚÁÎ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X (ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÅ
x) É ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÐÌÏÝÁÄØ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÍÙÓÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ).
üÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ × 2 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. 2X, ÐÏËÁ-
ÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 13 (ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÅ 2x). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÜÔÉÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁ ÖÅ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5), ÚÎÁÞÉÔ ×ÔÏÒÁÑ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ
ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ × 2 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ,
ÞÅÍ Õ ÐÅÒ×ÏÊ, ÔÏ ÅÅ \×ÙÓÏÔÁ" ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ × 2 ÒÁÚÁ \ÎÉÖÅ". åÓÌÉ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÄÌÉÎÕ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ ÅÅ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ ÔÏÖÅ ÕÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÅÒ×ÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÏÔÒÅ-
ÚÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) Ó.×. X × ÔÏÞËÅ x, Á
×ÔÏÒÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ | × ÏÔÒÅÚÏË f2 (2x), Ô.Å. × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ f (x) = 2f2 (2x),
ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (9).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Ó.×. Y = T[0; 1] ÕÍÎÏÖÉÔØ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÁ ÞÉÓÌÏ � = 3, ÔÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. 3Y ÒÁÓÛÉÒÉÔÓÑ × 3 ÒÁÚÁ É ÓÔÁÎÅÔ [0; 3], Á ÇÒÁÆÉË ÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ \ÏÐÕÓÔÉÔÓÑ" Ë ÏÓÉ OX (ÒÉÓ. 14, 15). óÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ f3 (x) ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ
(9), Ô.Å. f3 (x) = (1/3) f (x/3). îÏ f (x/3) = 1, ÉÂÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ×Ï
×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] (x ∈ [0; 3] ⇒ (x/3) ∈ [0; 1]). úÎÁÞÉÔ, f3 (x) = 1/3.

3x10

1/3

1
f (x)

3

1

0 1x/3

f(x/3)

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15

ó×ÏÊÓÔ×Á, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:
3◦. M (�X) = � ·M (X);
4◦. D (�X) = �2D (X) (ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, | ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÑ×ÉÌÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ?);
5◦. � (�X) = �� (X).
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õÂÅÄÉÍÓÑ × ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×.

M (�X) =
∑
i
�xipi = �

∑
i
xipi = �M (X) ;

D (�X) = ∑
i

(�xi − �M)2 pi = ∑
i
�2 (xi −M)2 pi = �2 ∑

i
(xi −M)2 pi = �2D (X)

(ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁ \×ÙÓËÏÞÉÌ" Ë×ÁÄÒÁÔ).
åÓÌÉX | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [a; b] É ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ

f (x), ÔÏ Ó.×. �X ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�a; �b] É ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ
(9). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M (�X)É ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ D (�X) ÐÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1) É (5), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÍÅÔÏÄ ÚÁÍÅÎÙ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

M (�X) =
�b∫

�a

x · f� (x) dx =
�b∫

�a

x · 1
� · f

(x
�

)
dx =


 x = �t; x = �a⇒ t = a
dx = �dt; x = �b⇒ t = b


 =

=
b∫

a

�t · 1
� · f

(�t
�

)
�dt = = �

b∫

a

t · f (t) dt = �M (�X);

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ D (�X) ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÓÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 4 É 5 ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ó.×. �1X1 + �2X2 + ::: + �nXn (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ó.×.). ÷
ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó.×. X2. á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ××ÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÉÚ×ÌÅÞÅ-
ÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÉÚ Ó.×.

√
X? íÏÖÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÁÍÏÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ' ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ó.×. ' (X1; X2; :::; Xn) É ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ
ÔÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÌÉÓØ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ: ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ËÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ Ó.×. É ÎÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ó.×. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ
ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [2, ÇÌÁ×Ù 8 É 9]. óÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ,
ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÁÚÄÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ, ÅÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÁËÔÉËÁ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÎÁ
×ÈÏÄ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅ X, ÏÎÏ ÐÏÄ×ÅÒÇÁ-
ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ', É ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ó.×. Y = ' (X),
ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ó.×. Y ÉÌÉ ÚÁËÏÎ ÅÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 4. X1 = X2 = T[0; 1]. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. Y =
0; 5X1 − 2X2 É ÎÁÊÄÉÔÅ M (Y ), D (Y ) É � (Y ).



18 é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

5. íÅÄÉÁÎÁ. íÏÄÁ
îÁÒÑÄÕ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ M | ÓÒÅÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ

Ó.×. | × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ | ÍÅÄÉÁÎÁ É
ÍÏÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. íÅÄÉÁÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
x = xm, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

P (X < xm) = P (X > xm) = 1/2: (10)

óÍÙÓÌ ÞÉÓÌÁ xm ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) ÄÁÎ-
ÎÏÊ Ó.×. X (ÒÉÓ. 16). ÷ÅÒÔÉËÁÌØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = xm, ÄÅÌÉÔ ÐÏÄÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ (ÐÏÔÏÍÕ É \ÍÅÄÉÁÎÁ").

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. íÏÄÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = Mx,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. íÏÄÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×.
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

½ ½

a M
x

x
m

b

Ðèñ. 16

îÁ ÒÉÓ. 16 ÍÏÄÁ ÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÅÅ ÍÅÄÉÁÎÙ | Mx < xm. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ
f (x) ÉÍÅÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÄÎÏÇÏÒÂÙÊ ÇÒÁÆÉË (ÒÉÓ. 17), ÔÏ ×ÓÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÔÁËÏÊ Ó.×. ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ:

xm = Mx = M = a+ b
2 :

a ba+b

2

Ðèñ. 17

ðÒÉÍÅÒ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 2] ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô.Å. ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f (x) = ax; x ∈
[0; 2]. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a É ×ÓÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ xm, Mx É M .
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òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a? ÷Ù ÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f (x) ÍÏÖÅÔ

ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó. ×. ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÅÅ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.
éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÎÁÊÄÅÍ a:

2∫

0

axdx = 1 ⇒ a · x
2

2
2
|
0

= 1 ⇒ 2a = 1 ⇒ a = 1
2 :

éÔÁË, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ f (x) = 0; 5x; x ∈
[0; 2].

íÏÄÕ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏ ÇÒÁÆÉËÕ (ÒÉÓ. 18), ÇÄÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÑ f (x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ËÒÁÊÎÅÊ ÔÏÞËÅ x = 2. úÎÁÞÉÔ, Mx = 2. éÚ ÇÒÁÆÉËÁ
×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÁ xm ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x = 1 É x = 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (10) P (X < xm) = 1/2:

xm∫

0

1
2xdx = 1

2 ⇒
1
2 ·

x2

2
xm
|
0

= 1
2 ⇒

1
4 · x

2
m = 1

2 ⇒ x2
m = 2 ⇒ xm =

√
2 ≈ 1; 4:

½

1

0 1

M

x
m 2=Mx

Ðèñ. 18

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÏ ÏÔ ÍÅ-
ÄÉÁÎÙ xm, ÎÏ | ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÅÅ? îÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ.

M =
2∫

0

x · 1
2xdx = 1

2 ·
x3

3
2
|
0

= 1
6 ·

[
23 − 03] = 4

3 ≈ 1; 33:

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÌÅ×ÅÅ. þÕÔØ-ÞÕÔØ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 5. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. Z ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ
f (x) = a·(4 + 2x− x2), x ∈ [0; 3]. îÁÊÄÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÏÞÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÙ Mx.
ëÁË ×ÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ ÍÅÄÉÁÎÁ xm | ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÅÅ Mx? ðÏÞÅÍÕ? ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅ xm ÔÏÞÎÏ. çÄÅ ÌÅÖÉÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M? ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏ.
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6. óÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË.
áÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. üËÓÃÅÓÓ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M É ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D | Ä×Å ÓÁÍÙÈ ×ÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× (ÐÒÏÇÎÏÚÏ×) ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ó.×. üÔÉ ÞÉÓÌÁ, × ÓÕÝ-
ÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x),
ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ Ó.×..

îÁÐÏÍÎÀ ÓÍÙÓÌ M É D.
þÉÓÌÏ M , ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÏÞÎÏ ÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ

(a; b), × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. É ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁ-
ÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÎÅÒÅÄËÏ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ, | ÒÉÓ. 18) ÉÍÅÅÔ \ÇÏÒÂ" (ÒÉÓ. 19-20).

þÉÓÌÏ D ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÏÔ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ M . ÷ÅÌÉÞÉÎÁ D ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (a; b) É ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÓËÏÌØ-
ËÏ ÍÁÌÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÁÌÅËÉÈ ÏÔ M ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×., Ô.Å. ÎÁÓËÏÌØËÏ ÎÉÚÏË ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ f (x) Õ \ËÒÁÅ×" ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (a; b). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D (2X) ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ D (X) (ÒÉÓ. 19-20), ÔÏÞÎÅÅ, { × 4 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ (ÓÍ. n. 4).

a bM 2a 2bM2

ñ.â. X ñ.â. 2X

Ðèñ. 19 Ðèñ. 20

åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Ó.×. (ÇÒÁÆÉËÁ ÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x)), ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÒÉÓ. 21, | ×Ù ×ÉÄÉÔÅ ÔÒÉ
ÓÈÏÄÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ | 1; 2; 3, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, ×ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅ-
ÔØÅ | ÎÅÔ. ôÒÅÔØÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÏÌÅÅ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÅÖÅÌÉ ×ÔÏÒÏÅ. ëÁË ÏÃÅÎÉÔØ
ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ? ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÒÉÓ. 22, | ËÁË ÏÃÅÎÉÔØ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ? ïÔ×ÅÔÙ ÕÚÎÁÅÔÅ ÞÕÔØ
ÎÉÖÅ.

4 1 2 3

Ðèñ. 21 Ðèñ. 22

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ó.×. (ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÍÅÎÔÁ-
ÍÉ), ËÏÔÏÒÁÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ M , D, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ É
ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (k = 1; 2; ,,, ) ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÊ Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) ; x ∈ (a; b), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
�k, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
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�k =
b∫

a

xkf (x) dx: (11)

äÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÈÏÖÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

�k =
∑
i
xki pi: (11′)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (k = 1; 2; ,,, ) ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÊ Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) ; x ∈ (a; b), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
�k, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

�k =
b∫

a

(x−M)k f (x) dx; (12)

�k =
∑
i

(xi −M)k pi: (12′)

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ó.×., ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×. ÷ ÌÅË. 5, n. 6 ÂÙÌ ÐÒÉÍÅÒ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÂÙÌÏ 1-ÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÒÑÄ
(11′) ÐÒÉ k = 1 ÒÁÓÈÏÄÉÌÓÑ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×., ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ëÏÛÉ
f (x) = a/1 + x2; x ∈ (−∞; +∞), ÔÏÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ, Õ ÎÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11), ÍÏÍÅÎÔ �1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ:

�1 =
+∞∫

−∞

xf (x) dx =
+∞∫

−∞

x a
1 + x2dx = a

2

+∞∫

−∞

2xdx
1 + x2 =

= a
2

+∞∫

−∞

d (1 + x2)
1 + x2 = a

2 ·
(1 + x2)2

2
+∞
|
−∞

= ∞:

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÎÏÇÄÁ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ (ÌÅË. 12, n. 2, (1)) ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (12) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Ck ÔÁË:

Ck =
b∫

a

|x−M |k f (x) dx: (12′′)

éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (11) É (12) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
�1, �2, �k, . . . É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× �1, �2, �k, . . . . üÔÏ É ÅÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚ-
ÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ó.×.
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÷Ù, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (11) ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ
(1), Á ÆÏÒÍÕÌÁ (12) | ÎÁ ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ (4). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, M | ÜÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÍÏÍÅÎÔ, Á D | ×ÔÏÒÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ, Ô.Å.

�1 = M; �2 = D:

ëÁÖÄÙÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÍÅÎÔ �k É �k ÎÅÓÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ Ó×ÏÀ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï Ó.×.
íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÄÅÓØ ×ÙÑÓÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ËÁËÏ× ÅÅ ÓÍÙÓÌ (ËÁË ÄÅÌÁÌÉ
ÒÁÎÅÅ ÄÌÑ M É D). ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÁÈ �3 É �4, |
ÏÎÉ ËÁË ÒÁÚ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÅ ÎÁÓ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÀ É ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎ-
ÎÏÓÔØ Ó.×..

áÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. ôÒÅÔÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�3 =
b∫

a

(x−M)3 f (x) dx: (13)

åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ �3 ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó.×., ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ËÒÉ×ÁÑ 1 ÎÁ ÒÉÓ. 21), �3 = 0; ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
\ÇÏÒÂ" ÓÄ×ÉÎÕÔ ×ÐÒÁ×Ï (ËÒÉ×ÙÅ 2 É 3 ÎÁ ÒÉÓ. 21), �3 < 0, ÐÒÉÞÅÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ �3 ÔÅÍ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÄ×ÉÇ; ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ, ÞÅÊ \ÇÏÒÂ" ÓÄ×ÉÎÕÔ ×ÌÅ×Ï (ËÒÉ×ÁÑ 4 ÎÁ ÒÉÓ.
21), �3 > 0.

ñ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÖÕ ÚÄÅÓØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
× ÆÏÒÍÕÌÅ (13) ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ-ÚÁ ËÕÂÁ É ÔÒÅÂÕÀÔ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.
îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÏÂÌÅÇÞÁÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÂÕÄÕÔ × ÒÁÚÄÅÌÅ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. úÄÅÓØ ÖÅ ÐÏÐÒÏÂÕÀ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ×ÁÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �3 ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x).

òÁÚÏÂØÅÍ �3 ÔÏÞËÏÊ M ÎÁ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÁË:

�3 =
b∫

a

(x−M)3 f (x) dx =
M∫

a

(x−M)3 f (x) dx+
b∫

M

(x−M)3 f (x) dx = I1 + I2:

îÅ ÚÁÍÅÞÁÅÔÅ ÌÉ ×Ù, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ I1 < 0), Á
×ÔÏÒÏÅ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (I2 > 0)? ÷ÅÄØ × ÐÅÒ×ÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ x ∈ (a; M), ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ,

x < M ⇒ x−M < 0 ⇒ (x−M)3 < 0 ⇒ (x−M)3 · f (x) < 0 ⇒

⇒
M∫

a

(x−M)3 f (x) dx < 0; (f (x) > 0):

äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë I2 > 0.

åÓÌÉ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ; x ∈ (a; b) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
x = M (ÐÒÉ ÜÔÏÍ M = (a+ b)/2, ÒÉÓ. 23), ÔÏ ÏÂÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔ-
ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ |I1| = I2 (ÒÉÓ. 24) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �3 = − |I1|+ I2 = 0.



÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ìÅËÃÉÉ 10, 11 23

a b

a+b

2

M

f(x) I2

|I |1

(x-M) f(x)
3

Ðèñ. 23

a b

M

Ðèñ. 24

a b

a+b

2

M

f(x)
(x-M) f(x)

3

Ðèñ. 25

a b

M

Ðèñ. 26

I2

|I |1

åÓÌÉ ÖÅ \ÇÏÒÂ" ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÓÄ×ÉÎÕÔ ×ÐÒÁ×Ï ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ
(a; b) (ÒÉÓ. 25), ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ \ÐÒÁ×ÙÈ" ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ
\ÌÅ×ÙÈ", É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÍÙÓÌÁ ÞÉÓÌÁ M , ÏÎÏ ÔÏÖÅ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ
ÏÔÒÅÚËÁ (a; b). îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ (a; M) ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ (M ; b).
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I1, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÁÑ ÎÁ (a; M), ÉÍÅÅÔ \ÂÏÌØÛÅ" ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÎÅÖÅÌÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I2 (ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ (M ; b)) ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ (ÒÉÓ. 26). éÍÅÎÎÏ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ \ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ" ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
I1 ÐÅÒÅ×ÅÓÉÔ \ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ" ×ÔÏÒÏÇÏ, Ô.Å. |I1| > I2 (ÎÁ ÒÉÓ. 26 ÐÅÒ×ÁÑ ÚÁÛÔÒÉ-
ÈÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ S1 = |I1| ÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÊ S2 = I2) É, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÏËÁÖÅÔÓÑ
�3 = − |I1|+ I2 < 0.

äÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ, | ÏÎÏ ÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÏ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÅÒÍÉÎÙ É ÁÐÐÅÌÉÒÕÅÔ Ë ÉÎÔÕÉÃÉÉ. åÇÏ ÃÅÌØ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØ, ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÐÒÉÞÉÎÙ ÆÁËÔÁ.

ïÂÙÞÎÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó.×. ÉÚÍÅÒÑÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ,
�3 ÄÅÌÑÔ ÎÁ ËÕÂ ÓÒÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ � ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ (�3 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÕÂÁ Ó.×.). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ ÎÏ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sk (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ skew |
\ËÏÓÏÊ") É ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ:

Sk = �3
�3 : (14)

üËÓÃÅÓÓ. þÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�4 =
b∫

a

(x−M)4 f (x) dx: (15)

þÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÓÔÒÙÊ \ÇÏÒÂ" ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) Ó.×. X, ÔÅÍ
ÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �4 ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (15). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ �4 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
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ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ X. åÇÏ ÔÏÖÅ ÄÅÌÁÀÔ ÂÅÚ-
ÒÁÚÍÅÒÎÙÍ, ÄÅÌÑ ÎÁ �4 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÞÉÔÁÀÔ 3 (ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÑÓÎÀ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ (\ËÒÕÔÏÓÔÉ") ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ X, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔ ÜËÓÃÅÓÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ "x:

"x = �4
�4 − 3: (16)

÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (16) ÞÉÓÌÏ 3 ×ÙÞÉÔÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �4/�4 ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÁ-
ÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (Ï
ÎÉÈ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ × n. 3 É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ Ó.× × ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �4/�4 = 3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜËÓÃÅÓÓ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÏÊ (16), ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ Ó
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ "x = 0. ëÒÉ×ÙÅ, ÂÏÌÅÅ ËÒÕÔÙÅ, ÞÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ
(ÏÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 27), ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÜËÓÃÅÓÓÏÍ, ÍÅÎÅÅ ËÒÕÔÙÅ |
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.

ex=0

ex<0

ex>0
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ëÏÎÔÒÏÌØ 6. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ T[0; 1] ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ f (x) = 1; x ∈
[0; 1]. óËÁÖÉÔÅ, ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÑÑ, ËÁËÏ×Ù ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ 1-ÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ É 3-ÇÏ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÏ× É ËÁËÏÊ ÚÎÁË ÜËÓÃÅÓÓÁ. ðÏÞÅÍÕ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
(x−M)3 f (x) É ÐÏËÁÖÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ |I1| É I2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ �1; �2; �1; �2; �3; �4; �; Sk; "x.

7. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. X ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ f (x) = ax2; x ∈ [0; 2].
ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x). õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÉÄ ÇÒÁ-
ÆÉËÁ, ×ÙÓËÁÖÉÔÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, | ÇÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ
M = M (X)? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏ. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, | ËÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
P (X < M), ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÅ ÔÏÞÎÏ. çÄÅ ÌÅÖÉÔ ÍÅÄÉ-
ÁÎÁ xm | ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÅÅ M? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÅ ÔÏÞÎÏ. çÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÍÏÄÁ Mx?
ïÔ×.: 3/8; 3/2; 27

/
64; 3√4 ≈ 1; 59; 2.

2. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. X ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ f (x) = a (5− x)2 ; x ∈
[1; 5]. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x). çÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ M = M (X)? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏ. âÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ



÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ìÅËÃÉÉ 10, 11 25
ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P (X > M)? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÅ ÔÏÞÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÍÅÄÉÁÎÕ É ÍÏÄÕ.

3. ó.×. X ÚÁÄÁÎÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) = 2x; x ∈ [0; 1]. ðÒÉÂÌÉÚØ-
ÔÅ Ó.×. X ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. �X4 (Ï ÔÏÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÓÍ. n. 1): ÒÁÚÂÅÊÔÅ [0; 1]
ÎÁ 4 ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ �xi, ÒÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi = P (X ∈ �xi), ÚÎÁÞÅÎÉÑ �i
Ó.×. �X4 ×ÙÂÅÒÉÔÅ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× �xi É ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. �X4.
îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. �X4 É ÏÃÅÎÉÔÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ M

( �X4
)
. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔÏÞÎÏ M

( �X4
)

É M (X) | ÂÌÉÚËÉ ÌÉ ÏÎÉ?
ðÒÉÂÌÉÚØÔÅ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó.×. X ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. �X8 É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ M

( �X8
)

|
ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ Ë M (X)?

4. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÚÂÒÏÓÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×Å Ó.× : T[0; 1], Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) = 1; x ∈ [0; 1], É Ó.×. X ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
f (x) = 2x; x ∈ [0; 1]. õ ËÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó.×. ÒÁÚÂÒÏÓ ÂÏÌØÛÅ É ÐÏÞÅÍÕ? ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
ÔÏÞÎÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ É Ó.Ë.Ï. ÄÁÎÎÙÈ Ó.×., | ÏÐÒÁ×ÄÁÌÏÓØ ÌÉ ×ÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ?

5. óÒÁ×ÎÉÔÅ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÒÁÚÂÒÏÓ Ó.×. T[0; 1] É Ó.×. Si, ÆÕÎËÃÉÑ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ f (x) = 0; 5 sin x; x ∈ [0; �].

6. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÒÁÚÂÒÏÓ Ó.×. Si É Z, Õ ËÏÔÏÒÏÊ f (x) = (1/12) (4 + 2x− x2),
x ∈ [0; 3].

7. ó.×. X ÐÏÄÞÉÎÅÎÁ ÚÁËÏÎÕ óÉÍÐÓÏÎÁ (\ÚÁËÏÎÕ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ"), ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f (x) = 1−|x| ; x ∈ [−1; 1] (ÒÉÓ.
28). ëÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÌÉ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ?

-1 10

1
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õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÒÁÚÂÅÊÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ Ä×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,
ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f (x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: f (x) = x + 1, ÅÓÌÉ
x ∈ [−1; 0], É f (x) = 1− x, ÅÓÌÉ x ∈ [0; 1].

8. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó.×. X ÚÁÄÁÎÏ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [−1; 1] Ä×ÕÍÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÑÍÉ: f (x) = (2/3) (x+ 1), ÅÓÌÉ x ∈ [−1; 0; 5], É f (x) = 2 (1− x), ÅÓÌÉ
x ∈ [0; 5; 1]. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ; x ∈ [−1; 1]. ïÃÅÎÉÔÅ ÂÅÚ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M É ×ÅÌÉÞÉÎÕ �, ÚÁÐÉÛÉÔÅ Ó×ÏÉ ÏÃÅÎËÉ.
÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ M , D É �. þÔÏ ×Ù ÏÃÅÎÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ | M ÉÌÉ �? ðÏÞÅÍÕ? ëÁËÏÊ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÌÉ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ, ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. X?

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÒÁÓÞÅÔÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ
x−M = t, ÏÎÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.
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9. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó.×. Y ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 29. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f (x). ïÃÅÎÉÔÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ M . òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÅÇÏ
ÔÏÞÎÏ. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, Õ ËÁËÏÊ Ó.× ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÂÏÌØÛÅ, Õ Ó.×. Y ÉÌÉ Õ Ó.×. X ÉÚ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ D (Y ) ÔÏÞÎÏ. ëÁËÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ, Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ
ÉÌÉ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. Y ?

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ:

[(y − y1)/(y2 − y1)] = [(x− x1)/(x2 − x1)].
10. X | Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 7 (ÒÉÓ. 28). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÊ Ó.×. 1; 5X É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

11. Y | Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 9 (ÒÉÓ. 29). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ Ó.×. 0; 25X É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

12. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. 1; 5X+0; 25Y (X É Y | Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÙÅ
× ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ 7 É 9). îÁÊÄÉÔÅ M , D É � ÜÔÏÊ Ó.×.

13. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó.×. X2 ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 30. îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ D É ÓÒÅÄ-
ÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ Ó.×.

14. ëÌÁÓÓ Ó.×., ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ óÉÍÐÓÏÎÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ a, ÚÁÄÁÅÔ-
ÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ f (x) = (1/a) (1− (|x|/a)) ; x ∈ [−a; a] (ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ a = 1 ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 28). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ
Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 2 É a = 0; 5. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ M , D, �, �3,
Sk, �4, "x ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó.×. ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a. ïÃÅÎÉÔÅ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÒÉ a = 2 É a = 0; 5.

15. ó.×. X ÚÁÄÁÎÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) = 0; 5x; x ∈ [0; 2] (ÒÉÓ. 18).
îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ 1-ÇÏ, 2-ÇÏ, 3-ÇÏ É 4-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔÉ É ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÕÔÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ Ó.×.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÞÅÒÅÚ
ÎÁÞÁÌØÎÙÅ: �2 = �2 − �2

1, �3 = �3 − 3�1�2 + 2�3
1, �4 = �4 − 4�1�3 + 6�2

1�2 − 3�4
1.

ïÔ×.: 4/3; 2; 3; 2; 16/3; 0; 2/9; − 8/135; 16/135.
16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
17. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [0; 1] ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ, Ô.Å. f (x) = ax; x ∈ [0; 1]. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ M , D, � É Sk ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÔ×.: 2/3; 1
/

18; 1
/

3
√

2; −2
√

2
/

5:
18. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÅ ÚÁËÏÎÕ ìÁÐÌÁÓÁ, ÉÍÅÀÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓ-

ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÁ f (x) = Ae−�|x|; � > 0, x ∈ (−∞; +∞). ó.×. L ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ
ÚÁËÏÎÕ ìÁÐÌÁÓÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � = 1 (ÒÉÓ. 31). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ A. óÒÁ×-
ÎÉÔÅ Ó.×. L É Ó.×. X ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7 (ÚÁËÏÎ óÉÍÐÓÏÎÁ): Á) Õ ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ
ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ? Â) Õ ËÁËÏÊ ÂÏÌØÛÅ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔØ? îÁÊÄÉÔÅ M , D, � É Sk
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ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ïÃÅÎÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. L ×ÎÅ ÔÒÅÈ-
ÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.

ïÔ×.: ÄÌÑ L | A = 0; 5; M = 0; � =
√

2; "x = 3 :

19. ïÐÙÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÔÒÅÌØÂÅ ÐÏ ÍÉÛÅÎÉ. ó.×. S, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÙÔÏÍ,
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ s ÏÔ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÍÉÛÅ-
ÎÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ Ó.×. ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ òÅÌÅÑ, Ô.Å. ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f (s) = Ase−h2s2 ; s ∈ [0; +∞), ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ h ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ËÁÞÅÓÔ×Á ÓÔÒÅÌØÂÙ, | ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ h, ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ ÓÔÒÅÌØÂÁ (ÒÉÓ. 32), Á ÍÎÏÖÉÔÅÌØ A
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ
h = 1 (ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f (x) = Ase−s2 ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 32). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
A, ÍÏÄÕ Mx, ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ Ms, ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ Ds. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÍÉÛÅÎÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÍÏÄÙ; ÉÓÔÏÌËÕÊÔÅ
ÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÉÓ. 32.

ïÔ×.: 2; 1
/√

2; √�/2; (4− �)/4; 0; 393.
20. ÷ Ä×ÕÈ ÏÔÄÅÌÁÈ ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ Ä×Á ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ | ÓÔÁÒÙÊ É ÎÏ-

×ÙÊ. óÔÁÒÙÅ × 2 − 3 ÒÁÚÁ ÞÁÝÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÓÔÒÏÑ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÏÔÄÅÌÅ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÓÔÁÒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ ÒÁ×ÎÁ p1 = 0; 6, Á ×ÔÏÒÏÇÏ | p2 = 0; 3. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÏÔÄÅÌÅ | p3 = 0; 7, p4 = 0; 2.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Ä×Å Ó.×.: X1 | ÞÉÓÌÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × 1-Í ÏÔÄÅÌÅ, X2 |
×Ï ×ÔÏÒÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ, ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÄÅÌÁ, ÎÅ ×ÙÛÅÄÛÉÈ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÚÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ×ÒÅÍÅÎÉ). óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ Ó.×., ÏÃÅÎÉÔÅ
ÉÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ M , D, � É Sk (Õ ËÁËÏÊ Ó.×. ÏÎÉ ÂÏÌØÛÅ?) É ÒÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ
ÉÈ ÔÏÞÎÏ. óÄÅÌÁÊÔÅ ×Ù×ÏÄÙ.

ïÔ×.: M1 = 1; 1; D1 = 0; 45; �1 = 0; 67; �3 = −0; 036; Sk = −0; 12.
21. ïÒÕÄÉÅ ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÓÔÒÅÌÑÅÔ × ÍÉÛÅÎØ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ

×ÙÓÔÒÅÌÅ ÒÁ×ÎÁ 0; 4. óÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ X | ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ. ë ËÁËÏÍÕ ËÌÁÓ-
ÓÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ Ó.×.? óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÅÅ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÃÅÎÉÔÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M , ÚÎÁË É ÓÔÅÐÅÎØ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ M , D, � É Sk.

ïÔ×.: 1; 2; 0; 72; 0; 85; 0; 24.



ìÅËÃÉÑ 11. ôÉÐÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ,
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ)

åÓÌÉ ×Ù ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÌÅËÃÉÉ, ÔÏ ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÓÈÏÄ-
ÓÔ×Ï, ÏÄÎÏÔÉÐÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× Ó.×., ÔÏÞÎÅÅ | ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ
ÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÇÒÁÆÉËÏ×-ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ f (x) (ÒÉÓ. 1, 2, 3).

Ðèñ. 1

ïÄÎÏÔÉÐÎÙÅ Ó.×. ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. þÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁ-
ÀÝÉÅÓÑ ÔÉÐÙ Ó.×. ÂÙÌÉ ×ÙÄÅÌÅÎÙ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÎÉÑ (ÆÏÒÍÕÌÙ) ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÂÙÓÔÒÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÔÉÐÁ Ó.×.: ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ (ÒÉÓ.
1), ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ (ÒÉÓ. 2) É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ (ÒÉÓ. 3). ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó ÐÒÉ-
ÍÅÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÏÇÕÔ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÔÉÐÏ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ó.×.. úÁÔÅÍ
ÕÔÏÞÎÉÍ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÏÐÒÅÄÅÌÉ× ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x).

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó.×. ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔ×ÅÔÅ ÎÁ ÔÒÉ ×ÏÐÒÏÓÁ. ëÁË ÍÅÎÑÅÔ-
ÓÑ ÇÒÁÆÉË ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ó.×.? ëÁËÏÊ ×ÉÄ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË? ëÁËÏÊ ×ÉÄ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Ó.×. × ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (� ; �)? åÓÌÉ ÐÏÍÎÉÔÅ, ÜÔÉ
ÖÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÓÔÁ×ÉÌÉÓØ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Ó.×. | ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ É ðÕÁÓ-
ÓÏÎÏ×ÓËÏÊ (ÌÅË.7-8).

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÈ × ÌÅËÃÉÉ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÕÍÅÎÉÅ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÒÅÄÅÌÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.

1. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ Ó.×. (ÔÉÐÏ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï)
ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ Ó.×. TM | ×ÒÅÍÑ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÐÏÅÚÄÁ × ÍÅÔÒÏ (ÌÅË. 9, n.

2-4). åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÅÒÉÀ ÏÐÙÔÏ×, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. TM ÂÕÄÕÔ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ
ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÞÁÓÔÏ (ÐÏÞÔÉ!) ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÁ×ÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; 120], ÉÂÏ ÎÅÔ
ÐÒÉÞÉÎÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÕÞÁÓÔÏË ÉÍÅÌ ÂÙ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ.

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ Ó.×. TM | f ∗ (x) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÓÔÕÐÅÎØÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
(ÒÉÓ. 4), Á ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ f (x) = 1/120 (ÒÉÓ. 5).

28
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Ðèñ. 4

f  (x)
*

1 120/

0 15 30 45 60 75 90 115 120

Ðèñ. 5

0 120

f (x)

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÉ ÄÉÓË, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏ-
ÖÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ (ÒÉÓ. 6). äÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÏÄÎÏÍÕ
ÍÅÔÒÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ). îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ O (ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ) É ÎÁ-
ÎÅÓÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÛËÁÌÁ { 1 ÍÍ; 2ÍÍ; 3ÍÍ; ..., 999ÍÍ (ÎÁ ÒÉÓ. 6 ÛËÁÌÁ ÒÁÓÔÅÔ
××ÅÒÈ). îÁÐÒÏÔÉ× ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÕËÒÅÐÌÅÎÁ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÉ-
ÞÔÏÖÎÏ ÍÁÌÏÊ ÛÉÒÉÎÙ.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÐÙÔ: ËÒÕÔÎÅÍ ÄÉÓË ×ÎÉÚ É ÄÏÖÄÁ×ÛÉÓØ, ËÏÇÄÁ ×ÒÁÝÅÎÉÅ
ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÓÔÒÅÌËÉ
(ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÛËÁÌÅ, ÉÌÉ ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÛËÁ-
ÌÙ). ôÏÞËÅ M ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ x, ÒÁ×ÎÏÅ ÄÌÉÎÅ ÄÕÇÉ OAM (ÎÁÐÏÍÉÎÁÀ, ÛËÁÌÁ
ÒÁÓÔÅÔ ××ÅÒÈ). þÉÓÌÏ x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ (ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ M ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ËÁËÉÍ-
ÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÛËÁÌÙ ÉÌÉ Ó ÅÇÏ ÄÏÌÅÊ), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ. ô.Å. ÞÉÓÌÏ x
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÉÚ \ÓÐÌÏÛÎÏÇÏ" ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÕÓÌÏ×É-
ÑÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ [0; 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ R[0; 1).

Ðèñ. 6

C

M

A
O

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

f  (x)
*

f(x)

1

10 0

1

1

åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÐÙÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ M ÚÁÐÏÌÎÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÄÉÓËÁ ÐÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÞÉÓÌÁ x (ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×.) ÔÁËÖÅ
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ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁÐÏÌÎÑÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [0; 1). ðÒÉÞÉÎÁ ÔÁ ÖÅ | ÎÅÔ ÆÁËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÂÏÌØÛÅ ×ÌÉÑÌÉ ÂÙ ÎÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ M × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÕÞÁÓÔËÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÁ,
ÎÅÖÅÌÉ × ÄÒÕÇÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ.

çÉÓÔÏÇÒÁÍÍÁ, ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f ∗ (x) É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) Ó.×. R[0; 1) ÉÍÅ-
ÀÔ ×ÉÄ (ÒÉÓ. 7-8), ÓÈÏÄÎÙÊ Ó TM (ÒÉÓ. 4-5), | ÏÎÉ ÌÉÛØ \ÕÖÅ" É \×ÙÛÅ". •

f(x)

a M b0

1
b a-

S=1

Ðèñ. 9

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ). ïÐÙÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [a; b] ×Ù-
ÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÍÅÈÁÎÉÚÍ ×ÙÂÏÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ). ñÓÎÏ,
ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. R[a; b], ÏÄÎÏÔÉÐÎÁÑ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ. åÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f (x) = Ó ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ):

b∫

a

f (x) dx = 1 ⇒
b∫

a

c dx = c · (b− a) = 1 ⇒ c = 1
b− a:

éÔÁË, ÔÉÐÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ Ó.×. | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b] ([0; 120] ; [0; 1)) ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ó.×. ÐÒÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÍ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÉ
ÏÐÙÔÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÉÌÉ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [a; b] (ÉÌÉ [a; b) ; (a; b] ; (a; b)), ÅÓÌÉ ÅÅ
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Ô.Å.

f (x) = 1
b− a; x ∈ [a; b] : (1)

òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ Ó.×. ÎÅÒÅÄËÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÍÅÈÁÎÉËÅ, ËÁË ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÕÇÌÙ ÐÏ×ÏÒÏ-
ÔÁ ÄÅÔÁÌÅÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍÏ×. ÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ Ó.×. R[0;1] (\ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 1") ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ Ó.×. Ó ÌÀÂÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉ-
ÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÐÙÔÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2, ××ÅÄÉÔÅ ÄÒÕÇÕÀ Ó.×.
R' | ÕÇÏÌ ' (ÍÅÎØÛÉÊ), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ CO Ó ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÙÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ CM ÐÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÉÓËÁ (ÒÉÓ. 6). ëÁËÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ Ó.×. R'? âÕÄÅÔ ÌÉ R' ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ó.×.? ðÏÞÅÍÕ? úÁÐÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÅ ÇÒÁÆÉË.
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2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
(ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ,

ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ)
ëÁË Ñ ÓËÁÚÁÌ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ Ë ÌÅËÃÉÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó.×. ÓÏÓÔÏÉÔ ×

ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ (ÏÎÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × ÚÁÇÏÌÏ×ËÅ ÒÁÚÄÅÌÁ).

úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÏ×Á ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (1) ÐÒÉ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×.?

3

2

1

0 1 2 8

Ðèñ. 10

f
l=8

f
l=2

f
l=1

f
l=1/2

f
l=1/3

òÅÛÅÎÉÅ. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ Ó.×. ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
[a; b]. æÕÎËÃÉÑ (1) É ÅÅ ÇÒÁÆÉË ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ [a; b], Ô.Å. ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ l =
b− a. îÁÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉË ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (1) ÐÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ l ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

úÁËÒÅÐÉÍ a = 0 É ÓÔÁÎÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ b→∞. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏ×
ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÓÁÍÉ ÐÏÄÇÒÁ-
ÆÉËÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×. ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÉÈ ×ÙÓÏÔÙ h = c
ÕÂÙ×ÁÀÔ É h = c = (1=l)−−−−−→

l→∞
0 (ÒÉÓ. 10). åÓÌÉ a 6= 0, ËÁÒÔÉÎÁ ÔÁ ÖÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÉÓ. 10 ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÏÂÏÚÒÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×. (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ).

úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×. X, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ (1).

òÅÛÅÎÉÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ó.×. X ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÁ [a; b] (ÒÉÓ. 9) × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÒÁÆÉËÁ f (x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÓÅÒÅÄÉÎÕ (ÌÅË. 10, n. 1). üÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ (ÌÅË. 10, (1)), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (1):

M =
b∫

a

x · f (x) dx =
b∫

a

x · 1
b− a dx = 1

b− a ·
x2

2
b
|
a

= 1
b− a ·

b2 − a2

2 = a+ b
2 :

éÔÁË, MR = a+ b
2 : (2)
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äÉÓÐÅÒÓÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ó.×. X ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b]: ÞÅÍ ÂÏÌØ-
ÛÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ l, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ôÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ DR ×ÙÞÉÓÌÉÍ
ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÉÚ ÌÅË. 10:

D =
b∫

a

x2f (x) dx−M2 =
b∫

a

x2 · 1
b− adx−

(a+ b
2

)2
= 1
b− a ·

x3

3
b
|
a
−(a+ b)2

4 =

= 1
b− a ·

b3 − a3

3 − (a+ b)2

4 = 1
b− a ·

(b− a) (b2 + ba+ a2)
3 − a2 + 2ab+ b2

4 =

= 4b2 + 4ab+ 4a2 − 3a2 − 6ab− 3b2

12 = (b− a)2

12 :

éÔÁË, DR = (b− a)2

12 : (3)

óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔ ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×.
É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ:

�R = b− a
2
√

3
: (4)

M , D É � | ÇÌÁ×ÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ó.×., ÏÎÉ ÎÅÓÕÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ
É ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. äÒÕÇÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
(ÍÏÄÁ, ÍÅÄÉÁÎÁ, ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔØ É ÄÒ.) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÅÖÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÖÕ Ï ÎÉÈ ÓÖÁ-
ÔÏ.

íÏÄÙ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. íÅÄÉÁÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó MR. óËÏ-
ÛÅÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, - ÏÐÑÔØ ÖÅ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÒÁÆÉËÁ f (x). üËÓÃÅÓÓ
(ÐÌÏÓËÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔØ) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁ×ÎÏ-
ÍÅÒÎÙÈ Ó.×., ÉÂÏ ÇÒÁÆÉË f (x) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ \ÐÌÏÓËÉÊ" | ÐÒÑÍÁÑ ÌÉÎÉÑ. íÏÖÅÔÅ ÓÁÍÉ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜËÓÃÅÓÓ ÔÏÞÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ 4-Ê ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ
�4 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8), ÌÅË. 10:

�4 =
b∫

a

(x−M)4 · f (x) dx = 1
b− a ·

b∫

a

(
x− a+ b

2

)4
dx = ::: = (b− a)4

80 ;

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÜËÓÃÅÓÓÁ (ÌÅË.10, (10)):

"x = �4
�4 − 3 = ::: = 144

80 − 3 = −1; 2:

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ (2), (3), (4). éÚ ÏÂÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ Ó.×.
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M (TM) = 0 + 120
2 = 60; D (TM) = (120− 0)2

12 = 1200; � (TM) =
√

1200 ≈ 35:

M
(
R[0; 1]

)
= 0 + 1

2 = 0; 5; D
(
R[0; 1]

)
= (1− 0)2

12 = 1
12 ≈ 0; 8;

�
(
R[0; 1]

)
=

√
1
12 ≈ 0; 9:

ïÃÅÎËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÓÒÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏ-
ÎÅÎÉÑ (3) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ Ó.×. ÐÏÄÍÅÞÅÎÎÙÊ ÒÁÎÅÅ
(ÌÅË. 10, n. 3) ÆÁËÔ: ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [a; b] ÌÀÂÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ó.×. ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ
Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (M − 2�; M + 2�). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á M − 2� < a < b < M + 2�. äÌÑ Ó.×. TM ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

M − 2� = 60− 2
√

1200 ≈ 60− 2 · 35 =
−10 < (a = 0) < (b = 120) < 60 + 2

√
1200 ≈ 60 + 2 · 35 = 130:

äÌÑ Ó.×. R[0; 1] ÅÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [0; 1] ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÏÍ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ).

M 2- s M+2s
s

M

a b
b a-

4

Ðèñ. 11

ðÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ [a; b], ÓÏÓÔÏÉÔ
× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×. � ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ � (ÒÉÓ. 11).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

� = b− a
2
√

3
> b− a

2
√

4
= 1

2 ·
b− a

2 = 1
2 ·�;

É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

M − 2� < M − b− a
2 = a+ b

2 − b− a
2 = a

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b < M + 2� ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅ-
ÎÉÉ ÏÐÙÔÁ ÎÁÄ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ó.×. Xë ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (�; �)? (åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (�; �) ⊂ [a; b]).

òÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÉÂÏ ÐÒÏÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ f (x). ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (6), (ÌÅË. 10, n. 7)
ÄÁÅÔ:
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P (X ∈ (�; �)) =
�∫

�

f (x) dx =
�∫

�

1
b− adx = 1

b− a · x
�
|
�

= � − �
b− a :

éÔÁË,

P (XR ∈ [�; �]) = � − �
b− a : (5)

éÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
f (x) ÎÁÄ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (�; �).

ëÏÎÔÒÏÌØ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ M , D É � Ó.×. T' (ËÏÎÔÒÏÌØ 1). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
ÐÒÁ×ÉÌÁ Ä×ÕÈ ÓÉÇÍ É ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÊÔÅ ÅÇÏ ÒÉÓÕÎËÏÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ó.×. T' ÐÒÉÍÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Á) ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ; Â) ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ 600?
(óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÓËÁÖÉÔÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÔÏÍ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÅÇÏ ÒÁÓÞÅÔÏÍ). éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ × ×ÉÄÅ ÐÌÏÝÁÄÉ.

3. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ Ó.×.,
ÉÈ Ó×ÑÚØ Ó ÐÏÔÏËÏÍ ÓÏÂÙÔÉÊ

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ Ó.×. T' | ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ
×ÙÚÏ×ÁÍÉ ÎÁ áôó (ÌÅË. 9, n. 2, 3, 5). ïÐÙÔ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ áôó
×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÊ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ É ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË
×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÜÔÏÔ ×ÙÚÏ×, ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ
×ÙÚÏ×Á. ðÏÄÞÅÒËÎÕ: ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÁ, Á ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ, ÐÒÏÔÅËÛÉÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÙÚÏ×ÁÍÉ. ÷ÙÂÏÒ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÓÕÔÏË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, | ÏÔ 8-ÍÉ ÄÏ 9-ÔÉ ÞÁÓÏ× ÕÔÒÁ.

åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÐÙÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÎÁÂÒÁÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ-
×ÁÔØ ÅÇÏ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÉÓÔÏÇÒÁÍÍÕ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ \ÐÁÄÁÀ-
ÝÁÑ ÇÏÒËÁ" (ÒÉÓ. 12), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. T' ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏ
ÍÁÌÙÈ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÏÓÉ OX, ÒÉÓ. 13). çÒÁÆÉË
ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) | ÐÌÁ×ÎÏ \ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÇÏÒËÁ" (ÒÉÓ. 13). áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÔ ×ÉÄ f (x) = �·e−�x; � > 0, x ∈ [0; +∞). ï ÔÏÍ, ËÁË
ÐÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÍÙ ×ÅÌÉ ÒÅÞØ × ÌÅË. 9, n. 5. ëÁË ÐÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒ
� | ÕÚÎÁÅÔÅ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÓÅÒÉÀ ÏÐÙÔÏ× × ÄÒÕÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÓÕÔÏË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ 23 ÄÏ 24 ÞÁ-
ÓÏ× ÎÏÞÉ, ÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ | ÄÌÉÔÅÌØÎÙÅ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÞÁÝÅ. îÏ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ |
ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÕÝÅ, ÐÏÔÏÍ ÒÅÖÅ. çÒÁÆÉË ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÓÏÈÒÁÎÉÔ ×ÉÄ \ÐÁÄÁ-
ÀÝÅÊ ÇÏÒËÉ", ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏÇÉÍ (ÒÉÓ. 14).
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ó.×. X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ (ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

f (x) = � · e−�x; x ∈ [0; +∞) ; (6)
ÇÄÅ � > 0 | ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ Ó.×.
ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

þÔÏÂÙ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ
Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÌÅË. 9, n. 6):

1◦. f (x) > 0; ∀x ∈ [0; +∞).
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ: e−�x > 0; ∀x; ∀�,

Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0 ÚÎÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.
2◦.

+∞∫
0
f (x) dx = 1.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÎÅ ÚÁÂÕÄÅÍ, ÞÔÏ � > 0):
∞∫

0

�e−�xdx = lim
b→∞


−

b∫

0

e−�xd (−�x)


 = − lim

b→∞

[
e−�x

b
=
0

]
=

= − lim
b→∞

[
e−�b − e0] = − lim

b→∞
1
e�b + 1 = 0 + 1 = 1:

ôÉÐÏ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ Ó.×. ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔÅÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÔÁË: ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×. ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏ-
ÌÅÅ ÞÁÓÔÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; +∞) ; Á ÄÁÌÅÅ ÇÕÓÔÏÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ. óÔÅÐÅÎØ ÂÙÓÔÒÏÔÙ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÏÊ | ÏÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏÊ
ÄÏ ÏÞÅÎØ-ÏÞÅÎØ ÍÅÄÌÅÎÎÏÊ. ôÏÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ (ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ) ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ (6). óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ \×ÏÇÎÕÔÏÅ", É ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ
ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÓÌÁÂÏ ÚÁÍÅÔÎÏÊ ÐÒÉ ÍÅÄÌÅÎÎÏÍ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ (ÐÒÉ
ÍÁÌÙÈ �).

ó×ÑÚØ Ó ÐÏÔÏËÏÍ ÓÏÂÙÔÉÊ. ðÒÉÍÅÒ 4 ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂ-
ÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ïÔÄÅÌØÎÙÊ ×ÙÚÏ× ÎÁ áôó | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÔÏËÁ ×ÙÚÏ×Ï×, ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÈ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÐÏÔÏËÉ ÓÏÂÙÔÉÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ
× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ | ÏÞÅÒÅÄÉ × ÂÉÌÅÔÎÙÅ ËÁÓÓÙ, ÒÅÍÏÎÔÎÙÅ ÍÁÓÔÅÒÓËÉÅ,
ÐÁÒÉËÍÁÈÅÒÓËÉÅ É Ô.Ð. ÷ ÌÅËÃÉÉ 8 ×Ù ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ, ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÍ,
ÐÏÔÏËÏÍ. åÓÌÉ × ÔÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÐÏÔÏËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ Ó.×. |
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ ÐÏÔÏËÁ, | ÔÏ ÅÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ×ÉÄÁ (6). æÁËÔ ÜÔÏÔ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ.
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ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÏÐÙÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 3. ó.×. X ÉÍÅÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � =
1/3. úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÅ ÇÒÁÆÉË (ÕÞÔÉÔÅ e−1 ≈
0; 37). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (0; 1), (1; 2),
(2; 3), (10; 11). óÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ, ÈÁÒÁËÔÅÒÎÁÑ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ?

4. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

úÁÄÁÞÁ 1. ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (6) ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÁ � ÏÔ 0 ÄÏ +∞?

3e
-3x

e
-3x

e
-x

3

2

1

0 1 2
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òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: Á) � ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ +∞; Â) �
ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ 0.
Á) ðÒÉ � = 1 ÆÕÎËÃÉÑ (6) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ y1 = e−x; x > 0, ÅÅ ÇÒÁÆÉË | ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ
(ÒÉÓ. 15). õ×ÅÌÉÞÉÍ � = 3. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y3 = 3e−3x ÂÙÌ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÒÁÎØÛÅ, × ÌÅË.
9, n. 3., ÒÉÓ. 13. îÁÐÏÍÎÀ: ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÌÓÑ Ä×ÕÍÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ: 1)
y1 = e−x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × y2 = e−3x, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÏÓÉ
OX × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÂÌÉÖÅ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ \ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ"; Â) y2 = e−3x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × y3 = 3e−3x

É ×ÓÅ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ y2 Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ, ÏÎ \ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ" (ÒÉÓ. 15).
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ËÒÕÔÏÊ ÇÒÁÆÉË , ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÊÓÑ Ë ÏÓÉ
OX ÐÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ x.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ � = 4; 5; ::: ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
(6) ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ×ÓÅ ËÒÕÞÅ É ËÒÕÞÅ É ÂÕÄÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ÏÓÉ
OX.
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Â) óÔÁÎÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÍÅÎØÛÁÔØ � É ÐÕÓÔØ � = 1/3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÙÅ: 1) y1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × y4 = e− 1

3x, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÏÔ
ÏÓÉ OX × 3 ÒÁÚÁ ÄÁÌØÛÅ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ \ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ"; 2) y4 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × y5 = 1

3e−
1
3x,

×ÓÅ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÑÓØ Ë ÏÓÉ OX (ÒÉÓ. 16). ðÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (6) | ÐÏÌÏÇÁÑ \ÇÏÒËÁ\, ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÏÓÉ OX É ÍÅÄÌÅÎÎÏ
Ë ÎÅÊ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ x.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ � = 1/4; 1/5; ::: ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÉ (6)
ÂÕÄÕÔ ÏÐÕÓËÁÔØÓÑ Ë ÏÓÉ OX É ÏÞÅÎØ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÎÉÖÁÔØÓÑ ÐÒÉ x→∞.

÷Ù×ÏÄ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÎÁÍÉËÕ × ÃÅÌÏÍ. ðÒÉ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÇÒÁÆÉË ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (6) | ÏÞÅÎØ ËÒÕÔÁÑ \ÇÏÒËÁ",
×ÏÇÎÕÔÁÑ, ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ \ÐÁÄÁÀÝÁÑ" Ë ÏÓÉ OX É ÚÁÔÅÍ ×ÙÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÞÔÉ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ, ÐÏÞÔÉ ÓÌÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÏÓØÀ OX ÐÒÉ x → ∞. ðÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ �
\ÇÏÒËÁ" ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏÇÏÊ. ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÞÅÒÅÚ � = 1 É ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ
ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ �→ 0 \ÇÏÒËÁ" ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÉÚËÏÊ É ÏÞÅÎØ-ÏÞÅÎØ ÐÏÌÏÇÏÊ, ÐÏÞÔÉ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÏÊ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×ÏÇÎÕÔÏÊ.

éÔÁË, × ÏÄÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ ÍÙ ÏÂÏÚÒÅÌÉ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÌÀÂÏÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×., ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ (6).

òÅÛÅÎÉÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ
(ÌÅË. 10, (1)), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

M =
∞∫

0

xf (x) dx =
∞∫

0

x�e−�xdx = lim
b→∞

b∫

0

�xe−�x:

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ

b∫
a
udv = uv

b
|
a
−

b∫
a
vdu :

b∫

0

�xe−�x =
[
u = x; dv = �e−�xdx
du = dx; v =

∫
�e−�xdx = −e−�x

]
= −xe−�x

b
|
0

+
b∫

0

e−�xdx =
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= − b
e�b + 0− 1

�

b∫

0

e−�xd (−�x) = − b
e�b −

1
�e

−�x b|
0

=

− b
e�b −

1
�

(
e−�b − e0) = − b

e�b −
1

�e�b + 1
�:

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ M , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

M = lim
b→∞

(
− b
e�b −

1
�e�b + 1

�

)
= lim

b→∞

(
− b
e�b

)
− lim

b→∞
1

�e�b + 1
�:

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÍ
ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ

(∞
∞

)
; ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÉÂÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ. ðÏÌÕÞÁÅÍ:

M = − lim
b→∞

b′
(e�b)′ − 0 + 1

� = − lim
b→∞

1
�e�b + 1

� = 0 + 1
� = 1

�:

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

M = 1
�: (7)

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×. ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔ-
ÎÏÅ ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ �:

÷ Ä×ÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 1/3 É 3 (ÒÉÓ. 15 É 16). þÅÍ ËÒÕÞÅ \ÇÏÒËÁ", ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ Ë ÎÕÌÀ M , ÞÅÍ
ÂÏÌÅÅ ÏÎÁ ÐÏÌÏÇÁ, ÔÅÍ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ ÎÕÌÑ M .

äÉÓÐÅÒÓÉÀ ÂÕÄÅÍ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÌÅË. 10, (5)), ÕÞÉÔÙ-
×ÁÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ M :

D =
∞∫

0

x2f (x) dx−M2 =
∞∫

0

�x2e−�xdx− 1
�2 = lim

b→∞




∞∫

0

�x2e−�xdx


− 1

�2 :

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ
ÞÁÓÔÑÍ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÉ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ:

b∫

0

�x2e−�xdx = ::: = − b2

e�b −
2b
�e�b −

2
�2 ·

( 1
e�b − 1

)
:

ðÒÅÄÅÌÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ:

lim
b→∞

[
− (b2)′

(e�b)′
]
− lim

b→∞

[ (2b)′

(�e�b)′
]
− 2
�2 ·

(
lim
b→∞

1
e�b − 1

)
=
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= lim
b→∞

[
− (2b)′

(�e�b)′
]
− lim

b→∞
2

�2e�b −
2
�2
· (0− 1) = 2

�2 :

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

D = 1
�2 : (8)

÷ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÒÁ×ÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 1/9 É 9. þÅÍ ËÒÕÞÅ
\ÇÏÒËÁ", ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ, ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×.; ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ
ÐÏÌÏÇÁÑ \ÇÏÒËÁ", ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ, ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×.

óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ,

� = 1
�: (9)

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ: Õ ×ÓÅÈ Ó.×., ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ
ÓÒÅÄÎÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ.

üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ ×Ï-
ÐÒÏÓÁ: ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó.×. ÐÏ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÉÌÉ ÎÅÔ? åÓÌÉ ÏÃÅÎËÉ M∗ É �∗, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏ ÉÍÅÀÝÅ-
ÍÕÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ, ÂÌÉÚËÉ, ÜÔÏ ×ÅÓËÉÊ ÄÏ×ÏÄ × ÐÏÌØÚÕ ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ ÎÉÖÅ.

íÏÄÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×., ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

óËÏÛÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (6)
×ÓÅÇÄÁ ÓÄ×ÉÎÕÔÁ × ËÒÁÊÎÀÀ ÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; +∞). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÒÅ-
ÔÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ
ÞÁÓÔÑÍ:

�3 = �
∞∫

0

(
x− 1

�

)3
e−�xdx = �




(
−

(
x− 1

�

)3 e−�x
�

)∣∣∣∣∣∣

∞

0
+ 3
�

∞∫

0

(
x− 1

�

)2
e−�xdx


 =

= − 1
�3 + 3


−

(
x− 1

�

)2 e−�x
�

∣∣∣∣∣∣

∞

0
+ 2
�

∞∫

0

(
x− 1

�

)
e−�xdx


 =

= − 1
�3 + 3

�3 + 6
�


−

(
x− 1

�

) e−�x
�

∣∣∣∣∣∣

∞

0
+

∞∫

0

e−�xdx


 = 2

�3 + 6
�

(
−1
� + 1

�

)
= 2
�3 :

ôÏÇÄÁ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

Sk = �3
�3 = 2

�3 · �3 = 2 (10)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ: Õ ×ÓÅÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ Ó.×. ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ 2.
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íÅÄÉÁÎÕ É ÜËÓÃÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÚ-ÚÁ ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ "x > 0, ×ÅÄØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ (6) ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÒÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 3. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×. X ×
ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË (�; �) ⊂ [0; +∞)?

òÅÛÅÎÉÅ.

P (X ∈ (�; �)) =
�∫

�

f (x) dx =
�∫

�

� · e−�xdx =

= −
�∫

�

e−�xd (−�x) = − (
e−�� − e−��

)
= e−�� − e−��:

òÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

P (X ∈ (�; �)) = 1
e�� −

1
e�� : (11)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ � = ∞ ÉÌÉ � = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ

P (X > �) = 1
e�� ; (11′)

P (X < �) = 1− 1
e�� : (11′′)

ëÏÎÔÒÏÌØ 4. ó.×. X ÉÍÅÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � = 2.
úÁÐÉÛÉÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ f (x) É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÁ. ðÏ-
ÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ M , D É �. îÁÊÄÉÔÅ ×Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Ó.×. X × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (1; 2), (1; ∞), (0; 2). óÄÅÌÁÊÔÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÎÏÚÙ.

5. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
òÁÎØÛÅ Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÌ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×.? óÅÊÞÁÓ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó.×., ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÄÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÔ×ÅÔ.

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ �. ëÁË ÅÇÏ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ? úÁÐÉÛÅÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ (7) ÔÁË: � = 1

M . íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÓÅÒÉÀ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×., ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ
ÐÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x(1); x(2); :::; x(k) É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ:

M ≈M∗ = 1
k ·

k∑
i=1

x(i):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

� ≈ 1
M∗ = k

k∑
i=1

x(i)
: (12)
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÷Ù×ÏÄ 1. ðÁÒÁÍÅÔÒ � ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×. X | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÅÅ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉÄÁÎÉÀ M . ïÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÎÁÊÄÅÎ ÉÚ ÓÅÒÉÉ
ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×. X ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏ-
Ñ×É×ÛÉÈÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ×.

åÓÌÉ Ó.×. X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÔÏËÏÍ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ
ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Ó.×., ÄÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÐÏÔÏËÁ × ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ |
ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÔÏËÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÎÁÄ Ó.×. Tæ (ÐÒÏÍÅÖÕ-
ÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÙÚÏ×ÁÍÉ ÎÁ áôó) ÓÒÅÄÎÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ M∗ = 5 ÓÅË., ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ. M∗ = 1/12 ÍÉÎ., ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,
ÞÔÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ × ÏÄÎÕ ÍÉÎÕÔÕ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ 12 ÐÑÔÉÓÅ-
ËÕÎÄÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, Ô.Å. ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÐÏÔÏËÁ × ÍÉÎÕÔÕ ÒÁ×ÎÏ � = 12,
ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÔÏËÁ ÒÁ×ÎÁ 12.

÷Ù×ÏÄ 2. åÓÌÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ Ó.×. X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÍ ÐÏÔÏËÏÍ
ÓÏÂÙÔÉÊ, ÔÏ ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÂÙÔÉÊ ÐÏÔÏËÁ × ÅÄÉÎÉÃÕ
×ÒÅÍÅÎÉ. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØÀ ÐÏÔÏËÁ.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×. X, ÍÏÖÎÏ
ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÙÚÏ×ÁÍÉ ÎÁ áôó ÏËÁÖÅÔÓÑ Á) ÍÅÎØÛÅ 5 ÓÅË.;
Â) ÏÔ 5 ÄÏ 10 ÓÅË.; ×) ÂÏÌØÛÅ 10 ÓÅË.; Ç) ÂÏÌØÛÅ 1 ÍÉÎ.

ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (11′′), (11), (11′) É ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

P
(
X < 1

12

)
= 1− 1

e12· 1
12

= 1− e−1 ≈ 1− 0; 368 = 0; 632;

P
(
X ∈

( 1
12; 2

12

))
= e−1 − e−2 ≈ 0; 368− 0; 135 = 0; 233;

P
(
X > 2

12

)
= e−2 ≈ 0; 135;

P (X > 1) = e−12 =
(
e−6)2 ≈ 0; 00252 ≈ 0:00005:

ðÒÏÇÎÏÚÙ. åÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÙÚÏ×Á ÎÁ áôó, ÔÏ ÐÒÉ-
ÍÅÒÎÏ × ÛÅÓÔÉ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÈ ÄÅÓÑÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÅÎØ-
ÛÅ ÐÑÔÉ ÓÅËÕÎÄ, × Ä×ÕÈ | ÏÔ ÐÑÔÉ ÄÏ ÄÅÓÑÔÉ ÓÅËÕÎÄ, × ÏÄÎÏÍ | ÂÏÌÅÅ ÄÅÓÑÔÉ ÓÅËÕÎÄ
É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÓÉÔ ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÕÔÙ.

ðÒÉÍÅÒ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó.×. Tì | ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÒÁÄÉÏÌÁÍÐÙ ÄÏ ×ÙÈÏÄÁ ÅÅ
ÉÚ ÓÔÒÏÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÌÁÍÐ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÚÎÏÅ { ÏÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏÇÏ (ÌÁÍÐÁ
ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ) ÄÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÇÏ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÙÓÑÞ
ÞÁÓÏ×).

åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÌÁÍÐ, ÚÁÍÅÒÑÑ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ËÁÖÄÏÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÔÁÔÉ-
ÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ | ÚÎÁÞÅÎÉÑ t(1); t(2); ::: ; t(k) ÂÕÄÕÔ ËÁË-ÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÎÁ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; tmax], ÇÄÅ tmax | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÈ ÌÁÍÐ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, tmax = 1000 ÞÁÓÏ×. úÁÍÅÔÉÔØ ÚÄÅÓØ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ (ÇÄÅ ÇÕÝÅ, ÇÄÅ ÒÅÖÅ)
ÔÒÕÄÎÏ. íÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, É ÔÏÇÄÁ ÚÁ
ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ×Ù ÐÒÉÍÅÔÅ f (x) = 1/1000; x ∈ [0; 1000]. îÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÇÒÕÂÁÑ,
ËÕÓÔÁÒÎÁÑ ÐÒÉËÉÄËÁ.
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ðÒÉÍÅÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÚÎÉË × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ
ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ (ÌÅË. 6, (6),
(8), (9')):

M∗ = 1
k ·

k∑
i=1

t(i); �∗ =

√√√√ 1
k − 1 ·

k∑
i=1

(t(i) −M∗)2:

é ÔÏÇÄÁ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏM∗ ≈ �∗. ô. Å. ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÚÎÁË ÐÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Tì ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ: ÒÁÓÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � × ÆÏÒÍÕÌÅ
(6). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÌÁÍÐ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØM∗ ≈ 400 ÞÁÓÏ×: ôÏÇÄÁ,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (12), � = 1/400 É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó.×. Tì ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

f (x) = 1
400 · e

− x
400 :

1/400

0 1 2
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çÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÓÉ OX É ×ÉÚÕÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÉÍ ÏÔ
ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ (ÒÉÓ. 17). éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÍÏÇÌÉ ÏÛÉÂÉÔØÓÑ, ÐÒÉÎÑ× ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ. ìÉÛØ ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÁÆÉË ÚÁÍÅÔÎÏ
ÏÐÕÓÔÉÔÓÑ | × ÔÏÞËÅ x = 400 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f (400) ÓÔÁÎÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ × ÔÒÉ
ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ f (0) = 1/400. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

f (400) = 1
400 · e

−1 ≈ 1
400 · 0; 37 ≈ 1

3 · f (0) :

÷ÏÇÎÕÔÏÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÔÏÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÚÁÍÅÔÎÁ. åÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÔÏÎËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ | ×ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÐÒÉÚÎÁË ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: f ′′ (x) > 0. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

f ′′ (x) = 1
4003 · e−

x
400 > 0; ∀x ∈ [0; +∞) :

éÍÅÑ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÄÁ×ÁÊÔÅ ÒÅÛÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÁÍÐ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ 600 ÞÁÓÏ×. éÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (11′):

P (Tì > 600) = e= 600
400 = e−1;5 ≈ 0; 2231:

ðÒÏÇÎÏÚ. éÚ ËÁÖÄÙÈ 100 ÌÁÍÐ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 22 ÌÁÍÐÙ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÀÔ ÂÏÌÅÅ 600
ÞÁÓÏ×, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 88 ÌÁÍÐ | ÍÅÎÅÅ.
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úÁÍÅÔØÔÅ: ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÃÅÎÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÐÏÌÕÞÅÎ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ. é ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ,

ÞÔÏ ÐÒÁËÔÉËÁ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÏÇÎÏÚÙ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÔÁËÖÅ: ÞÔÏÂÙ ÄÅÌÁÔØ
ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÅ ÐÒÏÇÎÏÚÙ, ÎÁÄÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÌÉ
Ó.×. Tì ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ f (x) = 1/1000; x ∈ [0; 1000], ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ (5), ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ P (Tì ∈ [600; 1000]) = 400/600 = 0; 4. òÅÚÕÌØÔÁÔ × Ä×Á ÒÁÚÁ
ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ × ÐÒÏÇÎÏÚÅ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 5. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÐÙÔ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÎÅËÏÅÊ ÓÂÅ-
ÒÅÇÁÔÅÌØÎÏÊ ËÁÓÓÙ ×Ù ÎÁÞÉÎÁÅÔÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ×ÒÅÍÑ ÐÏÄÈÏÄÁ ËÌÉÅÎÔÏ× É ÄÅÌÁÅÔÅ
ÜÔÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÏÔ 8 ÄÏ 11 ÞÁÓÏ× ÕÔÒÁ.
(ëÌÉÅÎÔÙ, ÐÒÉÂÙ×ÛÉÅ ÄÏ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ). úÁÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÌÉÅÎÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ ÅÇÏ ÐÒÉÈÏÄÁ
ÄÏ ÐÒÉÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ ËÌÉÅÎÔÁ. ëÁË ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÍ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ Ó.×.? úÁÄÁÊÔÅ ÓÁÍÉ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÕÀ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÔÏËÁ
ËÌÉÅÎÔÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ É ÒÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÜÔÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 5 ÍÉÎÕÔ?

6. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó.×. ðÏÄÂÏÒ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
íÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÓÁÍÏÍÕ ×ÁÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ | ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÙÈ. éÈ ÒÏÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ: ÏÎÉ ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁ-
ÎÅÎÙ × ÐÒÉÒÏÄÅ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÒÅÛÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÞÔÏ ×Ù Õ×ÉÄÉÔÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

þÔÏ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×.? ëÁËÏ×Á ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÎÁ (a; b) ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏÑ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ × ÂÏÌØÛÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ×? åÓÌÉ Õ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-
ÎÙÈ Ó.×. ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÞÁÓÔÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÁ×ÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ
(a; b), Õ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ | ÇÕÝÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×.
ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÝÅ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ (a; b) É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÖÅ | ÐÏ ËÒÁÑÍ. óÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ (ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ, ËÏÎÅÞÎÏ).

0 a l0 b
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ðÒÉÍÅÒÙ. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ Ó.×. L | ÒÁÚÍÅÒ ÄÅÔÁÌÉ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ
ÓÔÁÎËÏÍ. òÁÚÍÅÒÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÁÌÅÊ ËÏÌÅÂÌÀÔÓÑ ÏËÏÌÏ ÐÌÁÎÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ l0, ÎÁ
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÓÔÒÏÅÎ ÓÔÁÎÏË. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÝÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÄÅÔÁÌÉ, ÒÁÚÍÅÒ
l ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚÏË Ë l0, ÄÁÌÅËÉÅ | ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÖÅ. çÉÓÔÏÇÒÁÍÍÁ É ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ



44 é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 18. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏ ÐÏ ËÒÁÑÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (a; b) ÚÎÁÞÅÎÉÑ l ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÖÅ,
ÎÅÖÅÌÉ × ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ, ×ÙÓÏÔÙ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÔÏÌÂÉËÏ× ÇÉÓÔÏÇÒÁÍÍÙ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙ
É ÆÕÎËÃÉÑ f (x) ×ÏÇÎÕÔÁ ÐÏ ËÒÁÑÍ.

a bl00
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ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÔÅÐÅÒØ Ä×Á ÓÔÁÎËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÏÄÎÏÔÉÐÎÕÀ ÄÅÔÁÌØ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ, ÏÄÉÎ ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÎ, ÄÒÕÇÏÊ ÐÌÏÈÏ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁÎÏË ÂÕÄÅÔ
ÞÁÝÅ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÂÒÁË, | Õ ÎÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÂÒÏÓ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÂÏÌØÛÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ. çÒÁ-
ÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ \ÎÉÖÅ" É \ÛÉÒÅ", ÞÅÍ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ (ÒÉÓ.
19), ÎÏ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ.

ôÁËÏÊ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÏÓÔ (×ÅÓ) ÌÀÄÅÊ | ÏÎ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÏÌØÛÉÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÒÅÄËÉ. ïÛÉÂËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚ-
ÍÅÒÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÉÒÕÀÔÓÑ ÏËÏÌÏ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÂÏÌØÛÉÅ
ÏÛÉÂËÉ ÒÅÄËÉ. íÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ × ÐÒÉÒÏÄÅ É ÔÅÈÎÉËÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÏÄÏÂÎÏÍÕ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, { ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÏ É ÎÁÚ×ÁÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ Ó.×. ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ-
ÓÑ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÁËÔÉËÁ, ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ×ÉÄÁ

f (x) = 1
�
√

2�
· e− (x−a)2

2�2 : (13)

áÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÜÔÉÈ Ó.×. ÔÁËÏ×Ï:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
çÁÕÓÓÁ (13), ÇÄÅ a ∈ (−∞; +∞) É � > 0.

æÏÒÍÕÌÁ (13) ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ: ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÁ
ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÉÄ? ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ Ó.×. (ÌÅË. 9, n.
5), Ñ ÐÒÏ×ÅÄÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ
É ÓÄÅÌÁÅÔ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÅÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ðÏÄÂÏÒ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÐÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
f (x) ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ËÏÌÏËÏÌÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ: ÏÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ É Ä×Á-
ÖÄÙ ÐÅÒÅÇÉÂÁÅÔÓÑ, Á ÐÏ ËÒÁÑÍ ×ÏÇÎÕÔ (ÒÉÓ. 19).
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óÐÒÏÓÉÍ ÓÅÂÑ: ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÀÔ ÏÔÍÅÞÅÎ-
ÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ? îÁ ÒÉÓ. 20 ÐÏËÁÚÁÎÙ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ: y1 = e−x2

É y2 = 1
1+x2 . ïÂÅ ÏÎÉ ÞÅÔÎÙÅ (ÇÒÁÆÉËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ), Á ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÁÍÉ) ÄÁÅÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ É ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ ÐÏ ËÒÁÑÍ.
ëÁËÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÕÞÛÅ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×.? ïÐÙÔ (ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ:
Õ ×ÔÏÒÏÊ ËÒÁÊÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ.1

éÔÁË, ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ y1 = e−x2 . ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÅÅ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÌÅË. 9, n. 6, (6)). ðÌÏÝÁÄØ ÜÔÁ |
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ:

+∞∫

−∞

e−x2dx =
√
�:

úÎÁÞÉÔ, ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

f1 (x) = 1√� · e
−x2 :

çÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y1 = e−x2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ
×ÓÅÈ ÅÅ ÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ 1=√� ≈ 0; 56, Ô. Å. ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ × 2 ÒÁÚÁ
(ÒÉÓ. 20).

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ f1 ËÌÁÓÓ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ
\ÕÖÅ" É \×ÙÛÅ" (ÉÌÉ \ÛÉÒÅ"É \ÎÉÖÅ"), ÞÅÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f1. ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉ (ÌÅË. 9, n. 5): ÎÁÄÏ ×ÍÅÓÔÏ x ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ �x É ÕÍÎÏÖÉÔØ
ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ �, ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ � · f1 (�x). ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ:

f� (x) = �√� · e
−(�x)2

íÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ � = 2 ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 21:
ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ M ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f1 (x) ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÏÓÉ OX × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÌÉÖÅ,
Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÏÓØÀ OX × Ä×Á ÒÁÚÁ ×ÙÛÅ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

f2 (x) = 2√� · e
−(2x)2

1ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÕÞÛÅ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÐÏÄÏÂÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ, | ÔÏÞÎÅÅ,
ÆÕÎËÃÉÅÊ y = 1

/(
� · (1 + x2)) (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÏÛÉ).
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ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ \ÕÖÅ"É \×ÙÛÅ", ÞÅÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f1 (x). ðÒÉ � = 1/2 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ
ÏÂÒÁÔÎÏÅ | \ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ"É \ÏÐÕÓËÁÎÉÅ" ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f1 (x).

M

f (x)
2

f (x)
1

-2 -1 0 1 2

Ðèñ. 21

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ. ÷ÙÞÉ-
ÓÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

+∞∫

−∞

f� (x) dx = �√� ·
+∞∫

−∞

e−(�x)2dx = 1√� ·
+∞∫

−∞

e−(�x)2d (�x) = 1√� ·
+∞∫

−∞

e−t2dt = 1√� ·
√
� = 1:

îÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ.

f (x)l f (x a)l -

0 a

Ðèñ. 22

òÁÓÛÉÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ f� (x), ÚÁÍÅÎÑÑ x ÎÁ (x− a). çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f� (x)
ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ OX ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ a (ÅÓÌÉ a > 0, | ÓÄ×ÉÇ ×ÐÒÁ×Ï, ÅÓÌÉ
a < 0, | ×ÌÅ×Ï). ðÌÏÝÁÄØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ
ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É a, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ
ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ \ËÏÌÏËÏÌÏÏÂÒÁÚÎÙÊ" ×ÉÄ:

f�;a (x) = �√� · e
−[�(x−a)2]:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � ÕÄÏÂÎÏ ÂÒÁÔØ × ×ÉÄÅ � = 1
/(
�
√

2
)
, ÔÏÇÄÁ

� ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×.
X | ÜÔÏ ×Ù Õ×ÉÄÉÔÅ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ. äÒÕÇÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ
ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ ÜÔÏÊ Ó.×. | É ÜÔÏ ×Ù×ÅÄÅÍ ÐÏÚÖÅ.

÷ÏÔ ÔÁË É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (13).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ×Ù×ÅÌÉ, ÎÅ \ÄÏËÁÚÁÌÉ" ÆÏÒÍÕÌÕ (13).
íÙ ÌÉÛØ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÎÅËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÍÏÇÌÏ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÊ ÐÕÔØ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. \ïÔËÒÙÌ" ÅÅ ×ÅÌÉËÉÊ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË
ëÁÒÌ çÁÕÓÓ (1777-1855), ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÅ-
ÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó.×. ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ çÁÕÓÓÏ×ÓËÉÍÉ,
ÆÏÒÍÕÌÕ (13) | ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÁÕÓÓÁ, Á ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ (13) { ËÏÌÏËÏÌÏÍ çÁÕÓÓÁ.
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æÕÎËÃÉÑ çÁÕÓÓÁ. æÕÎËÃÉÀ (13) ÐÒÉ a = 0 É � = 1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ çÁÕÓÓÁ

É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ' (x). ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ:

' (x) = 1√
2�

· e−
“
x√
2

”2

: (ç)

æÕÎËÃÉÑ ÜÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ f� (x) ÐÒÉ � = 1
/√

2. åÅ ÇÒÁÆÉË ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ \ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ" É \ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ" (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ � ≈ 0; 7) ÇÒÁ-
ÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f1 (x). úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÔÁÂÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ (ÓÍ.
ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 1). ÷Ù ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÊ × ÌÅËÃÉÉ 4, n. 4 | ÏÎÁ ÐÏÍÏÇÁÌÁ ÒÅ-
ÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÏÐÙÔÏ× (×ÓËÏÒÅ ×Ù ÓÍÏÖÅÔÅ ÐÏÎÑÔØ,
ÐÏÞÅÍÕ). ôÁÍ ÖÅ Ñ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÏÂ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÈ
ÔÁÂÌÉÃÙ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 6. ïÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ y = 0; 5 sin x; x ∈
[0; �] ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ? ðÏÞÅÍÕ? úÁÄÁÅÔ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÑ y = 0; 25 · e−(0;25x)2? ðÏÞÅÍÕ? ëÁË ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ÜÔÕ
ÆÕÎËÃÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×.?
ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ.

7. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÏ×Á ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ \ËÏÌÏËÏÌÁ çÁÕÓÓÁ" (ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

(13)) × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É a?

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × (13) a = 0, | ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

f (x) = 1
�
√

2�
· e−

“
1

�
√

2x
”2

: (14)

0-s s

s 2pÖ

1
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óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ \ËÏÌÏËÏÌ" ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔÓÑ ÎÁÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 23),
ÅÇÏ \×ÙÓÏÔÁ" |

f (0) = 1
�
√

2�
· e0 = 1

�
√

2�
:

÷ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � ÓÔÁÎÅÍ ÕÍÅÎØÛÁÔØ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ ÅÇÏ Ë ÎÕÌÀ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ 1

�
√

2� ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ É ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷ÙÓÏÔÁ \ËÏÌÏËÏÌÁ"
ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ (ÒÉÓ. 24), É ÓÁÍ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÕÖÁÔØÓÑ, ÉÂÏ ÒÁÓÔÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1

�
√

2 , ×ÈÏÄÑ-
ÝÉÊ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ (14).
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s=

s=1

1
4

s=
1
2

1

1,6

0,4

-1 0 1

Ðèñ. 24

åÓÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ � →∞, ÔÏ 1
�
√

2� → 0 É \ËÏÌÏËÏÌ" ÔÅÒÑÅÔ ×ÙÓÏÔÕ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-
ÎÏ ÒÁÚÄÁ×ÁÑÓØ × ÛÉÒÉÎÕ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � É ÓÔÁÎÅÍ ÉÚÍÅÎÑÔØ a. åÓÌÉ a > 0 É
a → +∞, ÔÏ \ËÏÌÏËÏÌ" ÂÕÄÅÔ ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÐÒÁ×Ï ×ÄÏÌØ ÏÓÉ OX, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÙ.
üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 22. åÓÌÉ a < 0, \ËÏÌÏËÏÌ" ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÌÅ×Ï.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ \ÐÒÏ ÓÉÇÍÕ". õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ \ËÏÌÏËÏ-
ÌÁ" ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ ÓÏ ÓÍÙÓÌÏÍ � | ÓÒÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ. ëÁË ×Ù
ÐÏÍÎÉÔÅ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÒÏÓÁÎÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X, ÐÏÑ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ × ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ×. åÓÌÉ � ÍÁÌÏ, ÒÁÚÂÒÏÓ ÍÁÌ, \ËÏÌÏËÏÌ" ÕÚËÉÊ É ×ÙÓÏËÉÊ.
ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, � ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ \ËÏÌÏËÏÌÁ" | ÜÔÏ ÔÏÞËÉ
Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ ±� (ÒÉÓ. 23). ÷ ÜÔÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÏÊ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÐÅÒÅÇÉÂ ÓÁÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. XN , ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ (13).

òÅÛÅÎÉÅ. Á) íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ
Ó ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÁ, Ô. Å.

M (XN) = a: (15)

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÔÒÏÇÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë XN ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÀÝÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ Ó.×. X (ÌÅË. 10,
(1)):

M (X) =
+∞∫

−∞

xf (x) dx:

äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. XN ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

M (XN) = 1
�
√

2�
·

+∞∫

−∞

xe−
(x−a)2

2�2 dx:
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éÎÔÅÇÒÁÌ ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x−a

�
√

2 = t [x = �
√

2t+a;
dx = �

√
2tdt] ÏÎ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ä×ÕÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÐÏÄÒÏÂÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ

ÓÁÍÉ):

M (XN) = �
√

2
� ·

+∞∫

−∞

te−t2dt + a√� ·
+∞∫

−∞

e−t2dt:

÷ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÒÁ×ÎÙÊ √�, Á ÐÅÒ×ÙÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÎÕÌÅÍ, ËÁË ×ÓÑËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ.
ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

M (XN) = �
√

2
� · 0 + a√� ·

√
� = a:

Â) äÉÓÐÅÒÓÉÑ. ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ (ÌÅË. 10, (4)):

D (X) =
b∫

a

(x−M)2 f (x) dx:

äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

D (XN) = 1
�
√

2�
·

+∞∫

−∞

(x− a)2 e−
(x−a)2

2�2 dx:

ôÁ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (×ÙËÌÁÄËÉ ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÓÁÍÉ):

D (XN) = �2
√� ·

+∞∫

−∞

2t2e−t2dt:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÁÌÅÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ
b∫
a
udv = uv

b
|
a
−

b∫
a
vdu É ÐÏ-

ÌÁÇÁÑ u = t; dv = 2te−t2 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

D (XN) = �2
√� ·


−te−t2

+∞
|
−∞

+
+∞∫

−∞

e−t2dt


 :

÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ √�. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ:

−te−t2
+∞
|
−∞

= − lim
b→+∞

[
te−t2

b
|
−b

]
= − lim

b→+∞

[
be−b2 + be−b2

]
=

= − lim
b→+∞

2b
eb2 = − lim

b←+∞
(2b)′

(eb2)′
= − lim

b→+∞
2

2beb2 = 0:
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ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,

D (XN) = �2: (16)
×) óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ:

� (XN) = �: (17)
Ç) ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ (ÌÅË. 10, n. 6, (8)) ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. XN ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

�s (XN) = 1
�
√

2�
·

+∞∫

−∞

(x− a)s e−
(x−a)2

2�2 dx; s = 0; 1; 2; 3, :::;

ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = �
√

2t+ a Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ:

�s (XN) =
(
�
√

2
)s

√� ·
+∞∫

−∞

tse−t2dt: (18)

åÓÌÉ s - ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ tse−t2 ÔÏÖÅ ÎÅÞÅÔÎÁÑ É, ÚÎÁ-
ÞÉÔ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ
ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×. XN ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:

�s (XN) = 0; s = 1; 3, 5, ...: (19)
åÓÌÉ s | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ:

�s (XN) = (s− 1)
(
�
√

2
)s

2√� ·
+∞∫

−∞

ts−2e−t2dt:

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (18) É ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÊ (s− 2) ×ÍÅÓÔÏ s, ÐÏÌÕÞÉÍ:

�s−2 (XN) =
(
�
√

2
)s−2

√� ·
+∞∫

−∞

ts−2e−t2dt:

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (s− 1) �2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅ

�s (XN) = (s− 1)�2�s−2; s = 0; 2; 4; ::::
þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �0:

�0 = 1
�
√

2�
·

+∞∫

−∞

(x− a)0e− (x−a)2
2� dx =
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= 1
�
√

2�
· �
√

2 ·
+∞∫

−∞

e−
“
x−a
�
√

2

”2

d
(x− a
�
√

2

)
= 1√� ·

+∞∫

−∞

e−t2dt = 1√� ·
√
� = 1:

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ s = 2 É �0 = 1 × ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ: �2 = (2− 1)�2�0 =
�2 . éÔÁË, 2-Ê ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ (ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ:

�2 (XN) = �2: (20)
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ s = 4 É �2 = �2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 4-Ê ÃÅÎ-

ÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ:

�4 (XN) = 3�4: (21)
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ 6-Ê É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ.

�6 (XN) = 15�6: (22)
Ä) üËÓÃÅÓÓ (ÓÔÅÐÅÎØ ÏÓÔÒÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÓÔÉ) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 4-Ê ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏ-

ÍÅÎÔ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÌÅË. 10, n. 6, (10)):

"x = �4
�4 − 3:

üËÓÃÅÓÓ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ:

"x (XN) = 0: (23)
Å) áÓÉÍÍÅÔÒÉÑ (ÓÔÅÐÅÎØ ÓËÏÛÅÎÎÏÓÔÉ) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÅÔÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ

ÍÏÍÅÎÔ (ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ) ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÌÅË. 10, n. 6, (9)):

Sk = �3
�3 :

áÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ:

Sk (XN) = 0: (24)
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÐÙÔÏÍ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó.×. , ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (13) Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a É �. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÐÙÔÁ Ó.×. ÐÒÉÍÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ
ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [�; �].

òÅÛÅÎÉÅ. ìÀÂÕÀ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÁÅÔ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (ÌÅË. 9, n. 7, (7)):

P (X ∈ [�; �]) =
�∫

�

f (x) dx:
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÷ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×., ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÅÊ (13), ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

P (XN ∈ [�; �]) = 1
�
√

2�
·

�∫

�

e−
(x−a)2

2�2 dx:

óÄÅÌÁÅÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÞÕÔØ ÅÅ ÉÚÍÅÎÉ×: x−a
� = t . ïÔÓÀÄÁ

x = �t+a; dx = �dt. ðÅÒÅÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÅÓÌÉ x = �, ÔÏ t = �−a
� ;

ÅÓÌÉ x = �, ÔÏ t = �−a
� . ó ÎÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÎÁÛ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

P (XN ∈ [�; �]) = 1
�
√

2�
·

�−a
2∫

�−a
2

e− t2
2 dt:

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ.
õÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e− t2

2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ

� (x) = 1√
2�

·
x∫

0

e− t2
2 dt:

îÏ ÜÔÏ ×ÅÄØ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ (ÌÅË. 4, n. 8. (ì)), Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÒÅÛÁÌÉ ×ÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ É ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÕÄÏÂÎÕÀ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÕ:

P (XN ∈ [�; �]) = �
(� − a

�

)
− �

(�− a
�

)
: (25)

æÏÒÍÕÌÁ (25) ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ a. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ
É ÕÄÏÂÎÙÊ ×ÉÄ.

úÁÄÁÞÁ 3′. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×.
X × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [a− l; a+ l] .

òÅÛÅÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ (25) ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

P (XN ∈ [a− l; a+ l]) = �
( l
�

)
− �

(
− l
�

)
:

õÐÒÏÓÔÉÍ ÅÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ � (−x) = � (x):

P (XN ∈ [a− l; a+ l]) = 2�
( l
�

)
: (25′)

ðÒÉÍÅÒ. ãÅÈ ÚÁ×ÏÄÁ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÑÅÔ ÛÁÒÉËÉ ÄÌÑ ÐÏÄÛÉÐÎÉËÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ
ËÏÔÏÒÙÈ 10 ÍÍ, Á ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÕÞÁÅÎ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÁ-
ËÏÎÕ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 10 (ÍÍ), � = 0; 41 (ÍÍ). ðÒÉ ËÏÎÔÒÏÌÅ ÂÒÁËÕÀÔÓÑ ×ÓÅ
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ÛÁÒÉËÉ , ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ × ËÒÕÇÌÏÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ d1 = 10; 7 ÍÍ, Á ÔÁËÖÅ ÛÁ-
ÒÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ d2 = 9; 3 ÍÍ. îÁÊÔÉ ÐÒÏÃÅÎÔ ÛÁÒÉËÏ×,
ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÂÒÁËÏ×ÁÔØÓÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ Ó.×. Ld | ÄÉÁÍÅÔÒ ÛÁÒÉËÁ. ïÐÙÔ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ
Ó×ÑÚÁÎÁ ÎÁÛÁ Ó.×., ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÉÚ ÐÁÒÔÉÉ ÛÁÒÉËÏ×, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÈ ÚÁ
ÓÍÅÎÕ, ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁÕÄÁÞÕ ÏÄÉÎ ÛÁÒÉË É ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒ d.

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ A = (Ld =∈ [9; 3; 10,7]). ïÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë ÓÏÂÙÔÉÀ
�A = (Ld ∈ [9; 3; 10; 7]), ÚÎÁÞÉÔ, P (A) = 1− P

( �A
)
.

óÏÂÙÔÉÅ �A ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó.×. Ld ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [10− 0; 7; 10 + 0; 7], É ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (25′) ÐÒÉ a = 10 É l = 0; 7:

P
( �A

)
= P (Ld ∈ [10− 0; 7; 10 + 0; 7]) = 2�

(0; 70
0; 41

)
≈ 2� (1; 71) :

úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁÊÄÅÍ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 3: � (1; 71) ≈ 0; 46 .
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÒÁËÁ (ÓÏÂÙÔÉÅ A) × ÉÔÏÇÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÁË:

P (A) = 1− P
( �A

) ≈ 1− 2� (1; 71) ≈ 1− 2 · 0; 46 = 1− 0; 92 = 0; 08:
ïÔ×ÅÔ: ÂÒÁËÏ×ÁÔØÓÑ ÂÕÄÕÔ ÏËÏÌÏ 8% ÛÁÒÉËÏ×.
ëÏÎÔÒÏÌØ 7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×. XÓÔ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÇÒÁÆÉË ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ Ó.×.
X Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 5, � = 2? ðÏÞÅÍÕ? îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏ-
ÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ Ó.×.? ëÁË ÏÎÁ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ \ËÏÌÏËÏÌ
çÁÕÓÓÁ"? ëÁË ×Ù ÓÞÉÔÁÅÔÅ, ËÁËÁÑ ÉÚ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÅ | P (Xcn ∈ [a− �; a+ �])
ÉÌÉ P (X ∈ [a− �; a+ �])? ðÏÞÅÍÕ? òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏ.

8. ðÒÁ×ÉÌÏ \ÔÒÅÈ ÓÉÇÍ". ïÃÅÎËÁ ÏÛÉÂËÉ

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ (ÌÅË. 10, n. 3) ÂÙÌÏ ×ÙÓËÁÚÁÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ � ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÓÅÈ
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó.×. ÔÁË:

(a; b) ≈ (M − 3�; M + 3�) : (26)
ôÁÍ ÖÅ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×. âÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÕ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ × ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÊ, Ô. Å. × ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ. ÷ÙÐÏÌÎÑÀ ÏÂÅÝÁÎÉÅ. éÎÓÔÒÕÍÅÎÔ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÓÏÚÄÁÎ { ÆÏÒÍÕÌÙ (11) É (25).

ïÃÅÎËÕ ÏÛÉÂËÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.
äÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×., ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ × n. 2, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (26) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó
ÉÚÂÙÔËÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ:

(a; b) ⊂ (M − 2�; M + 2�) :
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ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ:

úÁÄÁÞÁ 3′. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÏÐÙÔÅ ÎÁÄ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×. Xð , ÐÁÒÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ �, ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó.×. ×ÙÊÄÅÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈ-
ÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (M − 3�; M + 3�) .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÛÅ (n. 4, (7), (9)) ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ Ó.×., ÞÔÏ
M = �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

(M − 3�; M + 3�) = (−2�; 4�) :
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ Ó.×. Xð ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ,

ÔÏ ÉÈ ×ÙÈÏÄ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÙÈÏÄ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÁ×Ï-
ÇÏ ËÒÁÑ, Ô. Å. ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ (X > 4�) . òÁÓÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11′), ÕÞÔÑ, ÞÔÏ � = 1/� ((9)):

P (X > 4�) = 1
e�·4� = 1

e�·4· 1�
= e−4 ≈ 0; 0183:

éÔÁË,

P (X =∈ (M − 3�; M + 3�)) = P (X > 4�) = 0; 0183: (27)
ðÒÏÇÎÏÚ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ. ðÒÉÍÅÒÎÏ × Ä×ÕÈ

ÏÐÙÔÁÈ ÉÚ ÓÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ Ó.×. Xð ÂÕÄÕÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈ-
ÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 3′′. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÏÐÙÔÅ ÎÁÄ
ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó.×. XN , ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ a É �, ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. XN
×ÙÊÄÕÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (M − 3�; M + 3�).

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ A = (X =∈ (M − 3�; X + 3�)). äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÓÏÂÙÔÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ �A = (X ∈ (M − 3�; M + 3�)).

îÁÊÄÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ �A. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (25′) É
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ (ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3):

P
( �A

)
= P (X ∈ (M − 3�; M + 3�)) = 2 · �

(3�
�

)
= 2 · � (3) ≈ 2 · 0:49865 = 0; 9973:

éÓËÏÍÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÊÄÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ P (A) = 1− P
( �A

)
:

P (X =∈ (M − 3�; M + 3�)) ≈ 1− 0; 9973 = 0:0027: (28)
ðÒÏÇÎÏÚ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÕÌÅ×ÁÑ. éÚ ÔÙÓÑÞÉ ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÏÊ Ó.×. XN ÐÒÉÍÅÒÎÏ × ÔÒÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó.×. ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.

éÔÁË, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (26) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó.×. ðÒÁËÔÉËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁË ÖÅ ÈÏÒÏÛÏ
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ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. îÁ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ×Ù×ÅÄÅÎÏ
ÐÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÙÍ ÛÉÒÏËÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ.

ðÒÁ×ÉÌÏ \ÔÒÅÈ ÓÉÇÍ". åÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M É
ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ � (ÉÌÉ ÉÈ ÏÃÅÎËÉ M∗ É �∗), ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÂÏÌØ-
ÛÏÊ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÏÐÙÔÁ ÎÁÄ Ó.×. X ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÎÅ ×ÙÊÄÕÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (M − 3�; M + 3�) (ÉÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ
(M∗ − 3�∗; M∗ + 3�∗)).

ïÃÅÎËÁ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ \ÔÒÅÈ ÓÉÇÍ". äÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ Ó.×. ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓÐÒÁ×ÅÄ-
ÌÉ×Ï ÓÏ ÓÔÏÐÒÏÃÅÎÔÎÏÊ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, Ô.Å. ×ÓÅÇÄÁ. äÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ | Ó ÎÁÄÅÖ-
ÎÏÓÔØÀ p = 0; 98, Ô.Å. ÏÛÉÂËÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 2%. ïÛÉÂËÁ ÍÁÌÁ,ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ
ÍÁÌÁ. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ | ÏÄÎÉ ÉÚ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÙÈ ÄÌÑ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ \ÔÒÅÈ ÓÉÇÍ". äÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó.×. ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ p = 0; 997, ÏÛÉÂËÁ
| 0; 3%, ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ. óÔÏÌØ ÖÅ ÍÁÌÁ ÜÔÁ ÏÛÉÂËÁ É
ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÎÖÅÎÅÒÁ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÁÓÔ ÏÛÉÂËÕ, ÂÏÌØÛÅ
11%, ÉÂÏ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Ó.×. X ÓÐÒÁ×ÅÄ-
ÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

P (X =∈ (M − 3�; M + 3�)) < 1/9:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [3, Ó. 401], ÏÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ \ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á þÅÂÙÛÅ×Á"2, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÅÝÅ Ä×Á ÐÒÏÓÔÙÈ É ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÐÒÁ×ÉÌÁ
ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ \ÔÒÅÈ ÓÉÇÍ".

âÙÓÔÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ �. þÔÏÂÙ ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ Ó.×. X ÂÙÓÔÒÏ
ÏÃÅÎÉÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ
ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÐÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ M (ÉÌÉ ÏÔ
ÅÇÏ ÏÃÅÎËÉ M∗) É ÐÏÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ.

ðÒÉÚÎÁË ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ × ÓÅÒÉÉ ÏÐÙÔÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×.
ÞÁÓÔÏ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÔÒÅÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (M − 3�; M + 3�), ÔÏ ×ÅÓØÍÁ
×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ Ó.×. ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ.

ëÏÎÔÒÏÌØ 8. óÅÒÉÑ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÓÑÔËÏ× ÏÐÙÔÏ× ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó.×. ÄÁÌÁ
ÒÑÄ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 1, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ 7. úÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [1; 7] É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ
ÇÕÝÅ ÏËÏÌÏ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ. ïÃÅÎÉÔÅ M É �. úÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÇÁÅÍÙÊ ×ÉÄ ÆÕÎËÃÉÉ-

2þÅÂÙÛÅ× ðÁÆÎÕÔÉÊ ìØ×Ï×ÉÞ (1821-1894) | ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÒÕÓÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË. äÌÑ ÅÇÏ Ô×ÏÒÞÅ-
ÓÔ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÕÍÅÎÉÅ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×Á-
ÍÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÏËÁÚÁÌ ×
×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÌÅË. 10, n. 8), ÄÌÑ ÞÅÇÏ É ×Ù×ÅÌ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÏÓÑÝÅÅ
ÅÇÏ ÉÍÑ. \îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á" ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.
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ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÏÐÙÔÅ ÎÁÄ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ Ó.×. ÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÊÄÅÔ ÚÁ ÐÅÒÅÄÅÌÙ Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (M − 2�; M + 2�).

9. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 10]. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ ÅÅ ÞÉÓÌÏ-
×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ | M; D; �; Sk; "x; ÍÏÄÁ, ÍÅÄÉÁÎÁ? ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ-
ÓÑ ÌÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. X Ä×ÕÈÓÉÇÍÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (M − 2�; M + 2�)? úÁÐÉÛÉÔÅ
ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÏÐÙÔÅ ÎÁÄ Ó.×. X ÐÏÑ×ÉÔ-
ÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Á) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (8; 12); Â) ÏÔËÌÏÎÉÔÓÑ ÏÔ
M ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2.

2. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � = 0; 1. úÁÐÉ-
ÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f (x) É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÅÅ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×
(ÌÅË. 9, n. 6). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÁ. ÷ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ-
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 0; 1? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ f (10)? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ M; D; �; Sk ? ÷ÙÞÉÓÌÉ-
ÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X, Á) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ
(1; 4); Â) ÍÅÎØÛÉÈ ÅÄÉÎÉÃÙ; ×) ÂÏÌØÛÉÈ ÄÅÓÑÔÉ. ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
Ó.×. X ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÏÓÉÇÍÏ×ÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ? ÷ ËÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÉÄÁ (0; b) ÂÕÄÕÔ
ÐÏÐÁÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó.×. X Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ 0; 9? ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ
ÆÕÎËÃÉÑ-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ Ó.×. X ÍÏÖÅÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ Ó.×. Tæ ?

3. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 3 É � = 1.
úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ Ó.×. É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÅÅ ÇÒÁÆÉ-
ËÁ. ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ? ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ x ÂÕÄÕÔ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ? úÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÁËÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÊÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ×ÁÍÉ \ËÏÌÏËÏÌÁ"? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÅÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ. ïÃÅÎÉÔÅ ÐÏ ÇÒÁÆÉËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅ-
ÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó.×. X, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ (3; 5). òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ
ÜÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÁÎÎÏÊ Ó.×.
| M; D; �; Sk; "x; ÍÏÄÕ, ÍÅÄÉÁÎÕ.

4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 4 É ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÒÁ×ÎÁ 3. ïÃÅÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏ. úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÆÕÎËÃÉÉ-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÐÏ-
ÓÔÒÏÊÔÅ ÅÅ ÇÒÁÆÉË. ïÃÅÎÉÔÅ ÐÏ ÇÒÁÆÉËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
Ó.×. ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (4; 6), Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ.

5. éÚÕÞÁÅÔÓÑ Ó.×. X, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÅËÉÍ ÐÏÔÏËÏÍ ÓÏÂÙÔÉÊ. ðÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÂÏÌØÛÁÑ
ÓÅÒÉÑ ÏÐÙÔÏ×, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÐÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÙÍ 5. ïÃÅÎÉÔÅ M; �; �2; �3 . ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ×Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÐÙÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á) ÍÅÎØÛÉÈ 2; Â) ÂÏÌØÛÉÈ 10; ×) ÐÒÉÎÁÄÌÅ-
ÖÁÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (2; 10).

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÔÏ ×Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔØ P (X < M) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ �. ëÁËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÂÏÌØÛÅ | P (X < M) ÉÌÉ P (X > M)? ïÂÏÓÎÕÊÔÅ ×ÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.
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7. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 10, � = 5 . ïÃÅÎÉÔÅ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ M , × ËÏÔÏÒÙÊ Ó ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ p = 0; 9 ÍÏÖÎÏ
ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ Ó.×. X × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÙÔÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÂÏÌÅÅ
ÔÏÞÎÏ.

8. ó.×. X ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ
M = 10. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÙÔÁ Ó.×. X ÐÒÉÍÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (10; 20), ÒÁ×ÎÁ 0; 3. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Ó.×. X × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Á)
(0; 10); Â) (0; 5)?

9. á×ÔÏÂÕÓÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÉÄÕÔ × ÞÁÓÙ \ÐÉË" Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ 5 ÍÉÎÕÔ.
òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÁÓÓÁÖÉÒ, ÐÏÄÏÛÅÄÛÉÊ Ë ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ, ÂÕÄÅÔ ÏÖÉ-
ÄÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ Á×ÔÏÂÕÓÁ Á) ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÕÔÙ; Â) ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÍÉÎÕÔ; ×) ÏÔ ÏÄÎÏÊ
ÄÏ ÔÒÅÈ ÍÉÎÕÔ. ëÁËÕÀ Ó.×. ×Ù ××ÅÄÅÔÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ? ë ËÁËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ
Ó.×. ÏÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ? ðÏÞÅÍÕ?

10. ãÅÈ ÚÁ×ÏÄÁ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÑÅÔ ÛÁÒÉËÉ ÄÌÑ ÐÏÄÛÉÐÎÉËÏ×. îÏÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÛÁ-
ÒÉËÏ× d0 = 5 ÍÍ, Á ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ÛÁÒÉËÁ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ D. óÔÁ-
ÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ Ó.×. |
ÏÎÏ d = 0; 05 ÍÍ. ðÒÉ ËÏÎÔÒÏÌÅ ÂÒÁËÕÀÔÓÑ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔ-
ÓÑ ÏÔ ÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 0; 1 ÍÍ. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ, ËÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÎÔ ÛÁÒÉËÏ×
× ÓÒÅÄÎÅÍ ÂÕÄÅÔ ÏÔÂÒÁËÏ×Ù×ÁÔØÓÑ. ë ËÁËÏÍÕ ÔÉÐÕ Ó.×. ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ D. ðÏÞÅÍÕ? ïÔ×.:
4; 6%.

11. ãÅÎÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÛËÁÌÙ ÉÚÍÅÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÂÏÒÁ ÒÁ×ÎÁ 1 ÍÍ. ðÒÉ ×ÉÚÕÁÌØÎÏÍ
ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÚÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ
ÃÅÌÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ ÛËÁÌÙ. ëÁË ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÏÛÉÂËÁ, Á) ÍÅÎØÛÁÑ 0; 5 ÍÍ; Â)
ÍÅÎØÛÁÑ 0; 2 ÍÍ; ×) ÂÏÌØÛÁÑ 0; 8 ÍÍ ? ëÁËÕÀ Ó.× ×Ù ××ÅÄÅÔÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ?
ë ËÁËÏÍÕ ÔÉÐÕ Ó.×. ÏÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ? ðÏÞÅÍÕ?

12. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÒÏ×ÏÌÏËÁ ÄÌÉÎÏÊ 1 Í ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÃÙ É Ò×ÅÔÓÑ. òÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÏ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÐÒÏ×ÏÌÏËÉ ÅÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ
×ÅÌÉÞÉÎÁ. ë ËÁËÏÍÕ ÔÉÐÕ ÏÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ? ðÏÞÅÍÕ? ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏ×ÏÌÏËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
10 ÓÍ ÏÔ ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ.

13. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÏÚ-
ÎÉËÁÀÔ ÎÅÉÓÐÒÁ×ÎÏÓÔÉ (ÓÂÏÉ). ðÏÔÏË ÓÂÏÅ× ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ (ðÕÁÓÓÏ-
ÎÏ×ÓËÉÍ). õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÂÏÅ× ÚÁ ÓÕÔËÉ ÒÁ×ÎÏ 1; 5. ðÒÏÉÚÏÛÅÌ
ÓÂÏÊ. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÂÏÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÅÔ
ÂÅÚ ÓÂÏÅ× Á) ÂÏÌÅÅ ÓÕÔÏË; Â) ÍÅÎÅÅ 8 ÞÁÓÏ×; ×) ÏÔ Ä×ÕÈ ÄÏ ÄÅÓÑÔÉ ÞÁÓÏ×.

éÇÏÒØ ðÅÔÒÏ×ÉÞ ëÏÓÔÅÎËÏ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË, ÄÏÃÅÎÔ,
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ
ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ.
email: kost@kubannet.ru
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á. î. úÅÍÌÑËÏ×

úÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÔÅÚÉÓÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÉ-
ÔÁÌÓÑ ÕÞÁÝÉÍÓÑ æíû �18 (ÎÙÎÅ óõîã) ÐÒÉ íçõ× ËÏÎÃÅ 70-È ÇÏÄÏ× ÐÒÏ-
ÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ.

VI. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ e
É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �.

çÏÌØ ÎÁ ×ÙÄÕÍËÉ ÈÉÔÒÁ.
òÕÓÓËÁÑ ÐÏÇÏ×ÏÒËÁ

76. ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÞÉÓÌÁ e ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ (ex)′ = ex: úÁ ÅÇÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ × ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÁÎÁÌÉÚÁ. (óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁÍ ÞÉÓÌÏ e É
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

e = lim
n→∞

(1 + 1
n)n:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó e =
∞∑
k=0

1
k! .)

77. ìÅÍÍÁ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ. ∀k ∈ R ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x

xk · e−x 6 M
x2 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ '(x) = xk+2 · e−x

'′(x) = (k + 2)xk+1 · e−x − xk+2e−x = xk+1 · e−x{(k + 2)− x} < 0;

ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ x > k + 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ x > k + 2 '(x) 6 M = '(k + 2) ⇒ xke−x 6 M
x2 :

78. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÉ k > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ÉÎÔÅÇÒÁÌ

�(k) =
+∞∫

0

xke−xdx = lim
c→∞

c∫

0

xke−xdx

(ÆÕÎËÃÉÑ �(k); k > 0; ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÃÉÑ F (c) =

c∫
0
xke−xdx ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ:

c∫

k+2

xke−xdx 6
c∫

k+2

M
x2 dx =

[
−Mx

]c
k+2

= M
k + 2 −

M
c 6 M

k + 2 :

58
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79. æÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ:

b∫

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣
b

a
−

b∫

a

f ′(x)g(x)dx:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (f · g)′ = f ′ · g + f · g′, ÐÏÜÔÏÍÕ
b∫

a

(f · g)′dx = f · g
∣∣∣
b

a
=

b∫

a

f ′ · g · dx+
b∫

a

f · g′ · dx:

80. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ:

∀ k > 1 �(k) = k · �(k − 1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. e−x = (−e−x)′, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

�(k) =
∞∫

0

xke−xdx =
[
−xke−x

]∞
0

+
∞∫

0

kxk−1 · e−xdx = 0 + k · �(k − 1):

81. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ∀ k ∈ N ∪ {0} �(k) = k!
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(k) = k!�(0), ÐÒÉ-

ÞÅÍ

�(0) =
∞∫

0

e−xdx =
[
−e−x

]∞
0

= (−0)− (−1) = 1 = 0!:

82. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ k! ÎÁ ×ÓÅ ÎÅÏ-
ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ �(k) É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÅ ÇÒÁÆÉË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3].

83. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ: ÅÓÌÉ f(x) =
N∑
k=0

akxk, ÔÏ
∞∫
0
f(x)e−xdx =

N∑
k=0

ak · k!,
ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 81.

84. îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ üÒÍÉÔÁ:

m =
∞∫

0

f(x)e−xdx; f(x) = xp−1{(x− 1)(x− 2) : : : (x− n)}p
(p− 1)! ; p; n ∈ N:

ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p > n ÞÉÓÌÏ m ÃÅÌÏÅ É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

f(x) = (−1)nn!xp−1 + Axp +Bxp+1 + : : :
(p− 1)! A;B; : : : ∈ Z;
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ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (Ô.83)

m = (−1)nn!(p− 1)! + Ap! +B(p+ 1)! + : : :
(p− 1)! = (−1)nn! + pK; K ∈ Z:

85. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ mek; k = 1; 2; : : : ; n; ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p
ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉ Ë ÃÅÌÙÍ | ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÏÐÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ üÒÍÉÔÁ:

mek = ek
∞∫

0

f(x)e−xdx =
∞∫

0

f(x)ek−xdx =

=
k∫

0

f(x)ek−xdx+
∞∫

k

f(x)ek−xdx = "k +mk ;

ÇÄÅ mk =
∞∫

k

f(x)ek−xdx =
∞∫

0

f(z + k)e−zdz ∈ Z :

86. ìÅÍÍÁ 2. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ mk ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

f(z + k) = (z + k)p−1{(z + k − 1) : : : (z + 1)z(z − 1) : : : (z + k − n)}p
(p− 1)! =

= Czp +Dzp+1 + : : :
(p− 1)! ; (C;D; : : : ∈ Z)

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

mk = Cp! +D(p+ 1)! + : : :
(p− 1)! = p · Lk:

87. ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ "k. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;n], ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

|f(x)ek−x| 6 1
(p− 1)!(n

n+1)p · en = b · ap−1

(p− 1)! ; a = nn+1; b = ennn+1;

ÏÔËÕÄÁ
|"k| 6 n · b · ap−1

(p− 1)! :

ìÅÍÍÁ 3. lim
s→∞

as
s! = 0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

as+1

(s+ 1)!

/ as
s! = a

s+ 1 < 1
2 ÐÒÉ s+ 1 > 2a:

88. ôÅÏÒÅÍÁ üÒÍÉÔÁ (1873 Ç.). þÉÓÌÏ e ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ Ô. 75: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉ× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ,

Ô. Å. ÞÔÏ
anen + · · ·+ a1e+ a0 = 0; ai ∈ Z; (1)

×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p > n, p > |a0| É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ | ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|an||"n|+ · · ·+ |a1||"1| < 1; (2)

ÇÄÅ "k | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (Ô. 85, 87). äÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×
üÒÍÉÔÁ ÉÍÅÅÍ:

mek = mk + "k ⇒ ek = mk + "k
m :

ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÄÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(anmn + · · ·+ a1m1 + a0m) + (an"n + · · ·+ a1"1) = M + E = 0; M ∈ Z:

ôÁË ËÁË a0m ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ìÅÍÍÁ 1 É ×ÙÂÏÒ p), Á mk
... p (ìÅÍÍÁ 2), ÔÏ M 6= 0.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M = −E, |M | = |E| < 1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉÅ.

89. üÒÍÉÔ ÎÅ ÓÍÏÇ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ � | ÜÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ ÌÉÛØ
ÞÅÒÅÚ 9 ÌÅÔ ìÉÎÄÅÍÁÎÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ×ÌÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ
ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÚÖÅ, ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÕÂÖÅ ÉÚÕÞÉ× ÐÏÌÑ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ
ÐÏÌÑÍÉ.

éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ � ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × 1761 Ç. ìÁÍÂÅÒÔÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á×-
ÛÉÍ ÁÐÐÁÒÁÔ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÌÁÓØ �ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÉÝÕÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÕ ËÒÕÇÁ�!). ÷ 1947 Ç. îÉ×ÅÎ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ e; ÅÇÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÐÒÉ-
×ÅÄÅÍ.

90. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) =
N∑
k=0

akxk f (k)(0) = akk!, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ ÉÚ Ô. 83 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

∞∫

0

f(x)e−xdx =
N∑

k=0
f (k)(0):

÷ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

m =
∞∫

0

f(x) sin x dx

(ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ sin x É cos x | ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
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Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ �). éÍÅÎÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

m =
�∫

0

f(x) sin x dx = − f(x) cos x
∣∣∣
�

0
+

�∫

0

f ′(x) cos x dx =

= f(0) + f(�) + f ′(x) sin x
∣∣∣
�

0
−

�∫

0

f ′′(x) sin x dx =

= f(0) + f(�)−
�∫

0

f ′′(x) sin x dx = · · ·

· · · =
2k6N∑

k=0
(−1)k

(
f (2k)(0) + f (2k)(�)

)
:

91. äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ � = p
q ∈ Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f(x) = qn
n!x

n(� − x)n = qn
n!x

n(pq − x)n = 1
n!x

n(p− qx)n = 1
n!

2n∑

k=n
akxk; ak ∈ Z:

ìÅÍÍÁ 4. ∀ k f (k)(0) ∈ Z & f (k)(�) ∈ Z (k 6 2n).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) f (k)(0) = 1

n!k!ak ∈ Z ÐÒÉ k > n; f (k)(0) = 0 ÐÒÉ k < n.
2) f(� − x) = f(x) ⇒ f (k)(x) = (−1)kf (k)(� − x) ⇒ f (k)(�) = (−1)kf (k)(0) ∈ Z.
92. éÚ ìÅÍÍÙ 4 É ÆÏÒÍÕÌÙ Ô. 90 ÞÉÓÌÏ m | ÃÅÌÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ m > 0, ÉÂÏ ÐÏÄÙÎ-

ÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) sin x ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; �]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

∀x ∈ [0;�] f(x) 6 qn
n!�

2n ⇒ m 6 � · (q�2)n
n! :

ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 lim
n→∞

� (q�2)n
n! = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n m < 1. ðÒÏÔÉ-

×ÏÒÅÞÉÅ.

óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ Ë ÞÁÓÔÉ I
óÔÁÔØÉ × ÖÕÒÎÁÌÅ �ë×ÁÎÔ�
1. á. åÇÏÒÏ×, �òÅÛÅÔËÉ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ�, 1975, � 12.
2. ÷. çÁÌØÐÅÒÉÎ, ÷. ëÁÌÉÎÎÉËÏ×, �íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÒÅÛÅÔËÉ�, 1978.
3. î. âÅÓËÉÎ, �ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ�, �âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ�, 1970, ��1, 8.
4. ä. æÕËÓ, í. æÕËÓ, �ï ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÈ�, 1971, ��6, 11.
5. ä. æÕËÓ, í. æÕËÓ, �òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ�, 1973, � 12.
6. á. úÅÍÌÑËÏ×, �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ� (Ï ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ), 1976, �5.
ðÏÐÕÌÑÒÎÙÅ ËÎÉÇÉ.
7. á. îÉ×ÅÎ, �þÉÓÌÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ� (íÉÒ, 1966). (ðÒÉÂÌÉÖÅ-

ÎÉÑ, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.)
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8. í. ëÁÃ, ó. õÌÁÍ, �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÌÏÇÉËÁ� (íÉÒ, 1971). (ÇÌ. 1 | ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ,

ÓÞÅÔÎÏÓÔØ, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ.)
óÅÒØÅÚÎÙÅ ËÎÉÇÉ É ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ.
11. á.ñ. èÉÎÞÉÎ, �ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ� (æí, 1961; ÔÏÎËÁÑ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ).
12. ç. äÜ×ÅÎÐÏÒÔ, �÷ÙÓÛÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ� (îÁÕËÁ, 1965; ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË;) (ÃÅÐ-

ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ëÌÅÊÎÁ).
13. á.á. âÕÈÛÔÁÂ, �ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ� (ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1966; ÕÞÅÂÎÉË) (ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ,

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ �, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ e).

þÁÓÔØ II. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÐÏÌÑ.

çÏÒÁÃÉÊ, ÍÎÏÇÏ × ÍÉÒÅ ÅÓÔØ ÔÏÇÏ,
þÔÏ × ×ÁÛÅÊ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ÎÅ ÓÎÉÌÏÓØ.
îÏ Ë ÄÅÌÕ.

ûÅËÓÐÉÒ

VII. ðÏÌÑ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

ôÁÍ, × ÎÏÞÎÏÊ ÚÁ×Ù×ÁÀÝÅÊ ÓÔÕÖÅ,
÷ ÐÏÌÅ Ú×ÅÚÄ ÏÔÙÓËÁÌ Ñ ËÏÌØÃÏ.

á.âÌÏË

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ËÁÓÁ-
ÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÅÊ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ (ÐÏÌÑ çÁÌÕÁ). óÞÉÔÁÀÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÌÑ, ËÏÌØÃÁ (ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ), ËÏÌØÃÁ F [x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F , ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ É ÄÅÌÅÎÉÑ
Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ × ËÏÌØÃÅ F [x], Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÌÅÊ ×ÙÞÅÔÏ× Zp (ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ
ÍÏÄÕÌÀ p).

1. ë Ä×ÕÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ p(x) É q(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
å×ËÌÉÄÁ, Ô.Å. ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ:

p = s0q + r0;
q = s1r0 + r1;
r0 = s2r1 + r2;
· · ·

rk−2 = skrk−1 + rk;
rk−1 = sk+1rk

| ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÉÂÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ri ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. éÚ ÜÔÏÊ
ÃÅÐÏÞËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÙÔÅËÁÀÔ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ rk(x):



64 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

(Á) p É q ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ rk;
(Â) rk = ap+ bq ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× a É b;
(×) ÅÓÌÉ d | ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p É q, ÔÏ rk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ � (ÐÏÑÓÎÉÔÅ).

ðÏÜÔÏÍÕ rk ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p É q. åÓÌÉ
deg rk = 0, ÔÏ p É q ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÐÒÏÓÔÙÍÉ: ÔÏÇÄÁ p É q ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-
ÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ (Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ 0). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (Â)
ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ a; b ∈ F [x] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

1 = ap+ bq

2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ fq ...h, ÐÒÉÞÅÍ g É h ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ h.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: 1 = ag + bh⇒ f = a(fg) + (fb)h ...h.
3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ÓÔÅÐÅÎÉ n > 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ (ÎÁÄ

ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F !), ÅÓÌÉ p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,
ËÒÏÍÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ.

(3) ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ p ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ F [x] ÌÉÂÏ f ... p, ÌÉÂÏ f É p
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ î.ï.ä. f É p ÂÏÌØÛÅ 0, ÔÏ ÜÔÏÔ î.ï.ä. ÄÏÌÖÅÎ
ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ p.

4. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ p É q ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÌÉÂÏ
p = kq, ÇÄÅ k ∈ F (k 6= 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ p É q ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ p ... q É q ... p, ÐÏÜÔÏÍÕ deg p =
deg q É p = kq.

5. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ n > 1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ
× ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ

f = p1 · : : : · pk = q1 · : : : · ql (∗)
k = l É, ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ, pi = kiqi, ÇÄÅ ki ∈ F:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ
(Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ). óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 2
É 4. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÏ
ÉÚ (∗) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÔÅÐÅÎÉ n ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ p1 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ qi
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (q1 · · · ql ... p1; É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 É 4). óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ
p1, ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

6. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

f(x) = (x− �1) : : : (x− �k)p1(x) : : : pl(x);

ÇÄÅ �i ∈ F | ËÏÒÎÉ f , Á pj(x) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ > 2,
ËÏÔÏÒÙÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÎÅÊ × F . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f
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ÎÁÄ F ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÏÌÅ K ⊃ F , × ËÏÔÏÒÏÍ f ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

fn(x) = k
n∏
i=1

(x− �i); k; �i ∈ F:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÀÔ ÐÏÌÅ F , �ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÑ� ËÏÒÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f ÓÔÅÐÅÎÉ > 2. ïÐÉÛÅÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

7. ôÅÏÒÅÍÁ A (ÎÁ×ÏÄÑÝÁÑ). ðÕÓÔØ F ⊂ K | Ä×Á ÐÏÌÑ, pn(x) ∈ F [x] ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ
ÎÁÄ F , n > 2, É pn(�) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ K. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

K0 = {a0 + a1� + a2�2 + : : :+ an−1�n−1|ai ∈ F} ⊂ K:

ôÏÇÄÁ K0 ⊃ F | ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ K, É ÜÔÏ ÐÏÌÅ K0 ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÅÍ ÐÏÌÑ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ËÏÒÅÎØ �. (ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ-
ÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F É �, ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ a0 + a1� + a2�2 + : : :
+ an−1�n−1; ai ∈ F .)
(7) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �; � ∈ K0, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, � ± � ∈ K0. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F , ÔÏ �n É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÓÔÅÐÅÎÉ � ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ a0+a1�+: : :+an−1�n−1; ai ∈ F , ÐÏÜÔÏÍÕ É ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �; � ∈ K0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K0. õÄÏÂÎÏ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

üÌÅÍÅÎÔÙ K0 | ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ F ÓÔÅÐÅÎÉ < n × ÔÏÞËÅ �. åÓÌÉ
� = f(�), � = g(�), ÔÏ �� = r(�), ÇÄÅ r(x) | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f(x) · g(x) ÎÁ pn(x):
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ x = � × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

f(x)g(x) = q(x)pn(x) + r(x) (deg r < n)

É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ pn(�) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × K0 ÍÏÖÎÏ
ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ � �ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pn(�).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ � = f(�) ∈ K0 \ {0} ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �−1 ∈
K ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ g(�), Ô.Å. �−1 ∈ K0. ðÏÓËÏÌØËÕ pn ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ, Á
deg f < deg pn, ÔÏ f É pn ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ × ËÏÎÃÅ Ô.1 ÓÌÅÄÕÅÔ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× a(x) É b(x) ÎÁÄ F ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 = af + bpn. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ
ÓÀÄÁ x = �, ÐÏÌÕÞÉÍ: 1 = a(�)f(�), ÐÏÜÔÏÍÕ �−1 = a(�) ∈ K0. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

8. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÒÎÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pn(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ÐÏÌÑ F , × ËÏÔÏÒÏÍ pn
ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ × Ô.7 ÁÎÁÌÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K = F (�) ÐÏ-
ÌÑ F ÐÕÔÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ-ÓÉÍ×ÏÌÁ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pn. éÍÅÎÎÏ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ×ÉÄÁ

f(�) = a0 + a1� + · · ·+ an−1�n−1; ÇÄÅ ai ∈ F:
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f(�) + g(�) = (f + g)(�);
f(�)g(�) = r(�);

ÇÄÅ r(x) | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f(x) · g(x) ÎÁ pn(x). äÁÂÙ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ, ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
F (�) = {f(�)}: ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ f(�) ∈ F (�) Ó ËÌÁÓÓÏÍ ~f ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1(x) ∈ F [x],
ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ pn(x) ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË f(x). ëÁË × ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÅÔÏ×, ËÌÁÓÓ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ a(x) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ~a. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÎÏ×ÙÈ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÉÍÕÔ ×ÉÄ

~f + ~g = f̃ + g; ~f · ~g = f̃g;

ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ × F (�) = {f(�)} = { ~f} ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. óÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ~f 6= 0 = ~0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
f(x) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pn(x), ÐÏÜÔÏÍÕ (ÉÚ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ pn | ÓÍ. ÌÅÍÍÕ Ô. 3) f É pn
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, 1 = af + bpn, ÏÔËÕÄÁ ~1 = 1 = ~a · ~f .

îÁËÏÎÅÃ, � = ~x, ÐÏÜÔÏÍÕ p(�) = p(~x) = p̃(x) = ~0 = 0. éÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ.

9. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÚÉÓÁ 6 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ô. 8. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ × ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

10. ðÒÉÍÅÒ. ðÒÏÓÔÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Zp ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅ-
ÎÉÑ ËÏÒÎÑ � ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 2 ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ Zp(�) =
= {a0 + a1� + · · ·+ an−1�n−1| ai ∈ Zp}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÐÏÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ Zp ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ (ÐÒÏÓÔÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ p.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ pk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÅ ÉÚ pk
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×! üÔÉ ÆÁËÔÙ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ çÁÌÕÁ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄ-
×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ.

11. ÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ F ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1, �2 = 1+1, �3 = 1+1+1,
�4 = 1 + 1 + 1 + 1, . . . , �n = 1 + 1 + · · ·+ 1 (n ÒÁÚ). ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

1) ∀n ∈ N �n 6= 0 | ÔÏÇÄÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 (ÐÒÉÍÅÒÙ: Q,
R, C É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ);

2) ∃n ∈ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �n = 0; ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, p, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ F (ÐÒÉÍÅÒÙ: Zp É ÉÈ ÌÀÂÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ).

ìÅÍÍÁ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ 0).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ p ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, p = p1p2, p1; p2 < p, ÔÏ �p1 6= 0, �p2 6= 0, É ×

ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ �p1 · �p2 = p1p2 = �p = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �p1 É �p2 | ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ.
12. ìÅÍÍÁ. ÷ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � É � É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

k ∈ N
(� + �)pk = �pk + �pk :
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ

(� + �)p = �p + �p +
p−1∑

k=1
Ck
p�p−k�k = �p + �p;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É 1 6 k 6 p− 1 ÞÉÓÌÁ Ck
p ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p É Ck

p = 0. äÁÌÅÅ,

(� + �)p2 = ((�p + �p))p = �p2 + �p2 ;

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.
13. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ: ÅÓÌÉ ×

F ×ÓÅÇÏ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÓÒÅÄÉ 1; �2; �3; : : : ; �N;N + 1 ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ |
ÓËÁÖÅÍ, �k = �l, k > l; ÔÏÇÄÁ k − l = 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p 6= 0 ÜÌÅÍÅÎÔÙ 0; 1; �2; : : : ; p− 1 ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Zp.

14. 1-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ
ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ: N(F ) = pk.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F1 ∼= Zp ⊂ F (ÓÍ. Ô. 13). åÓÌÉ F 6= F1,
ÔÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ �2 ∈ F \ F1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

F2 = {a1 + a2�2| ai ∈ F1} ⊂ F:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a1 +a2�2 = b1 +b2�2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
a2 = b2 | ÉÎÁÞÅ �2 ∈ F1 (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ), | Á ÐÏÜÔÏÍÕ É a1 = b1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × F2
×ÓÅÇÏ p2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÓÌÉ F 6= F2, ÔÏ ×ÏÚØÍÅÍ �3 ∈ F \ F2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

F3 = {a1 + a2�2 + a3�3| ai ∈ F1} ⊂ F:
åÓÌÉ a1 + a2�2 + a3�3 = b1 + b2�2 + b3�3, ÔÏ a3 = b3 (ÉÎÁÞÅ �3 ∈ F2), ÐÏÜÔÏÍÕ a2 = b2
É a1 = b1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × F3 ×ÓÅÇÏ p3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÓÌÉ F 6= F3, ÔÏ
×ÏÚØÍÅÍ �4 ∈ F \ F3, É Ô.Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
F = Fk, É N(F ) = pk. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

15. ìÅÍÍÁ æÅÒÍÁ (ÎÁ×ÏÄÑÝÁÑ). åÓÌÉ N(F ) = N , ÔÏ ∀� ∈ F �N = �.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ íÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. éÍÅÎÎÏ,

ÅÓÌÉ � 6= 0, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �1; �2; : : : ; �N−1 ÐÏÌÑ F . ôÏÇÄÁ
��1; ��2; : : : ; ��N−1 ÔÏÖÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ É ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ

��1 · ��2 · · · · · ��N−1 = �1 · �2 · · · · · �N−1 ⇒ �N−1 = 1 ⇒ �N = �:

äÌÑ � = 0 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ÷ ÐÏÌÅ ÉÚ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = xN − x ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×

×ÉÄÅ
P (x) = xN − x =

∏

a∈F
(x− a):

éÔÁË, × ÐÏÌÅ ÉÚ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .
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16. ìÅÍÍÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = xpk − x ÎÉ × ËÁËÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F [x] ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(∑

l
clxl

)′
=

∑

l

�lclxl−1:

åÓÌÉ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Ô. Å. f(x) = (x− �)2f1(x), ÔÏ f ′(x) = (x− �)g(x)
(ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ËÏÌØÃÅ F [x] ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÒÁ-
×ÉÌ �ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ� | ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (f · g)′ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ
(f + g)′ = f ′ + g′). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f É f ′ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ. äÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÖÅ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ P ′(x) = pkxpk−1 − 1 = −1, ÐÏÜÔÏÍÕ P (x) É P ′(x) ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, É P (x)
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

17. 2-ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÌÅ ÉÚ N = pk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Zp ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = xpk − x É ×ÏÚØ-
ÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ K ⊃ Zp ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ÔÔ. 6 É 9). éÚ
ÌÅÍÍÙ 12 É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (��−1)pk = �pk · (�pk)−1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ P (x) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÏÌÅ F ÐÏÌÑ K. éÚ ÌÅÍÍÙ 16 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ
F ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ pk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×!

VIII. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÓÙÌÁÊ Ó×ÏÊ ÈÌÅÂ ÐÏ ×ÏÄÁÍ,
éÂÏ ÓÐÕÓÔÑ ÍÎÏÇÏ ÄÎÅÊ ÔÙ ÅÇÏ ÎÁÊÄÅÛØ.

üËËÌÅÓÉÁÓÔ

18. ëÁË ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ,
pn(x) = xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x+ an; ai ∈ F; (1)

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ K ⊃ F , × ËÏÔÏÒÏÍ

pn(x) =
n∏
i=1

(x− xi); xi ∈ K (2)

(ÓÍ. ÔÔ. 6, 9); ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÙ | ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × (2) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÏÅ Ó (1), ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ËÏÒÎÑÍÉ pn | Ô. Î.
ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ:

a1 = −(x1 + x2 + · · ·+ xn) = −�1(x1; : : : ; xn);
a2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn = �2(x1; : : : ; xn);
: : :

an = (−1)nx1x2 · · · xn = (−1)n�n(x1; : : : ; xn):
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åÓÌÉ ËÏÒÎÉ xi ÓÞÉÔÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

�k(�x) = �k(x1; : : : ; xn) =
∑
i1;:::;ik

xi1xi2 · · ·xik

ÓÕÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ xi, ÐÒÉÞÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ, Ô. Å. ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

�k(x1; : : : ; xn) = �k(xji ; : : : ; xjn):

üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ n = 2 | ÞÅÒÅÚ x1 +x2 É
x1x2). íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ.

19. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ

�xk1
1 xk2

2 · · ·xknn ; ki ∈ Z; ki > 0; � ∈ F \ {0}:
ïÄÎÏÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ �ÐÏ-ÓÔÅÐÅÎÎÏ�, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ xk1

1 · · · xknn
�×ÙÛÅ� xl11 · · ·xlnn , ÅÓÌÉ k1 > l1; ÉÌÉ k1 = l1, k2 > l2; . . . ; ÉÌÉ k1 = l1, . . . , ks = ls,
ks+1 > ls+1. ïÄÎÏÞÌÅÎÙ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØ × ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ á. ÷ÙÓÛÉÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈ F [x1; : : : ; xn]
ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÙÓÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× f É g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ).
20. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÓÛÉÊ ÞÌÅÎ �k(x1; : : : ; xn) ÅÓÔØ x1x2 · · · xk.
ìÅÍÍÁ â. åÓÌÉ f(x1; : : : ; xn) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, �xk1

1 xk2
2 · · ·xknn | ÅÇÏ ×ÙÓÛÉÊ

ÞÌÅÎ, ÔÏ k1 > k2 > k3 > · · · > kn.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ks < ks+1, ÔÏ, ××ÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, × f ÅÓÔØ ÞÌÅÎ

�xk1
1 · · · xks+1

s xkss+1 · · ·xknn , ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÛÅ ×ÙÓÛÅÇÏ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
(ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÅ×ÅÒÎÏ | ÐÒÉ-

×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ.)
21. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ F [x1; : : : ; xn]

ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

f(x1; : : : ; xn) = g(�1; : : : ; �n); �k = �k(x1; : : : ; xn);

ÇÄÅ g ∈ F [�1; : : : ; �n], ÐÒÉÞÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÐÏÌÑ F ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÅÍÍ á É â ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÓÛÉÊ ÞÌÅÎ �xk1
1 · · · xknn ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ f ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ' = ��k1−k2�k2−k3 · · ·�knn (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), É
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f1 = f−' ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÉÊ ×ÙÓÛÉÊ ÞÌÅÎ, ÞÅÍ f . áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ '1 ÉÚ f1, ÐÏÎÉÖÁÅÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ×ÙÓ-
ÛÉÊ ÞÌÅÎ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉÖÅ �xk1

1 xk2
2 · · · xknn ,

ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ fk − 'k ÂÕÄÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ! ∈ F . éÔÁË,

f = '+ '1 + · · ·+ 'k + ! = g(�1; : : : ; �n); Þ.Ô.Ä.
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22. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÆÏÒÍÕÌ ÷ÉÅÔÁ). ðÕÓÔØ pn(x) | ÎÏÒÍÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ F , xi | ËÏÒÎÉ pn × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ K ⊃ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pn(x). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ � = f(x1; : : : ; xn) ∈ K | ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ xi, ÔÏ � ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÉÌÉ ËÏÌØÃÕ F .

(îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÍÕ ÐÏÌÀ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÒÎÉ!)

23. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 22 Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ:
ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pn(z) ∈ C[z] ÓÔÅÐÅÎÉ n > 1 ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ × ÐÏÌÅ C.
èÏÔÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÓÅÒÉÑ ÔÒÀËÏ×, ÄÏ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ.

24. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ pn(z) ∈ R[z]. åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ n
ÎÅÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÁÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ | ÚÎÁË pn(x) ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ |x| ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ xn (ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ pn(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ x0 ∈ R. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:
ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 2k−1q, ÇÄÅ q ÎÅÞÅÔÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
ÔÏÇÄÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2kq ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

25. ðÕÓÔØ pn(z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ R ÓÔÅÐÅÎÉ n = 2kq, K ⊃ C | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÌÅ
ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, x1; x2; : : : xn | ËÏÒÎÉ pn × ÐÏÌÅ K. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ
ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ xi ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C.

äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ c ∈ R ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

yij = xixj + c(xi + xj) ∈ K; i < j:

éÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ N = C2
n = n(n − 1)=2 = 2k−1q(2kq − 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
qN(z) =

∏
i<j

(z − yij):

åÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ yij, Á ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ yij ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ xi, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ qN ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ xi (Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ), É ÐÏ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 22 qN ∈ R[z]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, qN(z) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÉÎ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ: yij = z0 ∈ C. ÷Ù×ÅÄÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ É pn(z) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ
ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ | ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ yij ÏÂÒÁÔÎÏ Ë xi.

26. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ∈ R. ÷ÚÑ×
N+1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ c, ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q(c)

N (z) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ
ÉÎÄÅËÓÏ× ij ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ | ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ c ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

yc1ij = xixj + c1(xi + xj) = z1 ∈ C;
yc2ij = xixj + c2(xi + xj) = z2 ∈ C:

òÁÚ c1 6= c2, ÔÏ xi + xj = (z1 − z2)=(c1 − c2) ∈ C, ÐÏÜÔÏÍÕ É xixj ∈ C. úÎÁÞÉÔ, xi
É xj | ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t2 − (xi + xj)t + xixj = 0 Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ô. 24) ÄÏËÁÚÁÎÏ.



áÌÇÅÂÒÁ*. ïËÏÎÞÁÎÉÅ 71
27. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÕÓÔØ p(z) ∈ C[z]. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ �p(z). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
q(z) = p(z)�p(z) ÉÍÅÅÍ: �q(z) = �p(z)p(z) = q(z), ÐÏÜÔÏÍÕ q(z) ∈ R[z]. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
q(z) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ z0, É ÌÉÂÏ p(z0) = 0, ÌÉÂÏ �p(z0) = 0;
×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �p(z0) = p(�z0), É ÏÐÑÔØ p(z) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

28. éÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ Q, R ÉÌÉ C | ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

pn(z) =
n∏
i=1

(z − �i); �i ∈ C:

29. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 22 Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ô. 28 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ | ÐÒÏÝÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÒÁÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

30. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ � ∈ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q,
ÉÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ), ÅÓÌÉ � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q:
p(�) = 0. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó
� = �1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ �2; : : : ; �n ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÏÎÉ ÔÏÖÅ
ÂÕÄÕÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ Ó �.

ïÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ
ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ A ÐÏÌÑ C.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ � ∈ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ −� É �−1 ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ
pn(�) = 0, ÔÏ q1(−�) = 0 ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q1(x) = pn(−x), É ÐÒÉ � 6= 0 q2(�−1) = 0
ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q2(x) = xnpn(x−1) (ÑÓÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ q1 É q2 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ!).
äÏËÁÖÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ � + � É �� ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ � É �.

31. ðÕÓÔØ �, � | ËÏÒÎÉ p(x); q(x) ∈ Q[x], �2; : : : ; �n É �2; : : : ; �m | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ
Ó � = �1 É � = �1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ (Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p É q). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) =
∏
i;j

(
x− (�i + �j)

) ∈ C[x]:

åÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ËÁË ÐÏ �i, ÔÁË É ÐÏ �j, ÐÏÜÔÏÍÕ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ | Ô. 21) ÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ �1; : : : ; �n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏ �j
(ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ!), Á ÐÏÔÏÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÙ ÏÔ �1; : : : ; �n É �1; : : : ; �m Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (ÐÏ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁÍ ÷ÉÅÔÁ), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ �1 + �1 = � + � | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

g(x) =
∏
i;j

(x− �i�j);

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ��.
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32. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÅ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ F ÉÍÅÅÔ × F ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. (ðÒÉÍÅÒ | ÐÏÌÅ C.)

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

p(x) = xn + �xn−1 + · · ·+ �x+ 


Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ �i,
. . . , �j; 
k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ó � = �1; : : :, � = �1; 
 = 
1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pi:::jk(x) = xn + �ixn−1 + · · · + �jx + 
k (ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ É p(x))
É ÐÏÌÏÖÉÍ

f(x) =
∏

i:::jk
pi:::jk(x) ∈ A[x]:

íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ �i, . . . , �j, 
k (ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ), ÏÔ-
ËÕÄÁ, ËÁË × É Ô. 31, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) ∈ Q[x]. úÎÁÞÉÔ, ËÏÒÎÉ p(x) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ.

33. éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÑÍÉ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁ-
ÀÔÓÑ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ,
ÄÅÌÅÎÉÑ É ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ (× ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å). ðÏ Ó×ÏÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÀ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ × C.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ J ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × A.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A 6= J!
34. îÁÒÑÄÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ Ô. Î. ÃÅÌÙÅ ÁÌ-

ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (É ÓÔÁÒÛÉÍ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1!). ðÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÔ. 30{31, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ ZZ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÐÏÌÑ A (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ
ZZ | ÎÅ ÐÏÄÐÏÌÅ). éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 32 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ZZ | ËÏÒÎÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÖÅ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ZZ ∩Q = Z (ÏÂß-
ÑÓÎÉÔÅ); Ô. Ï. | ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ | ÁÎÁÌÏÇ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õËÁÚÁÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ×
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ � (ÓÍ. ÓÌÅÄ. ÐÁÒÁÇÒÁÆ).

IX. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �

�ôÙ ÓÐÒÏÓÉÛØ, ËÔÏ ×ÅÌÉÔ?
| ÷ÓÅÓÉÌØÎÙÊ ÂÏÇ ÄÅÔÁÌÅÊ...�

â. ðÁÓÔÅÒÎÁË

35. ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ e É �:

ei� = −1; (0)
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×ÐÅÒ×ÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÅ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, üÊÌÅÒÏÍ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ë ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, Á ÞÉÓÌÏ e ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ

e = lim
n→∞

(1 + 1
n)n;

ÇÄÅ n ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ∀x ∈ R

lim
n→∞

(
1 + x

n
)n

= lim
n→∞




(
1 + 1(n

x
)
)n

x


x

= ex: (?!)

þÔÏÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (0), ÄÁÄÉÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

36. ðÕÓÔØ z = x+ iy ∈ C. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

ez = lim
n→∞

(
1 + z

n
)n

(1)

(ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
É ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÏÇÄÁ ÍÙ
ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ:

arg ez = lim
n→∞

arg
(

1 + z
n

)n
= lim

n→∞
n arg

(
1 + z

n
)

= lim
n→∞

(
n arctg

y
n

1 + x
n

)
= y;

ÉÂÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ � tg� ≈ �, arctg� ≈ �; ÄÁÌÅÅ,

|ez| = lim
n→∞

∣∣∣
(

1 + z
n

)n∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣1 + z
n

∣∣∣
n
;

∣∣∣1 + z
n

∣∣∣ =
√(

1 + x
n

)2
+

(y
n

)2
=

√
1 + 2x

n + x2 + y2

n2 ≈ 1 + x
n;

× ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ
∣∣1 + z

n
∣∣ = 1 + x

n + �n
n , �n → 0 ÐÒÉ n→∞; ÎÏ ÔÏÇÄÁ

|ez| = lim
n→∞

(
1 + x+ �n

n
)n

= lim
n→∞




(
1 + 1

n
x+�n

) n
x+�n



x+�n

= ex (?!):

éÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (1), ÐÒÉÞÅÍ
∣∣ex+iy∣∣ = ex,

arg ex+iy = y, ÐÏÜÔÏÍÕ ex+iy = ex(cos y + i sin y). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ei� = cos � + i sin � = −1:

37. ëÒÏÍÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (0), ÄÁÌÅÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ez ÐÏ ÓÔÅÐÅ-
ÎÑÍ z:

ez = 1 + z + z2

2! + z3

3! + · · ·+ zn
n! + · · · ;
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× ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ez ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ. äÌÑ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ 1 + · · ·+ zn

n! Ó
(
1 + z

n
)n.

38. ôÅÏÒÅÍÁ ìÉÎÄÅÍÁÎÁ (1882 Ç.). þÉÓÌÏ � ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ.
íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ Ë ìÉÎÄÅÍÁÎÕ É ëÌÅÊÎÕ, �ÁÌÇÅÂÒÁÉÚÏ-

×ÁÎÎÏÅ� ä. á. çÒÁ×Å.
îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Ô. Å., ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ � ∈ A. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ i ∈ A, ÔÏ !1 = i� ∈ A. ðÕÓÔØ !2; : : : ; !m | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÅ Ó !1, Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

p(x) = axm + am−1xm−1 + · · ·+ a1x+ a0

Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a!k ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏ-
ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ:

(a!k)m + aam−1(a!k)m−1 + · · ·+ am−1a1(a!k) + ama0 = 0;

Ô. Å. a!k ÓÕÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

39. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏÓËÏÌØËÕ 1+e!1 = 1+ei� = 0, ÔÏ
m∏
k=1

(1+e!k) = 0.
òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ

e!k ; e!k1+!k2 ; : : : ; e!k1+!k2+···+wks ; : : : :

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1; �2; : : : ; �n ÔÅ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ !k1+· · ·!ks , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0;
ÅÓÌÉ k > 0 | ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ,
ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ:

K +
n∑
r=1

e�r = K + e�1 + e�2 + · · ·+ e�n = 0: (∗)

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (∗) ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ (§ VI) ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ-
ÓÔÉ e:

c0 + c1e+ c2e2 + · · ·+ cnen = 0; ci ∈ Z:
éÓÐÏÌØÚÕÑ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ!) ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÉÐÁ üÒÍÉÔÁ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
ÞÉÓÌÁ e ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

e�r = mr + "r
m0

; 1 6 r 6 n;

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × (∗) ÄÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

Km0 +
∑

mr +
∑

"r = 0:

üÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ Km0 + ∑mr ∈ Z \ {0}, Á |∑ "r| < 1 |
ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ üÒÍÉÔÁ ×
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ÔÏÍ, ÞÔÏ mr ÚÄÅÓØ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ (ÏÄÎÁËÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ |
ÏÂÙÞÎÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ!). þÔÏÂÙ ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ, ÓÌÅÄÕÑ çÒÁ×Å, ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅÍ | ×ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ

f(x) =
N∑

k=0
ckxk ⇒

∫ ∞

0
e−xf(x) dx =

N∑

k=0
f (k)(0) (=

∑
ckk!);

Á ÚÁÍÅÎÁ � = x−� × ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÕÍÍÅ ∑ f (k)(�)! ðÏÌÅÚÎÏ ÕÑÓÎÉÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÚÄÅÓØ É × §VI.

40. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏÓËÏÌØËÕ a!k | ÃÅÌÙÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ É a�r ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉ×
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

qs(x) =
∏

k1;:::;ks
(x− (a!k1 + · · ·+ a!ks)); 1 6 s 6 m;

(Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ | ÏÂßÑÓÎÉÔÅ!) É ÕÂÒÁ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ xn0 , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ
ÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÒÎÑÍ qs(x), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

q(x) = xn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0; ÇÄÅ bi ∈ Z; b0 6= 0;

ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ a�1; : : : ; a�n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a�r Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ,

(−1)n(a�1)(a�2) · · · (a�n) = b0:

41. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÕÓÔØ f(z) =
N∑
k=1

ckzk ∈ C[z].
ðÏÌÏÖÉÍ

F (z) = f(z) + f ′(z) + f ′′(z) + · · · =
N∑

k=0
f (k)(z) (∈ C[z]):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f (k)(0) = ckk!, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ez × ÒÑÄ (ÓÍ. Ô. 37)

f (k)(0) = ckk!
(

1 + z + z2

2 + · · ·+ zk
k!

)
+

+ckzk+1
(

1
k+1 + z

(k+1)(k+2) + z2

(k+1)(k+2)(k+3) + · · ·
)

=

= ckzk + (ckzk)′ + · · ·+ (ckzk)(k) + ckzk+1Rk(z);

(00)

ÇÄÅ
|Rk(z)| 6 1 + |z|+ |z|2

2! + · · · = e|z|;
ÐÏÜÔÏÍÕ

Rk(z) = "k(z)e|z|; |"k(z)| 6 1:
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óÕÍÍÉÒÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (00) ÐÏ k ÏÔ 0 ÄÏ N , ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÁ×Å:

F (0)ez = F (z) +Q(z)e|z|; Q(z) =
N∑

k=0
ckzk+1"k(z):

42. ãÅÎÔÒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ÏÚØÍÅÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ çÒÁ×Å × ËÁÞÅÓÔ×Å f

f(z) = apn+p−1zp−1(z − �1)p · · · (z − �n)p
(p− 1)! ;

ÇÄÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÜÔÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ üÒÍÉÔÁ! óÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ apn+p−1, ÒÁÚÎÅÓÅÎÎÙÊ
ÐÏ ×ÓÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
Ó ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ | a�r ∈ ZZ.) ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÆÏÒÍÕÌÕ
çÒÁ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÑ z = 0; �1; : : : ; �n, ÕÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ K É
ÓÌÏÖÉÍ | ÕÞÉÔÙ×ÁÑ (∗) ÉÚ Ô. 39, ÐÏÌÕÞÉÍ:

F (0)(K +
n∑
r=1

e�r) = 0 = KF (0) +
n∑
r=1

F (�r) +
n∑
r=1

Q(�r)e|�r|:

éÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ p.

ëÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
43. ìÅÍÍÁ 1. F (0) | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ p.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

f(z) = Azp−1 +Bzp + · · ·
(p− 1)! ; ÇÄÅ A = (−1)npap−1(a�1)p · · · (a�n)p = ap−1bp0 ∈ Z;

Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ B, . . . ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ a�r Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÉÂÏ f(z)
ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �r), ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÖÅ ÃÅÌÙÅ (ÓÍ. Ô. 40). íÎÏÇÏÞÌÅÎ F (z)
�ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ� Ó f (p−1)(z), É

F (0) = (p− 1)!A+ p!B + · · ·
(p− 1)! = A+ p(B + · · · ) ∈ Z:

÷ÚÑ× p > a É p > b0 (p | ÐÒÏÓÔÏÅ), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ A ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÐÏÜÔÏÍÕ É F (0)
ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

44. ìÅÍÍÁ 2. G =
n∑
r=1

F (�r) | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(z) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ � = z−�k ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó p-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,

ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÓÕÔØ (ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ!) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a�r Ó
ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ F (�k) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ pAk, ÇÄÅ Ak |
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a�r Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ G =

n∑
k=1

F (�k),
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ËÁË É ÓÕÍÍÁ
n∑
k=1

Ak, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �r, ÐÏÜÔÏÍÕ
n∑
k=1

Ak ∈ Z, G ∈ Z,

G ... p (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ).

45. ìÅÍÍÁ 3. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p
∣∣∣∣
n∑
r=1

Q(�r)e|�r|
∣∣∣∣ < 1.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË (ÓÍ. Ô. 41)

Q(�r) =
N∑

k=0
ck�k+1

r "k(�r); |"k(z)| 6 1; ÔÏ |Q(�r)| 6 |�r| ·
N∑

k=0
|ck||�r|k;

ÇÄÅ ∑ ckzk = fN(z) | ××ÅÄÅÎÎÙÊ × Ô. 42 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÁÌÅÅ, ÉÚ ×ÉÄÁ fN(z) ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ

N∑

k=0
|ck||�r|k 6 Mp

r
(p− 1)! ;

ÇÄÅ Mr ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ p (?!!). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÅ ∑Q(�r)e|�r| ÓÔÒÅ-
ÍÉÔØÓÑ Ë 0 ÐÒÉ p→∞, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

46. æÉÎÁÌ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ p > K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÌÅÍÍ 1
É 3. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍ 1 É 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (ÓÍ. Ô. 42)

KF (0) +
n∑
r=1

F (�r) = −
n∑
r=1

Q(�r)e|�r|

ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ÃÅÌÏÅ ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÉÓÌÏ, Á ÉÚ
ÌÅÍÍÙ 3 | ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

47. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÎÄÅÍÁÎÁ É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÏÒÏÎÕ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÒÁÄÉÕÓÁ 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x = √� | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÓÔØ; ÔÏÇÄÁ x = √� ∈ A É � = x2 ∈ A, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÅÍÁÎÁ.

áÌÅËÓÁÎÄÒ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ úÅÍÌÑËÏ×,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
×ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
òÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (éïóï òáï).

E-mail: zemmm@yandex.ru



õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ:
ÕÞÅÂÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ ÄÌÑ 7 ËÌÁÓÓÁ

á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

ðÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÔÉÐÕ ÓÅÍÉÎÁÒÁ-ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ-
ÞÉÎÁÀÝÉÈ ÏÓ×ÁÉ×ÁÔØ ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ
Ï ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ
ÉÚÏÂÒÅÓÔÉ É ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ
ðÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÕÀ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÕÐÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÈÁ-

ÒÁËÔÅÒÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÐÒÏÓÔÏ, Á ÄÌÑ ÓÅÍÉËÌÁÓÓÎÉËÏ×, ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÞÁ×-
ÛÉÈ ÉÚÕÞÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ | ÎÅÐÒÏÓÔÏ ×Ä×ÏÊÎÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÙÓ-
ËÁÎÉÉ ÓÕÍÍÙ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ
ÐÏÄÓÐÏÒØÅÍ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÇÏÓÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ Ó×ÏÉÍ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÔÅ ÉÌÉ
ÉÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ, ÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÕÞÉÔØ ÉÈ ÄÕÍÁÔØ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ | ÉÚÏÂÒÅÔÁÔØ É
ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.

üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ. îÏ ÇÏÒÁÚÄÏ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ä×ÕÈ- ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÔÒÅÈÄÎÅ×ÎÙÊ
ÓÅÍÉÎÁÒ-ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. îÁÛ ÏÐÙÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÕÍÍÅ
ÕÇÌÏ× ÐÑÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ ÒÅÛÁÀÔ 5{6 ÇÒÕÐÐ ÐÏ 6{8 ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ ÜÔÉÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÒÉ-ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÈ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÕÑÓÎÉÔØ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÎÅÍÁÌÏ ÎÏ×ÏÇÏ!

òÁÂÏÔÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ ÉÄÅÔ × Ä×Á ÔÁËÔÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÒÅÛÁÀÔ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÎÕÀ ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÄÅÌÁÀÔ ÄÏËÌÁÄÙ ÎÁ ÏÂÝÅÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ. ÷
ËÏÎÃÅ ÏÂÝÅÇÏ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÉÓËÕÓÓÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÚÒÏÓÌÙÍ ×ÅÄÕÝÉÍ ÒÅËÏ-
ÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ | ×ÅÄØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ
É ÏÞÅÎØ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ËÁË ×ÚÒÏÓÌÙÅ ÐÙÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÍÙÛÌÑÔØ Õ ÎÉÈ ÎÁ ÇÌÁ-
ÚÁÈ. éÔÏÇÏÍ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ
ÒÁÂÏÔÙ.

úÁÄÁÞÕ Ï ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Ó ÓÅÍÉËÌÁÓÓ-
ÎÉËÁÍÉ ÕÖÅ ÎÁ ×ÙÅÚÄÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÎÁ ÚÉÍÎÉÈ ËÁÎÉËÕÌÁÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÉ
ÉÚÕÞÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÅÝÅ ÎÅ ÐÒÉÓÔÕÐÉÌÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÔÅÍÙ \ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ". ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÕÀ ÌÅËÃÉÀ-
ÂÅÓÅÄÕ É ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÎÁËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÁ

78



óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 79
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÐÏÚÄÎÅÅ. ÷
ÜÔÏÊ ÖÅ ÂÅÓÅÄÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
(×ÙÐÕËÌÏÇÏ | ÓÔÒÏÇÏ, ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÇÏ | ËÁË ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÁÑ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ
ÐÒÉÍÅÒÁÈ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë (n{1)-ÕÇÏÌØÎÉËÕ) É Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ× ×Ù-
ÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ
ÕÇÌÁ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ �, ÎÅÖÅÌÉ ×ÙÒÁÖÁÔØ ÅÅ ÇÒÁÄÕÓÎÏÊ ÍÅÒÏÊ.

é ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÓÅÍÉËÌÁÓÓÎÉËÁÍÉ, ÎÏ É Ó
ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. é ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÓÅÍÉËÌÁÓÓÎÉËÁÍÉ ÉÔÏÇÏ×ÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ \ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ" ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
Ú×ÅÚÄÏÞÅË (ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÔÏ Ó ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÓÕÖÄÅÎ
×ÅÓØ ËÒÕÇ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ÐÒÏÂÌÅÍ É ÔÅÏÒÉÊ.

äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÁÖÎÁ ÅÝÅ É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉ×É×ÁÅÔ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ×ÁÖÎÅÊÛÉÊ
ÎÁ×ÙË \ÍÏÎÓÔÒÏÓÔÒÏÉÔÅÌØÓÔ×Á" | ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏ× Ë ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ (ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ËÏÎÔÒ-
ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ËÁË ÑÐÏÎÓËÁÑ ÌÅÓÏÐÉÌËÁ Ó ÖÅÌÅÚÎÏÊ ÂÏÌ×ÁÎËÏÊ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÁÎÅËÄÏÔÅ) ÉÌÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ. \El sue~no de la raz�on produce monstruos" | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÊ ÏÆÏÒÔ æÒÁÎÓÉÓËÏ çÏÊÉ. üÔÉ ÓÌÏ×Á ÏÂÙÇÒÙ×ÁÀÔÓÑ áÎÒÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ
ÐÁÓÓÁÖÅ ÉÚ ËÎÉÇÉ \îÁÕËÁ É ÍÅÔÏÄ": \ðÏÒÏÊ ÌÏÇÉËÁ ÔÏÖÅ ÒÏÖÄÁÅÔ ÞÕÄÏ×ÉÝ" [2,
357]. óÁÍ ÔÅÒÍÉÎ \ÍÏÎÓÔÒ" ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× É ËÏÎÔÒ-
ÐÒÉÍÅÒÏ× ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × ÜÐÉÓÔÅÍÏÌÏÇÉÀ éÍÒÅ ìÁËÁÔÏÓÏÍ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ
\äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÏÐÒÏ×ÅÒÖÅÎÉÑ" [1], ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ
ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÚÒÁÂÏÔÏË ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÊ ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ É ÐÒÉËÌÁÄ-
ÎÏÊ ÜÐÉÓÔÅÍÏÌÏÇÉÉ.

2. éÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ S ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÑÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ
Ú×ÅÚÄÙ.

ðÅÒ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ | ÔÅÏÒÅÍ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ É ×ÎÅÛ-
ÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÉÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ.

(1) ÷ÙÄÅÌÉÍ ÐÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Ä×Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÕÇÌÁÍÉ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ, É ÏÄÉÎ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÕÇÌÏÍ \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ" ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÏÄÉÎ
ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1). óÌÏÖÉ× ×ÍÅÓÔÅ ÕÇÌÙ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÌÕÞÉÍ 5�. üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÑÔÉ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ
Ú×ÅÚÄÏÞËÉ, ×ÚÑÔÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÐÏ Ä×Á ÒÁÚÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÑÔÉ ÕÇÌÏ× \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ" ÐÑÔÉ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ 3�. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ 2S + 3� = 5�, ÏÔËÕÄÁ S = �.
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(2) óÕÍÍÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÄÅÓÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ ÒÁ×ÎÁ 8�. üÔÁ
ÓÕÍÍÁ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÑÔÉ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ, ÐÑÔÉ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÙÈ
ÕÇÌÏ×, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ 5�, É ÐÑÔÉ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ× \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ" ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×
ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ 2� (ÒÉÓ. 2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ S + 5� + 2� = 8�, ÏÔËÕÄÁ S = �.

÷ÔÏÒÁÑ ÓÅÒÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÎÁ-
ËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÈ ÕÇÌÏ× É Ô. Ð. îÉÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.

(1) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÈ ÕÇÌÏ×, ÐÅÒÅÎÅ-
ÓÅÍ ÕÇÏÌ 1 Ë ÕÇÌÕ 2, ÚÁÔÅÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ | Ë ÕÇÌÕ 3, ÚÁÔÅÍ ÓÕÍÍÕ ÔÒÅÈ ÕÇÌÏ× | Ë ÕÇÌÕ
4, ÚÁÔÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ× | Ë ÕÇÌÕ 5 (ÒÉÓ. 3). éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÕÇÌÙ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ × ÐÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ×ÅÒÛÉÎ \ÂÅÚ ÏÔÒÙ×Á
ËÁÒÁÎÄÁÛÁ".

1

1+2+3+4

1+2+3

1+2

5

43

2

1

5

4 3

2

1

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

(2) þÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÑÔØ ÐÒÑÍÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÑÔÉ ÓÔÏÒÏ-
ÎÁÍ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ. õÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ É
ÓÏÂÉÒÁÑ ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ ÐÑÔØ ÕÇÌÏ× × ÏÄÎÕ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ
ÕÇÌÏ× ÐÑÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÍÕ ÕÇÌÕ (ÒÉÓ. 4).
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3. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

úÁÄÁÞÁ 2. ïÂÏÂÝÉÔÅ Ó×ÏÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÅÍÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ.
òÁÂÏÔÁÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÑ Ó×ÏÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÁ ÏÂÝÅÍ

ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ, ÛËÏÌØÎÉËÉ ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÏÂÎÁÒÕÖÁÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÅÍÉ-
ËÏÎÅÞÎÙÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÕÇÌÏ× (ÒÉÓ. 5). òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÕ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ: \ÒÁÚÄÅÌÉÍ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ 7 ÞÁÓÔÅÊ, É × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ \ÐÅÒÅÐÒÙÇÉ×ÁÔØ" ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ
ÎÁ ÔÒÅÔØÀ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ".

Ðèñ. 5

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.
(1) òÅÛÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ (ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÏ-

ÌÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÎÅÖÅÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ. óÄ×ÉÇÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÅÍÉËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÒÕÛÉÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉË
(ÒÉÓ. 6). äÌÑ ÔÁËÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÒÁÉ×ÁÔØ
ÚÁÎÏ×Ï. á ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÈÒÁÎÑÔ ÄÌÑ ÎÅÅ Ó×ÏÀ ÓÉÌÕ.

Ðèñ. 6

(2) õÓÉÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ Ú×ÅÚÄ-
ÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ×
×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ. 7). ÷ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ \ÓÁÍÁÑ
×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÂÌÁÓÔØ", ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÒÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏ-
×ÏÄÑÔÓÑ ÌÕÞÉ ËÏ ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. (÷ÐÒÏÞÅÍ, ÄÁÌÅÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁËÉÅ
ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ \ÓÁÍÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÂÌÁÓÔØ" ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÄÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.)
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(3) îÁ ÒÉÓ. 8 ÐÑÔÉËÏÎÅÞÎÁÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÀ \Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÓÔØ" ÐÒÉ ÄÅ-
ÆÏÒÍÁÃÉÉ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ �. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ
ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÈ.

Ðèñ. 8

(4) ú×ÅÚÄÏÞËÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÅÍÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÅÌÅÎÉÑ ÅÅ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ É ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ ÌÉÎÉÉ Ó ÐÅÒÅÛÁÇÉ×ÁÎÉÅÍ
ÎÁ k-ÕÀ ÐÏ ÏÂÈÏÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ × ÅÄÉÎÕÀ \ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ
ÔÁÂÌÉÃÕ", ×ËÌÀÞÉ× × ÎÅÅ É ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ k
= 1 (ÒÉÓ. 9). óÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁ
ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ Ú×ÅÚÄÏÞÅË × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ÞÉÓÌÁ k É n ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ.
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p 2p 3p 4p 5p 6p 7p 8p

p 2p 3p 4p 5p 6p

p 2p 3p 4p

p 2p

Ðèñ. 9

(5) ëÁË ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÕÇÌÏ×? ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ
ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ
ÐÁÒÁÍÅÔÒ | ×ÅÄØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ
ÕÇÌÏ× �, 3�, 5�. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ \Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÓÔÉ". íÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÕÇÌÏ× ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

S = �(n− 2k),

ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, k | \ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÓÔÉ" (ÅÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
ÓÔÅÐÅÎØÀ Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ). íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ k = 1 Õ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÁÂÌÉÃÙ), k = 2 Õ Ú×ÅÚÄÞÁÔÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ, k = 3 Õ Ú×ÅÚÄÞÁÔÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ, É Ô. Ä.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ \ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ Ú×ÅÚÄÞÁÔÏ-
ÓÔÉ" ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó \ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÛÁÇÉ×ÁÎÉÑ" ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

(6) ïÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ, ÐÏÍÉÍÏ ×ÏÛÅÄÛÉÈ × ÔÁÂÌÉÃÕ. ë
ÐÒÉÍÅÒÕ, ÛÅÓÔÉËÏÎÅÞÎÁÑ \Ú×ÅÚÄÏÞËÁ" ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÏ É ÐÏÌÕÞÅÎÁ \ÏÂÒÕÂÁÎÉÅÍ" ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÌÕÞÅÊ ÐÑÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚ-
ÄÏÞËÉ (ÒÉÓ. 10). ôÁËÁÑ \Ú×ÅÚÄÏÞËÁ" ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ× 2�. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÊ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ k = 2; ÎÏ ËÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÐÅÒØ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ?
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(7) ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ k ÐÏ ×ÎÅÛÎÅÍÕ ×ÉÄÕ
Ú×ÅÚÄÏÞËÉ. ïÂÒÁÔÉ×ÛÉÓØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 2, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ k| ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ \ÐÅÔÅÌØ", ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÌÉÎÉÅÊ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ. íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅ-
ÂÅ, ÞÔÏ ËÏÎÔÕÒ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ ×ÙÌÏÖÅÎ ÎÉÔËÏÊ, | É ÜÔÁ ÎÉÔËÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ k-ËÒÁÔÎÁÑ ÐÅÔÌÑ. íÏÖÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏ×
ÓÄÅÌÁÅÔ ÂÕËÁÛËÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÏÐÏÌÚÅÔ ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ É ×ÅÒÎÅÔÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ?

(8) äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ×Ï
××ÅÄÅÎÉÉ \ÐÏÒÑÄËÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ" ÄÌÑ ÔÅÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÉÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ
ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÎÁÒÕÖÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ ÐÏÒÑÄÏË \0", ÎÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÍ Ó ÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÑÍ | ÐÏÒÑÄÏË \1", ÏÂÌÁÓÔÑÍ, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÍ Ó
ÜÔÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ | ÐÏÒÑÄÏË \2", É Ô. Ä. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ \×ÅÒÛÉÎÎÁÑ" ÏÂÌÁÓÔØ
(ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÇÒÁÎÉÞÉÔ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÎÉÚÛÅÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ, ÏÎÁ ÖÅ | \ÓÁÍÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÂÌÁÓÔØ" ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2), ÔÏ \ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ
Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÓÔÉ" k ÒÁ×ÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÒÉÓ. 11). ïÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÓÕÄÉÔØ
×ÏÐÒÏÓ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ k, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ \×ÅÒÛÉÎÎÙÈ" ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ë ÐÒÉ-
ÍÅÒÕ, ÐÏÄÓÞÅÔ ÕÇÌÏ× ÆÉÇÕÒÙ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 12, ÄÁÅÔ k = 4, ÎÏ ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ?
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3. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ: ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ
ÕÒÏËÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÉÖÅ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× É ÐÌÏÝÁ-
ÄÅÊ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × 7 É 8 ËÌÁÓÓÁÈ.

(1) ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÔÅÍÙ \ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ" ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÎÁÍ ÎÁ-
ÒÑÄÕ Ó ×ÙÐÕËÌÙÍÉ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ



óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 85
Ó ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÕÇÏÌ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. üÔÏ
ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ×
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÈÒÁÎÉÌÁ Ó×ÏÀ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

ë ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÐÏÐÙÔËÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ
ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ×. ÷ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ, ÄÏÐÏÌÎÑÑ ÅÇÏ ÄÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ ÕÇÌÁ.
îÏ ËÁË ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÕÇÏÌ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ? ÷ÙÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ. 13), É
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÀÝÉÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ!

–

+
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(2) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÑÍÉ É ×ÙÓÏÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉ, ÏÂÝÅÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅ-
ÌÏÇÒÁÍÍÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÏÔÎÑÔÉÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ADF É BCE
ÏÔ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABED (ÒÉÓ.14). ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ-
ÇÒÁÍÍÏ×, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 14, Á, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ADF É BCE ÐÒÉÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ Ë ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCF.
óÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÅÍ ÌÉ ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÄÌÑ ÒÉÓ. 14, Â?

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ ABCF | ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ.
ðÒÁ×ÄÁ, ÔÅÐÅÒØ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ
ÐÌÏÝÁÄØ, Á ×ÅÒÈÎÅÊ | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ. åÓÌÉ Ë ÔÁËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÔØ \ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÙÅ" ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ADF É BCE, ÔÏ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÒÁÐÅÃÉÉ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÔÓÑ, Á
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÍÅÓÔÅ ÄÁÄÕÔ ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.

F C D EED
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âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ
ñ ×ÙÒÁÖÁÀ Ó×ÏÀ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ô. ð. óÕÛÉÎÏÊ ÚÁ ÁÐÒÏÂÁÃÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ-

ÎÏÇÏ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ É ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÐÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ãÅÎÔÒÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ç. íÅÖÄÕÒÅÞÅÎÓËÁ. ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ å. î. éÇÎÁÔÅÎ-
ËÏ×Á, á. á. íÉÝÅÎËÏ, á. ÷. ôÒÅÊÅÒÁ, é. á. þÅÒÎÑ×ÓËÕÀ, ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ × ÐÒÏ×ÅÄÅ-
ÎÉÉ ÕÞÅÂÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÎÁ ÚÉÍÎÅÊ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÛËÏÌÅ × ïÍÓËÅ.
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úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÉÑ
ÍÁÔÒÉÃ ñËÏÂÉ É ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ
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éÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ É ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ. äÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ
ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ × ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ
É ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ, Á
ÔÁËÖÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

I. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

÷ ÒÑÄÅ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ [1,2,3] ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
ðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ; ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ) ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ m ÆÕÎËÃÉÊ
n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.





y1 = f1(x1; : : : xn)
: : : : :
ym = fm(x1; : : : xn);

(1)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ X ⊂ Rn.

ôÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x(0) = (x0
1; : : : x0

n).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ1. æÕÎËÃÉÑ ym = fm(x), x = (x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ

× ÏÂÌÁÓÔÉ x ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ y1, . . . , ym−1 ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ-
ÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ �(y1; : : : ; ym−1), ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ym = �(y1; :::; ym−1) (2)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ X,
ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÅ×ÁÖÎÏ, ËÁËÁÑ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (2).

87
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ðÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÔÁËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (2) ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y1, . . . , ym ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ X.

÷ÁÖÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ) ÆÕÎËÃÉÊ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ñËÏÂÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (1) É ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ

D(f1; :::; fm)
D(x1; :::; xm) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

@f1
@x1

· · · @f1
@xm· · · · · · · · · · · ·

@fm
@x1

· · · @fm@xm

∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

÷ (3) ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ n. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ: m 6 n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ).
ðÕÓÔØ m ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (3) ÐÏ
ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞËÅ x(0), ÔÏ ÜÔÉ m ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

H1 âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ ym, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÁË, ÞÔÏ

ym = �(y1; : : : ; ym−1)
ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (3) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞËÅ x(0).
ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (2) ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi, i = 1;m; ÐÏ-

ÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×




@ym
@x1

= @�
@y1

· @y1
@x1

+ : : :+ @�
@ym−1

· @ym−1
@x1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
@ym
@xm = @�

@y1
· @y1
@xm + · · ·+ @�

@ym−1
· @ym−1
@xm

(4)

éÍÅÑ × ×ÉÄÕ (4), ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ (3), Ô.Å. @ym@x1
=

@fm
@x1

. . . , @ym@xm = @fm
@xm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÐÅÒ×ÙÈ m − 1 ÓÔÒÏË (3), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ @�
@y1

, . . . , @�
@ym−1

. îÏ
ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. N

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ @ym
@xi × (3) ÎÅ-

ÐÒÅÒÙ×ÅÎ É ÓÁÍ ÑËÏÂÉÁÎ (3). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÑËÏÂÉÁÎ (3) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞËÅ x(0), ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÕÌÀ É × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0).

1îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H, ÏËÏÎ-
ÞÁÎÉÅ - ÓÉÍ×ÏÌÏÍ N.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎËÃÉÊ m É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ñËÏÂÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
@fm
@xi .

∥∥∥∥
@fj
@xi

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

@f1
@x1

· · · @f1
@xn· · · · · · · · ·

@fm
@x1

· · · @fm@xn

∥∥∥∥∥∥∥∥
(5)

îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ (5) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ X ÎÁÉ×ÙÓÛÉÊ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏ×
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (5), ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ X. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ (5) ÒÁ×ÅÎ r > 1, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
ÐÏÒÑÄËÁ r, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × X, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ
×ÙÛÅ r ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × X.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ).
ðÕÓÔØ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ (5) × ÔÏÞËÅ x(0) ÒÁ×ÅÎ r < min(m;n). ôÏÇÄÁ 1) ×

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ r ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ m, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ; 2) ÏÓÔÁÌØÎÙÅ m − r ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ
ÎÉÈ.

H äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞËÅ x(0) ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ r ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ r
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ

D(f1; :::; fr)
D(x1; :::; xr)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

@f1
@x1

· · · @f1
@xr· · · · · · · · · · · ·

@fr
@x1

· · · @fr@xr

∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)

÷×ÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (6) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ
É × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÔÉ r ÆÕÎËÃÉÊ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0). üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ.

ðÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ yr+1 = fr+1(x1; : : : ; xn) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÒ-
×ÙÈ r ÆÕÎËÃÉÊ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (6) ÓÔÒÏËÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ É
ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ @f1

@xr+1
; · · · @fr+1

@xr+1
. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ (r+ 1)-ÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ.

D(f1; :::; fr; fr+1)
D(x1; :::; xr; xr+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

@f1
@x1

· · · @f1
@xr · · · @f1

@xr+1
· · · · · · · · · · · · · · ·
@fr
@x1

· · · @fr
@xr · · · @fr

@xr+1
· · · · · · · · · · · · · · ·
@fr+1
@x1

· · · @fr+1
@xr · · · @fr+1

@xr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(7)
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÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉÃÙ (5), ÒÁ×ÎÏÇÏ r, ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ
(r+ 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0).
üÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (7). ôÏÇÄÁ ÏÐÑÔØ ÖÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ fr+1 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÒ×ÙÈ r ÆÕÎËÃÉÊ. âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚÌÏÖÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [1,2]. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ-
×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fr+2, . . . fm ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f1, . . . , fr. N

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (5) r ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÉÚ r ÆÕÎËÃÉÊ, É ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÏÉ (m− r) ÆÕÎËÃÉÊ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ r ÆÕÎËÃÉÊ.

þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ
ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Ô.Î. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÉÌÉ ×ÒÏÎÓËÉÁ-
ÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÉ




y1 = f1(x)
· · · · · · · · ·
ym = fm(x)

(8)

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0), ÅÓÌÉ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C1,. . . , Cm, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

n∑
i=1

Cifi(x) = 0 (9)

ÐÒÉÞÅÍ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ (8) ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ.
åÓÌÉ ÖÅ (9) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ C1 = · · · = Cm = 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f1(x),. . . ,

f1(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ m ÆÕÎËÃÉÊ f1(x),. . . , f1(x), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ m− 1 ÒÁÚ × ÔÏÞËÅ

x(0).
îÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) : : : fm(x)
f ′1(x) f ′2(x) : : : f ′m(x)
: : : : : : : : : : : :

f (m−1)
1 (x) f (m−1)

2 (x) : : : f (m−1)
m (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(10)

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÉÌÉ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏÍ. ïÎ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ-
ÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ f1(x), . . . , fm(x) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ).
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åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f1(x), . . . , fm(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-

ËÉ x(0), ÔÏ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÒÏÎÓËÉÁÎ (10) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
H ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÓÏÇÌÁÓÎÏ (9) ÉÍÅÅÍ

m∑
i=1

Cifi(xi) = 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ
ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (m− 1) ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ





C1f1(x) + C2f2(x) + : : :+ Cmfm(x) = 0
C1f ′1(x) + C2f ′2(x) + : : :+ Cmf ′m(x) = 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
C1f (m−1)

1 (x) + C2f (m−1)
2 (x) + : : :+ Cmf (m−1)

m (x)

(11)

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÁ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C1,. . . , C1 ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ
(ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (9). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x W (x) = 0 N.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ:
1. ôÅÏÒÅÍÁ 3 ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (m− 1) ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
2. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÁÎÎÏÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÅÒÎÁ (ÅÓÌÉ

×ÒÏÎÓËÉÁÎ W (x) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0), ÔÏ
ÆÕÎËÃÉÉ f1,. . . , fm ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ).

3. åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1,. . . , fm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ,
Ô.Å. ÕÓÌÏ×ÉÅ W (x) ≡ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ f1,. . . , fm [3].

4. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ (10) ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ f1,. . . , fm ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f1,. . . , fm ÌÉ-
ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

áÎÁÌÉÚ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÅ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎËÃÉÊ (m) É
ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (n).

2. áÐÐÁÒÁÔ ÑËÏÂÉÁÎÏ× ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÉÛØ ÐÒÉ
n > m.

3. áÐÐÁÒÁÔ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏ× ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÉÛØ ÐÒÉ n = 1.
îÉÖÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ñËÏÂÉ É ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ.

II. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

éÄÅÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ñËÏÂÉ É ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ:

1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1,. . . , xn ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÆÕÎËÃÉÊ f1,. . . , fm,
Ô.Å. n > m, ÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÅÒ×ÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ
ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ.



92 ÷. ÷. é×ÌÅ×, á. é. îÉÖÎÉËÏ×

2. åÓÌÉ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ (m − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ É ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ.

îÁÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂß-
ÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÏÂÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ n > 1.
ðÕÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0) ÆÕÎËÃÉÉ f1(x), . . . , fm(x), ÇÄÅ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ

m∑
i=1

Cifi(x) = 0: (12)

÷ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (12) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ

m∑
i=1

Ci
@kf1(x)

@xk1
1 : : : @xknn

= 0; (13)

ÇÄÅ k = 1;m− 1, k1 + : : :+ kn = k.
éÓÐÏÌØÚÕÑ (12) É (13) ÓÔÒÏÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖V (x)‖ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÓÈÅÍÅ.
Á) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f1(x), . . . , fm(x)
Â) óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

@f1(x)
@x1

@f2(x)
@x1

· · · @fm(x)
@x1

@f1(x)
@x2

@f2(x)
@x2

· · · @fm(x)
@x2· · · · · · · · · · · ·

@f1(x)
@xn

@f2(x)
@xn · · · @fm(x)

@xn

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ n > m−1, ÔÏ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ É ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ

‖V (x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f1 : : : fm
@f1
@x1

· · · @fm
@x1· · · · · · · · ·

@f1
@xm−1

· · · @fm
@xm−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

: (14)

íÁÔÒÉÃÁ (14) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅ ñËÏÂÉ Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ fi(x).

×) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n < m− 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÏË Ó ÐÅÒ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÍÉ \ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ" ÄÌÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ m É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ
ÓÏ ×ÔÏÒÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.
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@2f1(x)
@x2

1
· · · @2fm(x)

@x2
1

@2f1(x)
@x2

2
· · · @2fm(x)

@x2
2

: : : : : : : :
Ç) åÓÌÉ É ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É Ô.Ä.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 1, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ.
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖V (x)‖:

‖V (x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f1 f2 : : : fm
@f1
@x1

@f2
@x1

· · · @fm
@x1· · · · · · · · · · · ·

@f1
@xn

@f2
@xn · · · @fm

@xn
@2f1
@x2

1

@2f2
@x2

1
· · · @2fm

@x2
1· · · · · · · · · · · ·

@2f1
@x2

n

@2f2
@x2

n
· · · @2fm

@x2
n

@2f1
@x1@x2

@2f2
@x1@x2

· · · @2fm
@x1@x2

· · · · · · · · · · · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(15)

þÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ (15) ÒÁ×ÎÏ m.
ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 3 ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ (15); ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ‖V (x)‖ ≡ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ. äÏËÁÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ

f1 = 2(x+ y + z)2; f2 = 2xy + x2; f3 = z2

2 + zx; f4 = y2 + 2yz

H ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ É ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ × \ÞÉÓÔÏÍ" ×ÉÄÅ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÙ.
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ \ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ×Ï ×ÔÏÒÏÍ { ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÏÌØÛÅ
ÅÄÉÎÉÃÙ.

÷ÙÐÉÛÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖V (x)‖

‖V (x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

2(x+ y + z)2 2xy + x2 z2

2 y2 + 2yz
4(x+ y + z) 2y + 2x z 0
4(x+ y + z) 2x 0 2y + 2z
4(x+ y + z) 0 z + x 2y

∥∥∥∥∥∥∥∥

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (x) = det ‖V (x)‖.
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îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ‖V (x)‖ ≡ 0. ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÔÏ-
ÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ V (x) ÎÁ 2; ÔÒÅÔÉÊ ÎÁ 4; ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÎÁ 2 É ×ÙÞÔÅÍ ÜÔÉ ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÚ
ÐÅÒ×ÏÇÏ.

ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ
‖V (x)‖ = 0. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1, . . . , f4 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ,
Ô.Ë. f1 − 2f2 − 4f3 − 2f4 ≡ 0.N

III. ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ.
÷×ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. æÕÎËÃÉÉ





y1 = f1(x1; : : : ; xn)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ym = fm(x1; : : : ; xm)

(16)

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0),
ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ �1, . . . , �m É ÎÅÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C1,
. . . ,Cm, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

C1f�1
1 + C2f�2

2 + : : :+ Cmf�mm = 0 (17)
ðÏÌÅÚÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ,

× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:
ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �1, . . . , �m ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ-

×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f1(x);
ÐÒÉ �1 = : : : = �n = 1 ÉÍÅÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ;
ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f ∗i (x) = f�ii (x) ÕÓÌÏ×ÉÅ (17) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n ÒÁ×ÎÏ m− 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ

‖V (x)‖ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

‖V (x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f�1
1 f�2

2 · · · f�mm
�1f�1−1

1
@f1
@x1

�2f�2−1
2

@f2
@x1

· · · �mf�m−1
m

@fm
@x1

· · · · · · · · · · · ·
�1f�1−1

1
@f1
@xm−1

�2f�2−1
2

@f2
@xm−1

· · · �mf�m−1
m

@fm
@xm−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(18)

óÌÕÞÁÊ n = m − 1 ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÅÎ, Ô.Ë. ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ
n× n É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ V (x) = det ‖V (x)‖. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
ÍÁÔÒÉÃÙ (18). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ fi(x) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x(0) É �1, . . . , �m ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ÷ÙÎÅÓÅÍ ÚÁ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ

�1f�1−1
1 ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ,

�2f�2−1
2 ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ,

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
�mf�m−1

m ÐÏÓÌÅÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.



úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ 95
ôÏÇÄÁ, ÏÐÕÓÔÉ× ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

V (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1�1
f2�2 · · · fm�m

@f1
@x1

@f2
@x1

· · · @fm
@x1· · · · · · · · · · · ·

@f1
@xm−1

@f2
@xm−1

· · · @fm
@xm−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(16)

éÔÁË, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ 1 É 3 ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ‖V (x)‖ ≡ 0
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ
f1, . . . , fm. ïÂÒÁÔÎÏ: ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‖V (x)‖ ≡ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f1, . . . , fm, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÙÂÏÒÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ �1, . . . , �m, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ÷ÏÚÍÏÖÅÎ ÉÈ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: �1 = : : : = �n = �. ôÏÇÄÁ, ×ÙÎÏÓÑ × (19) ÚÁ ÚÎÁË
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ �−1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ V (x) ÉÚ (15)
É (19) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ � ∈ N Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ,
Ô.Å. ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ‖V (x)‖ ≡ 0 ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ N . îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÅÓÌÉ f1, . . . , fm ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ

m∑
i=1

Cifi(x) ≡ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ É
( m∑
i=1

Cifi(x)
)�

≡ 0,
É ÒÁÓËÒÙ× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ f1, . . . , fm.

ðÕÓÔØ n > m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ ×ÙÑ×ÉÔØ ÓÁÍ ÆÁËÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÌÉÛØ
ÚÁÔÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ (19).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É 1 < n < m − 1. ÷
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖V (x)‖ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÉ×ÌÅËÁÔØ ÓÔÒÏËÉ ÓÏ
×ÔÏÒÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x1 ×ÉÄÁ

@2f ∗1
@x2

1

@2f ∗2
@x2

1
· · · @2f ∗m

@x2
1
:

éÍÅÅÍ

@2f ∗1
@x2

1
= @
@x1

(
�if�i−1

i
@fi
@xi

)
= �i (�i − 1) f�i−2

i

(@fi
@xi

)2
+ �if�i−1

i
@2fi
@x2

1
=

= �if�i−1
i

[
(�i − 1)

fi

( @fi
@x1

)2
+ @2fi
@x2

1

]
:

ïÐÕÓËÁÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ �if�i−1
i , ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÒÏËÉ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÍÉ ÐÏ x1:

�1 − 1
f1

(@f1
@x1

)2
+ @2f1
@x2

1
· · · �m − 1

fm

(@fm
@x1

)2
+ @2fm

@x2
1
:
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ÓÔÒÏËÉ ÓÏ ÓÍÅÛÁÎ-
ÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÒÉ �i = 1 ÉÍÅÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ (15), Ô.Å. ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖V (x)‖ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m É n.

III. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÞÁÓÔÏ ÚÁÔÒÕÄÎÅ-
ÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ
ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÁËÖÅ ÎÅÔ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ: ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ, ÔÏ
ËÁËÏ× ×ÉÄ ÜÔÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ? ðÒÏÝÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÝÉÈ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ë ÞÉÓÌÏ×ÙÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ.

äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÔÉ ÐÏÄÈÏÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ





y1 = a01 + a11x+ : : :+ ak1xk
y2 = a02 + a12x+ : : :+ ak2xk
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
ym = a0m + a1mx+ : : :+ akmxk

(20)

îÅËÏÔÏÒÙÅ aij(i = 0; k; j = 1;m ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ k
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × (20).

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ (20) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏÇÄÁ

C1y1 + C2y2 + : : :+ Cmym ≡ 0: (21)
éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (22) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ k = m− 1





C1a01 + C2a02 + : : : Cma0m = 0
C1a11 + C2a12 + : : : Cma1m = 0
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
C1am−1 + C2am−1;2 + : : : Cmam−1;m = 0

(22)

éÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ C1, . . . , Cm É ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (23) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

∣∣∣∣∣∣∣∣

a01 a02 : : : a0m
a11 a12 : : : a1m
: : : : : : : : : : : :
am−1;1 am−1;2 : : : am−1;m

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0: (23)

äÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ C1, . . . , Cm (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÓÔÉ) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (m − 1)-ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÉÚ (23). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ
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ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

yi =
m−1∑
i=0

aijxi; j = 1;m

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖aij‖ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.
ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ r ÍÁÔÒÉÃÙ ‖aij‖ ÒÁ×ÅÎ m, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ;
2) ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ r ÍÁÔÒÉÃÙ ‖aij‖ ÍÅÎØÛÅ m, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ; r

ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÉÎÏÒ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ r ÆÕÎËÃÉÊ;

3) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ r = m− 1;
4) ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ É ÂÏÌÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ,

ÏÄÎÁËÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ
f1 = x+ y + z; f2 = x2 + 2yz; f3 =

√
z2 + 2yz; f4 = y2 + 2yz.

H ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ × Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

C1f�1
1 + C2f�2

2 + C3f�3
3 + C4f�4

4 = 0 (∗)
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m = 4, n = 3
÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (19) ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ V (x; y; z)

V (x; y; z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ y + z
�1

x2 + 2yz
�2

√
z2 + 2yz
�3

y + 2zx
�4

1 2x y√
z2 + 2xy 2z

1 2z x√
z2 + 2xy 2y

1 2y z√
z2 + 2xy 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(∗∗)

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (∗∗), ÒÁÚÄÅÌÉ× ×ÔÏÒÏÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÓÔÏÌÂÃÙ ÎÁ 2,
ÔÒÅÔÉÊ { ÕÍÎÏÖÉ× ÎÁ

√
z2 + 2xy, Á ÐÅÒ×ÙÊ { ÕÍÎÏÖÉ× ÎÁ x+ y + z.

üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÃÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ
(∗) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �1,. . . ,�4. éÍÅÅÍ

V (x; y; z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x+ y + z)2
�1

x2 + 2yz
2�2

z2 + 2xy
�3

y2 + 2zx
2�4

x+ y + z x y z
x+ y + z z x y
x+ y + z y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(∗ ∗ ∗)
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åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (∗∗∗) ×ÙÞÅÓÔØ ÔÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁ ÜÔÏÇÏ ÖÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔÉÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ ×
ÎÕÌØ, Á ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

(x+ y + z)2

�1
− x2 + 2yz

2�2
− x2 + 2yz

�3
− y2 + 2zx

2�4
ÉÌÉ, ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ, ÞÌÅÎÙ

x2
( 1
�1
− 1

2�2

)
+ y2

( 1
�1
− 1

2�4

)
+ z2

( 1
�1
− 1
�3

)
+

+2xy
( 1
�1
− 1
�3

)
+ 2yz

( 1
�1
− 1

2�2

)
+ 2xz

( 1
�1
− 1

2�4

)
:

÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ É
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ V (x; y; z) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

�1
�2

= 2; �1
�3

= 1; �1
�4

= 2: (∗ ∗ ∗ ∗)N

õÓÌÏ×ÉÅ (∗ ∗ ∗ ∗) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (∗).
éÚ (∗ ∗ ∗ ∗) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÑÄ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÈ ×Ù×ÏÄÏ×.

1. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ �1, . . . , �4 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ (∗).

2. õÓÌÏ×ÉÅ ÄÁÎÎÏÊ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (∗) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ �1, . . . , �4, ÒÁ×ÎÙÈ �1 = 2, �2 = 1, �3 = 2, �4 = 1 É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
f 2

1 − f2 − f 2
3 − f4 ≡ 0, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.

3. õÓÌÏ×ÉÅ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (∗) ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ
Á) ÓÔÅÐÅÎÉ �1, . . . , �4 ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ k;
Â) ×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÊ f1, . . . , f4 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ

f ∗1 = k
√
f1; : : : ; f ∗4 = k

√
f4:
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á. à. ü×ÎÉÎ

ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ 2000{2003 ÇÇ. ÄÌÑ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× àÖÎÏ-
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÷ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÏËÏÌÏ 170 ÕÞÁÝÉÈÓÑ þÅÌÑÂÉÎÓËÁ, þÅÌÑÂÉÎÓËÏÊ ÏÂÌÁ-
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ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌØÇÏÔÙ ÐÒÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÉ × àõÒçõ.
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Á ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅÔ | × ÓÂÏÒÎÉËÅ
ïÌÉÍÐÉÁÄÙ àõÒçõ ÄÌÑ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. úÁÄÁÞÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ. //äÉÌØÍÁÎ
÷.ì., úÁÌÑÐÉÎ ÷.é., íÁÌÉÎÏ×ÓËÉÊ à.ç. É ÄÒ. { þÅÌÑÂÉÎÓË: éÚÄ. ÄÏÍ ïÂÕÈÏ×Á. { 2000.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ | ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 2003 Ç., Á ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÚÁÄÁÞ ÚÁ 2000{2002 ÇÇ.

ðÅÒ×ÙÊ ÔÕÒ

1. ÷ ÒÑÄ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2, 3, . . . , 100. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÌÀÓÙ
É ÍÉÎÕÓÙ (ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÅÎ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁË) ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ Á) 2002; Â) 2003? åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ,
ÔÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË. åÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ, ÔÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ.

2. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




x+ y + xy = 8;
y + z + yz = 15;
z + x+ zx = 35:

3. ðÕÓÔØ f(x) = x3 + 6(x+ 1)2: òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(f(f(x))) = 2003:
4. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ arcsin x

3 + 10 arccos x = 5�:
5. ðÕÓÔØ 0 < x < �=2: äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

sec6 x+ cosec6 x+ sec6 x · cosec6 x ≥ 80:
100



ïÌÉÍÐÉÁÄÁ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ 101

6. ðÕÓÔØ a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n−1 ≤ a2

n: äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ an−1bn−1 − anbn)2 ≥

≥ (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n−1 − a2

n) · (b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n−1 − b2

n):

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ Ä×ÕÈ ÄÒÕ-
ÇÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÐÏÄ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ.

8. ðÕÓÔØ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÕÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ
ÓÔÏÒÏÎ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÊ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÕÓÕÍÍÙ
Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÏ×.

9. ÷ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ÎÅÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÂÏ ÏÓÔÒÙÅ, ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÌÉÂÏ
ÔÕÐÙÅ.

÷ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ

10. óÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
{

x2 − y2 + 12y − 8 = 0;
2x2 + y2 − 2xy + x = 0?

11. ðÕÓÔØ sin x+ sin y + sin z = cos x+ cos y + cos z = 0: äÏËÁÚÁÔØ:
Á) cos(x− y) + cos(y − z) + cos(z − x) = −3=2;
Â) cos 3x+ cos 3y + cos 3z = 3 cos(x+ y + z):

12. óÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ a; b É c: òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ×ÎÕÔÒÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ x; y É z. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ a

x + b
y + c

z ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

13. ä×Å ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÓÆÅÒÕ ÐÏ Ä×ÕÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ;
ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 18 ÓÍ É 25 ÓÍ. üÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ,
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ 14 ÓÍ. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

1. Á) åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ ÂÙÌÉ ÐÌÀÓÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ÂÙ 5050. éÚ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ 5050− 2x = 2002 ÎÁÊÄÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ, ÐÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÑÔ ÍÉÎÕÓÙ. íÉÎÕÓÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÅÒÅÄ ÞÉÓÌÁÍÉ 44, 85, 86, . . . ,100.

Â) îÅÔ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏ.

2. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ
(x+ 1)(y + 1) = 9; (y + 1)(z + 1) = 16; (z + 1)(x+ 1) = 36: ïÔÓÀÄÁ
(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = ±72:

ïÔ×ÅÔ: (3;5; 1; 7); (−5;5;−3;−9).
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3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x) = (x+ 2)3 − 2:
ðÏÜÔÏÍÕ f(f(f(x))) = (x+ 2)27 − 2:

ïÔ×ÅÔ: −2 + 27√2005:
4. ðÏÓËÏÌØËÕ arccos x = �=2− arcsinx; ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

arcsin x
3 = 10 arcsin x: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÒ-

ÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ðÒÉ x > 0 ÉÍÅÅÍ arcsin x
3 < arcsinx < 10 arcsin x: úÎÁÞÉÔ,

ÎÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÅÊ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅÔ
É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ïÔ×ÅÔ: 0.
5. ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ t = cos2 x: ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ

0 < t < 1 ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
1
t3 + 1

(1− t)3 + 1
t3(1− t)3 ≥ 80:

ðÏÓÌÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

2− 3t+ 3t2 ≥ 80t3(1− t)3:

óÄÅÌÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: y = t(1 − t): ðÏÓËÏÌØËÕ 0 < t < 1; ÉÍÅÅÍ
0 < y ≤ 1

4 : ðÅÒÅÐÉÓÁ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ

f(y) = 80y3 + 3y − 2 ≤ 0;

ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É f(1
4) = 0:

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É
ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ). ÷ ÓÉÌÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

sec6 x+ cosec6 x ≥ 2 sec3 x · cosec3 x = 16
sin3 2x ≥ 16:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, sec6 x · cosec6 x = 64
sin6 2x ≥ 64:

6. åÓÌÉ a2
1 + : : : a2

n−1 = a2
n; ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ

a2
n > a2

1 + · · ·+ a2
n−1: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ

f(x) = (a2
1 + · · ·+a2

n−1−a2
n)x2 +2(a1b1 + · · ·+an−1bn−1−anbn)x+(b2

1 + · · ·+b2
n−1−b2

n) =

= (a1x+ b1)2 + · · ·+ (an−1x+ bn−1)2 − (anx+ bn)2:
åÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ, Á ×ÅÔ×É ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÎÉÚ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f(−bn=an) ≥ 0: úÎÁÞÉÔ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÅ
ÔÏÞËÉ Ó ÏÓØÀ Ox, Á ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. îÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

7. ðÕÓÔØ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ AK;BM É CT ,
O | ÔÏÞËÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, É ∠BKM = ∠BTM: ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ MTB É
MKB ÒÁ×ÎÙ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÅ É Ä×ÕÍ ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÍ Ë ÎÅÊ ÕÇÌÁÍ. ïÔÓÀÄÁ BT = BK;
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4BTO = 4BKO;∠BOK = ∠BOT: õÇÏÌ BOK | ×ÎÅÛÎÉÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ AOB,
ÐÏÜÔÏÍÕ ∠BOK = 1

2(∠A+∠B): áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ∠BOT = 1
2(∠C+∠B): éÚ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄ-

ÎÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∠A = ∠C:

8. ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÉÎÕÓÏ×). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 1. ôÏÇÄÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÉÎÕÓÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÇÏ ÕÇÌÁ.
éÍÅÅÍ

sin� < 1
2(sin � + sin 
) = sin � + 


2 cos � − 

2 ≤ sin � + 


2 :

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �+

2 < �

2 : ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, sin� | ÎÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ, ÏÔËÕÄÁ � ≤ �
2 : îÁ

ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; �2 ] ÓÉÎÕÓ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á sin� <
sin �+


2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � < �+

2 :

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ×). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � < �+

2 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ � < �
3 ; ÉÌÉ cos� > 1

2 : äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

cos� = b2 + c2 − a2

2bc > b2 + c2 − ( b+c2 )2

2bc = 3(b2 + c2)− 2bc
8bc ≥ 3 · 2bc− 2bc

8bc = 1
2 :

9. òÅÂÒÏ BC ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÙÓÏÔÁÍ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÍ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÇÒÁ-
ÎÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A É D. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, BC ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÏ AD. éÔÁË, BC ⊥ AD,
Ô.Å. −−→CB · −−→DA = 0; ÉÌÉ

−−→CB · (−→CA−−−→CD) = 0; −−→CB · −→CA = −−→CB · −−→CD:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ −−→CD · −→CA = −−→CB · −−→CD: úÎÁÞÉÔ, ËÏÓÉÎÕÓÙ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ
×ÅÒÛÉÎÅ C ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁËÉ. ôÏ ÖÅ ÉÍÅÅÍ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

10. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ × ×ÉÄÅ
{
x2 + 12y = y2 + 8;
(x+ 1

2)2 + (x− y)2 = 1
4 :

ïÔÓÀÄÁ |x + 1
2 | ≤ 1

2 É |x − y| ≤ 1
2 ; ÏÔËÕÄÁ −1 ≤ x ≤ 0 É −3

2 ≤ y ≤ 1
2 : îÏ ÔÏÇÄÁ

x2 + 12y ≤ 1 + 6 = 7; × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË y2 + 8 ≥ 8:
ïÔ×ÅÔ: óÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.

11. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2S = ax + by + cz; ÇÄÅ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. æÕÎËÃÉÑ
f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ

f · 2S = a2 + b2 + c2 + ab
(x
y + y

x

)
+ bc

(y
z + z

y

)
+ ca

(z
x + x

z
)
:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÐÒÉ x = y = z.
ïÔ×ÅÔ: M | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.



104 á. à. ü×ÎÉÎ

12. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 2�: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ r1 = (cos x; sin x); r2 = (cos y; sin y);
r3 = (cos z; sin z): üÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÕÇÌÙ
ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ | ÐÏ 120o, Ô.Å. x = y− 2�

3 ; z = y+ 2�
3 : ôÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ x É z ÞÅÒÅÚ y.

13. ðÕÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B, K | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ
AB; C É D | ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ. ôÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÒÁÚ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÉÍÅÅÍ:
CK2 = CA2 − AK2 = 182 − 72; DK2 = AD2 − AK2 = 252 − 72;
OK2 = OD2 +DK2 = CK2 +DK2; OA2 = OK2 + AK2 = 900:

ïÔ×ÅÔ: 30 ÓÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ 6, 9 É 11Â | ÎÉËÔÏ ÉÚ

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÎÅ ÓÍÏÇ ÉÈ ÒÅÛÉÔØ.

õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ àõÒçõ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅÔ

2000 ÇÏÄ

1. þÉÓÌÏ 12345678910111213. . . 979899100 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ ÃÉÆÒÁÍÉ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÏÔ 1 ÄÏ 100, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄÒÑÄ. ëÁËÉÅ 100 ÃÉÆÒ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏÂÙ
ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑ ÃÉÆÒÁÍÉ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ?

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 ≤ x; y; z ≤ 1 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
a) x(1− y) + y(1− z) + z(1− x) ≤ 3

2 ;
Â) x(1− y) + y(1− z) + z(1− x) ≤ 1:

3. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 +�x+� = 0 É x2 + 
x+ � = 0 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

4. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ log 1
2
|x| = 1

4(|x− 2|+ |x+ 2|):
5. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÏÔ, Õ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ ÓÁÍÙÊ ÍÁÌÅÎØËÉÊ.
6. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï sin2 � · cos6 � ≤ 33

44 :
7. ÷ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÇÒÁÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÅ×Ù-
ÛÁÅÔ 6.

8. ÷ Á×ÔÏÂÕÓÅ ÄÌÑ ÐÁÓÓÁÖÉÒÏ× ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ É Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÅ ÓÉÄÅÎÉÑ.
ëÏÎÄÕËÔÏÒ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ × Á×ÔÏÂÕÓÅ ÓÉÄÅÌÏ 13 ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ 9 ÓÉÄÅÎÉÊ ÏËÁ-
ÚÁÌÉÓØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ × Á×ÔÏÂÕÓÅ ÓÉÄÅÌÏ 10 ÞÅÌÏ×ÅË, Á
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÓÉÄÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌÏÓØ 6. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÓÉÄÅÎÉÊ × Á×ÔÏÂÕÓÅ?
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2001 ÇÏÄ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ
Ä×ÕÈ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÉÔ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ
ÞÁÓÔÉ.

2. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a ÓÉÓÔÅÍÁ
{

(x2 + y2)xy =
√

1− a2;
x4y4 = 8a3−a2−6a+2

4

ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ? îÁÊÔÉ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ.
3. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÅ-

ÇÏÓÑ ÎÁ 7?
4. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

{
ax+ by + cz = a2 + b2 + c2;
x2 + y2 + z2 = a2 + b2 + c2:

5. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ x > 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ
x; y > 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

xf(y) = yf(x):

6. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y2 = 2001 + x2?
7. òÅÛÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï arccos(x2−x−1)·arctg x

arcctg(x−2) ≤ 0:
8. äÅÓÑÔØ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ× ÓÙÇÒÁÌÉ ÏÄÎÏËÒÕÇÏ×ÏÊ ÔÕÒÎÉÒ (ÐÏÂÅÄÁ | 1 ÏÞËÏ, ÎÉÞØÑ

| 1=2 ÏÞËÁ, ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0 ÏÞËÏ×) É ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÒÁÌ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×.
ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ÍÏÇ ÎÁÂÒÁÔØ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÔÕÒÎÉÒÁ?

2002 ÇÏÄ

1. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ 2002-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 9, B | ÓÕÍÍÁ
ÅÇÏ ÃÉÆÒ, C | ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ B, Á D | ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ C. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ D?

2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4x2 + 6x+ 4)(4y2 − 12y + 25) = 28:
3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Ä×Á ÃÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.
4. ðÕÓÔØ cos 3x

cosx = 1
3 : îÁÊÔÉ sin 3x

sinx :
5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ∑n

k=1

√
1 + 1

k2 + 1
(k+1)2 :

6. ðÕÓÔØ f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x.
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ

f(x+ a) = 1
2 +

√
f(x)− (f(x))2



106 á. à. ü×ÎÉÎ

ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. îÁÊÔÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÅÒÉÏÄ ÜÔÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ tg2(�=7) + tg2(2�=7) + tg2(3�=7) = 21:
8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÅ×ÑÔØ ÔÏÞÅË, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ
ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.

9. ÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÌÅÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÅÅ ÂÏËÏ×ÙÈ
ÇÒÁÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, É ÏÂßÅÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÂÕÄÅÔ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ
ÏÂßÅÍÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

ü×ÎÉÎ áÌÅËÓÁÎÄÒ àÒØÅ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ
ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.

email: evnin@prima.susu.ac.ru



óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÅÒÅ×ÏÄ × ÎÏÍÅÒÅ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ

äÖ. íÁÌÁÔÉ

÷ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÈ ÛËÏÌÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÁÎÁÌÉÚ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ
ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ × òÏÓÓÉÉ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÐÁÄÎÙÊ
ÓÔÉÌØ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. õÞÅÂÎÉËÉ × ÚÁÐÁÄÎÙÈ ÓÔÒÁÎÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÂÒÁÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÍ, ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ
ÎÅÑÓÎÙÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÔÅÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ×ÏËÒÕÇ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ. óÌÏ×Ï \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁ-
ÐÁÄÎÙÈ ÓÔÒÁÎ, ÄÁÖÅ × ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. ëÏÇÄÁ ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÁ úÁ-
ÐÁÄÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ
ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ. (ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Á×ÔÏÒÁ |
ÐÒÉÍ. ÒÅÄ.)

1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É Ä×ÉÖÅÎÉÅ \ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ"

óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÎÉÅ ÓÏÚÄÁ×ÁÌÏÓØ É ÒÁÚ×É×ÁÌÏÓØ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ×ËÌÀÞÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ËÕÌØÔÕÒÕ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ/ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍÙ ÛËÏÌØ-
ÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÏ
×ÒÅÍÅÎÉ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÚÁ \ÎÏ×ÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ", × ËÏÎÃÅ 70-È ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏ-
ÇÏ ×ÅËÁ, ÜÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ × ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÇÉÏÎÁÈ ÍÉÒÁ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÚÁÐÁÄÎÙÈ
ÓÔÒÁÎÁÈ [Malaty 1998 É Malaty 1999].ëÁË ÒÅÁËÃÉÑ ÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÚÁ \ÎÏ×ÕÀ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÕ" ×ÏÚÎÉËÌÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ \ÎÁÚÁÄ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ", ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÁÌÏ ÁËÃÅÎÔ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ×ÙËÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ×ÙËÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÊ ÃÅÌØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ë 1985 ÇÏÄÕ ÂÙÌ ×ÙÄ×ÉÎÕÔ
ÎÏ×ÙÊ ÌÏÚÕÎÇ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÔÉ×Ï×ÅÓÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ×ÙËÁÍ. üÔÏ ÌÏÚÕÎÇ \ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ". ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÎÉÍ ÕÞÉÔÅÌÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÚÁÎÑÌÓØ ËÏÌÌÅËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ É ÒÁÚÒÁÂÏÔËÏÊ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÛËÏÌÅ. ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÂÙÌÙ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ
ÚÁÄÁÞÉ ÔÉÐÁ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ. üÔÏÔ ÔÉÐ ÚÁÄÁÞ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎ ËÁË ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÒÏ×ÎÀ [Pehkonen, 1992, 4]. ÷ÓÅ
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ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÛËÏÌØÎÙÍ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÌÁÎÁÍ, ÎÅ ×ËÌÀÞÁ×ÛÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏ-
ÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÐÁÌÏ Ó ÎÅÈ×ÁÔËÏÊ Ë×ÁÌÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÞÉÔÅ-
ÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÐÁÄÎÙÈ ÓÔÒÁÎÁÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏÇÏ
ÔÉÐÁ ×Ï×ÌÅËÁÌÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑ×ÛÉÈÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÑ, Ë ÂÒÏÓËÏÍÕ ÌÏÚÕÎÇÕ \ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ". îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÐÒÉÎÑÌÉ
ÕÞÁÓÔÉÅ × ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÓÎÏ×Ù ÜÔÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

2. óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÌÉ ÎÅÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ?

÷ 80-Å É 90-Å ÇÏÄÙ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÚÁ-
ÄÁÞ ÔÉÐÁ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍÏË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÓÐÉÞÅË [Malaty 2002]
É ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁ-
ÎÉÊ. ðÏÄ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÅËÌÁÒÁÃÉÑ Ï ÎÅÐÒÉ×ÑÚÁÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ë ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÒÏ×ÎÀ. ïÄÎÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞ, ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÇÏ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ 3 × 3, ÓÞÉÔÁÌÁÓØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ. \íÁÇÉÞÅÓËÉÊ" ÈÁÒÁËÔÅÒ
ÚÁÄÁÞÉ ×ÄÏÈÎÏ×ÌÑÌ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÅÅ ÄÁÖÅ × ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏ-
ÌÙ. ïÂÙÞÎÏ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏÍÁÛÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÅÔÑÍ ÍÌÁÄÛÅÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁ, ÒÅÁÌØÎÏ ÅÅ ÒÅÛÁÌÉ ÒÏÄÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ×ÚÒÏÓÌÙÅ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÄÅÔÉ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÏÍÁ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÇ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ.

úÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÎÏ ÎÕÖÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁ-
ÚÕÍÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÐÏÞÅÓÔØ ÏÄÎÉ ÓÌÕÞÁÉ É ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ. íÅÔÏÄ
ÐÒÏÂ É ÏÛÉÂÏË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ. íÁÇÉÞÅÓËÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏËÒÁÓËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÞÉÎÏÊ,
ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ × ëÉÔÁÅ × ÍÁÇÉÞÅÓËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ìÏ ûÕ (ÒÉÓ. 1) ×ÉÄÑÔ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÕËÉ É
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ [Swetz 1994, 35].

\ìÏ ûÕ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ëÎÉÇÉ ìÏ", Á ìÏ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÒÅË ÄÒÅ×ÎÅÇÏ ëÉÔÁÑ.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÇÅÎÄÅ, ÍÁÇÉÞÅÓËÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÂÙÌ ÍÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÉÇÕÒÏÊ ÎÁ ÐÁÎÃÉÒÅ \ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÐÁÈÉ".

Ðèñ. 1

íÁÇÉÞÅÓËÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ìÏ ûÕ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÆÏÒÍÅ É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÐÏ-
ÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × ÒÁÍËÁÈ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁ-
ÎÉÑ. ÷ ÕÇÌÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÃÅÐÏÞËÉ ÞÅÒÎÙÈ ÖÅÍÞÕÖÉÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÂÅÌÙÈ ÖÅÍÞÕÖÉÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÏÒÍÁ ÞÅÒÎÙÈ



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ 109
ÃÅÐÏÞÅË ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 2. îÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÉÓÔÉÞÅÓËÉ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÆÏÒÍÅ ËÒÅÓÔÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ 5 ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ. îÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÞÉÔÁÌÉÓØ
ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÐÏÌÎÏÔÙ É ÎÅÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. üÔÏ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÔÁÌÉÓÍÁÎÁ \ÈÁ-
ÍÁÓÁ ×Á ÈÏÍÉÓÁ" ÉÌÉ \ÐÑÔØ É ÍÁÌÏÅ 5", ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ × ÁÒÁÂÓËÏÍ ÍÉÒÅ
ÎÁ ÄÅËÏÒÁÃÉÑÈ × ÆÏÒÍÅ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÌÁÄÏÎÉ.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁÇÉÞÅÓËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ,
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ïÄÎÁ ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ
ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ | ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÍÁÌÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ.

Ðèñ. 2

(a+ e+ i) + (g + e+ c) + (d+ e+ f) + (b+ e+ h) = 15 + 15 + 15 + 15

=⇒ (a+ b+ c) + (d+ e+ f) + (g + h+ i) + 3e = 60
=⇒ 15 + 15 + 15 + 3e = 60 =⇒ 3e = 15 =⇒ e = 5:

ðÏÓËÏÌØËÕ 5 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÕÍÍÁ a É i ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÏÊ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É
ÓÕÍÍÁ g É c.

óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ÞÅÔÎÙ ÉÌÉ ÏÂÁ ÎÅÞÅÔÎÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ a É i ÎÅÞÅÔÎÙ, ÔÁË ÖÅ ËÁË g É c. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ×ÅÒÈÎÅÍ ÒÑÄÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ a É g
ÞÅÔÎÁ, É ÚÎÁÞÉÔ d ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ
e, a, i, g, c, d Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ. üÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔ 1 ÄÏ 9 ÉÍÅÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ 5 ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a É i ÎÅÞÅÔÎÙÅ, Á g É c ÞÅÔÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ a É g ÎÅÞÅÔÎÁ,
ÐÏÜÔÏÍÕ d ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ f , b, h ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍÉ. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÔ 1 ÄÏ 9 ÄÏÌÖÎÏ ÏËÁÚÁÔØÓÑ 6 ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÏÄÏÂÎÙÍ
ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ g É c ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ.

éÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a, i, g, c ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙ-
ÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ 2, 4, 6, 8. óÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ i
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 8, 6, 4, 2. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÌÑ g ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ-
ÓÔÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÓÅÍØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ. õÞÁÝÉÅÓÑ
ÍÏÇÕÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ 4 ÓÌÕÞÁÅ× ÔÒÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ÞÅÔÙÒÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÅÒËÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ.
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3. ëÏÍÕ? ëÏÇÄÁ? é ËÁË?

ðÒÉ ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÐÏÉÓËÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ éÎÔÅÒÎÅÔÁ \Google
search" ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÌÅÇÅÎÄÙ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÅ ìÏ ûÕ. ðÏÉÓË ÐÏ
\Lo shu" ÄÁÌ 3370 ÓÁÊÔÏ×, Á ÐÏÉÓË ÐÏ \square Lo shu" ÄÁÌ 953 ÓÁÊÔÁ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï
ÓÁÊÔÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÍÁÇÉÞÅÓËÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ìÏ ûÕ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÏÂÕÞÅÎÉÀ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÁÊÔ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ æÏÒÕÍ". îÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ñ ÉÚÕ-
ÞÉÌ ×ÓÅ ÓÁÊÔÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÓÍÏÇ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÅ ÄÁÀÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ
ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ÄÅÔÑÍ ËÁËÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ. ôÁËÖÅ ÎÅ ÂÙÌÏ
ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ËÏÇÄÁ ÓÔÏÉÔ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ. äÁÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁË ××ÏÄÉÔØ
ÚÁÄÁÞÕ, ÞÅÔËÏ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÅ, Ñ ÕÚÎÁÌ Ï ÌÅÇÅÎÄÅ ÐÒÏ ìÏ ûÕ
É ÏÂ ÉÄÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ×ÏÚÒÁÓÔÅ 14 ÌÅÔ. üÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ
×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÕÒÏËÏ× ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. üÔÏ ÂÙÌÁ ÞÁÓÔØ ÎÅÄÅÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ [Lofty É
Abu Alabbas 1958, 37-39].

úÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÕÄÁÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÁÍ × ÜÔÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÅ, ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ, | ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÍÁÇÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ
ìÏ ûÕ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ 8 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
üÔÏÇÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 9 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ËÌÅÔËÁÈ Ë×Á-
ÄÒÁÔÁ. ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÅ×ÑÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 3e = 15,
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÕÖÅ × ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏ-
ÌÙ, ÎÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÕÒÏ×ÎÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ ÄÅÔÅÊ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÂÝÉÔØ, ÞÔÏ × ÃÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÔÏÉÔ 5, ÜÔÏ ÐÏÍÏÖÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ; ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 10-ÌÅÔÎÅÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁ. ÷ ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÂÏÌØ-
ÛÉÎÓÔ×Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÅÓÌÉ ËÒÏÍÅ 5 × ÃÅÎÔÒÅ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÅÔÎÙÈ É ÏÄÎÏ
ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3.

Ðèñ. 3



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ 111
÷ÓÅ ÜÔÏ ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ

×ÏÐÒÏÓÙ \ëÏÍÕ?", \ëÏÇÄÁ?", \ëÁË?".
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 11-14 ÌÅÔ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÌÁÎÁ É

ÕÒÏ×ÎÑ ËÌÁÓÓÁ, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÅÓÔÉ ÄÅÔÅÊ Ë ÐÏÉÓËÕ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.
ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÂÕÖÄÁÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÉÓËÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÕÓÐÅÈÕ, ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ É ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÐÏÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ, ÞÔÏ ×
ÃÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÔÏÉÔ 5. åÓÌÉ É ÜÔÁ ÐÏÄÓËÁÚËÁ ÎÅ ÐÏÍÏÇÁÅÔ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÐÒÏÓÉÔØ Ï
ÞÉÓÌÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ × ÎÁÛÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÁÛÌÉ ÞÉÓÌÏ ×
ÃÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÒÕ-
ÇÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÅÍ a, i, g, c (ÒÉÓ. 2).

4.1 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

õÖÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÞÁÌ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÄÌÑ
ÎÁÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÎÉÊ. ÷ÏÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÁÑÓÑ ÕÞÅÎÉËÁÍ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ × ÷ÅÎÇÒÉÉ (Hajdu 1998, 66). íÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÏ ÉÄÅÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ. ÷ ÷ÅÎÇÒÉÉ ÏÄ-
ÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÃÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ× ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ \ÐÒÉÎÃÉÐ
ÓÐÉÒÁÌÉ". îÉÖÅ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ËÁË ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÚÁ-
ÄÁÞÁÍ × ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
× ÂÕÄÕÝÅÍ. üÔÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ 5 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó 5 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÉÉ ÒÁ×ÎÁ 8. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ?

ðÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ×ÁÖÎÏ ÐÏÂÕÖÄÁÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÉÓËÁÔØ ÒÁÚ-
ÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ×ÓÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ
É ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏÉÓËÕ ÎÏ×ÙÈ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÕÞÉÔÅÌÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.
óÌÅÄÕÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÁÖÅ ÐÏÌÅÚÎÅÊ ÏÂÓÕ-
ÖÄÁÔØ ÎÅ×ÅÒÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ
×ÓÅÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ × ×ÉÄÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÏÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ \ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï", ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÕÞÅÎÉÉ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ×ÙËÁÍ.

ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ-
ÎÏÅ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÏÂÓÕÄÉÔØ Ó ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÏ
ÎÁÞÁÔØ Ó ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. ðÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ,
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ × ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÌÉÎÉÉ.
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ðÏÉÓË ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÍÙÓÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÉÓËÁÔØ
ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ðÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÓÔÒÅÞÁ-
ÅÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÉÉ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 3. úÎÁÞÅÎÉÅ 3 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÔÒÅÈ
ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ ÕÖÅ 9. úÎÁÞÅÎÉÅ 2 ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ËÒÕÇÏÍ, ÔÏÖÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ 2 (Á ÒÁÚÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ 1. íÏÖÎÏ ÏÂÓÕ-
ÄÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ÙÛÅ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÕÖÎÁ
ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÄÅÓØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÊ
ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÍÙÛÌÅÎÉÅ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ. ðÏÂÕÖÄÁÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÏÂÏÓÎÏ×Ù-
×ÁÔØ Ó×ÏÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ É ÐÒÉ×É×ÁÑ ÐÒÉ×ÙÞËÕ ÉÓËÁÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÍÙ
ÄÅÌÁÅÍ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ, ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÍ ÍÙÛÌÅÎÉÅ ÕÞÅÎÉËÁ (Malaty
1988).

4.2 ôÉÐÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ
îÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ

ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó×ÑÚÑÎÙ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑÍÉ. ïÔ-
ÎÏÓÉÔØ Ë ÔÁËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ \ÔÅËÓÔÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ" ÔÏÖÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅ ËÁÖÄÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏ×ÏÊ
ÚÁÄÁÞÅÊ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅËÓÔÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ×
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÔÅËÓÔÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÄÕÛËÁ ÐÏÄÁÒÉÌ íÁÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ
ÄÅÎÅÇ ÎÁ ÄÅÎØ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ôÒÉ ÐÑÔÙÈ ÄÅÎÅÇ íÁÛÁ ÉÓÔÒÁÔÉÌÁ ÎÁ ÐÏËÕÐËÕ ËÎÉÇÉ. ðÑÔØ



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ 113
ÓÅÄØÍÙÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÄÅÎÅÇ ÏÎÁ ÐÏÌÏÖÉÌÁ × ËÏÐÉÌËÕ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Õ ÎÅÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÅÝÅ
12 ÒÕÂÌÅÊ. óËÏÌØËÏ ÄÅÎÅÇ ÐÏÄÁÒÉÌ ÄÅÄÕÛËÁ íÁÛÅ?

ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÔÅËÓÔÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ? íÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁ, Á ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÕÞÅÎÉËÉ ÅÝÅ ÎÅ ÒÅÛÁÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÚÁÄÁÞÁ, Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÒÁÂÏÔËÕ
ÎÁ×ÙËÁ.

áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÇÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÍ ÉÌÉ ÔÅËÓÔÏ×ÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ 2 ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ,
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ Á) 6, Â) 8, ×) 3, Ç) 1, Ä) 2.

5. ÷ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒ É ÃÅÎÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ

ãÅÎÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ É ÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÓÒÅÄÉ
ÐÒÏÞÅÇÏ, É ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÔÅËÓÔÏ×ÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÕÞÅÎÉËÁÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÕÖÅ ÉÚÕÞÉÌÉ ÂÕË×ÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ
ÓÉÍ×ÏÌÉËÕ, ÏÎÁ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÒÁÎØÛÅ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚÕÞÅÎÙ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÄÅÌÅ-
ÎÉÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ. ôÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ 5 ËÌÁÓÓÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÍÏÇÕÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ËÏÒÏÔËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÐÏÄÁÒÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÅÎÅÇ ÒÁ×ÎÁ (5=2) ·(7=2) ·12 ÒÕÂÌÅÊ. ïÞÅÎØ ×ÁÖ-
ÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÉÍ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ËÌÁÓÓÁ, ËÁË ÏÎÉ ÐÒÉÛÌÉ Ë
ÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.

ôÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÍÅ-
ÎÅÅ ËÌÁÓÓÁ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÈ ÕÒÏ×ÎÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ×ÌÁÄÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÒÏÂÉ. äÌÑ ÍÌÁÄÛÉÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÙÓÏËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ
ÚÁÄÁÞ ÐÒÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

äÒÕÇÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÐÕÎËÔÅ 4.2, ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ ×ÒÅÍÅÎÉ. úÁÄÁÞÁ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÕÞÅÎÉËÁÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓ×ÏÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ïÎÉ ÍÏÇÕÔ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: Á) 2 + 2 + 2; Â) 2 · 2 · 2; ×) 2 + 2 : 2; Ç) 2− 2 : 2; Ä) 2 + 2− 2.

ôÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÚÕÞÁÔ ÒÏÌØ
ÓËÏÂÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÏÍÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ 2 · (2 + 2) × ÓÌÕÞÁÅ Â) É (2 + 2) : 2 × ÓÌÕÞÁÅ Ä). æÁËÔÏÒ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÒÅÛÁÀÝÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÁÂÏÔËÕ ÎÁ×ÙËÁ × ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÐÉÓÑÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ×ÏÐÒÏÓÁ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÚÎÁËÏ× \>",
\<" ÉÌÉ \=": Á) 4 + 9 ? 6 + 9; Â) 6 + 7 ? 8 + 3; ×) 3

5 ? 4
9 ; Ç) 17

19 ? 11
13 . úÄÅÓØ Á) É Â)

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÐÅÒÅÄ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ 9.
ðÒÉÍÅÒÙ ×) É Ç) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÄÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÄ ÉÚÕ-
ÞÅÎÉÅÍ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ
ÔÉÐÁ Á) É Â) ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÎÁËÏÐÉÔØ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÙÔ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. þÁÓÔÉ ×) É Ç) Ó
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ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÍÏÇÕÔ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÒÏÂÉ.

6. õÞÅÂÎÉËÉ É ÕÞÉÔÅÌÑ: ÏÔ ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ Ë
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ

óÅÇÏÄÎÑ ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÕÞÅÂÎÉËÉ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÁËÃÅÎÔ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ×ÙËÏ×. \úÁÄÁÞÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ" × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÞÁÓÔÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
Ë ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÔÅÍÅ, É ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ
ÚÁÄÁÞÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÄÌÑ ÕÞÅÎÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ïÂÙÞÎÏ × ÐÏÓÏÂÉÑÈ ÄÌÑ
ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔ×ÅÔÙ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÔÉÐÙ ÕÞÅÂ-
ÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÐÒÉÒÏÄÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ËÕÌØÔÕÒÙ. õÖÅ Ó ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÕÞÅÂÎÉËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÂÕÖÄÁÔØ Ë ÐÏÉÓËÁÍ ÉÚÑÝÎÙÈ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ËÁË ÕÐÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ
ÏÔÒÁÂÏÔËÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ×ÙËÏ×. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÜÔÕ ÉÄÅÀ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÅÒ×ÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ
ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ
(Malaty 2003). îÁÊÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÉÚÑÝÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÊ:

Á) 7; 92 + 34; 9 + 2; 08
Â) 8; 15− 9; 43 + 11; 85− 0; 57
×) 6; 83 + 10; 4 + 0; 17 + 9; 6
Ç) 0; 16 · 0; 25
Ä) 24 · 17 + 17 · 6
Å) 9 · 7 + 43 + 34

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÚÑÝÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ Ô×ÏÒÞÅÓËÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ
ÚÁÄÁÞ. õÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÉÅ ÏÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÕÄÁÞÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÌÕ-
ÖÉÔ ÓÔÉÍÕÌÏÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×. äÅÔÑÍ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÞÉÔØÓÑ ÁÎÁÌÉ-
ÚÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ, Á ÔÁËÖÅ Ï×ÌÁÄÅ×ÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÏÊ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÕ-
ÍÁÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÒÅÛÅÎÉÑ. üÔÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,
ÏÎÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ × ÍÙÛÌÅÎÉÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. îÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ×ÌÅÞØ Ë ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÍ ÚÁÎÑÔÉÑÍ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ. ôÉÐ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÂÕÄÕÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ. ëÏÓ×ÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÅÔÉ
ÐÒÉÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÎÉÍÁÔØ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ, ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ,
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ.

÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÕÞÉÔÅÌÑ. ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÉÈ Ë ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÐÒÉÒÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÕÓÔÒÏÊ-
ÓÔ×Á ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ. üÔÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ
ÐÏÂÕÖÄÁÔØ ÉÈ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ô×ÏÒÞÅÓËÉ. ïÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÄÏÈÎÏ×ÌÑÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ
ÎÁ ÐÏÉÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ É ÓÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏÉÓËÕ ÜÔÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.
îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÏÝÒÑÔØ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÕÞÉÔÅÌÅÊ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ.
äÁ×ÁÊÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÝÅ ÒÁÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 5,



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÎÉÑ 115
ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÕÎËÔÁ 4.2. íÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÐÕÎËÔÁ Á) 2 · 2 + 2 ÉÌÉ 2 + 2 · 2, ÄÌÑ ÐÕÎËÔÁ Â) (2 + 2) · 2, ÄÌÑ
ÐÕÎËÔÁ ×) 2 : 2 + 2, ÄÌÑ ÐÕÎËÔÁ Ä) 2 · 2 : 2 ÉÌÉ 2 : 2 · 2. õÞÉÔÅÌÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ
ÓÐÒÏÓÉÔØ ÕÞÅÎÉËÏ×, ËÁË ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ. õÞÁÝÉÅÓÑ ÍÏÇÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ, ÞÔÏ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, (2 − 2) · 2, 2 · (2 − 2), (2 − 2) : 2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ 8, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ 4 É 5? õÞÁÝÉÅÓÑ ÍÏÇÕÔ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ 3 ×ÍÅÓÔÏ 2, ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÞÅÔÙÒÅ Ä×ÏÊ-
ËÉ ×ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÈ É Ô.Ð. òÁÂÏÔÕ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ Ñ ÍÏÇÕ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÔËÒÙÔÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ, ÉÌÉ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ðÏÊÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÅÒÅ×Á ÚÁÄÁÞ.

7. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ Ñ ÏÂÓÕÖÄÁÌ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ ÜÔÏ

ÅÓÔØ Ä×Å ÐÒÉÞÉÎÙ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ | ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-
ÓËÉÍ ÎÁ×ÙËÁÍ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ \ÎÁÚÁÄ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ", ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÒÁÓ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ ÔÉÐÁ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍÏË ÐÏÄ ÌÏÚÕÎÇÏÍ \ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ". ðÏÜÔÏÍÕ
×ÁÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏÄÈÏÄÑ-
ÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÎÉÅ,
×ËÌÀÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. äÒÕÇÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÞÔÏ × ÎÅÂÏÌØÛÏÊ
ÚÁÍÅÔËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÓÅÂÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ.
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ
ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ,
ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÌÕÞÛÉÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ É ×ÙÓÏËÏÇÏ
ËÁÞÅÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ
ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎ-
ÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÉÚÄÁÅÔ ÎÁÕÞÎÕÀ, ÕÞÅÂÎÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ: 111250, íÏÓË×Á, ÐÒ-Ä ÚÁ-

×ÏÄÁ \óÅÒÐ É íÏÌÏÔ", Ä. 3Á.
ëÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÔÅÌÅÆÏÎÙ: (095) 362-91-70, (095) 362-91-02.
üÔÏÔ ÖÅ ÁÄÒÅÓ É ÔÅÌÅÆÏÎÙ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ.
E-mail: fmop@dnttm.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2004 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅ-

ÒÅÓÙÌËÉ) { 50 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁ-

ÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ
×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁ-
ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2004 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810138120100114 × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÂÁÎËÅ óâ òæ, ìÅÆÏÒÔÏ×ÓËÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ

�6901/019 Ç. íÏÓË×Ù, Ë/Ó 30101810400000000225, âéë 044525225
ó ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 ×ÙÈÏÄÉÔ \ïÂÏÚÒÅÎÉÅ Z" | ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë

ÖÕÒÎÁÌÕ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ". õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ (ÁÄÒÅÓ, ÒÅË×ÉÚÉÔÙ, ÓÔÏÉ-
ÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ) | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ.

÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ
ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ
ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏ-
ËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ, ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ
ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 40 ÒÕÂ., ÓÄ×ÏÅÎÎÙÈ
ÎÏÍÅÒÏ× 3-4 (6-7) ÚÁ 1998 Ç. É 2-3 (9-10) ÚÁ 1999 Ç. | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á
ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ
ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ 10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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