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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

úÁÄÁÞÁ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÂÙËÁÈ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ

á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ × ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÊ áÒÈÉÍÅÄ ÍÏÇ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ (ÐÏÄ-
ÞÅÒËÎ£Í ÅÝ£ ÒÁÚ | ÎÅ �ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ�, Á ÉÍÅÎÎÏ �ÍÏÇ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ�). ïÔÄÁ×ÁÑ
ÓÅÂÅ ÏÔÞ£Ô × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÏ×ÅÎÎÏ
ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÊ, ÍÙ ×Ó£ ÖÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÌÉ ÜÔÏ ÉÚÙÓËÁÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÛÉÓØ ÃÅÌØÀ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÉÚÕÞÉÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÂÙ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍ, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑ×ÛÉÍÓÑ × ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÌÏÇÉÓÔÉËÅ (ÔÁË
ÄÒÅ×ÎÉÅ ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ Ó×Ï£ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ). (ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Á×ÔÏÒÁ
| ðÒÉÍ. ÒÅÄ.).

1. úÁÄÁÞÁ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÂÙËÁÈ
äÏ ÎÁÛÉÈ ÄÎÅÊ ÄÏÛÌÁ ÌÀÂÏÐÙÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÕÀ áÒÈÉÍÅÄ

ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÁÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ × ÐÉÓØÍÅ, ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÍ üÒÁÔÏÓÆÅÎÕ
ëÉÒÅÎÓËÏÍÕ (ÓÍ. áÒÈÉÍÅÄ 1962, Ó. 372{377). ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÚÎÁÔØ
ÞÉÓÌÏ ÂÙËÏ× É ËÏÒÏ× × ÞÅÔÙÒ£È ÓÔÁÄÁÈ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÂÏÇÕ óÏÌÎÃÁ çÅÌÉÏÓÕ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ Å£ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁÄÁÞÅÊ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÂÙËÁÈ .

õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. ÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÒÅÛÉÔØ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ ÓÅÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ×ÏÓØÍØÀ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ áÒÈÉÍÅÄ ÄÁ£Ô ÔÁËÏÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ:

óËÏÌØËÏ Õ óÏÌÎÃÁ ÂÙËÏ×, ÞÕÖÅÓÔÒÁÎÅÃ, ËÏÌØ ÔÏÞÎÏ ÔÙ ÓËÁÖÅÛØ,
îÁÍ ÒÁÚÄÅÌØÎÏ ÎÁÚ×Á× ÔÕÞÎÙÈ ÂÙËÏ× ÞÉÓÌÏ,
ôÁË ÖÅ ÒÁÚÄÅÌØÎÏ ËÏÒÏ×, ÓËÏÌØËÏ ËÁÖÄÏÇÏ Ã×ÅÔÁ ÉÈ ÂÙÌÏ,
îÅ ÎÁÚÏ×£Ô ÈÏÔØ ÎÉËÔÏ × ÞÉÓÌÁÈ ÎÅ×ÅÖÄÏÊ ÔÅÂÑ,
÷Ó£ Ö Ë ÍÕÄÒÅÃÁÍ ÔÙ ÐÒÉÞÉÓÌÅÎ ÎÅ ÂÕÄÅÛØ.
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úÁÄÁÞÁ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÂÙËÁÈ 3
ëÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔÙ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÍÕ ×ÉÄÕ: �ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÂÕÄÕÞÉ ×ÚÑÔÏ

M = 51 285 802 909 803 ÒÁÚ;

ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ�. ïÂ ÜÔÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ áÒÈÉ-
ÍÅÄ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÔÁË:

åÓÌÉ ÔÙ ÜÔÏ ÎÁÊÄ£ÛØ, ÞÕÖÅÓÔÒÁÎÅÃ, ÕÍÏÍ ÐÏÒÁÓËÉÎÕ×,
é ÓÍÏÖÅÛØ ÔÏÞÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÁÄÁ ÞÉÓÌÏ,
ôÏ ÕÈÏÄÉ, ×ÏÚÇÏÒÄÉ×ÛÉÓØ ÐÏÂÅÄÏÊ, É ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ,
þÔÏ × ÜÔÏÊ ÍÕÄÒÏÓÔÉ ÔÙ ×Ó£ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÒÅ×ÚÏÛ£Ì.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ (ÒÉÓ. 1). ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÄÌÑ q-ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË q(q + 1)=2.

òÉÓ. 1 òÉÓ. 2

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÓËÏÍÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁ x, ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁ q. ÷ÏÓÅÍØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÁÀÔ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ y = 2q+ 1 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ-
ÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÑÄÒÏ ÚÁÄÁÞÉ
áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y2 = Nx2 + 1 (1)

ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ N = 8M = 410286423278424.
÷ ÄÏËÏÍÐØÀÔÅÒÎÕÀ ÜÒÕ ÚÁÄÁÞÁ áÒÈÉÍÅÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ

ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÈÏÔÑ É ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ.
A. Amthor (1880) ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ x, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(1), ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó 206530 ÃÉÆÒÁÍÉ; ÏÎ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÅÒ×ÙÈ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÃÉÆÒ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÅÒ×ÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ ÐÏÌÕÞÉÌÉ × 1965 ÇÏÄÕ C. Williams, R. A. German
& C. R. Zarnke, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ 7 ÞÁÓÏ× 49 ÍÉÎÕÔ ÒÁÂÏÔÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ IBM 7040. ëÏÍÐØÀÔÅÒ Cray 1 ÐÒÏÄÅÌÁÌ ÔÕ ÖÅ ÒÁÂÏÔÕ × 1981 ÇÏÄÕ ÚÁ
10 ÍÉÎÕÔ (Nelson 1981). óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ
ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ áÊÌÁÎÏÍ ÷ÁÒÄÉ (Vardi 1998) É



4 á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

áÎÔÔÉ îÀÇÒÅÎÏÍ (Nygren 2001). æÏÒÍÕÌÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ É ÔÒÅÂÕÀÔ ×ÓÅÇÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÅËÕÎÄ ÒÁÂÏÔÙ ÐÅÒÓÏÎÁÌØÎÏÇÏ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Pentium II.

îÁÄÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ áÒÈÉÍÅÄ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÑ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÂÙËÁÈ Ó×ÏÉÍ ËÏÌÌÅÇÁÍ, ÏÔÄÁ×ÁÌ
ÓÅÂÅ ÏÔÞ£Ô × Å£ ÎÅÐÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ
ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÄÉ ÎÅ£ ÓÁÍÏÊ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÄÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ
ÍÅÔÏÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1), ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ÓÁÍ ×ÌÁÄÅÌ É ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÎ ÖÄÁÌ ÏÔ ÁÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÎÉ ÔÏÇÏ, ËÁË ÒÅÛÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÓÁÍ áÒÈÉÍÅÄ,
ÎÉ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÌ ÌÉ ÏÎ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ÷ ÄÏÛÅÄÛÉÈ ÄÏ ÎÁÓ
ÁÎÔÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÏÂÝÉÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÉÇÄÅ
ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ. äÉÏÆÁÎÔ áÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÉÊ × áÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ
ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅ× N = 26(V9) É N = 30(V11). ïÄÎÁËÏ
× ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÐÒÉ£ÍÁ. ðÕÓÔØ N = n2 + m, ÇÄÅ n | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N . åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ 2n ËÒÁÔÎÏ m, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ
y = nx + 1, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ x = 2n=m. ëÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÐÒÉ£Í ÎÅ
ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÇÌÉ ÒÅÛÁÔØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ N .

éÓÔÏÒÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) × îÏ×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ×ÙÚÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ðØÅÒ æÅÒ-
ÍÁ ÂÒÏÓÉÌ × 1657 ÇÏÄÕ Ó×ÏÉÍ ËÏÌÌÅÇÁÍ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ: �ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅË×Á-
ÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÓÏÓÔÁ×ÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔ... îÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ 149, ÉÌÉ 109, ÉÌÉ 433 É ÐÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÕ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔ�(æÅÒÍÁ 1992, Ó. 68). üÔÏÔ ×ÙÚÏ× ÐÒÉÎÑÌÉ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ õÉÌØÑÍ âÒÏÕÎËÅÒ É äÖÏÎ ÷ÁÌÌÉÓ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÅ Ó×ÏÉ ÒÅÛÅÎÉÑ.
ëÁË ÒÅÛÁÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) æÅÒÍÁ É âÒÏÕÎËÅÒ, ÍÙ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÎÁÅÍ. íÅÔÏÄÙ,
ÐÒÉÍÅÎÑ×ÛÉÅÓÑ ÷ÁÌÌÉÓÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÓÔÁÔØÅ á. á. áÎÔÒÏÐÏ×Á 1986.

ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1) Ó×ÑÚÁÎ ÏÄÉÎ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒØ£Ú | ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ ÐÏ ÏÛÉÂ-
ËÅ ÎÁÚ×ÁÌ ÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ðÅÌÌÑ (ÈÏÔÑ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÏÎ ðÅÌÌØ ÎÉËÏÇÄÁ
ÜÔÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÅ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÖÅ ÂÙÌÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ æÅÒ-
ÍÁ), É ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÚÁËÒÅÐÉÌÏÓØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.

ïÂÝÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ Dickson 1920 É Weil 1984.
ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ ÔÙÓÑÞÕ ÌÅÔ ÄÏ æÅÒÍÁ
É ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ ÒÅÛÁÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÒÅ×ÎÅÊ éÎÄÉÉ, ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎ × ÓÔÁÔØÅ â. ì. ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ 1976.

2. ï ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ
ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ × ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÊ áÒÈÉÍÅÄ ÍÏÇ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ (ÐÏÄÞÅÒËÎ£Í ÅÝ£
ÒÁÚ | ÎÅ �ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ�, Á ÉÍÅÎÎÏ �ÍÏÇ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ�). ïÔÄÁ×ÁÑ ÓÅÂÅ ÏÔÞ£Ô × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÏ×ÅÎÎÏ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÊ, ÍÙ ×Ó£
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ÖÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÌÉ ÜÔÏ ÉÚÙÓËÁÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÛÉÓØ ÃÅÌØÀ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÉÚÕÞÉÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏÄ-
ÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÂÙ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍ, ÕÐÏ-
ÔÒÅÂÌÑ×ÛÉÍÓÑ × ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÌÏÇÉÓÔÉËÅ (ÔÁË ÄÒÅ×ÎÉÅ ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ Ó×Ï£ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ).

íÙ ÓÏ ÛËÏÌÙ ÐÒÉÕÞÅÎÙ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ×ÓÑËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË
Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÍÁÔÅÒÉÀ ÉÌÉ �ÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÙÊ ÏÂßÅËÔ�×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÐÉÓØ (a + b)2 =
a2 +2ab+ b2 ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ �ÐÒÉ×ÑÚËÉ�Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÎÏÊ ÍÁÔÅÒÉÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁ-
ÔÅÒÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÞÅÒÔÅÖÅÊ). ïÄÎÁËÏ ÎÁÛÅÊ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Õ ÄÒÅ×-
ÎÉÈ ÇÒÅËÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ, É ÍÁÔÅÒÉÅÊ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ
ÓÌÕÖÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÞÅÒÔÅÖÉ ÉÌÉ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓ×ÏÉÔØ ÇÒÅÞÅÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ × ÅÇÏ
Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÉÉ | ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÄÁÖÅ ÔÁÍ,
ÇÄÅ ÎÁÍ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÉ×ÙÞÎÅÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

é ÈÏÔÑ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÍÙ ÐÏÌØ-
ÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ
ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÎÁ �ÒÏÄÎÏÊ�ÄÌÑ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÑÚÙË �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ×Ï II ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ (ÓÍ. Fowler 1980, ýÅÔ-
ÎÉËÏ× 2001). þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ
××ÏÄÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× É ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÅÄÏ-
ÍÏ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ × ÜÐÏÈÕ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÔÏ ÍÙ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÓÒÅÄÓÔ×Á. óÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÄÅÒÖÉ×ÁÌÉÓØ ÏÔ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÎÁÛÅÊ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ (a+b

√
N)(a−b√N) = a2−Nb2, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÙÒÁ-

ÖÅÎÉÑ | ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ ×ÒÅÍ£Î üÊÌÅÒÁ
É ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ðÅÌÌÑ.

ðÏÍÉÍÏ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÅÔÏÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ, ÄÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÁÎÔÉÞÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏ-
ÇÏ N .

3. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÏÔÏÔÉÐÙ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÂÙËÁÈ

á. ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y2 = 2x2 ± 1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
�ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÔÁËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÄÌÑ

√
2, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (1) Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÉÓËÏÍ ÔÁËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÄÌÑ

√
N , Õ ËÏÔÏÒÙÈ

Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ N ÒÁÚ ×ÚÑÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ.
â. á×ÔÏÒ ÁÎÏÎÉÍÎÏÊ ÓÈÏÌÉÉ Ë ÄÉÁÌÏÇÕ ðÌÁÔÏÎÁ èÁÒÍÉÄ (165e) ÓÒÅÄÉ ×ÏÐÒÏ-

ÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÏÇÉÓÔÉËÁ, ÕÐÏÍÉÎÁÅÔ ËÁË ÚÁÄÁÞÕ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÂÙËÁÈ,
ÔÁË É �ÏÂÏÚÒÉÍÕÀ ÍÁÔÅÒÉÀ ÚÁÄÁÞ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ�. üÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏËÁÖÅÍ, ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ðÅÌÌÑ.



6 á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 36 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ
É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y2 = 2x2 + 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ É ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÍÉ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ðÅÌÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, k-ÏÅ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ k(3k − 1)=2. óÌÏÖÉ× ×ÍÅÓÔÅ
ÛÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÅÔÅÒÏÍÅËÎÏÅ1 ÞÉÓÌÏ 3k(3k−1). óÌÏÖÉ× ×ÍÅÓÔÅ ÞÅÔÙÒÅ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÇÅÔÅÒÏÍÅËÎÙÈ ÞÉÓÌÁ É ÄÏÂÁ×É× Ë ÎÉÍ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ (6k − 1)2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

(6k − 1)2 = 24n2 + 1:

óÄÅÌÁ× ÚÁÍÅÎÕ 6k − 1 = x, 2n = y, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ

x2 = 6y2 + 1:

éÚ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ x+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6.

4. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ × ÅÇÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ �ÛËÏÌØÎÏÍ�ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ

ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ä×ÕÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É Ô. Ä. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ, ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (å×ËÌÉÄÏÍ ÎÅ ÉÚÏÂÒÅÔ£ÎÎÙÊ, ÎÏ ÌÉÛØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × VII
É X ËÎÉÇÁÈ îÁÞÁÌ) ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÀÄÁ
É ÞÉÓÌÁ. ðÏ-ÇÒÅÞÅÓËÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÉÓËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓ�(′���� ≤
��"��'), ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË ËÁË �×ÚÁÉÍÎÏÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ�. óÕÔØ
Å£ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

÷ÏÚØÍ£Í Ä×Å ×ÅÌÉÞÉÎÙ A > B É ×ÙÞÔÅÍ B ÉÚ A; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ Ä×Å
×ÅÌÉÞÉÎÙ B É C = A−B. åÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ C ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ
ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ A É B. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚØÍ£Í ÐÁÒÕ B É C É ×ÙÞÔÅÍ ÍÅÎØÛÕÀ
×ÅÌÉÞÉÎÕ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÐÁÒÕ ×ÅÌÉÞÉÎ, É Ô. Ä. åÓÌÉ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ
ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÛÁÇÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ
ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ {A;B}. åÓÌÉ ÖÅ
ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ×ÅÌÉÞÉÎ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ
ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

åÝ£ ÒÁÚ ÐÏÄÞÅÒËÎ£Í ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÔÒÁËÔÏ×ËÁÍÉ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ. íÙ ÄÅÌÉÍ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ É ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÍ ÏÓÔÁÔÏË, ÐÏÓÌÅ
ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÐÁÒÕ ÉÚ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÏÓÔÁÔËÁ. çÒÅËÉ ÖÅ ×ÙÞÉÔÁÌÉ ÏÄÎÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÐÁÒÕ ÉÚ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ,
ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ Ë ÐÁÒÅ {37; 11}, ÍÙ ÄÅÌÉÍ 37 : 11, ÎÁÈÏÄÉÍ

1÷ ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÇÅÔÅÒÏÍÅËÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÒÁÚÎÑÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÉÄÁ ÞÉÓÅÌ Ó×ÑÚÁÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÇÅÔÅÒÏÍÅËÎÙÈ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ (ÒÉÓ. 2).
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ÏÓÔÁÔÏË 4 É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÐÁÒÕ {11; 4}. çÒÅËÉ ÖÅ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ 37 − 11 = 26,
ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÐÁÒÕ {26; 11}, ÓÎÏ×Á ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ 26 − 11 = 15, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÐÁÒÕ
{15; 11}, ÓÎÏ×Á ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ 15 − 11 = 4, É ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÐÁÒÕ
{11; 4}. ëÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÉÔÏÇ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ | ÎÏ ÉÄÅÊÎÁÑ ÏÓÎÏ×Á ÏÂÏÉÈ ÐÏÄÈÏ-
ÄÏ×, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔÓÑ.

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÎÎÅÊ ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÓÍ. Becker 1932, Fowler
1979), × ÌÏÇÉÓÔÉËÅ | ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÇÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÞÉÓÌÉÔÅ-
ÌÑÍÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ (ÓÍ. ú×ÅÒËÉÎÁ 2000Á).

5. áÎÔÉÆÁÊÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
√
N

(ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ)
â. ì. ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ (1959) ×ÙÄ×ÉÎÕÌ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÒÅ×ÎÅ-

ÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÇÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÄÌÑ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

√
N : 1 (ÚÄÅÓØ

√
N ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÍÙÓÌÉÔØ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ | ËÁË ÓÔÏÒÏÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ N). ÷ ÒÅËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÉ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

√
N : 1 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. âÏÌÅÅ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÜÔÏÊ ÖÅ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎ-
ÎÕÀ ÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÞÅÒÔÅÖÁ × ÒÁÍËÁÈ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ
äÜ×ÉÄ æÁÕÌÅÒ (Fowler 1980).

÷ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ, × ÎÁÛÅÊ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÅÔÏÄ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁ-
ÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ Ë ÐÁÒÅ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Á Ë ÐÁÒÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

p2 = Nq2: (2)

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

p2 = 7q2

É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. þÉÓÌÁ p É q × ÜÔÏÍ
ÒÅÛÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, | ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ (Á ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ
ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ), É ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÉÓËÏÍÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ p > q. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÙÓÌØ ×ÙÞÅÓÔØ
p ÉÚ q É ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ p = q + r:

(q + r)2 = 7q2 ⇒ q2 + 2qr = 6r2:

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÏ×ÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÌÅ×Á ÒÁ×ÎÁ 3, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÓÐÒÁ×Á ÒÁ×ÅÎ 7, × ÉÓËÏÍÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ q > r. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ q = r + s:

(r + s)2 + 2(r + s)r = 7r2 ⇒ s2 + 4rs = 3r2:

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÏ×ÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÌÅ×Á ÒÁ×ÎÁ 5, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÓÐÒÁ×Á ÒÁ×ÅÎ 3, × ÉÓËÏÍÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ s < r. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ r = s+ t:

s2 + 4(s+ t)s = 3(s+ t)2 ⇒ 2s2 = 2st+ 3t2:
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÷ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×É×ÛÉÓØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÏÒÏÊ
ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÎÁÍ
ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅ-
ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÅÒÔÅÖÉ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�. îÁ ÆÉÇÕÒÁÈ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÈ
ÎÁ ÒÉÓ. 3, Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÅÎ ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ
ÓÅÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍ ÐÏÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ. ôÒÉ ÆÉÇÕÒÙ, ×ÙÞÅÒÞÅÎÎÙÅ ÏÄÎÁ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒ£Í ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒÅ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ
ÞÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÕÖÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÐÒÉ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÅ.

òÉÓ. 3

äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÏ× ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÓÁÍÉÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ, ÎÉ ×ÙÞÅÒÞÉ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÜÔÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÞÅÒÔÅ-
ÖÅÊ, | ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÁÂÌÉÃÙ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. äÌÑ
ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÚ×ÏÌÉÍ ÓÅÂÅ ÐÅÒÅËÒÅÓÔÎÙÊ ÞÌÅÎ bxy × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ax2 + bxy = cy2

ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ×Ï ×ÓÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÒÉÄÁ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ
b ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÁ ×ÏÌØÎÏÓÔØ,
ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÀÝÁÑÓÑ Ó ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÏ
äÉÏÆÁÎÔÁ, ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÔÑÖÅÌÅÎÉÉ ÔÁÂÌÉÞÎÙÈ
ÚÁÐÉÓÅÊ É ÐÒÁ×ÉÌ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÎÉÍÉ.

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
(a, b, c) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (a′, b′, c′) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ.
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åÓÌÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a+ b < Ó a+ b > Ó

ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ

x = y + z y = x+ z

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

az2 + (b+ 2a)xz = (c− a− b)y2 (a+ b− c)x2 + (b− 2c)xz = cz2

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

a′ = a, a′ = a+ b− c,
b′ = b+ 2a, b′ = b− 2c,
c′ = c− a− b. c′ = c.

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É c ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁ-
ÀÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ.)

úÁ×ÅÒÛÅÎÉÀ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ
ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ {1; 1}, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ a+ b = Ó.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× (a, b, c) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
×ÉÄÁ (2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÙÈ N ÏÔ 2 ÄÏ 15. éÚ ÜÔÉÈ ÔÁÂÌÉÃ ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÅ a + b = Ó ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÔÒÏË, ÚÁÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ (ÏÔÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÍ ×
ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ) ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ. ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

√
N : 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ.
úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÐÁÌÉÎÄÒÏ-

ÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ: × ÓÔÒÏËÁÈ, ÒÁ×ÎÏ ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ,
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É c ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË.

÷ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÄÌÑ N = 2; 5; 10; 13 ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÓ-
ÈÏÄÉÔ ÏÂÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

√
N : 1 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÒ×ÁÔØ ÕÖÅ ÎÁ ÜÔÏÊ

ÓÔÒÏËÅ, ÎÏ × ÃÅÌÑÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ
×ÐÌÏÔØ ÄÏ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ. (ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ: c ÜÔÏÊ ÖÅ ÃÅÌØÀ ×Ï
×ÓÅÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÏËÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
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a+ b = c+ 1.)

1 0 < 2
1 2 > 1
2 0 > 1
1 −2 < 1
1 0 2

1 0 < 3
1 2 > 2
1 −2 < 2
1 0 < 2
1 0 3

1 0 < 5
1 2 < 4
1 4 > 1
4 2 > 1
4 −2 > 1
1 −4 < 1
1 −2 < 4
1 0 5

1 0 < 6
1 2 < 5
1 4 > 2
3 0 > 2
1 −4 < 2
1 −2 < 5
1 0 6

1 0 < 7
1 2 < 6
1 4 > 3
2 −2 < 3
2 2 > 3
1 −4 < 3
1 −2 < 6
1 0 < 7

1 0 < 8
1 2 < 7
1 4 > 4
1 −4 < 4
1 −2 < 7
1 0 < 8

1 0 < 10
1 2 < 9
1 4 < 6
1 6 > 1
6 4 > 1
9 2 > 1

10 0 > 1
9 −2 > 1
6 −4 > 1
1 −6 < 1
1 −4 < 6
1 −2 < 9
1 0 10

1 0 < 11
1 2 < 10
1 4 < 7
1 6 > 2
5 2 > 2
5 −2 > 2
1 −6 < 2
1 −4 < 7
1 −2 < 10
1 0 11

1 0 < 12
1 2 < 11
1 4 < 8
1 6 > 3
4 0 > 3
1 −6 < 3
1 −4 < 8
1 −2 < 11
1 0 12

1 0 < 13
1 2 < 12
1 4 < 9
1 6 > 4
3 −2 < 4
3 4 > 3
4 −2 < 3
4 6 > 1
9 4 > 1

12 2 > 1
13 0 > 1
12 −2 > 1
9 −4 > 1
4 −6 < 1
4 2 > 3
3 −4 < 3
3 2 > 4
1 −6 < 4
1 −4 < 9
1 −2 < 12
1 0 < 13

1 0 < 14
1 2 < 13
1 4 < 10
1 6 > 5
2 −4 < 5
2 0 < 7
2 4 > 5
1 −6 < 5
1 −4 < 10
1 −2 < 13
1 0 14

1 0 < 15
1 2 < 14
1 4 < 11
1 6 > 6
1 −6 < 6
1 −4 < 11
1 −2 < 14
1 0 15
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6. ïÂÝÅÅ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
√
N

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÏÍ É æÁÕÌÅÒÏÍ ÁÎÔÉ-
ÆÁÊÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

√
N : 1 ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁ-

ÍÅÞÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÚÁÎÏ×Ï ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N (ÉÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓ-
ÓÁ N). ÷ ÎÁÛÅÊ ×ÅÒÓÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÌÅÇËÏ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ: ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÄÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÙÈ N .

ìÅÍÍÁ 1. úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ b2 + 4ac ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ë
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ É ÒÁ×ÎÙÍ 4N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a+ b < Ó, ÔÏÇÄÁ

4a′c′ + b′2 = 4a(c− a− b) + (b+ 2a)2 = 4ac+ b2:

ðÕÓÔØ a+ b > Ó, ÔÏÇÄÁ

4a′c′ + b′2 = 4(a+ b− c)c+ (b− 2c)2 = 4ac+ b2:

ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ b2 + 4ac ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. îÏ × ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ
a = 1, b = 0, c = N , É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ b2 + 4 = 4N .

(à) (á)

òÉÓ. 4

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
√
N . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ

ÛÁÇÅ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÍÙ ÄÏÂÅÒ£ÍÓÑ ÄÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ a+ b = c.
îÏ ÔÏÇÄÁ b2 + 4ac ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÒÉÓ. 4 (a) ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b > 0;
ÒÉÓ. 4 (Â) | ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b < 0).

÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ b2 + 4ac ÒÁ×ÎÏ ÎÅË×ÁÄÒÁÔ-
ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 4N , ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÖÎÙÍ, É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ. ïÔ-
ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ

√
N ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ N ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ,

ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.
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7. ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ
(ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ)

÷ÎÏ×Ø ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ, ËÏÇÄÁ N = 7. äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

p2 = 7q2 + 1
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÖÅ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÞÔÏ É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. óÐÕÓÔÉÍÓÑ ÐÏ ÎÅÊ ×ÎÉÚ
ÄÏ ÓÔÒÏËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ a + b = c + 1. ðÒÉÒÉÓÕÅÍ Ë ÔÁÂÌÉÃÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÑÔÙÊ
É ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÏÌÂÃÙ (ÎÉÖÅ ÏÎÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÌÅ×ÙÍ É ÐÒÁ×ÙÍ), É ÚÁÐÉÛÅÍ × ÏÂÁ ÓÔÏÌÂÃÁ
ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÞÎ£Í ÐÏÄß£Í ÎÁ×ÅÒÈ. åÓÌÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ó×ÅÒÈÕ
ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË �<�, ÚÁÐÉÛÅÍ × Å£ ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏ-
ËÉ, Á × ÐÒÁ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ.
åÓÌÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ó×ÅÒÈÕ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË �>�, ÚÁÐÉÛÅÍ × Å£ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ
ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, Á × ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÄÎÉÍÅÍÓÑ ÄÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ;
Ä×Á ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÎÅÊ ÞÉÓÌÁ ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

1 0 < 7 8 3
1 2 < 6 5 3
1 4 > 3 2 3
2 −2 < 3 2 1
2 2 3 1 1

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ 82 = 7 · 32 + 1.

8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏÍ N

A. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÕÞÉÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÕ.
îÁÂÏÒÕ (a, b, c) ÍÏÇÕÔ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÔØ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ (a, b− 2a, c+ b− a) É (a− b− c,
b+ 2c, c). îÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ c+ b− a ÌÉÂÏ a− b− c Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ

c+ b > a c+ b < a

ÔÏ ÎÁÂÏÒÕ (a, b, c) ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ

(a, b− 2a, c+ b− a) (a− b− c, b+ 2c, c)

â. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
a + b = c + 1 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÔÒÏËÅ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄ ÂÌÏËÏÍ
ÎÉÖÎÉÈ ÓÔÒÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ a = 1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ N × ×ÉÄÅ N = n2 + m, ÇÄÅ n2 |
ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÊ N . îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÌÏË ÎÉÖÎÉÈ
ÓÔÒÏË É ÓÔÒÏËÁ ÎÁÄ ÎÉÍ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:
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1−m+ 2n −2n+ 2m m
1 −2n m
1 −2(n− 1) m+ n2 − (n− 1)2

... ... ...
1 −2 m+ n2 − 1
1 0 m+ n2

ðÒÉ ÜÔÏÍ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a+ b = (1−m+ 2n) + (−2n+ 2m) = m+ 1 = c+ 1:

÷. ÷ÙÛÅ (ÒÁÚÄÅÌ 6) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÁÎÔÉÆÁÊÒÅÓÉÓÁ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)
ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ, | ÎÏ ÍÙ ÅÝ£ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× (a > 0,
b, c > 0), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ b2 + 4ac = 4N , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×. îÏ
ÔÏÇÄÁ ÐÏ×ÔÏÒÑÔÓÑ É ÎÁÂÏÒÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÒÏË, É Ô. Ä. ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ.
á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ, ÔÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ â) ÎÁÄ
ÎÅÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÓÔÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ a+ b = c+ 1.

ç. ÷ÙÛÅ (ÐÕÎËÔÙ â + ÷) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ×
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N , É ÕËÁÚÁÌÉ ÐÒÉ£Í, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ Ñ×ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÏÄÎÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ a + b = c + 1,
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÏ Å£ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÉÇÕÒÕ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ b2 É ÞÅÔÙÒ£È ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ac, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ
ÎÁ ÒÉÓ. 5 (ÎÁ ÒÉÓ. 5, (Á) ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÓÌÕÞÁÊ b < 0, ÎÁ ÒÉÓ. 5, (Â) | ÓÌÕÞÁÊ b < 0).
ðÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÒÁ×ÎÁ 4N ; ÐÌÏÝÁÄØ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÜÔÏÊ
ÆÉÇÕÒÙ ÒÁ×ÎÁ N .

(à) (á)

òÉÓ. 5

ðÕÓÔØ N = n2 + m, ÇÄÅ n2 | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ
N . éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÞÅÒÔÅÖÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ × ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ
�×ÙÓÔÕÐÁÈ�(�×ÙÓÔÕÐÅ�) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ; É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ c. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
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ÉÚ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ a + b = c + 1 É b2 + 4ac = 4N ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÔÒÏËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ a+ b = c+ 1, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

c = m; b = 2(m− n); a = 2n−m+ 1:

îÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ (ÐÕÎËÔ â).
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÏ Å£ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÌÀÂÁÑ

ÓÔÒÏËÁ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÔÓÑ
É ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÒÏË, É Ô. Ä., ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏ-
ËÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ.

9. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (1) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ N . ïÄÎÁËÏ ÓÁÍÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1) ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ N = 2
ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÅÝ£ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÁÍ (ÓÍ. ðÁÅ× 1965, Fowler 1982, ú×ÅÒËÉÎÁ 1999,
ýÅÔÎÉËÏ× 1999).

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÖÄÏÍ ÐÅÒÉÏÄÅ
ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ a+ b = c+ 1. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÎÁÊÄÅÎÙ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ×ÏÓÈÏÖÄÅÎÉÅÍ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ.

âÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÊ ÐÒÉ£Í ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÏÓÎÏ-
×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ �ÔÏÖÄÅÓÔ×Å âÒÁÈÍÁÇÕÐÔÙ�

(x2
1 −Ny2

1)(x2
2 −Ny2

2) = (x1x2 +Ny1y2)2 −N(x1y2 + x2y1)2; (3)

ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÙÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË. éÚ ÜÔÏÇÏ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ {x1; y1} É {x2; y2} (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÅ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÔÏ É ÐÁÒÁ {x1x2 +Ny1y2; y1x2 +x1y2} ÔÁËÖÅ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1).

ðÒÉ£Í ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÁÒÙ {x1; y1} ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÂÒÁÔØ ÎÁÉ-
ÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (1), Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÁÒÙ {x2; y2} ÂÒÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏ ÖÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁÔÅÍ | ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ×ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, É Ô. Ä.

ôÁË ÄÌÑ N = 7 ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ {8; 3}. óÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

8 · 8 + 7 · 3 · 3
8 · 3 + 3 · 8 = 127

48 ;
8 · 127 + 7 · 3 · 48

8 · 48 + 3 · 127 = 2024
765 ;

8 · 2024 + 7 · 3 · 765
8 · 765 + 3 · 2024 = 32257

12192 ; :::

óÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÇ ÌÉ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Å (3), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ, ÚÎÁÔØ áÒÈÉÍÅÄ? ëÁË ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÒÅÄÓÔ×
�ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�? (÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÔÁË
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ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÆÏÒÍÕÌÅ çÅÒÏÎÁ�, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÊ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏ
ÄÌÉÎÅ ÔÒ£È ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÎÅ çÅÒÏ-
ÎÏÍ, ÏÐÉÓÁ×ÛÉÍ Å£ × Ó×ÏÅÊ íÅÔÒÉËÅ, Á áÒÈÉÍÅÄÏÍ. ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÌÏ-
ÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÌÏ-
ÝÁÄÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ËÏÒÅÎØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ (áÒÈÉÍÅÄ
1962, Ó. 419{421)).

ç. õËÁÖÅÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÐÒÉ£Í, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÐÏ Ä×ÕÍ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍ {x1; y1}
É {x2; y2} ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ {x1x2 +Ny1y2; y1x2 + x1y2}: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÄÌÑ

√
N :

Ny2
x2

; Ny1
x1

; x1
y1
; x2

y2
:

îÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÊ (ÎÉÖÎÅÊ)
É ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ (×ÅÒÈÎÅÊ) ÐÁÒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ:

2Ny1y2
x1y2 + x2y1

; 2x1x2
x1y2 + x2y1

:

îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-
ÓËÉÈ:

x1x2 +Ny1y2
x1y2 + x2y1

:

íÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É × ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ×ÙÞÉÓÌÉ× ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ
ÛÁÇÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ
É ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ | ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ.
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óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

üÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ
ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ�. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁË

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×.
íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ

á. î. úÅÍÌÑËÏ×

îÁÞÉÎÁÅÍ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÇÌÁ×Ù ÉÚ ÕÞÅÂÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ á. î. úÅÍÌÑ-
ËÏ×Á �üÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ�. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×�, ÐÒÅÄÎÁ-
ÚÎÁÞÅÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× Ó ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ
ÎÏÍÅÒÅ ÍÙ ÐÕÂÌÉËÕÅÍ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ, ÞÁÓÔØ
3, Á ÔÁËÖÅ ÇÌÁ×Õ 2.

òÁÚÄÅÌ 3. ëïííåîôáòéé ë ëõòóõ

þÁÓÔØ I. îåðòåòù÷îùå ðòïãåóóù é äéææåòåîãéáìøîùå
õòá÷îåîéñ

ôÅÍÁ 1. ü÷ïìàãéïîîùå íïäåìé (ÇÌÁ×Á 1; 4[6] Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 1

üÔÏ ××ÏÄÎÁÑ ÔÅÍÁ, ÇÌÁ×ÎÁÑ ÃÅÌØ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ Ü×Ï-
ÌÀÃÉÏÎÉÒÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÉÈ Ü×ÏÌÀÃÉÉ. ü×ÏÌÀÃÉÑ ÐÏÎÉ-
ÍÁÅÔÓÑ × ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ü×ÏÌÀÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x = x(t), ÍÏÖÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÏÏÂÒÁÖÁ-
ÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ Mt = M(x(t)) ÐÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÏÓÉ Ox.

çÌÁ×ÎÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÍÙ: ÚÁÐÉÓØ ÚÁËÏÎÏ× Ü×ÏÌÀÃÉÉ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. óËÏÒÏÓÔØ |
ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÔÁË É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ, Ô. Å.
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ÏÄÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÚÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ x′(t) = V , ÇÄÅ ÞÁ-
ÝÅ ×ÓÅÇÏ V = V (x) ("ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ". äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, É
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ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÙÊ ÈÏÄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ: ÓÎÁÞÁÌÁ "ÓÏÚÄÁ-
ÎÉÅ" (ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÚÁÐÉÓØ) ÍÏÄÅÌÉ, ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ (Ô. Å. ÐÒÉ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÔ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÒÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ) ÁÄÅË×ÁÔÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÊ ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ
ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÌÉ Ñ×ÌÅÎÉÅ. ðÏÔÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, Ô. Å. ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÉÄÅÁÌÅ | ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ×ÓÅÈ
ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÌÉ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ. åÓÌÉ Ñ×ÎÏÅ
ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÏ×ÁÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× (ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊ, ÉÓÈÏÄÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ËÁË
ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÚÁÄÁÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å 3, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁ-
ÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÐÒÉÏÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ y′ = ky, ÉÓÈÏÄÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÕÖÅ ÐÏÔÏÍ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
ÏÔÙÓËÁÎÉÅ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÒÅÛÅÎÉÊ | ÜËÓÐÏÎÅÎÔ).

÷ § 1.1 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ | Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ îØÀ-
ÔÏÎÁ x′′ = 0 ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ (ÓÉÓÔÅÍÏÊ) Ä×ÕÈ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ x′ = v; v′ = 0. îÁ ÎÅÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (× ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ | ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÓËÏÒÏÓÔÉ). îÁ ÜÔÏ ×ÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï
É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÅÄÑ ÒÅÞØ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ, ÎÕÖÎÏ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎ-
ÎÙÍ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ É Ó×ÏÂÏÄÎÏ ×ÌÁÄÅÀÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÐÒÉ-
ÍÅÒÁÍ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ × § 1.1 ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÕÎËÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÏÍÉ-
ÎÁÀÔÓÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏ-ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. åÓÌÉ
ÛËÏÌØÎÉËÉ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÙ, ÜÔÉ ÐÕÎËÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÓÐÅËÔÉ×ÎÏ ÐÒÏË-
ÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, Á ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ | ÇÌÁ×ÎÏÇÏ
ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å. ïÎÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ
ÐÒÉÍÅÒÏ× "ÐÓÅ×ÄÏÕÐÒÕÇÏÊ" ÓÉÌÙ × ËÏÎÃÅ § 1.2.

ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÂÅÚ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÐÕÌÑÃÉÏÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ
(íÁÌØÔÕÓÁ, ÌÏÇÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ æÅÒÈÀÌØÓÔÁ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏ×ÅÄÅÎÙ
ÄÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ | × ÎÉÈ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÎÅ È×ÁÔÉÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÒÁÚÂÏÒ ÍÏÄÅÌÉ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ
ÐÕÎËÔÁ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ | Ë ÎÅÊ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÎÁ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÕÒÏ×ÎÅ, ÅÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ × ËÏÎÃÅ ÇÌÁ×Ù.

÷ § 1.1 ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ×ÁÖÎÁÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÍÅÈÁÎÉËÉ
(ËÉÎÅÍÁÔÉËÉ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ÏÔ ÎÁ ÜÔÉ ÐÕÎË-
ÔÙ (1.1.6{7) ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ (ÐÁÒÕ
ÕÒÏËÏ×), ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ É ÚÁÄÁÞ. äÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ× |
ÎÅÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÒÏÄÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÆÉÚÉËÉ. îÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÅ É ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ ×ÓÅÏÂÝÅÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ
ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ (ÓÍ. ÄÁÌÅÅ ËÏÍ-
ÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë § 1.1) | ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ × ÐÒÉÍÅÒÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ ÉÚ
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÷ § 1.2 ÔÒÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ "ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ" ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÌÉ ËÏÎÃÅÐÔÁ.
1) ÷ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ) ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÕÞÅÂ-
ÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÁËÔÕÅÔÓÑ × ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,
ËÁË ÓÉÓÔÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ | ÉÌÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ).

2) æÁÚÏ×ÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ), Ô. Å. ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÏÓÑÈ "ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÁ{ÓËÏÒÏÓÔØ", Oxv, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ
ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÂÕÄÕÝÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ
ÔÏÞËÉ ÚÎÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ | ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÝÅ É ÓËÏÒÏÓÔØ).

3) úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ (ÄÌÑ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ), ËÏÔÏ-
ÒÙÊ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÉ ËÏÎÃÅÐÔÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÈ ÒÁÍËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÞÅÒÞÅÎÙ
× ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ.

§ 1.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
1.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
1.1.1 óÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ↑↓
1.1.2 ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ↑ õ
1.1.3 ðÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ !↓ + õ
1.1.4 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ !!
1.1.5 ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ !!
1.1.6 ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÍÅÈÁÎÉËÅ (ËÉÎÅÍÁÔÉËÅ) !! *õ
1.1.7 çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ) ÓÍÙÓÌ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ !!↓ *
1.1.8 ä×ÕÍÅÒÎÁÑ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ ↓ +

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÌÏÎÏË ÔÁÂÌÉÃÙ:
"ð.ð." = ÐÕÎËÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ;
"óÐÅÃ." = "ÓÐÅÃÉÆÉËÁÃÉÑ" ÐÕÎËÔÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ);
"ðÒÉÍ." = ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÑ.

óÍÙÓÌ ÚÎÁÞËÏ× × "ÓÐÅÃÉÆÉËÁÃÉÉ":
"!!" | ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ÐÕÎËÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ;
"!" | ×ÁÖÎÙÊ ÐÕÎËÔ;
"↓" | ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ;
"↑" | ÐÕÎËÔ, ÍÁÔÅÒÉÁÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÚÎÁËÏÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ/ÐÒÏÆÉÌØ-

ÎÏÍÕ ËÕÒÓÕ;
"+" | ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÒÁÔËÏ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ É ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ

ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÒÁÂÏÔËÉ;
"×" | ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÏÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÒÁ-

ÂÏÔËÉ;
"∼" | ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ "ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ", ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ ÐÏ

ÖÅÌÁÎÉÀ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.
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÷ ËÏÌÏÎËÅ "ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ" Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÐÏÍÅÞÅÎ "ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ", ÂÕË×ÏÊ "ä" | ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÂÕË×ÏÊ "õ" | ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÄËÒÅÐÉÔØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ, ÞÅÒÅÚ "õ!" | ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ
ÐÏÄËÒÅÐÉÔØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ.

ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ð. 1.1.1 ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ Ó×ÑÚÁÔØ Ó ×ÁÖ-
ÎÅÊÛÉÍ × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÚ Ð. 1.1.3, Á ÐÏÔÏÍ ÏÂÒÁ-
ÔÉÔØÓÑ É Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ (ÜÔÏÔ-ÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍ ÛËÏÌØ-
ÎÉËÁÍ). ÷ ÞÅÍ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ? | ïÔÎÀÄØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. éÍÅÎÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏ-
ËÁÚÁÎÎÁÑ × Ð. 1.1.3 (ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ), ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (É ÚÁËÏÎÙ!) ÆÉÚÉËÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÍÉ.

äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔËÏÇÏ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏÒÅ-
ÛÁÔØ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÁÔÉËÕ (ÍÙ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ ÒÁÚÄÅÌ "õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å" ÉÚ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ
ÜÔÕ ÓÓÙÌËÕ-ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ).

÷ ÐÕÎËÔÅ 1.1.5 ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ
x = x(t), ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ t. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË Ä×ÉÖÅÎÉÅ
×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ.

÷×ÅÄÅÎÎÏÅ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÆÉÚÉËÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ õÉÌÌÁÒÄÏÍ çÉÂÂÓÏÍ (1839{
1903), ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏÍÕ ÐÏ-
ÎÉÍÁÎÉÀ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×: ×ÍÅ-
ÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÍÙ
ÓÌÅÄÉÍ ÚÁ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÙÍ "Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ" ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉ-
ÏÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×;
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË × ÏÂÙÞÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). üÔÏ ×ÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÏ É ÐÏÍÏ-
ÇÁÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ!) ÉÎÔÕÉÃÉÉ.

ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÐ. 1.1.6{7, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÊ
ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. èÏÔÑ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÌÕÞÛÅÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÄÁÎÁ É ÔÏÌØËÏ × ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÌÁÎÅ: ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÒÅÁÌØÎÏ ÐÏÔÒÅ-
ÂÕÅÔÓÑ, Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÚ×ÒÁÔÉÔØÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÉÚ Ð. 1.1.6 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÓÉ×Ï É ÐÒÏÓÔÏ, ÎÏ ÜÔÏ ËÁÖÕÝÁÑÓÑ ÐÒÏ-
ÓÔÏÔÁ. äÁÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÐÒÏÓÉÔÅ
ÛËÏÌØÎÉËÏ× ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 Ï ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞ-
ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ëÁË ÒÁÚ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÚÁËÒÅÐÌÑÅÔÓÑ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ. üÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÍÙÓÌÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
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ÉÚ Ð. 1.1.7 ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ËÒÁÓÉ×ÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ 6, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÉÚ
"ÎÉÞÅÇÏ" ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÍÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÌÉÎÅ ÅÅ ÈÏÒÄÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ
Ë ÎÕÌÀ | ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É ÍÏÄÕ-
ÌÅÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ
×Ù×ÏÄÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ

lim
�→0

sin�
� = 1;

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÁÖÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ËÕÒÓÅ. îÏ ÐÒÏÃÉÔÉÒÕÅÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ
ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÆÉÚÉËÁ ìÅÂÏ×ÉÃÁ: "îÅÓÔÒÏÇÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÏ,
ÒÁ×ÎÏ ËÁË ÓÔÒÏÇÏ ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ ÕÍÅÓÔÎÏ ÉÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ"! ôÏÌØËÏ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÎÕÖÎÏ ÞÅÔËÏ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁ ÐÏÑ×É×ÛÉÊÓÑ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÐÒÏÂÅÌ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, "ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÙÈ" ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÕÎËÔ É ÐÒÉÍÅÒ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ-ìÏÔËÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÒÁÂÏÔËÉ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ (ÄÌÑ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ). úÄÅÓØ ÖÅ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ
ÅÓÔØ ÐÏ×ÏÄ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ü×ÏÌÀÃÉÏ-
ÎÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

§ 1.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
1.2.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
1.2.1 óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÁ. æÁÚÏ×ÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ !!↓
1.2.2 òÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÐÁÄÅÎÉÅ !!↓
1.2.3 ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÐÒÉÍÅÒ) ↑!
1.2.4 ëÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. !!↓

íÏÄÅÌØ "ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ"
1.2.5 ðÒÉÍÅÒ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÛÁÒÉË ÎÁ ÐÒÕÖÉÎËÅ !↓ *

÷ Ð. 1.2.1 ××ÏÄÉÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÏÍ, ÐÏÎÑÔÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ: ÆÁÚÏ×ÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ô. Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ïÎÏ ÐÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | É
ÓÒÁÚÕ ÖÅ × Ð. 1.2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ. îÅÎÁ×ÑÚÞÉ×Ï
×ÓÐÌÙ×ÁÅÔ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ × ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÏÌÅ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ. õËÁÖÅÍ, ÞÔÏ,
ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÏ×, ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÔÅÍÁ/ÇÌÁ×Á 5).

÷ Ð. 1.2.3 ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (×ÅÒÎÅÅ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁ-
ÎÉËÉ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ îØÀÔÏÎÁ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ) ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ
ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ ÐÒÉÍÅÒ. üÔÏÔ ÒÁÚÂÏÒ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÛËÏÌØ-
ÎÉËÁÍ, ÕËÁÚÁ× ÎÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ "ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ".



22 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ïÔ×ÅÔ Ë ÚÁÄÁÎÉÀ: ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ × ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁ-
ÂÏÌÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Oxzvz ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ gx+ v1vz = v1v2.

ä×Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÕÎËÔÁ 1.2.4{5 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅ-
ÏÖÉÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÄÎÏÍÅÒ-
ÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÉÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ ÍÏÄÅÌØ "ÛÁÒÉË
× ÖÅÌÏÂÅ". ëÏÎÅÞÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÅÅ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÒÅÁÌØÎÏ (ÖÅÌÏÂ Ó ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÍÓÑ, ÎÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÞÎÙÍ ÐÒÏÆÉÌÅÍ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ ÐÌÁÓÔÉÎÁÍÉ). îÏ ÅÓÌÉ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅÔ, ÎÅ ÂÅÄÁ: É ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ
×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÑÔÎÏ.

÷ Ð. 1.2.5 ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÚÁËÏÎÁ çÕËÁ, Á ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ËÁË ÂÙ ÅÇÏ "ÒÁÚ×ÅÎÞÉ-
×ÁÎÉÅÍ", Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅÓØÍÁ ÕÍÅÓÔÎÏÊ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ: ÏËÏÌÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÑËÏÂÙ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ çÕËÁ! äÁ, ÜÔÏ ÔÁË, ÎÏ ÓÕÔØ
ÏÔËÒÙÔÉÑ çÕËÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ É
ÐÒÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÈ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ É ÚÁÄÁÞÁÍ

ëÁË É Ë ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÇÌÁ×ÁÍ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ, Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÄÁÎÏ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÁÞ | Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÎÉËÕ É ÕÞÉÔÅÌÀ ÂÙÌÏ ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÙÂÒÁÔØ. îÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÇÌÁ×Ù ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÉÅ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ïÎÉ, ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ, ÎÅ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ É ËÏÍ-
ÍÅÎÔÁÒÉÉ ÄÁÎÙ × ÓÁÍÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ "õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ"). óÉÔÕÁÃÉÅÊ ××ÏÄÎÏÊ ÔÅÍÙ ÓÔÏÉÔ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
É Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ × ÛËÏÌÅ (ÄÁ É ×ÕÚÅ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, Á ÜÔÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ×, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ/ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,
ÍÅÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÄÈÏÄÑÔ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ
ÚÁÄÁÞÁÈ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÎÅ "ÉÚÂÉÔÏÊ" × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÔÅÍÁÔÉËÉ.

úÁÄÁÞÁ 9(1). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞÅË ÐÁÒÁÂÏÌÙ
y = x2 − 8x+ 16 ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −2x+ 1.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÏÊ
y = −2x+ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÝÕÀ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k = −2. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÕÀ y′ = 2x− 8 ÍÉÎÕÓ Ä×ÕÍ, ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÍ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ:

2x− 8 = −2; x = x0 = 3; y0 = y(3) = 9− 24 + 16 = 1:

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = 1− 2(x− 3) = −2x+ 7:

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ N ÌÅÖÉÔ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ
y = −2x+ 1 ÄÁÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ M(3; 1) | ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1. éÔÁË, ËÒÁÔÞÁÊ-
ÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ MH. ðÒÏÝÅ
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ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ AC (ÒÉÓ. 1) | ÐÏÌÁÇÁÑ |AC| = |MH| = x É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÑ
ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ:

x2 + (2x)2 = |AB|2 = 36

(|AC| = x; |AB| = 7− 1 = 6; |BC| = |AC| tg ∠A = 2x; tg ∠A = 2;
ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÕÇÌÏ×), | ÎÁÈÏÄÉÍ:

5x2 = 36 =⇒ x = 6√
5
:

ïÔ×ÅÔ: 6√
5

.

B

A

y

x0

Ðèñ.1

y

x0

Ðèñ.2

K L

M

a

a

1
a

1
a

2
a

2
a

úÁÄÁÞÁ 23. ÷ Ð. 1 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ y = k1x + b1 É
y = k2x+ b2.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁÎ-
ÇÅÎÓÙ ÕÇÌÏ×, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÈ ÐÒÑÍÙÍÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓØÀ Ox, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÚ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÎÏÓÅ
ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÉÓÈÏÄ-
ÎÙÍ ÐÒÑÍÙÅ y = k1x É y = k2x, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄ ÔÅÍ ÖÅ ÕÇÌÏÍ � = �2 − �1
(tg�1 = k1, tg�2 = k2), ÞÔÏ É ÄÁÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ (ÒÉÓ. 2; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
� = �2 − �1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÂÅÚ ÐÅÒÅÎÏÓÁ | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÎÅÛÎÅÍ ÕÇÌÅ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ KLM �2 = � + �1). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ tg�:

tg� = tg (�2 − �1) = tg�2 − tg�1
1 + tg�1 tg�2

= k2 − k1
1 + k1k2

:

åÓÌÉ ÕÇÏÌ � ÏÓÔÒÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ tg� > 0, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ (ÔÏÌØËÏ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ
ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ | "ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÔÓÞÅÔÁ" | ÕÇÌÏ×; ×
ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÉÓ. 2 | ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ �1 É �2 ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ × ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ÏÓÉ Ox Ë ÄÁÎÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ, ÐÒÉÞÅÍ �2 > �1). åÓÌÉ ÖÅ
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ÕÇÏÌ � ÏËÁÖÅÔÓÑ ÔÕÐÙÍ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÕÇÌÏÍ ' ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÂÕÄÅÔ
ÓÍÅÖÎÙÊ Ë � ÕÇÏÌ ' = � − �. ôÏÇÄÁ tg' = tg(� − �) = − tg� = | tg�|. ôÁË ÉÌÉ
ÉÎÁÞÅ, × ÔÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÔÁÎÇÅÎÓÁ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
ÆÏÒÍÕÌÁ

tg' =
∣∣∣∣
k2 − k1
1 + k1k2

∣∣∣∣ :

îÏ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ � = �
2 ; ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ cos� =

cos(�2−�1) = 0, ÉÌÉ 1+tg�1 tg�2 = 1+k1k2 = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ, Ô. Å. ÒÅÛÉÌÉ É Ð. 2 ÚÁÄÁÞÉ:

ðÒÑÍÙÅ y = k1x + b1 É y = k2x+ b2 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ k1k2 = −1.

÷ÁÖÎÏÅ "ÕÔÉÌÉÔÁÒÎÏÅ", Ô. Å. ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÅ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
É ËÏÎËÕÒÓÎÙÈ, ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 15{16. äÏËÁÖÅÍ ÉÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÁÍ; ÚÁÄÁÞÁ 15). îÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-
ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ y = kx+ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2 + bx+ c ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ax2 + bx+ c = kx+ d (∗)
ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) ÒÁ×ÅÎ
ÎÕÌÀ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (x0; y0), ÔÏ
y0 = ax2

0 + bx0 + c É ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y = ax2
0 + bx0 + c+ k(x− x0):

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (∗), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏ-
ÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:

ax2 + bx+ c = ax2
0 + bx0 + c+ k(x− x0) ⇐⇒

⇐⇒ a(x2 − x2
0) + b(x− x0)− k(x− x0) = 0 ⇐⇒ (x− x0)(ax+ ax0 + b− k) = 0:

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÐÉÓÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó x0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ax0 + ax0 + b− k = 0 ⇐⇒ k = 2ax0 + b = y′(x0);

Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ x = x0 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ, ËÁË
É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ÉÍÅÀÔ Ó ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ y = ax2 + bx+ c ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÏ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÁÍ; ÚÁÄÁÞÁ 16). îÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-

ÎÁÑ É ÎÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ y = kx+ b, k 6= 0, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒ-
ÂÏÌÅ y = cx ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ
Ó ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

c
x = kx+ d

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (x0; y0), ÔÏ
y0 = c

x0
, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ

y = c
x0

+ k(x− x0);

É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÁÂÓÃÉÓÓ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË
c
x = c

x0
+ k(x− x0) ⇐⇒ cx− x0

x0x
+ k(x− x0) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (x− x0)
( c
x0x

+ k
)

= 0 ⇐⇒ 1
x0x

(x− x0)(c+ kx0x) = 0:

÷ÔÏÒÏÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó x0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

c+ kx0 · x0 = 0 ⇐⇒ k = − c
x2

0
= y′(x0);

Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, ÞÔÏ É ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒ-
ÔÉËÁÌØÎÙÅ, ÎÏ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, Ô. Å. ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
k = 0. üÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÉÍÅÀÔ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ (ÎÉ ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÉ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ), ÎÏ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë
ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. ÷ÏÐÒÏÓ: ÇÄÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ,
ÞÔÏ k 6= 0?

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÁÍ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁÍ ÉÍÅÀÔ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á,
ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ÓÐÏÓÏÂ ÉÈ ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ). éÈ ÐÒÅÄÌÁ-
ÇÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔØ × ÚÁÄÁÞÁÈ 18 É 22.

úÁÄÁÞÁ 18. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2

× ÔÏÞËÅ x = z Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ.
òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = az2 + 2az(x− z) = 2azx− az2 = 2az
(
x− z

2
)
;

ÔÁË ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ
O(0; 0) É Z(z; 0). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÏÞÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ: ÄÅÌÉÍ ÏÔÒÅÚÏË OZ ÐÏÐÏÌÁÍ É ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÓÅÒÅÄÉÎÕ
É ÔÏÞËÕ ÇÒÁÆÉËÁ M(z; az2) ÐÒÏ×ÏÄÉÍ ÐÒÑÍÕÀ.
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úÁÄÁÞÁ 22. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ xy = a2 ÏÂÒÁ-
ÚÕÅÔ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ
z 6= 0:

y = −a
2

z2 (x− z) + a2

z = −a
2

z2x+ 2a2

z = −a
2

z2 (x− 2z):

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÁÈ

(x0; 0) = (2z; 0); (0; y0) =
(

0; 2a2

z

)
:

ëÁÔÅÔÙ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ x0; y0, É ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ

S = 1
2x0y0 = 1

2 · 2z ·
2a2

z = 2a2

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ z, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.
éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ËÁÔÅÔÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×Ä×ÏÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ.
þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ M(z; y) ÇÉ-

ÐÅÒÂÏÌÙ, ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÍ ÅÅ ÁÂÓÃÉÓÓÕ É ÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ N(2z; 0 ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ. óÏÇÌÁÓÎÏ
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÐÒÑÍÁÑ MN É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÉÚÑÝÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ 19{21 ÐÒÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÈÏÒÄ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ
Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ. ïÎÉ ÐÒÏÓÔÙ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙ, É ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ,
ÐÒÉ×ÏÄÑÝÕÀ Ë ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔ×ÅÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 28. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = ax2

×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M(x0; y0) | ÔÏÞËÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ËÁË ÓÅÊÞÁÓ ÓÎÏ×Á ÓÔÁ-

ÌÏ ÍÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ É ÐÏ ÓÔÁÒÉÎËÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï "ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË"). éÚ
ÎÅÅ (× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÐÏ "×ÎÅÛÎÀÀ" ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÁÒÁÂÏÌÙ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÓÔÉ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
k1;2, ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M , Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ y = y0 + k(x− x0). ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 15, ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ
× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÁÂÓÃÉÓÓ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ:

y0 + k(x− x0) = ax2 ⇐⇒ ax2 − kx− (y0 − kx0) = 0;

Dx = k2 + 4a(y0 − kx0) = k2 − 4ax0k + 4ay0:
ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k. òÅÛÉ× ÅÇÏ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ k = k1;2 É ÍÏÖÅÍ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎÉ ÎÁÍ ÎÅ
ÎÕÖÎÙ | ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 23, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ k1k2 = −1. ðÏ



íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÏÓÏÂÉÀ 27
ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k1k2 ÒÁ×ÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ
Dx = Dx(k), Ô. Å. 4ay0. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ M(x0; y0) ÐÏÄ ÐÒÑ-
ÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, ÔÏ 4ay0 = −1, Ô. Å. ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ y0 = − 1

4a .
òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ
ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÁ "×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ", Ô. Å. ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ
ÎÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (çíô)
ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÓÉ (ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ x = 0) ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÏÔ ÌÁÔ. directrix | ÎÁÐÒÁ×ÌÑ-
ÀÝÁÑ). íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÏÔÙÓËÁÔØ ÔÏÞËÕ
F ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÁË
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ F É ÏÔ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ. üÔÁ ÔÏÞËÁ
| ÆÏËÕÓ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÌÁÔ. focus | ÏÞÁÇ), É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÀ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÅ ÌÕÞÉ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ×ÓÅ ÉÄÕÔ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. ëÏÎÅÞÎÏ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ: ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ ÌÕÞÅÊ
ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÓÏÂÅÒÅÔÓÑ × ÆÏËÕÓÅ (×ÒÏÄÅ ÂÙ ÜÔÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÏÐÔÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ áÒÈÉ-
ÍÅÄ | ÓÖÅÇ ÔÁËÉÍ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÐÕÞËÏÍ (ÐÏÞÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ)
ÓÏÌÎÅÞÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ×ÒÁÖÅÓËÉÊ ÆÌÏÔ!). ïÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÐÌÏÔÎÕÀ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë
ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ, É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÔÅÍÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ1.

ôÅÍÁ 2. éîôåçòáìøîïå éóþéóìåîéå é
äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ (ÇÌÁ×Á 2; 8[10] Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 2

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ É ÐÒÏ-
×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÅ éÓÁÁËÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÏÌÁÇÁ×ÛÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÏÂß-
ÅËÔÏÍ, ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÎÅÄÁÒÏÍ × ÐÉÓØÍÅ ìÅÊÂÎÉÃÕ ÏÎ ÚÁÛÉ-
ÆÒÏ×ÁÌ ÓÌÏ×Á "ðÏÌÅÚÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ!).

óÎÁÞÁÌÁ, × § 2.1, × ÐÁÒÁÌÌÅÌØ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÑÚÙËÏÍ
ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ2 ××ÏÄÉÔÓÑ ÑÚÙË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ,
ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÅ.

§ 2.2 ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÍ ËÕÒÓÅ íá. ÷ ÎÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y) É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÄÁÅÔÓÑ ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ | ×ÅÄØ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÅÓÔØ

1ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ áÌÅËÓÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ôÏÌÓÔÏÊ ÞÕÔØ ÐÒÏÍÁÈÎÕÌÓÑ, ÎÁÚ×Á× Ó×ÏÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ
ÎÁÕÞÎÏ-ÆÁÎÔÁÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÍÁÎ "çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÉÎÖÅÎÅÒÁ çÁÒÉÎÁ" | ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔØ ÎÁ-
ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ "ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ".

2÷ÐÒÏÞÅÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ/ÐÒÏÆÉÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÏ× É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÇÕÂÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÁÐÒÉÏÒÎÏÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Å ÓÏ ÛËÏÌØÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÎÅÔ.



28 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÑÍÙÈ. éÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÁÑ ÉÄÅÑ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÌÏÍÁÎÙÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ×
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚÌÏÍÁ ×ÄÏÌØ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ.

÷ § 2.3 ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ y′ = f(x), ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÓÕÍ-
ÍÁÍ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ËÁË ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ, ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÇÒÁÆÉËÏÍ z = f(x) ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÔÒÁÐÅÃÉÀ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÄÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å "ËÁÎÄÉÄÁÔÁ" × ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ: ÇÌÁ×ÎÏÅ × ÜÔÏÍ ÔÒÅÈÜÔÁÐÎÏÍ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ | ÜÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÉ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ |
ÏÎÉ ÎÅ ÂÅÒÕÔÓÑ "Ó ÐÏÔÏÌËÁ", Á, ÐÏ×ÔÏÒÉÍÓÑ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÈÏÄÅ ÁÎÁÌÉÚÁ
ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÌÉ
(ÄÁÌÅÅ) ÏÂßÅÍÁ, ÉÌÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ïÎÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÄÁÎÎÙÍÉ, É ÅÓÌÉ
ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÔÏ, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÙÍÉ.

äÁÌÅÅ × § 2.3, ÉÇÒÁÀÝÅÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×-
ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-
ÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ "ÐÏÄ" ÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ,
ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÎÉÍÁÌ îØÀÔÏÎ: ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÊÄÅÎ-
ÎÏÍÕ ÐÕÔÉ, Á ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÕÔÉ ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÔÏÉÔ ÕËÁÚÁÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ
ÎÁ ÜÔÕ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ("ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ" ÐÒÉÍÅÎÅ-
ÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ
×ÓÐÌÙ×ÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÎÁ ÎÅÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÁË-
ÃÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ×.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ("ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÅÓÔØ ÐÕÔØ")
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÝÅ çÁÌÉ-
ÌÅÏ çÁÌÉÌÅÀ (1564{1642), Á ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÎÅÇÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, É ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÍÕ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÕ, ÆÉÚÉËÕ É ÜËÏÎÏÍÉÓÔÕ îÉËÏÌÑ ïÒÅÍÕ (1323{1382), ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÅÝÅ É ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ æÅÒÍÁ É äÅËÁÒÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ïÂÙÞÎÏ ÐÏÄ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï
×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. úÁÒÁÎÅÅ
ÏÂßÑÓÎÉ× ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ) ÐÌÏÝÁÄØ
ÅÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ É ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÕÔØ × ÌÏÎÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ
| ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÄÁÌØÛÅ × ÜÔÏÍ ÖÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á)
ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ{íÕÁÎØÏ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ.

ïÂÒÁÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ (× § 2.1)
ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÔ ÉÈ ×ÙÂÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ. ÷ § 2.3 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÏÎ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏÄ ÒÅÄ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á | ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ Ñ×ÎÏ (ÎÏ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ
ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÕÖ-
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ÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÊ ÚÎÁËÁÍÉ ÐÌÏÝÁÄÉ
ÍÅÖÄÕ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÇÒÁÆÉËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ËÕÐÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ âÁÒ-
ÒÏÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÄÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ËÁË ÐÒÉÒÁÝÅ-
ÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ | ÏÂÙÞÎÏ ÎÏÓÑÝÕÀ ÉÍÅÎÁ îØÀÔÏÎÁ É ìÅÊÂÎÉÃÁ. ÷ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ
ÒÁÚ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × "ìÅËÃÉÑÈ" âÁÒÒÏÕ, ÉÚÄÁÎÎÙÈ × 1669-
70 ÇÇ. îØÀÔÏÎ, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ìÅÊÂÎÉÃ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÏ×ÁÌÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÉÅ ÜÔÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÍÙ, ÓÌÅÄÕÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÕ (ÓÍ. Ï
ÎÅÍ × ÇÌÁ×Å 3), ËÁË ÂÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÍÑ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÔËÒÙ×ÁÔÅÌÑ.

úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÇÌÁ×Ù ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ×ÁÖÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÌÏÖÅ-
ÎÉÑÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÅ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÎÉÖÅ.

§ 2.1. áÎÁÌÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
2.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
2.1.1 éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ !!

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
2.1.2 ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×. ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) !!

É Ó×-×Á ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
2.1.3 ÷ÏÐÒÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×. ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) !↓

ÉÌÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÏÐÉÓÁÎ ÐÅÒÅ×ÏÄ Ó ÑÚÙËÁ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ × ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÎÁ ÑÚÙË ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ
y′ = f(x). ìÅÍÍÁ (ÐÒÉÚÎÁË ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ) ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÚÎÁ-
ËÏÍÁ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ËÕÒÓÕ, ÎÏ ÅÅ ÓÔÏÉÔ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ, ÁËÃÅÎÔÉÒÕÑ ×ÎÉ-
ÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ "ÒÁÂÏÔÁÅÔ" ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
× ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ "ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ", ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ. äÌÑ ÎÉÈ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ĉ.

ïÔÍÅÔÉÍ (ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÑ), ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, Á ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É
"ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ", ËÁË ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ tg x+ Ĉ ÆÕÎËÃÉÉ cos−2 x, ×Ï ÍÎÏ-
ÇÉÈ ×ÕÚÏ×ÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔÓÑ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É × ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ
ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (ÜÔÏ ÌÅÊÂÎÉÃÅ× ÑÚÙË × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ). ëÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÐÒÁËÔÉË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÅÉÓËÕÛÅÎÎÙÊ "ÁÎÁÌÉÔÉË" ÐÏÐÁÓÔØ-
ÓÑ ÍÏÖÅÔ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÅÅ ×ÓËÏÒÅ ÐÅÒÅÉÍÅÎÕÅÍ × ÆÏÒÍÕÌÕ
â�ÁÒÏÒÏÕ, ÐÏ ÉÍÅÎÉ ÐÅÒ×ÏÏÔËÒÙ×ÁÔÅÌÑ):

1∫

−1

1
x2 dx =

[
−1
x

]1

−1
= −1− (−(−1)) = −2;

Á ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ?!
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÷ Ð. 1.2.2 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ; ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÄÏ ÂÙ ÉÓÐÏÄ×ÏÌØ ÐÒÉ-
ÕÞÁÔØ Ë ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ É ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÏ ÓÕÔÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ-
ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ | ÔÅÏÒÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ/ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ).

úÄÅÓØ ÖÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÐÅÒ-
×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ. üÔÏ ÞÉÓÔÏ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÈÏÄ. òÁÚ ÕÖ ÍÙ ÓÔÁÌÉ ÉÚÌÁÇÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ "ÐÏ îØÀÔÏÎÕ", ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙ | ÄÁÄÉÍ × ÜÔÏÍ ËÌÀÞÅ ×ÓÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ.

÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ
ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ y′ = f(x). ðÅÒ-
×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ Õ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = sgn x | ÛËÏÌØÎÉËÁÍ
ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÚÎÁËÏÍ. óÔÏÉÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÐÅÒ×Ï-
ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÎÕÌØ. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÒÁÚÒÙ×ÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ, | ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÊ. äÌÑ ÕÞÉÔÅÌÑ ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ Õ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ× ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, Ó ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ
ÐÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ ÒÁÚÒÙ×Á ÓÐÒÁ×Á É/ÉÌÉ ÓÌÅ×Á. äÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ
òÉÍÁÎÕ. ïÄÎÁËÏ × ÓÁÍÏÍ ÐÅÒ×ÏÍ ÉÚÄÁÎÉÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÎÁÞÁ-
ÌÁÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÌÑ 10 ËÌÁÓÓÁ3 ÐÏÄ ÒÅÄ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÐÒÉ×ÏÄÉÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÞÅÒÅÚ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ; × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ
ÕËÁÚÁÎÎÁÑ × ÐÒÉÍÅÒÅ 5 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ
ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ4 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
ÐÕÎËÔÁ.

ë ÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÉÍËÎÕÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ | Ó ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ).

§ 2.2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y)

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
2.2.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
2.2.1 ðÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ äõ !!↓
2.2.2 íÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ !!↓
2.2.3 éÚÏËÌÉÎÙ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ∼ æõ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ äõ

[þÅÒÅÚ "äõ" ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ "ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ" (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÍ ÐÁÄÅÖÅ). úÎÁÞÏË "æ" × ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÑÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÕÎËÔÁ,
Á "æõ" | ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÕÎËÔÕ ÄÁÎÙ-ÔÁËÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.]

üÔÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ | × ÎÅÍ ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ìÅÏÎÁÒÄÕ üÊÌÅÒÕ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ É ÐÒÉÇÏÄÎÁÑ ÄÌÑ "ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÏÚÒÅÎÉÊ" ÔÒÁËÔÏ×ËÁ

3÷ ÓÔÁÒÏÍ "ËÌÁÓÓÏÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ" | ÐÏ ÎÙÎÅÛÎÅÍÕ | ÄÌÑ 11 ËÌÁÓÓÁ.
4ëÁËÏ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ËÕÒÓÅ "áÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ" × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ

×ÒÅÍÑ, Ô. Å. × ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ | ÓËÁÚÁÔØ ×ÅÓØÍÁ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË: ÜÔÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
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ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÎÁ ÐÏÍÏÖÅÔ × ËÕÒÓÅ íá ÎÅ
ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ïÐÏÒÏÊ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÌÕÖÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÏ×ÔÏÒÉÌÉ × § 1.1.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÏÍÁÎÙÍÉ üÊÌÅÒÁ É
ÕÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ ÛÁÇÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ë ÎÕÌÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÈÏÄÕ ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÔ ÃÅÌÙÈ ÔÒÉ ÍÅÔÏÄÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ô. Å. ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ó
ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ: ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ, ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ É
ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÅÝÅ ÕÐÏÍÑÎÅÍ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×,
ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÓÁÍÙÊ ÔÏÞÎÙÊ, ÅÓÔØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÔÒÁÐÅÃÉÊ, ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÕ-
ÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ ×ÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ "ÔÏÎËÉÈ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ" ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ).

÷ Ð. 2.2.1 ××ÏÄÑÔÓÑ Ä×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÑ: ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô. Å. ÇÒÁÆÉËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÁÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ,
ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ) É ÓÔÒÏ-
ÑÝÉÈÓÑ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ (Õ ÎÁÓ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ) ÛÁÇÏÍ ÐÏ ÏÓÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÓÏÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ | ÏÎÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁ-
ÇÒÁÆÅ. é, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÂßÑÓÎÉÔØ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ
"×ÔÏÒÙÈ ËÏÎÃÏ×" ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ.

ðÕÎËÔ 2.2.3 ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ Ó ÔÅÍ,
ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÚÏËÌÉÎ É ÐÏ ÎÉÍ
| ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. óÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ × ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏ-
ÓÏÂÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÑ ÉÚÏËÌÉÎ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ. ïÎÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÂÙ×ÁÀÔ Õ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y), É ÐÒÅ-
ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÏÐÒÁËÔÉËÏ×ÁÔØÓÑ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÊ y = y(x), ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ x É y, H(x; y) = const, Ô. Å. H(x; y(x)) ≡ const).
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§ 2.3. ìÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) É ÉÎÔÅÇÒÁÌ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
2.3.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
2.3.1 ìÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ !
2.3.2 éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ (ÐÌÏÝÁÄÉ) !!
2.3.3 ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ !!

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ
2.3.4 ôÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) !

É ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
2.3.5 ðÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ !! õ

ËÁË ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
2.3.6 éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ !

óÕÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ | ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ üÊÌÅÒÁ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁ
y′ = f(x). éÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ | ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ (ÉÎÁÞÅ,
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÁÈ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁ-
ÚÕ, ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÁÇÌÑÄÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ
ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ üÊÌÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ É ÑÓÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎ-
ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ,
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÇÒÁÆÉË z = f(x) ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. üÔÏ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÏÄ×ÏÄÑ Ë Ô. Î. ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÚ Ð. 2.3.3.

÷ ÒÁÚÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÒÁËÔÕÀÔ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ.
íÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ÎÁ ÎÁÇÌÑÄÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÅÅ ÔÒÁËÔÏ×ËÅ, ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ
ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ. úÄÅÓØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÌÉ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÙÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ Ð. 2.3.4 ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÕÒÏÖÁÊ Ó ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÄÌÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

÷ Ð. 2.3.5 ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ "ÐÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ" ÔÁË, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ
ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, Á ÎÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÐÌÏ-
ÝÁÄØ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÉÚ Ð. 1.2.2
ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÁÒÒÏÕ, ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁ âÁÒ-
ÒÏÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ. óÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ
ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ | ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ É ðÁÓËÁÌÑ.

÷ Ð. 2.3.6 ÍÙ ÓÎÏ×Á ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÓÙÌÁÑÓØ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÂÅÚ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
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÷ÓÌÅÄ ÚÁ ÔÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁ âÁÒÒÏÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ âÁÒ-

ÒÏÕ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÝÅ É "ÎÅÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï" ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ.

äÁÌÅÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÉÚÁ Ï ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ. ïÎÁ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÁ, ÎÏ
ÓÒÅÄÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÊ (×ÐÒÏÞÅÍ, ÄÌÑ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ âÁÒÒÏÕ).

üÔÏ ÚÁÎÑÔÉÅ ×ÅÓØÍÁ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏ-
×ÉÔØ, ×Ù×ÅÒÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÕÒÏËÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÕÒÏË "ÉÚ ÒÅÚÅÒ×Á" ÍÏÖÎÏ ÐÏÔÒÁÔÉÔØ ÎÁ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× | ËÁË ÐÌÏÝÁÄÅÊ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ | ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÎÅ ÎÁÄÏÅÌÏ ÜÔÏ ÚÁÎÑÔÉÅ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ
ÐÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ/ÐÒÏÆÉÌØÎÏÍÕ ËÕÒÓÁÍ (× ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÕÞÛÅ ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÔ-
×ÌÅËÁÔØÓÑ ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÍÅÎÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ; × ÄÁÎÎÏÊ
ÇÌÁ×Å ÜÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ | ÏÎÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏ Ä×ÕÍ ÃÉËÌÁÍ ÚÁÄÁÞ).

§ 2.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
2.4.1 ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ: ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ !
2.4.2 ðÌÏÝÁÄÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ ∼
2.4.3 ïÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ !!
2.4.4 éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ× !! õ

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ)
2.4.5 ïÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ !
2.4.6 ïÂßÅÍ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ !
2.4.7 ïÂßÅÍ ÛÁÒÁ !!
2.4.8 úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ !!
2.4.9 çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ. ∼

ðÒÉÎÃÉÐ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ

ãÅÌØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÓØÍÁ ËÏÓ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÅÁÂÉÌÉÔÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏ-
ÄÁ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ (ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÏÂßÅÍÏ×, Á × "õÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ" |
É ÄÌÉÎ ÄÕÇ ÇÒÁÆÉËÏ× ÉÌÉ ÉÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ). ðÏÑ×É×ÛÉÓØ ÂÙÌÏ × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÓÔÅÒÅÏ-
ÍÅÔÒÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÉÄÅÊÎÏ É × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÌÁÎÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ×Ù×ÏÄÁ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ×, × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÏËÁ-
ÚÁÌÓÑ ÉÚÇÎÁÎÎÙÍ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ5. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ
ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÙ Ó ÔÁËÉÍ ÐÏÄÈÏÄÏÍ.

÷ Ð. 2.4.1 ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, É ÏÎÁ ÄÁÖÅ
ÈÕÄÏ-ÂÅÄÎÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÐÏÄÈÏÄÁ

5íÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË á. ÷. ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á.
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ÌÅÖÉÔ ÆÏÒÍÕÌÁ âÁÒÒÏÕ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ïÔÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÌÕÖÉÔ É ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′ = f(x) Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ y(x0) = y0: ÔÏÇÄÁ

y(x) = y0 +
x∫

x0

f(u) du:

÷ ÜÔÏÍ ÖÅ ÐÕÎËÔÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÎÁ ÎÅÍ ÁËÃÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÎÏ ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÙ×ÁÀÔ É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÌÏÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ
ÐÌÏÝÁÄÉ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ðÒÉÍÅÒ: ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ,
"ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ Ó×ÅÒÈÕ" ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ äÉÒÉÈÌÅ6.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-
ÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÒÁÂÏÔ-
ËÉ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ, ÚÁÐÉÓÁ× ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ (× Ä×ÕÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ É ÄÌÑ "ÒÁÚÎÏÓÔÉ" Ä×ÕÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ) | ÏÎÁ
ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ. ÷ ÎÅÍ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÏÂÝÅÇÏ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÕÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ. ÷ Ð. 2.4.4
ÒÅÞØ ÕÖÅ ÏÂ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂßÅÍÁ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ. ÷ Ð. 2.4.5
ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ, × ÐÐ. 2.4.6{7 | ÄÌÑ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ É ÚÁÔÅÍ ÛÁÒÁ.

ðÕÎËÔ 2.4.8 ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÏÔ ÌÉÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÏ× | ÉÚ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁ-
ÄÉ ÓÆÅÒÙ. ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ × Ó×ÏÅÊ ÏÓÎÏ×Å ÉÄÅÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ
íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ×ÙÄ×ÉÎÕÔÕÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÅÍÅÃËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ É ÆÉÚÉËÏÍ çÅÒÍÁ-
ÎÏÍ íÉÎËÏ×ÓËÉÍ (1864{1909; ÂÏÌÅÅ ×ÓÅÇÏ ÏÎ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ Ó×ÏÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ÞÅÔÙ-
ÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á{×ÒÅÍÅÎÉ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ áÌØÂÅÒÔÁ üÊÎÛÔÅÊÎÁ É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ íÉÎËÏ×-
ÓËÏÇÏ). çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÄÅÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ "ÄÌÉÎÁ ÄÏÒÏÇÉ ÒÁ×ÎÁ
ÅÅ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÛÉÒÉÎÕ". ðÏÄÈÏÄ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÅÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÂßÅÍÙ ÉÈ "ÕÔÏÌÝÅÎÉÊ" | "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ: ÔÁ-
ËÏÊ ÏÂßÅÍ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÌÝÉÎÕ ÓÌÏÑ 2", ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÔÅÍ ÕÓÔÒÅÍÌÑÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, | ÂÙÌ
ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ÐÅÒ×ÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÛËÏÌÙ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ÁËÁÄÅÍÉËÁ áÌÅËÓÅÑ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞÁ ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á (1919{2002), Á ÅÝÅ ÄÏ ÔÏÇÏ, × ÎÅÓËÏÌØ-
ËÏ "ÐÒÅÐÁÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ" ×ÉÄÅ | × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏÄ ÒÅÄ. ú. á. óËÏÐÅÃÁ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ×
ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÉÄÅÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ É ÉÚÌÏÖÅÎÁ × ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ É ×ÓÅÊ ÇÌÁ×Ù ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄ Ë ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ, Á ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ. úÄÅÓØ ËÁË ÂÙ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ËÒÁÓÉ×ÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ | ×Ù×ÏÄÁ ÉÚ
ÎÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ áÒÈÉÍÅÄÁ: ÏÂßÅÍ ÛÁÒÁ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ ÔÒÅÔØÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ
ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ.

6îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ D(x), ÒÁ×ÎÁÑ 1 ÐÒÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x É ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÉÒÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. ÷ÍÅÓÔÏ ÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = D(x) + 1.



íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÏÓÏÂÉÀ 35
÷ ÃÅÌÏÍ ÜÔÏÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÇÌÁ×Ù 2 ×ÐÏÌÎÅ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏ

ÚÁÎÑÔÉÅ, ÅÓÌÉ ÐÐ. 2.4.2 É 2.4.9 ÓÐÌÁÎÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÏÒÁÂÏÔËÕ ÕÞÁ-
ÝÉÍÉÓÑ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ É ÚÁÄÁÞÁÍ
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å 2 ÓÕÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ/ÐÒÏÆÉÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÑÈ É × ÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ
ÎÅ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ. ë ÍÅÎÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÒÉ-
×ÅÄÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÉÑ É/ÉÌÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ × ÓÁÍÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ. üÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ
É Ë ×ÙÐÁÄÁÀÝÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÍÙ ÚÁÄÁÞÁÍ ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É
ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉËÕ ÉÚÕÞÅÎÉÑ/ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Ù, É Ë ÎÉÍ ÍÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ × ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ Ë
§ 3.1.

ôÅÍÁ 3. üëóðïîåîôá é ìéîåêîùå äéææåòåîãéáìøîùå
õòá÷îåîéñ (ÇÌÁ×Á 3; 10[8] Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 3

ó ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ "ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ" ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ, ÎÅ Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ ÓÒÁÚÕ Ë ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÉÌÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÐÏËÁ
ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ "×ÓÐÌÙ-
×ÕÔ" × ÇÌÁ×Å 5 × Ó×ÑÚÉ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ îØÀÔÏÎÁ), ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ
ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ | ÏÔ ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÏ ÍÏÄÅÌÉ ÁÔÏÍÎÏÇÏ
×ÚÒÙ×Á.

çÌÁ×Á ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÔÒÅÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ×ÑÚËÉÍ ÔÒÅÎÉÅÍ) É Ó ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁ
y′ = ky: ÜÊÌÅÒÏ×Á, ËÁË × § 2.2, ÎØÀÔÏÎÏ×Á, Ó ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÙÍÉ ÉÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁ-
ÍÉ, É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, Ó×ÏÄÑÝÉÍÓÑ
Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ yn+1 = qyn. ÷ÓÅ ÐÏÄÈÏÄÙ ÈÏÒÏÛÉ | ×Ù-
ÂÉÒÁÊ ÎÁ ×ËÕÓ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ... ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ/ÐÒÏÆÉÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ, ÓËÏÒÅÅ
×ÓÅÇÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÁÔÅÍ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ËÁË ÂÙ "ÐÏ×ÉÓÁÅÔ × ×ÏÚÄÕÈÅ" ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ
| × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÞÉÓÌÁ "Å" ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ ex ÉÍÅÅÔ × ÎÕÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ
ÔÒÅÂÕÅÔ ÌÉÂÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÊ ×ÏÚÎÉ Ó ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ (× ÄÕÈÅ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÉÌÉ ÎØÀÔÏÎÏ×Á ÐÏÄÈÏ-
ÄÏ×), ÌÉÂÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ,
ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÝÅÇÏ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ. íÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÐÕÔØ É
ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÉ ÅÇÏ × § 3.2.

ðÏ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏ× ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù × ÒÁÚÄÅÌÅ "õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ" ÄÁÎÏ
"ÐÒÏÅËÔÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ", ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÏÉÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÎÅ ÉÎÄÉ×É-
ÄÕÁÌØÎÏ, Á ÇÒÕÐÐÏÊ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ ÚÁÄÁÎÉÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ
ÔÅÍÁ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁ-
ÌÏÍ | ÁÐÒÉÏÒÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

èÏÔÑ, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÄÌÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÉÊ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉÞÅÇÏ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÚÁ
ÒÁÍËÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÐÒÉÚÎÁËÉ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ), ÚÁÄÁÎÉÅ ÓÏÐÒÏ-
×ÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ ÐÌÁÎÏÍ ÅÇÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÎÏ É ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ÉÎÏÇÄÁ



36 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

× ×ÉÄÅ "ÎÁ×ÏÄÑÝÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×". úÁÄÁÎÉÑ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ
ÉÌÉ ÎÅÔ) ÄÏÍÁÛÎÉÅ ÚÁÄÁÎÉÑ: ÜÔÏ, ÓËÏÒÅÅ, Ô×ÏÒÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÅËÔÙ. îÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÑ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÉÑ ËÏÎÓÕÌØÔÁÃÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ
ÛËÏÌØÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏËÁÚÁÔØ Ó×ÏÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ, ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÓÔÒÅÔÉ×ÛÉÈÓÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÈ,
ÚÁÄÁÔØ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÛËÏÌØÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÀÂÏÊ
ÐÏÍÏÝØÀ: ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏÊ; ÐÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÏ×ÅÔÁÍÉ ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ É ÄÒÕÇÉÈ ×ÚÒÏÓÌÙÈ,
ÒÁÚÂÉÒÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÅÍÁÔÉËÅ ÚÁÄÁÎÉÊ. ìÉÔÅÒÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ É ÕÞÉ-
ÔÅÌØ, ÎÏ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ÚÁÄÁÎÉÊ × ÜÔÏÊ É ÄÒÕÇÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ
ÔÅÍÙ ÚÁÄÁÎÉÊ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÇÏÔÏ×ÏÍ ×ÉÄÅ × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÉÌÉ
ÉÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.

íÏÖÎÏ ÐÏÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÏÆÏÒÍÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÆÏÒÍÅ ÜÔÁËÏÇÏ
"ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÔÒÁËÔÁÔÁ" (Ó ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÌÅÍÍÁÍÉ, ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ-
ÍÉ, ×Ù×ÏÄÁÍÉ...) | Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÍÏÇÌÉ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ. íÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÕÓÔÒÏÉÔØ É "ÎÁÕÞÎÕÀ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÀ" | ÓÉÍÐÏÚÉ-
ÕÍ Ó ÄÏËÌÁÄÁÍÉ, ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ, ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ËÒÕÇÕ, ÞÅÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ
ÚÁÎÑÔÉÊ ÐÏ ÓÐÅÃËÕÒÓÕ; ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÏÈ×ÁÔÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÍ ÄÁÎÎÏ-
ÇÏ ÓÐÅÃËÕÒÓÁ (Ô. Å. ËÕÒÓÁ "äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ"), Á ÐÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ,
ÏÈ×ÁÔÉÔØ ÜÔÉÍ "ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÅÍ" É ÔÅÍÁÔÉËÕ ÄÒÕÇÉÈ ÓÐÅÃËÕÒÓÏ× (Ó ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÐÒÏ-
ÅËÔÁÍÉ É "ÔÒÁËÔÁÔÁÍÉ", ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÈ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍÉ).

þÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÍ
ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ É ÏÓÏÚÎÁÎÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ, × ÁÔÍÏÓÆÅÒÅ ÓÔÉÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÉÓËÏ×ÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏ-
ÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÕÞÉÔÅÌØ ÓÁÍ ÄÏÌÖÅÎ ÈÏÒÏÛÅÎØËÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÍÏÊ
ÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÎÙÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ É ËÏÍÍÅÎÔÉ-
ÒÕÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑÈ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ ÓÐÉÓËÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÚÁÄÁÎÉÊ É ÔÅÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑÈ (ÔÏÖÅ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ). ïÎÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ, ÐÏ ÚÁÍÙÓÌÕ,
ÕÖÅ ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÒÁÂÏÔËÉ ÔÅÍÉ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉÓØ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÔÅÍÁÍÉ.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÇÌÁ×Ù, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË
ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÁÛÉ ÚÎÁÎÉÑ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÍÏÄÅÌÑÍ, ÍÙ
ÐÏÓ×ÑÝÁÅÍ § 3.3 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÒÏÓÔÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ, ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÄÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÂÁ-
ÎÁÌØÎÙ | ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÎØËÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ. "ó×ÅÒÈÚÁÄÁÞÁ" ÜÔÏ-
ÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ,
ÈÏÔÑ ÂÙ "ÞÕÔØ-ÞÕÔØ" ÂÏÌØÛÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÒÁÓÔÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ | É ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ-
×ÅÓÔÉ Ë ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÜÆÆÅËÔÁÍ. üÔÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ
ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÏÄÅÌÉ ÑÄÅÒÎÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ.

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 3.4 ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÄÅÑ "ÛÉÒÏËÏÇÏ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÑ" | ÍÅÔÏÄ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×
ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ). ÷ ÚÁ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 3.5, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÍ ËÁË ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÊ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÒÅÚÀÍÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ É ÎÏ×ÙÅ ÍÅÔÏ-
ÄÙ ÓÐÒÁ×ÌÑÔØÓÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). üÔÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÓÔÏÉÌÏ ÂÙ ÐÒÅÐÏÄÎÅÓÔÉ ÕÞÁÝÉÍÓÑ × ÆÏÒÍÅ ÏÂ-
ÚÏÒÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ-ÂÅÓÅÄÙ.
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§ 3.1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = ky

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
3.1.1 ðÒÉÍÅÒ: ÒÏÓÔ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ !
3.1.2 ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÒÁÓÐÁÄ !
3.1.3 ðÒÉÍÅÒ: ×ÑÚËÏÅ ÔÒÅÎÉÅ !
3.1.4 áÎÁÌÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′(x) = ky(x): !!

ÐÏÄÈÏÄ üÊÌÅÒÁ
3.1.5 áÎÁÌÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′(x) = ky(x): ÐÏÄÈÏÄ îØÀÔÏÎÁ !!
3.1.6 áÎÁÌÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′(x) = ky(x): ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ !!

õÚÌÏ×ÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ7, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÞÅÔËÏ ÕÑÓÎÉÔØ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÚÁÎÑ-
ÔÉÉ:

1. ÷ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
2. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÉ ÔÁ ÉÌÉ ÉÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ. *8 úÁÐÉÓØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ
y′ = F (x; y), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. (óÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÉÖÅ.)

3. ôÒÁËÔÏ×ËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ËÁË ÇÒÁÆÉËÉ
ÒÅÛÅÎÉÊ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. * èÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÌÅÊ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÏ× y′ = g(y) É y′ = f(x)
(ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ y = const ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ x = const).

ðÁÒÁÇÒÁÆ 5.1 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËÒÁÔËÏÇÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÂ ÏÂÝÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ×ÉÄÁ y′(x) = F (x; y). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ)
ÍÅÎÑÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ←→ x. õÞÁÝÉÅÓÑ ÄÏÌÖÎÙ
Ë ÜÔÏÍÕ ÐÒÉ×ÙËÎÕÔØ. ðÏÑÓÎÉÍ: ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï "ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ" ÁÎÁÌÉÚÅ
×ÏÐÒÏÓÁ | ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÌÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ÅÇÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ
ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÉÌÉ Ñ×ÌÅÎÉÑ, | ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ "ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÙÅ" (ÞÉÓÌÏ×ÙÅ, ÎÅ
ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÅ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ x; y. ëÏÇÄÁ ÖÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÐÒÉ-
ËÌÁÄÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | Ï ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÌÉ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ, | ÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ: t | ×ÒÅÍÑ, ÔÁ ÉÌÉ ÉÎÁÑ "ÂÕË×Á" | ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÊ (ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÏÓ×ÏÉÌÉÓØ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÂÏ-
ÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, ÞÅÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Å, ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÉÐÁ.

7íÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ÔÅ, ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÌÑ
ÕÓÐÅÛÎÏÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ×ÁÖÎÙÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÕÍÅÎÉÑÍ É ÎÁ×ÙËÁÍ.

8ú×ÅÚÄÏÞËÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÐÅÒÅÄ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÅÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚ-
ÎÉËÁÀÔ ÓÅÊÞÁÓ, ÎÏ ÂÕÄÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÔÅÍÙ.
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(1) æÕÎËÃÉÑ f(x) = x2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
y′ = 2x, ÎÏ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

y′ = 2y
x ; x 6= 0

(
y′ = 2x = 2x2

x = 2y
x

)
: (1)

ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÕËÁÚÁÔØ ÅÝÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. |
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ), ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÌÀÂÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ y = Ax2, A = const ∈ R. õÔÏÞÎÉÍ: ÔÁË ËÁË x 6= 0, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁ-
ÄÁÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ | ÏÄÎÕ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÄÒÕÇÕÀ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ
ÐÏÌÕÏÓÑÈ ÏÓÉ x. ïÂßÑÓÎÉÍ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = F (x; y) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ô. Å. × ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ (x; y) ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ F (x; y). (÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÕÇÉÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ [ÓÞÉÔÁÑ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: A = 0], ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ
ÉÍÅÅÔ | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å, § 4.2.)

(2) æÕÎËÃÉÑ f(x) = x−1, x 6= 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
y′ = −x−2, Á ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = −y2. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÕËÁÖÅÛØ: ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ y = Af(x) = Ax−1

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = −y2 ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ:

y′ = Af ′ = −Ax−2; − y2 = −A2x−2 = Ay′ 6= y′;

ÅÓÌÉ A 6= 1. äÒÕÇÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ y′ = −y2 ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ y = const, Á × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÚÁ-
ÍÅÞÅÎÏ × Ð. 3.1.4, "ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox
ÌÀÂÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = y(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (:::), ÔÏ "ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ" ÆÕÎËÃÉÑ y = y(x+ c) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (:::)". ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÕÇÉÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = −y2 ÂÕÄÕÔ "ÓÄ×ÉÎÕÔÙÅ" ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ y(x) = (x+ c)−1. åÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍ ×ÅÔ×ÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ
(ÇÒÁÆÉË ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÇÌ. 4, §§ 4.1{2).

äÁÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ (2) ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ËÁË ÒÁÚ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÐÏÄÈÏÄÁ
Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÉÚ Ð. 3.1.4. ÷ÏÐÒÏÓ Ë ÕÞÁÝÉÍÓÑ (ÏÎ, Á ÔÏÞÎÅÅ,
ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ): ËÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁ×ÅÄÏ-
ÍÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÍÕÓÑ "ÔÏÌØËÏ" ÚÎÁËÏÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ)
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = y2? | ïÔ×ÅÔ: ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÜÔÏ
ÂÕÄÕÔ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = −(x+ c)−1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. úÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ
"ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ" ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ÉÌÉ ×ÚÒÙ×Á (y′ = �y2) ÉÚ § 4.1.

ðÒÉÍÅÒ (2) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÏÈÏÖÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÍ
Ë ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁ y′ = g(y).

(3) æÕÎËÃÉÑ f(x) = √x, x > 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

y′ = 1
2√x É y′ = 1

2y : (3)
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÷ÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (3) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) = −f(x) = −√x, ÎÏ ÄÒÕ-
ÇÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ y = Af(x) ÅÍÕ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ. úÁÔÏ, ËÁË É × ÐÒÉÍÅÒÅ (2),
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ "ÓÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÐÏÌÕÐÁ-
ÒÁÂÏÌÙ" | ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = ±√x+ c.

óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:
y2 = x+ c ÉÌÉ y2 − x = c = const (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ c ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑÍÉ "ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ" ÐÁÒÁÂÏÌÁ x = y2 − c ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ
| ÐÏÌÕÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, Ô. Å. ÐÒÑÍÏÊ y = 0).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ:

y2 − x = c = const ⇐⇒ 2y · y′ − 1 = const′ = 0; 2yy′ = 1; y = 1
2y

(ÔÁË ËÁË ÒÅÞØ Ï ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ y = y(x), ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ y2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô. Å. ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ x 7→ y(x) 7→ y2 = y2(x)).

÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ (×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ
ÄÁÎÎÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÎÁÓÙÝÅÎÏ ÎÏ×ÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÉÛÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÅÔ
ÎÁÊÔÉÓØ) ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ
ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ F (x; y) = c = const. äÌÑ ÜÔÏ-
ÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ '(x) = F (x; y(x)) = c É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ ËÁË
ÓÌÏÖÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ É ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÕÌÀ (ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). òÁÚÕÍÅÅÔ-
ÓÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ
ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ô. Å. ÏÂÝÅÅ "ÐÒÁ×ÉÌÏ" Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ-
ËÁÚÁÔØ, ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

1) óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ | ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅÍ xy = c = const. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

(xy)′ = (xy(x))′ = 1 · y(x) + x · y′(x) = y + xy′ = 0; xy′ = −y; y′ = −yx:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÉÐÅÒÂÏÌ y = c
x (×ÍÅ-

ÓÔÅ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ xy = 0).
2) õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×

×ÉÄÅ x2 + y2 = c, c = R2 > 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÇÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

(x2 + y2)′ = 2x+ 2y · y′ = 0; yy′ = −x; y′ = −xy :

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ
y = ±√R2 − x2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.

3) õÒÁ×ÎÅÎÉÅ y2 − x2 = c, c ∈ R | ÌÀÂÏÅ, ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÏ-
ÂÏÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ y = ±x (ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ c = 0) É ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌ:

(y2 − x2)′ = 2y · y′ − 2x = 0; yy′ = x; y′ = x
y :

(ïÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÏ×ÓÅÍ ÒÁÚÎÙÅ.)
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òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÜÔÉÈ É ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÏÌÅÚÎÏ É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ, É ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉËÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÇÌÁ× 6{7.

ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÐÕÎËÔÁ × § 5.1 × ËÁËÉÈ-ÔÏ ÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ÎÅ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ.
ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÐÒÁ×ËÁ ÏÂ ÏÔËÒÙÔÉÉ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÞÁÝÉÍÓÑ, ËÁË É ÐÒÏÞÉÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÐÒÁ×ËÉ, ÄÁÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ.
íÁÔÅÒÉÁÌ ËÕÌØÔÕÒÎÏ-ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉ×ÌÅÞØ
Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÐÅÃËÕÒÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÕÞÅÂÎÏÍ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÍ
ÐÏÓÏÂÉÑÈ ÐÏ ÜÌÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ËÕÒÓÕ ÉÓÔÏÒÉÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ
ÁÎÁÌÉÚÁ).

ë ÐÕÎËÔÕ 3.1.4 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÑÚÁÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏ×
(2){(3).

òÁÚÂÉÒÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÕÎËÔ, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ
ÎØÀÔÏÎÏ×Á ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

en(x) = 1 + x+ x2

2! + x3

3! + :::+ xn
n! =

n∑

k=0

xk
k! ;

Ó ÔÅÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÅÔ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ (ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ) × ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ y(0) = 1. ðÒÅÄÌÏ-
ÖÉÔÅ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ
x ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (k = 1, y0 = y(0) = 1) É ÒÁÓËÒÙÔØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÉÎÏÍÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

yn(x) =
(

1 + x
n

)n
=

n∑

k=0
Ck
n
xk
nk =

= 1 + n · xn + n(n− 1)
2!

x2

n2 + n(n− 1)(n− 2)
3!

x3

n3 + :::+ xn
nn =

= 1 + x+
(

1− 1
n

) x2

2! +
(

1− 1
n

) (
1− 2

n

) x3

3! + :::+ xn
nn :

ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Õ ÎÅÇÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ (1 + x), ËÁË Õ ÎØÀÔÏÎÏ×Á ÒÑÄÁ. óÌÅÄÕÀ-
ÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 1− 1

n , ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë 1 ÐÒÉ n→∞. ôÏ
ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É Ï ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ÐÒÉ ËÕÂÁÈ x, É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ xk × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ yn(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ en(x) ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ

Ck
n
nk : 1

k! = (n− 1)(n− 2):::(n− (k − 1))
nk−1 =

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
:::

(
1− k − 1

n

)
;

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ n→∞.
îÁ ÎÁÛÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÁ ÔÁËÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÄÈÏÄÏ× üÊÌÅÒÁ É

îØÀÔÏÎÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÍÏÇÁÅÔ
ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÀ "×ÐÅÒÅÄ", Ë ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ: ÏÂÁ ÐÏÄÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ
ÕÒÏ×ÎÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× É ÄÁÖÅ ×Ù×ÏÄÁ
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Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ËÒÏÐÏÔÌÉ×ÏÊ, ÈÌÏÐÏÔÌÉ×ÏÊ É ÎÅ ÓÌÉÛ-
ËÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ×ÏÚÎÉ Ó ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ (Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÔÁÃÉÅÊ.

ë ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÐÕÎËÔÁ 3.1.6 ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÃÅÌÙÊ ÒÑÄ ×ÏÐÒÏÓÏ× Ï ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÈ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å 2. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÜÔÏ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. ïÞÅÒÔÉÍ ËÒÁÔËÏ ËÒÕÇ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÅÚ-
ÎÏ ÄÏÎÅÓÔÉ ÄÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.

1) ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
�xn = kxn, k 6= 0, ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÎÏÅ ËÁË xn+1 = qxn, ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ | ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ xn = Aqn.

2) îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
�xn = kxn + b ÉÌÉ xn+1 = qxn + b, q = 1 + k 6= 1, ÚÁÄÁÅÔ "ÓÍÅÛÁÎÎÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ",
ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉ-
ÅÍ. ðÒÏÝÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ:

xn = C = const =⇒ �xn = 0 = kC + b ⇐⇒ C = − bk :

÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �xn = kxn + b ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �C = kC + b, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �(xn − C) = k(xn − C), ÏÔËÕÄÁ xn − C = Aqn, xn = C + Aqn |
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏ-
ÇÒÅÓÓÉÑ.

ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ É ÉÎÁÞÅ, ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

�xn = kxn+b = k
(
xn + b

k

)
= �

(
xn + b

k

)
⇐⇒ xn+ b

k = Aqn ⇐⇒ xn = − bk+Aqn:

ïÂÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ, ÞÔÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ, × § 3.4 (ÐÐ. 3.4.3{4). ôÁÍ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ
ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. íÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÉÈ ÓÅÊÞÁÓ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ "×ÏÚ×ÒÁÔ"
Ë ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÓËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÔØ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ | É × ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÐÒÏ-
ÐÅÄÅ×ÔÉÞÅÓËÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Å.

3) îÁËÏÎÅÃ, ÉÄÅÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÎÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ, | ÜÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚ-
ÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë ÞÅÍÕ ÏÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ×
ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÉÂÏÎÁÞÞÉ xn+1 = xn + xn−1. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ xn = Aqn, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ q:

Aqn+1 = Aqn + Aqn−1 ⇐⇒ q2 = q + 1 ⇐⇒ q2 − q − 1 = 0 ⇐⇒ q = q1;2 = 1±√5
2 :

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: xn = A1qn1 + A2qn2 , | ÏÔËÕÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ É ÆÏÒÍÕÌÕ âÉÎÅ
ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 56{57 Ë ÇÌÁ×Å 2).
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§ 3.2. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.2.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
3.2.1 "óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ" ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ !
3.2.2 îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ !!
3.2.3 îÁÔÕÒÁÌØÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ !!
3.2.4 üËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ !!
3.2.5 òÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky ↓+

õÚÌÏ×ÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÚÁÎÑÔÉÑ.
1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ y′(x) = 1
x .

2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.
3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ-

ÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ (Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ).
4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.
5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.
6. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ e. óÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ ex.
7. æÏÒÍÕÌÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë "ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ" e ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÎÙÈ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
8. ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky.

ôÅÍÁÔÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÏ "ÎÏÍÅÎËÌÁÔÕÒÅ" ÂÌÉÚËÁ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÔÅÍÁÍ
ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ (ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ) ËÕÒÓÁ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÎÑÔÉÅ, ËÁË É ×ÓÑ ÔÅÍÁ
3, ÓÐÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÅ, ÎÅ ÏÐÅÒÅÖÁÀÝÅÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÕÒÓ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌ
ÚÁÎÑÔÉÑ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÓÕÇÇÅÓÔÉ×ÎÏ, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏ. ÷ÁÖÎÏ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ ÐÏÎÉ-
ÍÁÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ: ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÉÍ ÆÁËÔÏ×,
ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉÞÅÍ
ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÁÒÁÇÒÁÆ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ
(Ð. 3.1.4): ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ
y = const. ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×:
Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ | × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ë ÐÏÌÑÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÙÍ ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÌÑ
ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Å.

îÁÇÌÑÄÎÏ-ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × Ð. 3.2.1, ÄÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏ ÎÁ-
ÐÉÓÁÎÉÑ (ÚÁÍÅÔÉÍ: ÂÅÚ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔÓÑ ÕÖÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
× ÇÌÁ×Å 4) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ (ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ)
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky. á ÐÏÔÏÍ, ÐÏ-
ÓÌÅ ÜÔÉÈ ÐÏÌÕÜ×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, × Ð. 3.2.2 É ÄÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÓÔÒÏÇÉÅ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÉÓËÏÍÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ | × ËÏÎÅÞÎÏÍ



íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÏÓÏÂÉÀ 43
ÓÞÅÔÅ, Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky.

ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÍ ÏÔ ËÁÖÕÝÅÊÓÑ ÌÅÇËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÝÅÇÏÓÑ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁ x′(y) = g(y) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ×ÕÚÏ×ÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ: ÄÅ,

y′ = ky; dy
dx = ky; dx = 1

k ·
dy
y ; x = 1

k

∫ dy
y = 1

k ln y + C (y > 0):

âÅÚ ÑÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÚÄÅÓØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÍ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÎÅ
ÐÒÉÓÔÁÌÏ | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ É × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ) ÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ. æÏÒ-
ÍÁÌØÎÏÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Ï "ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×" ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ É ÅÍÕ ÐÒÉÄÁÅÔÓÑ
ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÁÑ ÜÔÏÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å 4.

õÍÅÓÔÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ âÕÒÂÁËÉ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ:
"...îÁÄÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÄÁÎÎÏÅ ìÅÊÂÎÉÃÅÍ, ÐÏ ÐÒÁ×ÄÅ ÇÏ×Ï-
ÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ". ìÉÛØ × XX ×. ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÉÄÁÌÉ ÓÍÙÓÌ ÐÒÅÓÌÏ×ÕÔÙÍ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎ ×ÅÓØÍÁ ÄÁÌÅË ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
× ÛËÏÌÅ.

îÉËÏÌ�Ñ âÕÒÂÁË�É (Nicolas Bourbaki, 1935{1985) | ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÓÅ×ÄÏÎÉÍ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅ-
ÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÈ ËÒÕÐÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. âÕÒÂÁËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÎ-
ÃÅÐÃÉÑ "ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÙ" ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÔÏÒÏÊ Ó 1939 Ç. ÓÔÁÌ ÉÚÄÁ-
×ÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÔÏÍÎÙÊ ÔÒÁËÔÁÔ "îÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ" (Ó 1958 Ç. ÏÎ ÉÚÄÁÅÔÓÑ É × íÏÓË×Å | ÐÏÄ
ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ "üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ"). ÷ 1985 Ç. ÂÙÌÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ Ï "ËÏÎÞÉÎÅ" âÕÒÂÁËÉ. ðÏÄÒÏÂ-
ÎÅÅ ÓÍ. × ÓÔÁÔØÅ: á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ, "õÍÅÒ ÌÉ îÉËÏÌÁ âÕÒÂÁËÉ?" | ÓÂÏÒÎÉË "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ", ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 2, í., 1999 (ÉÚÄÁÎÉÅ MCCME/íãîíï | "íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ").

ãÉÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÎÉÇÁ: âõòâáëé î. ïÞÅÒËÉ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ðÅÒ. Ó ÆÒÁÎÃ. | í.: éì,
1963.

÷ Ð. 3.2.2 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ, ÉÌÉ ËÁË ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ×ÙÂÒÁÎ-
ÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ, Ó×ÑÚÁÔØ ÅÇÏ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÐÏÄ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ, ÎÏ ÜÔÏ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ, ÉÂÏ, ÅÝÅ ÒÁÚ: ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÏÐÏÒÁ | ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ó×ÑÚØ Ó ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ ÎÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ "ÐÏÌÅÚÎÏÊ" ÄÌÑ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ (É ÜÔÁ Ó×ÑÚØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ
× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Å: ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÉÌÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ).

ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ: ÌÏÇÁÒÉÆÍ ËÁË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÉÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ ÜËÓÐÏÎÅÎ-
ÔÙ (ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ), | ÂÙÌ ÐÒÉÎÑÔ × ÕÞÅÂÎÉËÅ â. å. ÷ÅÊÃÁ É é. ô. äÅÍÉÄÏ×Á
"áÌÇÅÂÒÁ É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ" ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÅÍÓÑ ×
1960{70 ÇÇ. ïÄÎÁËÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÉËÏ× (ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×) ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ××ÏÄÉÔ-
ÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, Ó ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ "ÄÏÐÕÝÅÎÉÑÍÉ" (ÐÒÉÎÉÍÁÅ-
ÍÙÍÉ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×), Á ÕÖÅ ÐÏÔÏÍ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁËÏ×Á ÔÒÁÄÉÃÉÑ,
×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ, ×ÉÄÉÍÏ, ÅÝÅ Ë ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Á, É ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÁÑÓÑ ×
ÎÙÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ É ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÑÈ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÍ ËÕÒÓÅ:
î. ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎ, ï. ó. é×ÁÛÅ×-íÕÓÁÔÏ×, ó. é. û×ÁÒÃÂÕÒÄ. "áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ
ÁÎÁÌÉÚ, 10/11")
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áÎÄÒÅÊ ðÅÔÒÏ×ÉÞ ëÉÓÅÌÅ× (1852{1940) | ÒÕÓÓËÉÊ É ÓÏ×ÅÔÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÐÅÄÁÇÏÇ É ÍÅÔÏÄÉÓÔ-
ÐÉÓÁÔÅÌØ. òÏÄÉÌÓÑ × íÃÅÎÓËÅ, ÕÞÉÌÓÑ × ïÒÌÅ É ÎÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ óÁÎËÔ-
ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, Ó 1875 Ç. ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÆÉÚÉËÕ, ÞÅÒÞÅÎÉÅ × ÇÉÍÎÁÚÉÑÈ,
ÕÞÉÌÉÝÁÈ É ÄÁÖÅ × ËÁÄÅÔÓËÏÍ ËÏÒÐÕÓÅ. ó 1884 Ç. ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÉÓÁÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ (×Ï ×ÓÑËÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ Ó×ÏÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÕÞÅÂÎÉËÉ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ: ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ (1-Å
ÉÚÄ. 1884), ÁÌÇÅÂÒÅ (1886), ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (1892); Ó 1930-È ÄÏ 1970-È ÇÇ. ÜÔÉ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÂÙÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ
× ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÛËÏÌÅ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÚÁÇÏÌÏ×ÏË ÔÉÔÕÌÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ëÉÓÅÌÅ×Á | "üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÉ" 26-ÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ, 1918 Ç.: "äÏÐÕÝÅÎÁ1 õÞ. ëÏÍ. íÉÎ. îÁÒ. ðÒ. × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á
ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ, ÍÕÖÓËÉÈ É ÖÅÎÓËÉÈ (. . . 2); ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÁ õÞÅÂÎ. ëÏÍ. ÐÒÉ ó×.
óÉÎÏÄÅ ÄÌÑ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ × ÄÕÈÏ×ÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÉÑÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ (1893); ÏÄÏÂÒÅÎÁ
äÅÐ. ôÏÒÇ. É íÁÎÕÆ. ÄÌÑ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÈ ÕÞÉÌÉÝ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÓÏÂÉÑ (1898). òÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÁ,
ËÁË ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÄÌÑ ËÁÄÅÔÓËÉÈ ËÏÒÐÕÓÏ×.".

õÞÅÂÎÉËÉ á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Á ×ÙÄÅÒÖÁÌÉ × ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏËÏÌÏ 300 ÉÚÄÁÎÉÊ. ÷ 1933 Ç.
á. ð. ëÉÓÅÌÅ× ÂÙÌ ÎÁÇÒÁÖÄÅÎ ÏÒÄÅÎÏÍ ôÒÕÄÏ×ÏÇÏ ëÒÁÓÎÏÇÏ úÎÁÍÅÎÉ. óËÏÎÞÁÌÓÑ ÏÎ ÐÏÞÔÉ × 88
ÌÅÔ × ìÅÎÉÎÇÒÁÄÅ, ÇÄÅ É ÂÙÌ ÐÏÈÏÒÏÎÅÎ, ËÁË ÐÉÓÁÔÅÌØ | ÎÁ "ìÉÔÅÒÁÔÏÒÓËÉÈ ÍÏÓÔËÁÈ" ÷ÏÌËÏ×Á
ËÌÁÄÂÉÝÁ, ÐÏÞÔÉ ÒÑÄÏÍ Ó ×ÅÌÉËÉÍ ÒÕÓÓËÉÍ ÐÏÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌÁ XX ×ÅËÁ á. á. âÌÏËÏÍ.

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ (Ð. 3.2.3)
ÓÔÏÉÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÕÀ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÌÏÇÁÒÉÆ-
ÍÁ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ: ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÂÏÌØÛÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ). ðÏÌÅÚÎÏ ÞÕÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ É ÎÁ "ÄÏ-
ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ" ÐÒÉÅÍÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ: ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ ÐÒÏÓÔÁÆÅÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ
ÍÅÔÏÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ËÁË ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÁÓÔÒÏÎÏÍÁÍÉ, ÔÁË É ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ
ôÉÈÏ âÒÁÇÅ.

îÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÇÒÅÞ. ÓÌÏ× "ÐÒÏÓÔÅÚÉÓ" É "ÁÆÁÊÒÅÚÉÓ", ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÈ "ÐÒÉ-
ÂÁ×ÌÅÎÉÅ" É "ÏÔÎÑÔÉÅ"; ÏÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ: Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÑÍ É
×ÙÞÉÔÁÎÉÑÍ | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÉÌÉ ÓÉÎÕÓÏ× × ÓÕÍ-
ÍÙ/ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

ðÁÆÏÓ" Ð. 3.2.4 × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÁË "ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ3 ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ" ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ ×ÓÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÏÓØ, É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÁË
ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ. îÁÔÕÒÁÌØÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (ÐÒÏÓÔÏ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ
Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ É ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ (ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ e É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÐÒÏÓ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÉÓÞÅÒÐÁÎÎÙÍ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×.

÷ÓÌÅÄ ÚÁ ÜÔÉÍ × Ð. 3.2.5 ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ôÅ-
ÏÒÅÍÁ ÚÁËÒÅÐÌÑÅÔÓÑ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ ÎÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ

1üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ: ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, | ÖÅÎÓËÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
"ÄÏÐÕÝÅÎÁ"!

2ðÒÏÐÕÝÅÎÁ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÏÆÉÃÉÁÌØÎÙÅ ÄÏËÕÍÅÎÔÙ.
3þÁÝÅ ×ÓÅÇÏ, ÐÒÏÓÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ.
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ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÂÙÌÉ ÐÒÉÄÕÍÁÎÙ îÅÐÅÒÏÍ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÐÏ ÓÕÔÉ Ó×ÏÅÊ, ×ÙÒÁÖÁÑÓØ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ "ÎÅÐÅÒÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ" ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ, ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÐÒÏ ÎÅÇÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.

îÅÐÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, X É Y , ÐÏ Ä×ÕÍ ÐÒÑÍÙÍ
ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ O É A, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. M-01). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒ×ÁÑ ÔÏÞËÁ (X) Ä×ÉÖÅÔÓÑ Ó
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, Á ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ (Y ), ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ A Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ
v, Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ë B ÚÁÍÅÄÌÅÎÎÏ | ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÄÏ ÔÏÞËÉ B. äÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AB ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ r = 107.

A
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x

ëÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ äÖÏÎ îÅÐÅÒ ÄÏÇÁÄÁÌÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎ OX = x
É Y B = y, ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ "ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ", × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ {0; d; 2d; 3d; :::}, ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ y ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ {r; rq; rq2; rq3; :::} (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÜÔÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ!).

îÅ ÂÕÄÅÍ ÕÇÌÕÂÌÑÔØÓÑ × ÄÅÔÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ îÅÐÅÒÁ (ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ).
ðÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ, ËÁË ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÎÁÑ ÉÍ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÎÑ-
ÔÏÍ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ îØÀÔÏÎÁ É ìÅÊÂÎÉÃÁ ÑÚÙËÅ. úÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÏ×ÙÈ ÔÏÞÅË X É Y
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ, × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x′(t) = v; y′(t) = −vyr ; (1)

ÐÒÉÞÅÍ x(0) = 0 , y(0) = r = 107. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ y ÏÔ x, ÉÌÉ ÎÁÏÂÏ-
ÒÏÔ, ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

y′x(x) = −yr ; ÉÌÉ x′y(y) = −ry (2)

(ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ y = y(x) ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ x = x(t) É y = y(t), ÐÏÓÌÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á y(t) ≡ y

(
x(t)

)
Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ:

y′t(t) =
(
y
(
x(t)

))′
t

= y′x
(
x(t)

) · x′t(t) =⇒ y′x = y′t
x′t

;

ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ x′t, y′t ÉÚ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ (1)).
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ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ, Á ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ
×ÙÔÅËÁÀÝÉÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: ÐÒÉ x = 0 y = 107, | ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

y = re−x=r = 107 · e−x=107
;

ÉÌÉ ÖÅ
x = −r ln yr = r ln ry = r log1=e

(y
r
)

= 107 log1=e
( y

107

)
:

ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ (Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 1

e , ËÏÔÏÒÕÀ É ÔÁÂÕÌÉÒÏ×ÁÌ îÅÐÅÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÎÁÌÉÞÅÓÔ×ÕÀÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ
ËÕÒÓÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅ-
ÌÏ×, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ó×ÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

§ 3.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.3.1 îØÀÔÏÎÏ×Ù "ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ !
3.3.2 ëÁË ÏÔÌÉÞÉÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ? !
3.3.3 þÔÏ ÔÁËÏÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ? !! õ
3.3.4 óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ !! õ

ÐÒÉ x→ +∞
3.3.5 óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ !! õ

ÐÒÉ x→ 0+

íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ, ÎÏ É ËÁË ÂÙ "ÆÉ-
ÌÏÓÏÆÓËÉÊ" ÈÁÒÁËÔÅÒ: ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ (ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÔØ) ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏ-
ÇÕÔ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. ôÁË, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÒÏÓÔ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÁÄÁÃÉÑ "ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÏÓÔÁ" | ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÕËÁÚÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁÓÔÕÝÕÀ ÎÁ +∞ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ | f(x) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

∀ a > 0 lim
x→+∞

ax
f(x) = 0:

äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÎÕÖÎÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ
ÔÉÐÁ xx ÉÌÉ x lnx É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÏ×. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÇÒÁÆÉËÉ ÏÂÅÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÒÕÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÏ× É ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÍ. × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÏÍ-
ÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ. õËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎØÀÔÏÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-
ÎÙ ×ÙÛÅ, × ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ Ë § 3.1. óÔÏÉÔ ÅÝÅ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ×
ËÏÎÃÅ Ð. 3.3.4 É ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÅ ÔÁÍ ÚÁÄÁÎÉÅ.
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§ 3.4. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.4.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
3.4.1 ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÒÁÓÐÁÄ !! õ
3.4.2 ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÅÒÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ (ÃÅÐÎÁÑ ÒÅÁËÃÉÑ) !
3.4.3 îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ !! õ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = ky + f(x)
3.4.4 îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ !!

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = ky + b(const)
3.4.5 ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ "ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÒÅÁËÔÏÒÁ" !

üÔÏ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÇÌÁ×Ù: ÆÉÎÁÌ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ËÌÁÓÓ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÒÁÓÛÉ-
ÒÑÅÔÓÑ | ÚÁ ÓÞÅÔ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. é ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÜÆÆÅËÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ: ÍÏÄÅÌØ
ÒÁÂÏÔÙ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÒÅÁËÔÏÒÁ.

éÚ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÐÒÉÅÍ,
ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ ÉÚ Ð. 3.4.3. üÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ | ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÕÂÉÒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
×ÙÞÉÔÁÎÉÑ. ôÁËÏÊ ÐÒÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ûËÏÌØÎÉËÁÍ ÖÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÉ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax+ by = c Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a; b; c × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x; y. åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÛÌÉ (ÕÇÁÄÁÌÉ ÉÌÉ ÅÝÅ ËÁË)
ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x0; y0) ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ax0 + by0 = c. "îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ", ÓÐÒÑÔÁ×ÛÁÑÓÑ × ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÅ c, ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
a(x− x0) + b(y − y0) = 0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÁË, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏ-
ÓÔÙÅ (Á ÜÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ: ÌÉÂÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
×ÏÏÂÝÅ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ x É y É ÓÞÉÔÁÔØ ÄÁÌÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ), ÔÏ
ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (x− x0; y − y0) = (bt;−at), ÇÄÅ t | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. é ÏÐÑÔØ, ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÒÅÛÉÔØ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
5x+ 12y = 17.
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÷ÏÏÂÝÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ9 ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ × ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁ-
ÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÜÔÏ ×ÐÅÞÁÔÌÑÅÔ É ÐÒÏÓÔÏ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÅÎÉÅ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ËÒÁÓÉ×Ï ×ÙÇÌÑÄÉÔ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ
ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ËÓÔÁÔÉ, ÐÒÉÍÅÒ ÜÔÏÇÏ | × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÐÕÎËÔÅ 3.4.4). ðÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÔÏÉÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ |
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Õ ÎÉÈ ÐÒÏÓÎÅÔÓÑ ÉÌÉ ÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ "×ËÕÓ" Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ!

§ 3.5*. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.5.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
3.5.1 íÅÔÏÄ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ×ÁÒÉÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ! õ
3.5.2 ðÒÉÍÅÒ: Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÔÒÅÎÉÅÍ !
3.5.3 ðÒÉÍÅÒ: Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÐÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÒÅÎÉÅÍ !
3.5.4 ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ äõ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ! õ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ: y′ = k(x)y
3.5.5 ïÂÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ äõ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ! õ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ: y′ = k(x)y + f(x)

ðÒÉ ÄÅÆÉÃÉÔÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉ-
ÁÌ ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ×Ï ×ÔÏÒÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÔÏÇ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÒÁÎÅÅ
ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÇÌÁ×ÁÍÉ 2 É 3. òÅÞØ × ÎÅÍ ÉÄÅÔ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ É ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÈ, Ô. Å. Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÏ×. ðÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ "ÍÅÔÏÄ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ, É
ÉÚÑÝÎÙÊ É ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ó
ÎÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊ ÍÅÔÏÄ (ÍÅÔÏÄ ìÁ-
ÇÒÁÎÖÁ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ "ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÒÅÁËÔÏÒÁ" y′ = ky + b
(×ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï ËÒÁÓÏÔÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ!).

ðÏ-ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó (×ÑÚËÉÍ) ÔÒÅÎÉÅÍ | ÍÏÖÎÏ
ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ "ÒÁÓÃÅÐÌÅÎÉÑ" ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ) îØÀÔÏÎÁ, ËÏÇÄÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ v = v(t), Á ÕÖÅ
ÐÏÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x′ = v(t). üÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ-
ÓÑ É Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ z′′ = −g − kz′ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÁÄÅÎÉÑ Ó ÔÒÅÎÉÅÍ ("ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÒÙÖËÁ
Ó ÐÁÒÁÛÀÔÏÍ"). é ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏËÁÚÁÎ ×ÅÓØÍÁ ËÒÁÓÉ×ÙÊ ÐÒÉÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁ-
ÄÁÞÉ Ë ÐÏ×ÔÏÒÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ: ÚÁÐÉÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ (z′ + kz)′ = −g.
üÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÏÂÉÑ.

ëÒÏÍÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÍÅÔÏÄÏ×, Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÍÅÔÏÄ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ, ËÏ-
ÇÄÁ ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. (ïÐÑÔØ
| ÓÐÌÏÛØ ËÒÁÓÏÔÁ...)

9îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ðÏÊÁ "ÍÅÔÏÄ | ÜÔÏ ÐÒÉÅÍ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ä×ÁÖÄÙ"!
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ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ É ÚÁÄÁÞÁÍ

ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ É ÚÁÄÁÞÁÍ Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÕËÁÚÁ-
ÎÉÑ É/ÉÌÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ × ÓÁÍÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ. íÙ ÖÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÚÁÄÁÎÉÅ á,
ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ, ÐÏ ÓÕÔÉ, Ë Ð. 3.1.6.

íÏÔÉ× Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ. ðÒÏÇÒÅÓÓÉÉ
xn = qn ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ10 m;n ∈ Z

xm+n = xm · xn (0)

ÉÌÉ, × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, x(m+ n) = x(m)x(n). ïÔÓÀÄÁ, Ô. Å. ÉÚ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏ-
ÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n = 1 + 1 + :::+ 1 (n ÅÄÉÎÉÃ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ x(n) = x(1)x(1):::x(1)
(n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ q = x(1) x(n) = xn = qn. ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁ-
ÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ x0 = x(0) = 1, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ x(n)x(−n) = x(0) = 1
ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ xm = qm ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ m.

éÄÅÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky (ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ �xn = kxn; ÚÄÅÓØ É ÔÁÍ k 6= 0) ×
ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky É ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ y(0) = 1 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ, ÞÔÏ É (0): ÐÒÉ
ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R

y(a+ b) = y(a)y(b);
| Á ÐÏÔÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ É ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ

x = m
n ∈ Q 7→ cx = n√cm (c > 0):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÉÅ á ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÜÔÁÐÁ: ÎÁ
ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÎÕÖÎÏ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, É ÚÄÅÓØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÍÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ; ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÎÁÞÁÌÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á, Á ÚÁÔÅÍ É ÆÏÒÍÕÌÕ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁ
ÜÔÏÍ ÜÔÁÐÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÅ ÎÕÖÅÎ, Á ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ
ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, "ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ" É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ
ÉÎÔÕÉÃÉÑ (ÈÏÔÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÉÐÉÞÎÙÍÉ ×
ÁÌÇÅÂÒÅ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÅ ÎÁ ×ÔÏ-
ÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ § 3.2
(ÓÍ. Ð. 3.2.4). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁÄÉ ÃÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

äÏÂÁ×ÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÜÔÁÐÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÄÉÎ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ
×ÙÄÅÌÉÔØ × ÏÔÄÅÌØÎÙÅ "ÐÏÄÚÁÄÁÎÉÑ". íÙ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÉÌÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ × ÉÔÏÇÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÌ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÚÎÁÞÉÍÙÊ
É ÐÏÎÑÔÎÙÊ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ×ÉÄ.

10õÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÓÅÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ
"× ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ".
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ðÅÒÅÊÄÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÌÁÎÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÉÑ á, ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÎÏÇÏ × ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÄÏÐÕÓÔÉÍ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y′(x) = ky(x) (1)
ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ × ÎÕÌÅ ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: y(0) = y0 6= 0.

ûÁÇ 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ
ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x); x ∈ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
(1), Ô. Å.

∀ x ∈ R f ′(x) = kf(x); (2)
ÐÒÉÞÅÍ

f(0) = A0 6= 0; (3)
ÔÏ

∀ x ∈ R f(x) 6= 0:
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÚÑÝÎÏÍ "ÔÒÀËÅ". éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ
p(x) = f(x) · f(−x):

åÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É
ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÒÁ×ÎÁ

p′(x) = f ′(x) · f(−x) + f(x) · f ′(−x) · (−1) =
= kf(x) · f(−x)− f(x) · kf(−x) ≡ 0;

Ô. Å. ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á
ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ | ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ
C ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, | Á ÔÁË ËÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (3),

p(0) = f(0) · f(−0) = A2
0 6= 0;

ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÅ f(x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ
ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.

åÓÌÉ ÐÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ,

ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ' ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÉÌÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ)
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, ÐÒÉÞÅÍ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÁ
ÎÕÌÀ: ∀ x ∈ I '′(x) = 0, | ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ' ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ: ∀ a; b ∈ I
'(a) = '(b),

Á ÚÁÔÅÍ É ÄÏËÁÚÁÔØ11. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÒÁÚÎÏÓÔØ '(b)− '(a) É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ c,
ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ a É b, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

'(b)− '(a) = '′(c)(b− a):
11úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÌÉ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÍÅ: ÓÍ. § 2.1.
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ðÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, '(a) = '(b), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ
ÄÏËÁÚÁÔØ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ: ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉ × ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ (É ÄÏËÁÚÁÎ-
ÎÏÊ) ÔÅÏÒÅÍÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ?
(îÅÌØÚÑ ÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ?)

ïÔ×ÅÔ: ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÁ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ
ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÏ ÎÁ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÔÁËÏ×ÏÊ | ÅÓÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÒÁÚÎÙÅ.

ûÁÇ 2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f(x)
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(0) = A0 6= 0,
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ.

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÛÁÇÅ 1 É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
(ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ).

ûÁÇ 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f(x)
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f ÒÁ×ÎÁ kf(x) É, ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ (ÛÁÇ 2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÊ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÏÔËÕÄÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÉÚÎÁËÁ
ÓÔÒÏÇÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ) É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ûÁÇ 4. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÅÓÌÉ f(x); x ∈ R, | ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ f(0) = A0 6= 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x) = Af(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A: (4)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
×ÉÄÁ (4) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:

f ′ = kf =⇒ (Af)′ = Af ′ = A · kf = k(Af); Ô. Å. y′ = ky:

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (4) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ-
ÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x) ÎÁ ÎÅ
ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ × ÎÕÌØ (ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÛÁÇÕ 1) ÒÅÛÅÎÉÅ f(x), Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÀ

q(x) = y(x)
f(x) :

îÁÊÄÅÍ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ
É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1)

q′(x) =
(y(x)
f(x)

)′
= y′f − yf ′

f 2 = ky · f − y · kf
f 2 = k(yf − yf)

f 2 ≡ 0;
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ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ q(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ):

q(x) = y(x)
f(x) = const = A =⇒ y(x) = Af(x);

ÞÔÏ É ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ûÁÇ 5. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ É

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(0) = A0 6= 0 ÒÅÛÅÎÉÅ f ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (1), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÅÄÉ-
ÎÉÞÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(0) = 1.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) = Af(x) É ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ A
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

y(0) = Af(0) = A · A0 = 1 =⇒ A = 1
A0
:

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ,
ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ y = Af , Á ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ
×ÉÄÅÌÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÁÌÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏ-
ÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ e(x).

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:
1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

∀ x ∈ R e ′(x) = ke(x) É e(0) = 1; (5)

2) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ (e(0) = 1 > 0);
3) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÅÔ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ k.
ûÁÇ 6. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky: ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x), x ∈ R, ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x) = Ae(x); (6)

ÇÄÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ-
×ÉÅÍ: A = y(0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÛÁÇÅ 4, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ f(x) ×ÚÑÔØ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ e(x).
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (6) ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A | ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (5), ÉÍÅÅÍ:

y(0) = Ae(0) = A · 1 = A =⇒ A = y(0):

ûÁÇ 7. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a; b ∈ R ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

e(a+ b) = e(a) · e(b): (7)
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ y(x) = e(x+ a). ÷ Ð. 5.1.4 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ-

ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ f(x)
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"ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ" ÆÕÎËÃÉÑ y(x) = f(x+ a) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (5) É ÔÏ, ÞÔÏ (x+ a)′ = 1, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
y(x) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

y′(x) = e ′(x+ a) · 1 = ke(x+ a) = ky(x):
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ y(x) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) É, ÓÏ-
ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÛÁÇ 6), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ y(x) = Ae(x), ÇÄÅ
A = y(0). îÏ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5),

A = y(0) = e(0 + a) = e(a) =⇒
=⇒ ∀ x ∈ R y(x) = e(x+ a) = Ae(x) = e(a) · e(x);

Á ÜÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ (ÚÁÍÅÎÉÔÅ x ÎÁ b!).
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÆÕÎËÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ e(x). òÁÄÉ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÛÁÇÉ ÂÕÄÅÍ
ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÒÉÍÓËÉÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ.

ûÁÇ I. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

∀ a ∈ R ∀ n ∈ N e(na) = e(a)n: (8)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ e(a) ÞÅÒÅÚ A. éÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

e(2a) = e(a+ a) = e(a) · e(a) = A2;
e(3a) = e(2a+ a) = e(2a) · e(a) = A2 · A = A3;
e(4a) = e(3a+ a) = e(3a) · e(a) = A3 · A = A4;

É Ô. Ä. þÔÏÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÓÌÏ× "É ÔÁË ÄÁÌÅÅ", ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ûÁÇ II. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ËÒÁÔ-
ÎÙÈ a:

∀ a ∈ R ∀ m ∈ Z e(ma) = e(a)m: (9)
ôÁË ËÁË ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ e(0) = 1,

∀ x ∈ R e(x) · e(−x) = e(x+ (−x)) = e(0) = 1;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

∀ x ∈ R e(−x) = 1
e(x) = e(x)−1:

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï (8) ÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m = −n,
n ∈ N,

e(ma) = e(−na) = e(na)−1 = (An)−1 = A−n = e(a)m;
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.
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ûÁÇ III. äÏËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÄÒÏÂÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ � = 1
n :

∀ c ∈ R ∀ n ∈ N (n > 2) e
( 1
nc

)
= e(c) 1

n : (10)

ðÏÌÁÇÁÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (8) a = c
n , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

e(c) = e(na) = e(a)n = e
( c
n

)n
;

ÏÔËÕÄÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ e(x), ÉÍÅÅÍ:

e
( c
n

)
= n

√
e(c) = e(c) 1

n ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ûÁÇ IV. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÎÙÈ

(Ô. Å. ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ � = m
n :

∀ a ∈ R ∀ m ∈ Z ∀ n ∈ N (n > 2) e
(m
n a

)
= e(a)mn :

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � = m
n ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

(9) É (10) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

e(�a) = e
(m
n a

)
= n

√
e(ma) = n

√
e(ma) = n

√
e(a)m = e(a)mn = a�;

ÞÔÏ ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.
ûÁÇ V. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ × ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ: ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ e(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky

∀ x ∈ Q e(x) = cx, ÇÄÅ c = e(1):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x = m
n ÉÚ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

e(x) = e(1)mn = cx;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.

éÔÁË, ÉÓÈÏÄÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′ = ky, ×Ù×ÅÄÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ e(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ
ÕÓÌÏ×ÉÀ e(0) = 1, ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ x 7→ cx ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ c (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ) ÒÁ×ÎÏ e(1).
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ Acx, ÇÄÅ A = y(0) (ÓÍ. ÛÁÇ 6).

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÉÄÔÉ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÕÔÉ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x 7→ cx ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ-
×ÏÊ ÏÓÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ (×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÒÉ c > 1 É ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÒÉ 0 < c < 1)
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ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ôÁË É ××ÏÄÉÔÓÑ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓËÁÖÅÍ, × ÏÂÝÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ "áÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ", ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏÄ
ÒÅÄ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÆÕÎË-
ÃÉÑ x ∈ R 7→ cx ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÉÍ ÔÒÅÂÏ×Á-
ÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ (ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ×
ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á).

åÓÌÉ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÐÏÔÏÍ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÏÐÉ-
ÓÁÎÉÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ cx, Á ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. ÷ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÂÅÚ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ12, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ
"ÎÕÖÎÙÅ" Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

íÙ ÐÏÊÄÅÍ ÉÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎ × § 5.2.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÏ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÚÁÄÁÎÉÑ á ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÈ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÛÁÇÏ×ÙÍÉ ÐÌÁÎÁÍÉ ×ÙÐÏÌÎÅ-
ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÆÏÒÍÕ ÃÉËÌÏ× "ÎÁ×ÏÄÑÝÉÈ
×ÏÐÒÏÓÏ×" (ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ "ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×").

úÁÄÁÎÉÅ á1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) f(a+ b) = f(a) + f(b).

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(0)? ëÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-
ÓÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(2)? f(−1)? f(17)?

á1-01 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ f(0) = 0.
á1-02 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x f(−x) = −f(x).
á1-03 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x

f(nx) = nf(x).
á1-04 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x

f(mx) = mf(x).
á1-05 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � = m

n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÉ x f(�x) = �f(x).

á1-06 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ∈ R ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÉ x f(x) = kx.

á1-07 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ x = 0, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R.

á1-08 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ x = 0, ÔÏ ÏÎÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x f ′(x) = k, ÇÄÅ k |
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f × ÎÕÌÅ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å Ë ÐÐ. 07{08. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x+h)−f(x).

12éÍÅÎÎÏ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ c = e, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ "(x) = ex ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ x = 0, ÐÒÉÞÅÍ "′(0) = 1.
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á1-09 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (∗) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ f(x) = kx, ÇÄÅ k = f(1) (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÔÒÏ-
ÇÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ).

á1-10 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
(−"; ") ÔÏÞËÉ x = 0, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÎÕÌÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ð. 07, É ÎÁ ×ÓÅÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ).

á1-11 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ (×
ÎÕÌÅ ÉÌÉ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ | ÉÚ ÐÐ. 07{08 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×Ó�Å ÒÁ×ÎÏ).

á1-12 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (∗) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ f(x) = kx, ÇÄÅ k = f(1) (ÉÌÉ k = f ′(0)).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÎÉÅ á1 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ: ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = kx
É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

úÁÄÁÎÉÅ á2 ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÎÕÌÑ, ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

f(ab) = f(a)f(b); (∗∗)

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×Ù
4 ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ (ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É ÍÅÔÏÄÏ× § 4.2), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÕÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ x�, � ∈ R |
ÌÀÂÏÅ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. üÔÏÔ ÖÅ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ '(x) = ln f(ex), x ∈ R, ÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÉÚ ÚÁÄÁÎÉÑ á1. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÕ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. ðÏËÁ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÒÑÄÁ
Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗).

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(1)?
á2-01 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ 1, x, x2, x3, 1

x , √x Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗) (ÐÒÉ x > 0).

á2-02 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗) × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ x0 > 0
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÏÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ (ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕ-
ÏÓÉ).

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ, Ô. Å. ÏÔ-
ÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌÑ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ×ÐÒÅÄØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÕÐÏÍÉÎÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗) ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-
ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ (ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ).

á2-03 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É g(x) | ÒÅÛÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ

p(x) = f(x)g(x); q(x) = f(x)
g(x)

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
á2-04 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ: ∀ x > 0 f(x) > 0.
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á2-05 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗), ÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h = g ◦ f ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(
h(x) = g(f(x))

)
.

á2-06 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ) f(1) = 1.
÷ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÅÓÔØ ÌÀÂÏÅ (ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ) ÒÅ-

ÛÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗).
á2-07 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x > 0 f

(1
x

)
= 1
f(x) .

á2-08 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x > 0
f(xn) =

(
f(x)

)n.
á2-09 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x > 0

f(xm) =
(
f(x)

)m.
á2-10 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 2 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x > 0

f( n
√x) = n

√
f(x).

á2-11 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � = m
n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÉ x > 0 f(x�) =
(
f(x)

)�.
á2-12 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ x = 1, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙ×ÎÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÏÌÕÏÓÉ (0; +∞).
á2-13 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ x = 1, ÔÏ ÏÎÏ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ, ÐÒÉÞÅÍ
f ′(x) = kf(x)

x ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x > 0, ÇÄÅ k = f ′(1).
õ Ë Á Ú Á Î É Å Ë ÐÐ. 12{13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x+ h)− f(x) É ÚÁÍÅÎÉÔÅ

x+ h ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x ·
(

1 + h
x

)
.

á2-14 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ: sgn x, x, |x|, x2, x|x|,
√
|x|, h(x) = 1

x ÐÒÉ x 6= 0 É
h = 0 ÐÒÉ x = 0, | Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗) ÎÁ ×ÓÅÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R.

ôÅÍÁ 4. íïäåìé ó òáúäåìñàýéíéóñ ðåòåíåîîùíé (ÇÌÁ×Á
4; 8 Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 4

üÔÁ ÔÅÍÁ | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ (× ÞÁÓÔÉ I), × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ/ÐÒÏÆÉÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÏ×. é ÜÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÙÈÏÄ ÎÁ
ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

äÌÑ ÔÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÏÐÏÒÁ ÎÁ ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÅ ÒÁ-
ÎÅÅ. òÅÞØ ÉÄÅÔ ÎÅ Ï ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, Á ÏÂ ÏÂÒÁÚÁÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÐÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ × § 4.3
×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ É ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅ-
ÔÙ × ÃÅÌÏÍ (ËÁÒÔÉÎËÉ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ
ËÒÉ×ÙÈ). éÚ ÎÏ×ÙÈ ÎÁÇÌÑÄÎÏ-ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÕËÁÖÅÍ ÎÁ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÁÚÏ×ÙÈ
ÐÏÒÔÒÅÔÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ËÁË ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀ-
ÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÔÁË É ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÏÂÙÞÎÏ ÔÒÁËÔÕÅÍÏÊ ËÁË ×ÒÅÍÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ | ÉÌÉ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Ñ×ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ | ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
(×ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÓÌÏ×Á ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ | ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ!).

îÁÇÌÑÄÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÌÁÎ ÕÖÅ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ Ü×Ï-
ÌÀÃÉÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ y′ = g(y): ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÏÊ
ÐÏ ÇÌÁ×Å 3 ÉÄÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ
y = x ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×. ðÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÌÑ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ
×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ, É ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ × "ÌÏÎÏ" ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ÒÁÍËÉ
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.

üÔÏÔ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ É ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓÒÁÚÕ ÏÆÏÒÍÌÑÅÔÓÑ × ÄÕÈÅ ìÅÊÂÎÉ-
ÃÁ, Á × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 4.2 ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÈ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á
ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ, ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÊ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ × Ë×ÁÄÒÁÔÕ-
ÒÁÈ, Ô. Å. Ó×ÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ (ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, × ÄÕÈÅ
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ âÁÒÒÏÕ).

äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÀÔ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ (§ 4.3), ÉÈ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÏÂÙÞÎÙÍ, ÎÏ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÏÂÒÁÔÉÍ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ Õ ÎÁÓ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×Á-
ÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ) É, ÎÁËÏÎÅÃ, "×ÅÎÅÃ" ÇÌÁ×Ù É ×ÓÅÇÏ
ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ: ÁÎÁÌÉÚ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ ÕÞÉÔÅÌØ É ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÄÕÍÁÔØ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓÏ×ÅÔÏ×ÁÔØÓÑ ÓÏ
ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ (É Ó ÏÐÙÔÎÙÍÉ ËÏÌÌÅÇÁÍÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ
Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ: ÔÏ ÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ (ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÊÛÉÊ, ÎÏ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÚÏÝÒÅÎ-
ÎÙÊ É ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÕÓÉÌÉÊ13) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ÞÁÓÔØ II), ÔÏ ÌÉ ÕÇÌÕÂÉÔØÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÅ É ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ Ë ÇÌÁ×ÁÍ ÐÒÏÊ-
ÄÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÍÎÏÇÏ ÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÅÓÔØ), ÔÏ ÌÉ ... ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ
ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ. ÷ÙÂÏÒ ÚÁ ×ÁÍÉ.

13üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÎÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | "üÔÏ ÄÁÖÅ ÈÏÒÏÛÏ...", ËÁË ÐÅÌÉ ÇÅÒÏÉ "áÊÂÏÌÉÔÁ{66"!
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§ 4.1. áÎÁÌÉÚ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y). ðÒÉÍÅÒÙ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
3.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
4.1.1 ðÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y) É !! õ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÍ
4.1.2 ðÒÉÍÅÒÙ: ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky [+b] !+
4.1.3 ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y). !!

óÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
4.1.4 á×ÔÏÎÏÍÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁË ÍÏÄÅÌÉ Ü×ÏÌÀÃÉÉ !

(ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ)
4.1.5 ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÚÒÙ×Á y′ = �y2 !!
4.1.6 ðÒÉÍÅÒ: ÌÏÇÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = y(a− y) !+
4.1.7* ðÒÉÍÅÒ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y) !+ *

ðÏÓÌÅ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ××ÅÄÅÎÉÑ × Ð. 4.1.1 ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y)
Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÔÁ ÓÁÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÍÏÇÌÁ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky × § 3.2. é ÓÒÁÚÕ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ËÏÎÓÐÅËÔÉ×ÎÏ ÉÌÉ ÏÓÔÁ-
×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ.

ðÕÎËÔ 4.1.3 ÏÞÅÎØ ×ÁÖÅÎ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ | × ÎÅÍ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×Á-
ÅÔÓÑ ×ÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë "ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ" ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ É ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
ÄÌÑ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ôÁËÖÅ ××ÏÄÉÔÓÑ ×ÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ (ÉÌÉ, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ, "ÎÉËÁËÏÇÏ"). ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÐÕÎËÔÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ×ÁÖÎÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ "ÐÏÌÑ
ÓËÏÒÏÓÔÅÊ" ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÒÁ×-
ÎÏ×ÅÓÉÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÙÊ (ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ | ×ÏÔ ÏÐÑÔØ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÜÔÏ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ
ÐÏÎÑÔÉÅ, ÏÂÓÕÖÄÅÎÎÏÅ × § 1.1) ËÒÉÔÅÒÉÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ/ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÅ-
ÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÚÒÙ×Á) ÉÚ Ð. 4.1.5 ÓÔÏÉÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ, Á ÌÏÇÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (Ð. 4.1.6) ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÏÓÔÁ×É× ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏ-
ÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÌÏÇÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(ÍÏÄÅÌÉ æÅÒÈÀÌØÓÔÁ) ÅÓÔØ "ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ æÅÊÇÅÎÂÁÕÍÁ" xn+1 = �xn(1− xn), ÏÂÎÁÒÕ-
ÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÏÞÅÎØ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ: ÓÔÏÈÁÓÔÉÚÁÃÉÀ, ÉÌÉ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÙÊ, ÞÅ-
ÒÅÚ ÕÄ×ÏÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ �. üÔÏ ÔÏÔ ÓÁÍÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ "ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ Ë ÈÁÏÓÕ" É
ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÕÞÁÅÔ ÓÉÎÅÒÇÅÔÉËÁ | ÎÁÕËÁ, ÚÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ËÏÅÊ ÂÅÌØÇÉÊÓËÉÊ
ÆÉÚÉË-ÔÅÏÒÅÔÉË (Ó ÒÏÓÓÉÊÓËÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ) éÌØÑ ðÒÉÇÏÖÉÎ ÐÏÌÕÞÉÌ îÏÂÅÌÅ×ÓËÕÀ



60 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ÐÒÅÍÉÀ. üÆÆÅËÔ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÑÓÎÏ ÏÂßÑÓ-
ÎÉÔØ É ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÎÅ ×ÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÒÁÍËÉ ËÕÒÓÁ íá.

ðÒÉÍÅÒ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÉÍÅÅÔ ÏÔÞÁÓÔÉ ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ:
ÏÎ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÁÅÔ "×ÅÒÕ ÆÉÚÉËÏ×", ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÂÕÄÕÝÅÅ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ. üÔÏÔ ÐÕÎËÔ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ.

§ 4.2. æÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
4.2.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
4.2.1 æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y) !!+
4.2.2 òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ !! õ
4.2.3 ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ !!
4.2.4 ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ !+
4.2.5 òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÌÉÎÅÊÎÙÈ !

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ y′ = k(x)y [+f(x)]

üÔÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ | "ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ", Ô. Å. Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ "ÔÅÈÎÉËÉ
ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ", ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙ-
ÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÉÄÏ×, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ É ×ÅÒÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.
ðÒÉÄÕÍÁ×ÛÉÊ ÜÔÕ ÔÅÈÎÉËÕ çÏÔÆÒÉÄ ÷ÉÌØÇÅÌØÍ ìÅÊÂÎÉÃ (ÍÙ ÅÅ É ÎÁÚÙ×ÁÅÍ "ÆÏÒ-
ÍÁÌÉÚÍÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ") ÐÏÌÁÇÁÌ ÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ "ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ", ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎ ÈÏÔÅÌ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÏÂÛÉÒÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ËÌÀÞÁÑ
ÆÉÌÏÓÏÆÉÀ É ÜÔÉËÕ. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ | ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÆÏÒ-
ÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÎÏ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

÷ Ð. 4.2.1 ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, × ÞÅÍ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÁ-
ÇÒÁÎÖÁ É ÐÏÞÅÍÕ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÏÍ. ïÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = g(y) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ËÁË ÐÒÉÄÁ×ÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ. üÔÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÎËÔ, ÎÏ ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ.

÷ Ð. 4.2.2 ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍÉ, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÏÎÁ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ. üÔÏ Ä×Á ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÕÎËÔÁ
ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. óÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÒÁÚÂÏÒ ÐÒÉÍÅÒÏ× | ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÐÏÒÔÒÅÔÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y) ÎÁ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy, × Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÉÐÏ× | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ "ÓÅÄÌÏ" É ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ "ÃÅÎÔÒ". á ÐÏÓÌÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÒÁÚ-
ÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ (ËÏÔÏÒÙÊ, × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÅÝÅ
âÁÒÒÏÕ) ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÏÍ.
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÷ ÐÒÏÈÏÄÎÏÍ Ð. 4.2.4, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ

ÒÁÚÂÏÒÁ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ: "ÕÚÅÌ". ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÓÑ É Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅËÉÊ "ÆÌÅÒ ÔÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ"
Ó ÍÅÔÏÄÏ×, ÐÒÉÍÅÎÑ×ÛÉÈÓÑ × (ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÍ) ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 3.5.

§ 4.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
4.3.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
4.3.1 õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, !!

ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ
4.3.2 æÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ É ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ: "ÕÚÌÙ" É "ÓÅÄÌÁ" !!
4.3.3* äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ: ÅÝÅ "ÓÅÄÌÁ" É "ÃÅÎÔÒÙ" !+ *

úÄÅÓØ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÍÏÄÅÌÅÊ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÚÁÔÒÏÎÕ-
ÔÏÍÕ ×Ï ××ÏÄÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1.1. ðÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÜÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ×ÙÇÌÑÄÑÝÉÅ ËÁË
ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ðÏ-
ÌÅÚÎÏ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ (ÓÍ. § 1.2), ÞÔÏ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ (×ÔÏÒÏÊ
ÚÁËÏÎ, x′′ = F (x; x′)) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ Oxv | ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å.
ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ ÎÁ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÞÔÉ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ (Ó ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ
ËÕÌØÔÕÒÎÏ-ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÑÍÉ). ÷ Ð. 4.3.1 ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ:
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ("ÌÉÎÉÑ ÔÏËÁ"), ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ. ðÒÉ×Ï-
ÄÉÔÓÑ ÕÄÏÂÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

÷ Ð. 4.3.2 ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×, × ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÏÌÅÅ ÉÚÙÓËÁÎÎÙÅ. îÁ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ×ÏÌÅÊ-ÎÅ×ÏÌÅÊ
ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × Ó×ÑÚÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÍÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′(x) = F (x; y) Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏ×Ï-
ÄÉÔÓÑ ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ÉÄÅÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÔÏÔ
ÖÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ.
§ 4.4. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. íÏÄÅÌØ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ "ÈÉÝÎÉË{ÖÅÒÔ×Á"
ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
4.4.1 æÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ !!
4.4.2 ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ: ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ !!
4.4.3 óÈÅÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ !!
4.4.4 òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ !!
4.4.5 ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÍÏÄÅÌÉ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ !!
4.4.6 éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ !!



62 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ | ÐÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ, ÎÏ ÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ
ÍÏÄÅÌØ ÓÏÖÉÔÉÑ É ×ÚÁÉÍÏ×ÌÉÑÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ. üÔÏ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÁÑÓÑ ×Ï ××ÏÄÎÏÍ
§ 1.1 ÍÏÄÅÌØ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ ÔÉÐÁ "ÈÉÝÎÉË{ÖÅÒÔ×Á" (ÝÕËÉ É ËÁÒÁÓÉ,
ÉÌÉ ×ÏÌËÉ É ÚÁÊÃÙ...). õÓÐÅÛÎÏÓÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÂÕ-
ÓÌÏ×ÌÅÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÔÁË ÕÖ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

÷ ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ É ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅ-
ÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: Ó×Å-
ÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y).
÷ Ð. 4.4.4 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

ðÕÎËÔ 4.4.5, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉÍÙËÁÑ Ë ××ÏÄÎÏÍÕ ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ 1.1 (Ð. 1.1.8),
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÕÂÏÅ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ-ìÏÔËÉ |
ÏÎÏ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ (ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÉÌÉ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÍÅÔÏÄÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅ-
ÎÉÑ) ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÉÚ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ Ï ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÓÔÉ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. ôÁË ÞÔÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÔÉÐÁ "ÃÅÎÔÒ"
É ÕÓÔÏÊÞÉ×Á ÐÏ ìÑÐÕÎÏ×Õ. ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ Ä×ÕÈ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ
ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁÊÔÉ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÎÏ ×Ù×ÏÄ Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ
ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ ÔÉÐÁ "ÈÉÝÎÉË{ÖÅÒÔ×Á".
üÔÁ ËÁÒÔÉÎËÁ (ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ: Ï×ÁÌÙ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ËÁË Ë ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ (ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ
Ë ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÍÕ), ÔÁË É ÄÅÓÔÁÌÉÂÉÚÁÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ("ÒÁÓËÒÕÞÉ×ÁÎÉÀ" ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÔ
ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ).

íÏÖÎÏ ×ÓÀ "ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ" ÞÁÓÔØ (ÐÐ. 4.4.1{4) ÉÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÐÒÉ-
ÍÅÒÅ ÍÏÄÅÌÉ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ-ìÏÔËÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉ-
ËÉ ÎÅ ÐÏÊÍÕÔ ÓÕÔØ ÉÄÅÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ÞÅÔËÏ É ÑÓÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ "ÔÅÏÒÉÀ", Á
ÐÒÉÍÅÒ ÄÁÔØ ËÏÎÓÐÅËÔÉ×ÎÏ, ÏÓÔÁ×É× ÅÇÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ. ôÁË ÉÌÉ
ÉÎÁÞÅ, ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÜÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ,
ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÏÊÎÙÍ14!

14÷ ÚÎÁË ÜÔÏÇÏ ×ÓÅ ÐÕÎËÔÙ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÍÅÞÅÎÙ Ä×ÕÍÑ ×ÏÓËÌÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ!!
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þÁÓÔØ II. äéîáíéþåóëéå óéóôåíù

ôÅÍÁ 5. äéææåòåîãéáìøîïå õòá÷îåîéå îøàôïîá x ′′ = F
(ÇÌÁ×Á 5; 16 Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 5

üÔÁ ÓÁÍÁÑ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÍ ÜÌÅËÔÉ×ÎÏÍ ËÕÒÓÅ íá ÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÅ-
ÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ Ë ÔÏÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ, ËÒÏÍÅ Ó×ÑÚÅÊ Ó ËÕÒÓÏÍ ÁÎÁ-
ÌÉÚÁ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÜÌÅËÔÉ×Á íá, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÐÒÏÞÎÙÅ Ó×ÑÚÉ É Ó
ÛËÏÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ËÕÒÓÏÍ ÆÉÚÉËÉ, ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÍÅÈÁÎÉËÉ. ôÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ
ÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÈÁÎÉËÕ ËÁË ÎÁ ÒÁÚÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑ-
ÔÁ. á ÐÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ × ×ÅÓØÍÁ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ × ÜÔÏÊ ÎÁÕËÅ | ÎÁÞÉÎÁÑ
ÓÏ ÓÔÏÌØ ÎÅÕÌÏ×ÉÍÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ËÁË ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ (ÍÅÎØÛÅ ÁÔÏÍÁ!). ëÓÔÁÔÉ
ÓËÁÚÁÔØ, ÍÁÓÓÁ ÅÅ (ÔÏÖÅ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÑ!) Õ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ
ÒÁ×ÎÏÊ 1.

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂßÅËÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÔÅÍÅ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (×ÔÏÒÏÊ
ÚÁËÏÎ) îØÀÔÏÎÁ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÓÉÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ,
x′′ = F = F (x; x′; t), ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
îØÀÔÏÎÁ, x′ = v, v′ = F .

åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÁÑ, Ô. Å. F = F (x) (ÓÉÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÎÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ), ÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ,
Ô. Å. ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, 1

2v2 + U(x) = E(x; v, U ′ = −F (x), ËÏÔÏ-
ÒÕÀ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÎÅÒÇÉÅÊ. ðÏÞÅÍÕ, ËÁËÏ×Á Ó×ÑÚØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ
ÒÁÂÏÔÙ (ÐÒÏÔÉ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÌÙ) | ×ÓÅ ÜÔÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × § 5.1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ × ÃÅÌÏÍ ÐÕÎËÔÅ 5.1.5 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ
"ËÕÌØÔÕÒÎÏ-ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÓËÕÒÓ" ÐÒÅÄÍÅÔÁ, ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ × ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÕÞÅÂÎÏÇÏ
ÐÏÓÏÂÉÑ, ÎÏ × ÎÉÈ ÔÁËÏÊ ÄÉÓËÕÒÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË ÂÙ ÎÁ ÚÁÄÎÅÍ ÐÌÁÎÅ, × ÒÁÍËÁÈ
ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× É ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÊ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ).

÷ § 5.2 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ, ÅÇÏ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ t = t(x;C; h) × Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÈ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ "ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ" ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, Ô. Å., × ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÁËÏÎÏ× Ä×É-
ÖÅÎÉÑ x = x(t) = x(t;C; h). òÅÁÌØÎÏ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÁ ÌÉÛØ × ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ïÎÉ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÁÌÅÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÇÁÒÍÏÎÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ (§ 5.3) É Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÅÊ
ÓÉÌÙ (§ 5.6).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, ÐÏÍÏÇÁÅÔ
ÐÏÎÑÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ Ó ÍÏÄÅÌØÀ "ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ" ÉÚ ××ÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ § 1.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ËÁÔÁÎÉÅ ÛÁÒÉËÁ × ÖÅÌÏÂÅ, "ÒÅÌØÅÆ" ÉÌÉ "ÐÒÏÆÉÌØ" ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ
ÆÏÒÍÕ ÇÒÁÆÉËÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ u = U(x). úÄÅÓØ Õ ×ÁÓ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ É ÐÏÔÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÅ ÑÍÙ, É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, "ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÇÏÒËÉ", É ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ
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ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ (ÎÁ ÄÎÅ ÑÍËÉ ÉÌÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÏÒËÉ, ÉÌÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ "ÍÁÌÅÎØ-
ËÏÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÌÁÔÏ" ÎÁ ÓËÌÏÎÅ ÑÍËÉ ÉÌÉ ÇÏÒËÉ!).

ðÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍ § 5.3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ËÒÏÍÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÞÅÇÏ,
ÎÁÞÁÔÏÅ ÅÝÅ × § 1.2 | ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÏÓÉ-
ÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ, | ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÐÒÏÞÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ
ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÏÓÔÏÊ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ § 5.4 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÀ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ | ÏÔ ÔÒÅÈÆÁÚÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏËÏ× ÄÏ
ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÉ ×ÏÌÎ. îÅ ÍÅÎÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ, ÎÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ § 5.5 ÐÏÓ×ÑÝÅÎ
ÔÏÞÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ (ÐÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ "ÎÁ-
ËÁÞËÉ", Ô. Å. ×ÎÅÛÎÅÊ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÌÙ). ðÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ É ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ
Ñ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÚÏÎÁÎÓÁ É ÂÉÅÎÉÊ.

ëÁË × § 5.3 Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÕÐÒÕÇÏÊ
ÉÌÉ ÐÓÅ×ÄÏÕÐÒÕÇÏÊ) ÓÉÌÙ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÒÕÇÏ×ÙÍÉ, Ô. Å. ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÍÉ, ÔÁË × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ § 5.6 Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÏÌÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ
Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó Ä×ÉÖÅÎÉ-
ÅÍ É ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÓÈÏÄÎÙ Ó ËÒÕÇÏ×ÙÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ×ÓÑËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÇÒÁÍÏÔÎÙÊ É ËÕÌØÔÕÒÎÙÊ ÛËÏÌØÎÉË.

÷ § 5.7 ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ x′′ = −!2x É ÇÉÐÅÒÂÏ-
ÌÉÞÅÓËÏÇÏ x′′ = �2x ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ,
x′′ + px′ + qx = 0. ïÔÙÓËÉ×ÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ; ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï "ÍÅÔÏÄÏÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÐÏ×ÔÏÒÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÀ" Ó ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÏËÏÌÏ 1980 Ç. ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄÉÓÔ É Á×-
ÔÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÎÁÞÁÌÁÍ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÐÏÄ ÒÅÄ.
á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á) âÏÒÉÓ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ é×ÌÅ× (1946{1990). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ-
ÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ, ÒÁÚÂÉÒÁÅÍÏÍ ÕÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÍÙ ËÁË ÂÙ ÕÇÁÄÙ-
×ÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÉÌÉ "ÐÏÄÇÏÎÑÅÍ ÐÏÄ ÏÔ×ÅÔ"); ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å ( 105(3) É 106)

é × ÆÉÎÁÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 5.8 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ, ÐÏÍÅÝÅÎÎÏÇÏ × ×ÑÚËÕÀ ÓÒÅÄÕ,
× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ (ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏ) Ó ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÍÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍÉ × ÔÁËÏÊ ÓÒÅÄÅ, ËÏÇÄÁ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ ÉÄÅÁÌØÎÙÊ, ËÁË × § 5.5, Á ÒÅÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÏÎÁÎÓ.
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§ 5.1. úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.1.1 üÎÅÒÇÉÑ ËÁË ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ !!

îØÀÔÏÎÁ
5.1.2 òÁÂÏÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÌÙ !! õ
5.1.3 ðÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÌÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ !!
5.1.4 úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ !!
5.1.5 éÓÔÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ !+

îÁÞÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÇÌÁ×Ù ÎÕÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ "ÚÁ ÚÄÒÁ×ÉÅ", ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÎÉÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ | ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ, ÏÎÏ "ÚÁÈ×Á-
ÔÙ×ÁÀÝÅÅ", | ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ É ÐÏÄÁÔØ ÁÄÅË×ÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

÷ ÐÕÎËÔÅ 5.1.1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ
ÜÎÅÒÇÉÉ (ÉÎÏÇÄÁ × ËÎÉÖËÁÈ ÐÏ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ ÐÒÏÓÔÏ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ É ÚÁÔÅÍ
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁ É ËÁË ÂÅÒÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÜÎÅÒÇÉÉ; Õ
ÎÁÓ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ É ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ).

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÏÔÉ× ÓÉÌÙ, É
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ. òÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. ÷ Ð. 5.1.4 ËÁË ÒÁÚ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ
(ËÁË ÔÏ ÂÙÌÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏ ×ÙÛÅ; ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÉÚÌÉÛÎÅ,
ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÅÒÉÍ × ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÉÚ Ð. 5.1.1 | Á ÍÙ ×ÅÒÉÍ, ÉÂÏ × ÇÌÁ×Å 4 ÅÇÏ
ÏÂÏÓÎÏ×ÁÌÉ | ËÁË ÒÁÚ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ).

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÕÌØÔÕÒÎÏ-ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÓËÕÒÓÁ | ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÞÅÒËÁ ÉÚ
Ð. 5.1.5, | ÔÏ ÅÇÏ ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ËÒÁÔËÏ ÐÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ É ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ
ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ.

§ 5.2. æÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.2.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.2.1 æÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÜÎÅÒÇÉÉ !!

ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
5.2.2 óËÏÒÏÓÔØ ÕÂÅÇÁÎÉÑ É ×ÔÏÒÁÑ ËÏÓÍÉÞÅÓËÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ !+ õ
5.2.3 óÈÅÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ ! *
5.2.4 ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ ! *
5.2.5 ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ !

îØÀÔÏÎÁ
5.2.6 îÁÇÌÑÄÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ !!

ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ

ï ÆÁÚÏ×ÙÈ ÐÏÒÔÒÅÔÁÈ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÒÅÞØ ×Ï ××ÏÄÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1.2, É × ÐÕÎËÔÅ
5.2.1 ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ É Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ËÁÒÔÉÎËÏÊ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÐÏÌÎÏÊ
ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ. ëÁË ÐÒÉÍÅÒ, × Ð. 5.2.2 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÒÔÒÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ
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ÌÕÞÕ ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ
Ó ÜÔÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÕÂÅÇÁÎÉÑ.

íÁÔÅÒÉÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÍÕ
ÐÏÍÅÞÅÎ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ. ûËÏÌØÎÉËÁÍ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛÁÇ × ÒÅÛÅ-
ÎÉÉ, × ÓÍÙÓÌÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÐÁÒÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ × Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ:

1
2mv

2 + U(x) = h ⇐⇒ (x′)2 = 2
m

(
h− U(x)

) ⇐⇒ x′ = ±�
√
h− U(x):

ðÕÎËÔ 5.2.5, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÅÎ | ÐÒÏÐÕÓÔÉ× ÅÇÏ, ÓÔÏÉÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë
ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÅÌÉ "ÛÁÒÉË
× ÖÅÌÏÂÅ" ÉÚ Ð. 5.2.6 (ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ÔÏÎËÏÓÔÉ ÎÁÓÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ!). ó ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ËÁË ÒÁÚ ÍÏÖÎÏ É Ó×ÑÚÁÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÐÐ. 5.2.3{5.

§ 5.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ
x′′ = −!2x

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.3.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.3.1 íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË: ÍÁÌÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ !
5.3.2 æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ !!
5.3.3 òÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ. !! õ

ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
5.3.4 óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ: Ó×ÏÊÓÔ×Á !+

ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ
5.3.5 äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ: ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ !!

ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ
5.3.6 ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ×ÉÄ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ !! õ

ËÏÌÅÂÁÎÉÊ
5.3.7* éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ∼ æ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

üÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÊÛÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏ× (§§ 5.3{5), ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÇÁÒÍÏ-
ÎÉÞÅÓËÉÍ É ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍ × ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÅ | ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÔÒÅÎÉÑ.

ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÐÕÎËÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙ É × ÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ÎÅ ÎÕÖÄÁ-
ÀÔÓÑ. ÷ ×ÅÓØÍÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÍ Ð. 5.3.3 ÉÚÑÝÎÏ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÁË ÒÁÚ ÚÁËÏ-
ÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = −!2x × ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ×ÉÄÅ x(t) = a cos!t+ b sin!t.

âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÏÂÙÞÎÏ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ Õ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÐÕÎËÔÁ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÆÏÒÍÕÌ (ÔÏÖÄÅÓÔ×). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × Ð. 5.3.5 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
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×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÔÒÁËÔÕÅÍÁÑ ËÁË ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ
×ÉÄ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ x(t) = A cos(!t+ '). ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÎÉÍ ××ÏÄÉÔÓÑ, ÐÏ-
×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ (ÉÚ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ) ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: ÞÁÓÔÏÔÁ
(ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ!), ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ, ÆÁÚÁ (ÁÒÇÕÍÅÎÔ !t+ ') É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÁÚÁ '.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, × ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ 5.3.7, ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÐÒÉÄÔÉ Ë ÚÁËÏÎÕ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ.

§ 5.4. óÌÏÖÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.4.1 ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ !!
5.4.2 ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ !!
5.4.3 ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÅÈÆÁÚÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏËÏ× !+
5.4.4 áÍÐÌÉÔÕÄÁ ÓÕÍÍÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ !!

÷ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÄÁÎÙ ÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏ-
ÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÅÍ
ÔÏÊ ÖÅ ÞÁÓÔÏÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÅÓØÍÁ ËÒÁÓÉ×Ù (ÜÔÏ ÕÖÅ ËÒÁÓÏÔÁ
×Ä×ÏÊÎÅ; ÓÍ. ×ÙÛÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë § 3.4). ôÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ
×ÅÓØÍÁ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÄÉÁÇÒÁÍÍ.

üÔÉ ÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÅÄÕÔ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ ÉÚ Ð. 5.4.3: Ë ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÎÏÊ
ÒÕÓÓËÉÍ ÉÎÖÅÎÅÒÏÍ íÉÈÁÉÌÏÍ éÏÓÉÆÏ×ÉÞÅÍ äÏÌÉ×Ï-äÏÂÒÏ×ÏÌØÓËÉÍ ÔÒÅÈÆÁÚÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏËÏ×.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÞÔÏ ÓÉÎÆÁÚÎÙÅ ËÏ-
ÌÅÂÁÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÕÓÉÌÉ×ÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, Á ËÏÌÅÂÁÎÉÑ × ÐÒÏÔÉ×ÏÆÁÚÅ | ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÏ ÏÓÌÁÂÌÑÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ (Ð. 5.4.4). üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å.

§ 5.5. ÷ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ, ÒÅÚÏÎÁÎÓ É ÂÉÅÎÉÑ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.5.1 õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ É ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ !!
5.5.2 áÎÁÌÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ: ÒÅÚÏÎÁÎÓ É ÄÒÏÖÁÎÉÅ !!
5.5.3 áÎÁÌÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ: ÒÅÚÏÎÁÎÓÎÏÅ ÒÁÓËÁÞÉ×ÁÎÉÅ É ÂÉÅÎÉÑ !!
5.5.4 ôÏÞÎÙÊ ÒÅÚÏÎÁÎÓ !

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏ-
ÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÕÐÒÕÇÏÊ ÓÉÌÙ Ó Ô. Î. ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ
! ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÅÛÎÑÑ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÁÑ ÓÉÌÁ (ÆÉÚÉËÉ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ×ÏÚÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ "ÎÁËÁÞËÏÊ"; ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÏÊ ÎÁËÁÞËÏÊ
ÉÚ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÎÅÊÔÒÏÎÏ× ÐÒÉ ÒÁÚÂÏÒÅ ÍÏÄÅÌÉ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÒÅÁËÔÏÒÁ × § 3.4),
ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÖÅ ÍÅÎÑÀÝÅÊÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ "×ÎÅÛÎÅÊ" ÞÁÓÔÏÔÏÊ �, ×ÏÏÂÝÅ
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ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ !. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, É Ë ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÎÁÍ
ÉÚ § 3.4 ÍÅÔÏÄ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ, ÞÔÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ × Ð. 5.5.1.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉ � 6= ! ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÇÁÒÍÏÎÉ-
ÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ ! É �. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ. úÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ
ÐÏËÁÚÁÔØ É ÒÅÚÏÎÁÎÓ, É ÄÒÏÖÁÎÉÅ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÎÁ ÈÕÄÏÊ
ËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÑÚÁÔØ Ë ÌÅÇËÏÍÕ ÛÁÒÉËÕ ÒÅÚÉÎËÕ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
ÖÅÓÔËÏÓÔÉ (Ô. Å. ÎÅ ÔÕÇÕÀ).

÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÕÎËÔÅ 5.5.4 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÒÅÚÏ-
ÎÁÎÓÁ, ËÏÇÄÁ � = !. ôÏÇÄÁ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ,
ÓÔÒÅÍÑÓØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. òÅÁÌØÎÏ ÔÁËÏÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ: ÌÉÂÏ ÒÅÚÉÎ-
ËÁ ÌÏÐÎÅÔ, ÌÉÂÏ ÔÒÅÎÉÅ ÐÏÍÅÛÁÅÔ!

§ 5.6. áÎÁÌÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = �2x. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.6.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.6.1 òÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = �2x. ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ !!
5.6.2 ÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ !+
5.6.3 õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ !! õ
5.6.4 îÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ !!
5.6.5 æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = �2x. !

ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ
5.6.6 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÆÁÚÏ×ÙÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ !+
5.6.7* îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = �2x ! æ
5.6.8* éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ äõ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ !+

ÍÁÑÔÎÉËÁ

÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÌÁ F = F (x) ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÆÕÎËÃÉÀ F (x) ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÔØ, Ô. Å. ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÔÁË ÞÔÏ
F (0) = 0, ÔÏ ÐÒÉ F ′(0) = k 6= 0 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÌÅ
F (x) = kx, ÐÓÅ×ÄÏÕÐÒÕÇÏÊ ÐÒÉ k < 0 É ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÅÊ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ
ÐÒÉ k > 0. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ,
ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÍ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

îÅÏÖÉÄÁÎÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÓÔÏÌØ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÁË ÔÒÉÇÏÎÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ | ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ.

óÎÁÞÁÌÁ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = �2x ×ÙÐÉÓÙ×Á-
ÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ e±�t, É Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ae�t + be�t, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ). üÔÉ Ä×Á
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ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÎÁ×ÅÑÎÙ ÕÖÅ ÐÒÉÍÅÎÑ×ÛÉÍÉÓÑ ÒÁÎÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ É ÉÚÌÏÖÅÎÙ
× ÐÐ. 5.6.1{2.

úÁÔÅÍ (× Ð. 5.6.3) ËÁË ÒÁÚ ××ÏÄÑÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ËÏÓÉÎÕÓ É ÓÉÎÕÓ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ (ÄÒÕÇÉÅ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÁÎÙ ÓÒÅÄÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ) É Ó×ÑÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ = x.

÷ ÐÕÎËÔÅ 5.6.4 ÐÏËÁÚÁÎÙ ÒÅÁÌØÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÌÉÎÅÊ-
ÎÁÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÁÑ ÓÉÌÁ: ÛÁÒÉË ÎÁ ÇÏÒËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË × "×ÅÒÈÎÅÍ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ" (ÍÙ "ÚÁËÁ×ÙÞÉÌÉ" ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÌÏ×Á, ÉÂÏ ÏÈ ËÁË ÔÒÕÄÎÏ ÕÄÅÒ-
ÖÁÔØ ÍÁÑÔÎÉË × ÔÁËÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ!).

÷ ÐÐ. 5.6.5{6 ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÅÄÌÏ, |
É, ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÓÅÐÁÒÁ-
ÔÒÉÓÁÍ ÓÅÄÌÁ (ÌÉÎÉÑÍ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ)
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (Ð. 5.6.6).

÷ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ 5.6.7 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÊ
ÐÒÏÒÁÂÏÔËÉ. á ×ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÊ ËÁË ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÊ, ÐÕÎËÔ
5.6.8, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁ-
ÑÔÎÉËÁ (ÏÎ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÐÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ x mod 2�, É ÌÕÞÛÅ ÅÇÏ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÁÔØ ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒÅ!), ÐÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÛËÏÌØ-
ÎÉËÁÍÉ.

§ 5.7. áÎÁÌÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ + px′ + qx = 0

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.7.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.7.1 ïÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. äÏÓÔÉÖÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ !+ æ
5.7.2 èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ !! õ
5.7.3 óÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ !! õ
5.7.4 óÌÕÞÁÊ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ !+
5.7.5 óÌÕÞÁÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ !

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ (×ÑÚËÏ-
ÇÏ) ÔÒÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ "ÐÏÌÎÏÅ" (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, x′′ = −!2x− �x′ ÉÌÉ
x′′ + �x′ + !2x = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÔÁËÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′′ + px′ + qx = 0, ÞÔÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

ðÅÒ×ÙÊ ÐÕÎËÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÄÁÎ ÒÁÄÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÜÒÕÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÛËÏÌØ-
ÎÉËÏ× | × ÎÅÍ ÒÅÞØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ Ó×ÑÚÁÌ ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÎÉÍÏÇÏ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. úÄÅÓØ ÖÅ × ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÉÚ-
ÂÅÖÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÐÅÒ×ÙÍ ÉÈ É ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÉ Ó ÎÉÍÉ ÚÁÐÉÓÁÌ
ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ äÖÅÒÏÌÁÍÏ ëÁÒÄÁÎÏ (1501{1576)). üÔÏÔ ÐÕÎËÔ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ É ÄÌÑ
ÓÁÍÏÄÅÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ.
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÷ Ð. 5.7.2 ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÛÁÇ: ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ
e�t ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÉÍ, �2 + p�+ q = 0.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÏÒÎÑ �1;2, É × Ð. 5.7.3
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ, ae�1t + be�2t. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ â. í. é×ÌÅ×ÙÍ
ÔÒÀËÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ. éÍÅÎÎÏ, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÐÉÓÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ,

x′′ − (�1 + �2)x′ + �1�2 = (x′ − �1x)′ − �2(x′ − �1x);

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ "×ÎÅÛÎÅÇÏ" ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z′ − �2z = 0, ÇÄÅ
z = x′ − �1x, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ä'áÌÁÍÂÅÒÁ.

üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÅÍ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ (×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÏÊ) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ É ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ (Ð. 5.7.4). îÏ
×ÏÔ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÅ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ | ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄÂÉÒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÉÓÈÏ-
ÄÑ ÉÚ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÄÅÓØ-ÔÏ É ÍÏÇÕÔ ÐÏÍÏÞØ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÉÚ
Ð. 5.7.1). üÔÏÔ ÐÏÄÂÏÒ-ÐÏÄÇÏÎËÁ × Ð. 5.7.5 ÔÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÇÌÁ×Ù.

§ 5.8. ëÏÌÅÂÁÎÉÑ × ÕÐÒÕÇÏ-×ÑÚËÏÊ ÓÒÅÄÅ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.8.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
5.8.1 õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ × ÕÐÒÕÇÏ-×ÑÚËÏÊ ÓÒÅÄÅ !!
5.8.2 óÌÕÞÁÊ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÎÉÑ: ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÔÕÈÁÎÉÅ !!
5.8.3 ðÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÔÏÖÅ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ !+

ÚÁÔÕÈÁÎÉÅ
5.8.4 óÌÕÞÁÊ ÍÁÌÏÇÏ ÔÒÅÎÉÑ: ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ !!
5.8.5* óÌÕÞÁÊ ÍÁÌÏÇÏ ÔÒÅÎÉÑ: ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ! æ
5.8.6* äõ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ Ó ÔÒÅÎÉÅÍ: ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ !+

É ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ
5.8.7* þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ äõ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ !+

Ó ÔÒÅÎÉÅÍ
5.8.8* áÎÁÌÉÚ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ !+

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ × ×ÑÚËÏÊ ÓÒÅÄÅ,
Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×
×ÉÄÅ x′′ + 2�x′ + !2x = 0 (Ð. 5.8.1), É ÌÅÇËÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ �2 − !2 > 0 | ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÔÕÈÁÎÉÅ (ÚÁ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ! óÍ. Ð. 5.8.2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒ É ×



íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÏÓÏÂÉÀ 71
ÐÏÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � = ! (Ð. 5.8.3). á ×ÏÔ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÔÒÅÎÉÉ (� < !) ÕÖÅ É ÐÒÉ-
ÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÈÉÔÒÑÔØÓÑ.

üÔÏ ÍÙ ÕÓÐÅÛÎÏ ÐÒÏÄÅÌÙ×ÁÅÍ × Ð. 5.8.4, ÐÏÌÕÞÁÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ÄÉÓ-
ËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÔÕÈÁ-
ÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ É ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ
!1 < !.

ðÕÎËÔ 5.8.5, ÇÄÅ ÍÙ, ÐÏÄÏÂÎÏ üÊÌÅÒÕ, ÓÍÅÌÏ ÏÐÅÒÉÒÕÅÍ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉ-
ÓÌÁÍÉ, ÓÕÇÕÂÏ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÊ. á ×ÏÔ ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÕÎËÔÁ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÔÁËÖÅ
ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ, ÓÔÏÉÌÏ ÂÙ ÈÏÔØ ËÒÁÔËÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ
| × ÎÉÈ ÒÅÞØ Ï ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ × ÒÅÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Ô. Å. ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ
ÔÒÅÎÉÑ.

ôÅÍÁ 6. ÷ïìîï÷ïå õòá÷îåîéå é ëïìåâáîéñ óôòõîù
(ÇÌÁ×Á 6; 4 Þ)

ïÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÔÅÍÅ 6

üÔÁ ËÒÁÔËÁÑ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÁÑ É ÏÔÞÁÓÔÉ "ÚÁ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÁÑ" ÔÅÍÁ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ,
ÄÏÓÔÏÊÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ÞÁÓÔØ II) "äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ".
åÓÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÇÌÁ×Á ÏÔÎÏÓÉÌÁÓØ Ë ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ É ÏÂÙË-
ÎÏ×ÅÎÎÙÍ15 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÇÌÁ×Á ÁÐÅÌÌÉÒÕÅÔ ÕÖÅ Ë
ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÓÐÌÏÛÎÙÈ ÓÒÅÄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ × ÞÁÓÔÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

üÔÏ ÎÉ × ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÍÕÝÁÔØ ÉÌÉ ÐÕÇÁÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ | ÛËÏÌØÎÉËÏ×
ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÍÁ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÐÕÇÁÅÔ: ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÐÙÔ, ÏÎÉ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ É
ÕÓ×ÁÉ×ÁÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù.

§ 6.1. âÅÇÕÝÉÅ ×ÏÌÎÙ É ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
5.1.0 "÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ" (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ) !
6.1.1 ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÏÌÎÙ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ !!
6.1.2 éÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÏÌÎ !!
6.1.3 éÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ×ÏÌÎ !
6.1.4 ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ !!

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÂÅÇÕÝÅÊ ×ÏÌÎÙ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ-
ÇÏ ÐÒÏÆÉÌÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÎÕÓÏÉÄÁÌØÎÙÅ ×ÏÌÎÙ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÁÎÁÌÉÚÉ-
ÒÕÅÔÓÑ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÏÌÎ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÅÅ Ë Ñ×ÌÅÎÉÀ ÓÔÏÑÞÉÈ
×ÏÌÎ ("ÍÅÒÔ×ÏÊ ÚÙÂÉ"). ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅ-
ÂÁÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÏÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÕÇÏ×ÙÈ
×ÏÌÎ.

15÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÐÉÔÅÔ "ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ" | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÒÍÉÎ: × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
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÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÐÉÓÉ ÂÅÇÕÝÉÈ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ×ÏÌÎ, u(x; t) = f(x∓ vt), ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ u′′tt = v2u′′xx.

§ 6.2. ëÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ. íÕÚÙËÁÌØÎÁÑ ÁËÕÓÔÉËÁ

ð.ð. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ óÐÅÃ. ðÒÉÍ.
6.2.1 õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÐÒÕÇÏÊ ÓÔÒÕÎÙ !!
6.2.2 óÔÒÕÎÁ Ó ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍ ËÏÎÃÏÍ: ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ !!

É ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÑ ×ÏÌÎ
6.2.3 óÔÒÕÎÁ Ó ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ: ÓÐÅËÔÒ !!

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ
6.2.4 îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÍÕÚÙËÁÌØÎÏÊ ÁËÕÓÔÉËÅ !

á × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÓÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ îØÀÔÏ-
ÎÁ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ËÕÓÏÞËÁ ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÓÔÒÕÎÙ, ÄÌÑ ÅÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×É-
ÑÍÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ×ÏÌÎÙ × ÓÔÒÕÎÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍ ËÏÎÃÏÍ É
ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÑ ÐÁÄÁÀÝÅÊ É ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÈ ×ÏÌÎ. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ËÁËÉÅ
×ÏÌÎÙ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÂÕÖÄÁÔØÓÑ × ÓÔÒÕÎÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ | ÐÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕÎÙ. á × ÓÁÍÏÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ "ÍÕÚÙËÁÌØÎÁÑ ÁËÕÓÔÉËÁ".

áÌÅËÓÁÎÄÒ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ úÅÍÌÑËÏ×,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
×ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
òÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (éïóï òáï).
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÷ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÌÕÂÅ îÅÇÅ×Á (éÚÒÁÉÌØ), ×ÅÄÕÝÅ-
ÇÏ ÒÁÂÏÔÕ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏ É ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ.

ðÒÉ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÉÍ. âÅÎ-çÕÒÉÏÎÁ × îÅÇÅ×Å (éÚÒÁÉÌØ) ÓÏÚÄÁÎ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ëÌÕÂ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÏËÏÌÏ 350 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ
âÅÅÒ-ûÅ×Ù É ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ × ×ÏÚÒÁÓÔÅ ÏÔ 10 ÄÏ 17 ÌÅÔ.

÷ 1998 ÇÏÄÕ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÓÏÚÎÁÌÁ ÆÁËÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ àÇ éÚÒÁ-
ÉÌÑ | ÎÁÓÅÌÅÎÉÅ ÐÕÓÔÙÎÉ îÅÇÅ×, | ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌ ÎÁ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ËÁÒÔÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á". åÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÒÅÄËÏ ÐÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÓÒÅÄÉ ÐÒÉ-
ÚÅÒÏ× ÉÚÒÁÉÌØÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ. ðÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÙÍ ÓÏÃÉÁÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ
ÏÐÒÏÓÁÍ ÛËÏÌØÎÉËÉ îÅÇÅ×Á × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å Ó×ÏÅÍ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ËÁË
ÎÕÖÎÙÊ, ÎÏ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÎÕÄÎÙÊ É ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÐÒÅÄÍÅÔ...

÷ éÚÒÁÉÌÅ ÅÖÅÇÏÄÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ 7|8 ÏÂÝÅÉÚÒÁÉÌØÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÒÁÚÎÙÈ ×É-
ÄÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ÉÎÉÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÚ íÏÓË×Ù \ôÕÒÎÉÒ ÇÏÒÏÄÏ×". ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÒÅÔØ ÐÒÉÚÏ×ÙÈ ÍÅÓÔ ÎÁ ÜÔÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ ÄÏÓÔÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÁÍ íÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ëÌÕÂÁ îÅÇÅ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÏÒ×ÁÌÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÖÉÚÎØ
éÚÒÁÉÌÑ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÙ × ÒÁÂÏÔÅ Ó ÏÄÁ-
ÒÅÎÎÙÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ.

åÖÅÇÏÄÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÏ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ëÌÕÂÁ ÎÏÓÉÔ ÍÎÏÇÏÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. îÁ
Ä×ÕÈ-ÔÒÅÈ ÜÔÁÐÁÈ ÏÔÂÏÒÁ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÒÅÈ ÄÏ ÐÑÔÉ ÔÅÓÔÏ× ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ×: ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ, ÏÔËÒÙÔÙÅ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÏÔ×ÅÔ, É Ô×ÏÒÞÅÓËÉÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÌÁ-
ÇÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÅÍÎÁÑ ËÏ-
ÍÉÓÓÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÅ ÑÒËÏÊ ÉÄÅÉ ÄÁÖÅ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÚÁÞÉÓÌÅÎÉÑ × ëÌÕÂ. éÎÏÇÄÁ ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÅ ÕÞÉÔØÓÑ × ëÌÕÂÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔ
ÛËÏÌØÎÉË, ÎÅ ÐÒÏÛÅÄÛÉÊ ÏÔÂÏÒ, ÎÏ ÐÒÏÑ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ÓÔÁÔØ ÞÌÅÎÏÍ
ëÌÕÂÁ. ÷ÅÄØ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÃÅÌØ ÏÔÂÏÒÁ | ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ,
ÎÏ É ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ ÎÁ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÅ ÕÓÉÌÉÅ, ÁÍÂÉÃÉÏÚÎÙÈ É, ÇÌÁ×ÎÏÅ,
ÁËÔÉ×ÎÏ ÖÅÌÁÀÝÉÈ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ïÐÙÔ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÏÔÂÏÒÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅ ÐÏÔÅÒÑÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÂÑÔ.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÔÅÓÔÏ×.
73
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1. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ABCD ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ 4 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×ÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÌÏÝÁÄÉ 3-È ÉÚ 4-È ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ× (ÓÍ. ÞÅÒÔÅÖ). îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABMN.

A

N

D C

M

B

16 40

20

Âàðèàíòû îòâåòîâ:

à)

â)

ä)

8 24

84

30

28ã)

â)

2. îÁÊÔÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ 4 ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑ:
Á) ÓÕÍÍÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.
Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.
×) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.
Ç) ÞÁÓÔÎÏÅ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

3. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 7 ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 3?
Â) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ 7-É ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 3?
×) íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 19 , 44 , 11 , 93 , 28 , 73 ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 3?
Ç) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ 6-É ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 3?

÷ ÐÅÒ×ÙÊ ÇÏÄ ÚÁÎÑÔÉÊ ÇÒÕÐÐÙ ÆÏÒÍÉÒÕÀÔÓÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÑÍ, ÎÏ
Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÇÏÄÕ ×ÏÓØÍÉËÌÁÓÓÎÉË ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Ó
ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÉËÌÁÓÓÎÉËÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÔÅÍ I-ÏÇÏ ÇÏÄÁ: ÚÁÄÁÞÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÇÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ (ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ, ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ É ÄÒ.),
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÒÏÂÅÊ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ôòéú (ÔÅÏÒÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØ-
ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ) É ÄÒ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÔÅÍ II-ÏÇÏ ÇÏÄÁ: × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÔÅÍ I ÇÏÄÁ, Á ÔÁËÖÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ËÁË ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ (ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ É
ÐÏÄÈÏÄÙ), ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÄÒ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÔÅÍ III-ÏÇÏ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÏÄÏ×: ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ, ××ÅÄÅÎÉÅ ×
ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÌÏÇÉËÕ, ÆÒÁËÔÁÌÙ, ××ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÏÓÎÏ×Ù
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÄÒ.

æÏÒÍÙ ÚÁÎÑÔÉÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÅÍÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÏÔ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÄÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏ-
ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ, ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁËÔÉ×ÎÙÊ ÄÉÁÌÏÇ, Á ÚÁÄÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕ-
ÀÔÓÑ ÎÅ ÄÌÑ ÏÔÒÁÂÏÔËÉ ÎÁ×ÙËÏ×, Á ÎÏÓÑÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ (ÎÁ×ÅÑÎ ËÎÉÇÏÊ ò.óÍÁÌÌÉÁÎÁ \ðÒÉÎÃÅÓÓÁ ÉÌÉ ÔÉÇÒ"): ËÏÒÏÌØ ÐÏÍÅÝÁÅÔ
× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍÎÁÔ ÉÌÉ ÐÒÉÎÃÅÓÓÕ ÉÌÉ ÔÉÇÒÁ (× ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
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ÅÓÔØ ËÔÏ-ÔÏ ÏÄÉÎ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ × ÏÂÅÉÈ ËÏÍÎÁÔÁÈ ÐÒÉÎÃÅÓÓÙ ÉÌÉ × ÏÂÅÉÈ ÔÉÇÒÙ),
É ÐÏÍÅÝÁÅÔ ÎÁ ÏÂÅÉÈ Ä×ÅÒÑÈ ÐÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÏÂÁ ÉÓÔÉÎÎÙ
ÉÌÉ ÏÂÁ ÌÏÖÎÙ. ðÌÅÎÎÉËÕ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÂÒÁÔØ
ËÏÍÎÁÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÄÉÔ ÐÒÉÎÃÅÓÓÁ. úÁÄÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ
2 ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ × ÏÂÅÉÈ ËÏÍÎÁÔÁÈ ÓÉÄÑÔ
ÔÉÇÒÙ.

÷ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÎÑÔÉÊ × ëÌÕÂÅ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÐÑÔÉÎÅÄÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ. ðÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ
ÎÅÄÅÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÃÉËÌÅ | ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ.

ðÑÔÁÑ ÎÅÄÅÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ | ÏÓÏÂÁÑ. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÄÎÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ
ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÊ". ÷ ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍÁÎÄÎÙÅ ÏÌÉÍÐÉÁ-
ÄÙ, ÉÇÒÙ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÏËËÅÊ, ÍÁÔÂÏÊ, ÂÒÅÊÎ-ÒÉÎÇ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÓËÏÊ
ÂÏÊ, ÁÕËÃÉÏÎ, ÜÓÔÁÆÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÁÎÃÉÊ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ë÷î, ÉÎÄÉ×É-
ÄÕÁÌØÎÙÅ ÞÅÍÐÉÏÎÁÔÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÇÒÁÍ ÔÉÐÁ \ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ", \ÇÅËÓ"
É ÄÒ., Á ÔÁË ÖÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÎÙÈ ÌÅËÔÏÒÏ× É ×ÙÐÕÓË ÓÔÅÎÇÁÚÅÔÙ. üÔÏÔ ÄÅÎØ
ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ, É ÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÖÄÕÔ Ó ÎÅÔÅÒÐÅÎÉÅÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
× ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ É ÒÁÚÄÁÞÁ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÉÚÏ× ÏÔÌÉÞÉ×ÛÉÍÓÑ.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÁÎÄÎÏÇÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ (ÜÓÔÁÆÅÔÁ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÁÎÃÉÊ) É ÏÄÎÏÊ ÉÇÒÙ (\ÐÒÉÚÍÁ").

üÓÔÁÆÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÁÎÃÉÊ.

óÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ 60-75 ÍÉÎ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÜÓÔÁÆÅÔÙ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÔÁÎÃÉÉ (ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔ 3 ÄÏ 5, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, 4). îÁÚ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÎÃÉÊ:
ÔÁÎÇÒÁÍ, ÓÐÉÞËÉ, ÎÁÊÄÉ ÏÛÉÂËÕ, ËÁÌÅÎÄÁÒØ, ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ É ÄÒ. ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÔÉÐ
ÚÁÄÁÎÉÊ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÁÎÃÉÉ.

÷ ÜÓÔÁÆÅÔÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, 8-10 ËÏÍÁÎÄ. îÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÁÎÃÉÀ (Ô.Å.
× ËÁÖÄÙÊ ËÁÂÉÎÅÔ) ÚÁÈÏÄÑÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ 2-3 ËÏÍÁÎÄÙ (4-5 ÞÅÌÏ×ÅË × ËÁÖÄÏÊ),
ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ 10-12 ÍÉÎÕÔ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÁÎÉÊ.

úÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÁÎÃÉÀ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ É ÁÓÓÉÓÔÅÎÔ. îÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎ-
ÃÉÑÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, \ÎÁÊÄÉ ÏÛÉÂËÕ", ÚÁÄÁÎÉÑ ÎÏÓÑÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÔÏÇÄÁ
ËÏÍÁÎÄÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ëÁÖÄÙÅ 15 ÍÉÎÕÔ ËÏÍÁÎÄÙ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÁÎÃÉÀ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÔÏÇÉ ÐÏÄ×Ï-
ÄÑÔÓÑ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÔÁÎÃÉÑÈ.

þÅÍÐÉÏÎÁÔ ÐÏ ÉÇÒÅ \ðÒÉÚÍÁ".

üÔÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÉÌÉ ÐÏ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (ËÁÖÄÙÊ Ó ËÁÖÄÙÍ | 2 ÐÁÒÔÉÉ,
ÞÔÏÂÙ ÎÉ×ÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÇÏ (ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ) ÈÏÄÁ), ÉÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÛÉÓØ
ÎÁ 2 ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏ ÓÔÙËÏ×ÙÍÉ ÉÇÒÁÍÉ (1-ÙÊ Ó1-ÙÍ, 2-ÏÊ ÓÏ 2-ÙÍ É Ô.Ä.). éÎÏÇÄÁ
ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ ÐÏ Û×ÅÊÃÁÒÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÉÇÒÙ. ðÏÌÅ ÄÌÑ ÉÇÒÙ | ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ Ó ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ ÐÒÉÚÍÙ (×ÁÒÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ | ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ
ÄÏ ÄÅÓÑÔÉ -É ÂÏÌÅÅ-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ).
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÷ÏÚØÍÅÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÕÀ ÐÒÉÚÍÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË
Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÔ Õ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 10 (ÐÏ-
×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÚÁÐÒÅÝÅÎÏ), ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ: ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ
ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÒÏÉÇÒÙÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÉÞÅÊÎÙÍ.

îÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁËÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÐÕ-
ÌÑÒÎÙÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐ \ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÐÏÍÅÈ" ÐÕÔÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ
ÒÁÚÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ Õ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÊ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ëÌÕÂÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÒÅÊÔÉÎÇ" òÅÊÔÉÎÇ ÐÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ
ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÛËÏÌØÎÉË ËÁË-ÔÏ ÐÒÏÑ×ÉÌ ÓÅÂÑ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÚÁÎÑÔÉÉ, ÓÄÁ-
ÞÁ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÈ ÄÏÍÁÛÎÉÈ ÚÁÄÁÎÉÊ, ÕÓÐÅÈÉ × ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ É Ô.Ä. ïÓÏÂÏ ×ÙÓÏËÁÑ
ÄÏÂÁ×ËÁ Ë ÒÅÊÔÉÎÇÕ ÎÁÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÐÒÉÚÏ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ×ÓÅÉÚÒÁÉÌØÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁ-
ÄÁÈ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ËÁËÉÈ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ
ÚÁÄÁÎÉÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÒÅÊÔÉÎÇ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÝÎÙÍ ÓÔÉÍÕÌÏÍ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á
ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ÷ ËÏÎÃÅ ÇÏÄÁ ÛËÏÌØÎÉËÉ, ÌÕÞÛÉÅ ÐÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÍÕ ÒÅÊÔÉÎÇÕ, ÎÁ-
ÇÒÁÖÄÁÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÉÚÁÍÉ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÂÏÒÎÕÀ. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ
ÔÅÍÁÍÉ ÚÁÎÑÔÉÊ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉËÏÊ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ËÕÒÓÏ×, ÔÁËÉÈ, ËÁË: ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ, ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× É
ÌÏÇÉËÕ, ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÁÌÇÅÂÒÁ.

ôÅ, ËÔÏ ÐÒÉÚÎÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ. úÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÇÏÄÁ ÏËÏÌÏ ÄÅÓÑÔÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ×
14|17 ÌÅÔ ÕÖÅ ÐÏÛÌÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÕÔÉ É ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ, Á ÚÁÞÁ-
ÓÔÕÀ É ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÌÕÞÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× (ÓÒÅÄÎÉÊ ÂÁÌÌ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÚÑÔÙÍ
ËÕÒÓÁÍ | 93 ÐÏ 100-ÂÁÌÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ).

ïÄÉÎ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ × ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ ÄÎÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÊ ÔÒÁÄÉ-
ÃÉÏÎÎÏ ÐÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ ÇÏÄÏ×ÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ.ïÎÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ëÁÖÄÙÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÇÏÔÏ×ÉÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÌ,
3 ×ÏÐÒÏÓÁ : ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ × ÒÁÍËÁÈ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÊ ÔÅÍÙ, ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÊ É ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÙÊ. ìÉÓÔÙ Ó ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ÉÍÅÎÎÙÅ (ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ).

ðÒÉÍÅÒ (ÉÚ ËÕÒÓÁ óÅÒÇÅÑ ÷ÏÌØÓËÏÇÏ \çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ | ÚÁÄÁÞÉ
ÎÁ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ É Ô.Ð."):

1. òÁÚÒÅÖØÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ 2 ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ
ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÆÉÚÉÏÎÏÍÉÉ.
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2. îÁÊÄÉÔÅ ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉ-

ÓÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

3. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ 7 ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

úÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÕÞÅÂÎÙÊ ÇÏÄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÅÓÔÉ×ÁÌÅÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔ-
ÓÑ: ÂÌÉÃ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ (ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÔÅÓÔ), ËÏÒÏÔËÉÊ ÍÁÔÂÏÊ ÎÁ ÓÃÅÎÅ, ÆÒÁÇÍÅÎÔ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ë÷îÁ, ×ÙÓÔÁ×ËÁ ÌÕÞÛÉÈ ÒÁÂÏÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ, ÒÁÚÄÁÞÁ ÐÒÉÚÏ× É ËÌÕÂÎÙÈ ÍÁÅË, ÉÓÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÌÕÂÎÏÇÏ
ÇÉÍÎÁ. îÁ ÆÅÓÔÉ×ÁÌØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÇÌÁÛÁÀÔÓÑ ÒÏÄÉÔÅÌÉ É ÕÞÉÔÅÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÛËÏÌ.

æÉÎÁÎÓÏ×ÁÑ ÐÏÄÄÅÒÖËÁ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ëÌÕÂÁ îÅÇÅ×Á ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÒÁÎ-
ÃÕÚÓËÉÍ æÏÎÄÏÍ óÁËÔÁ òÁÛÉ É ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÆÏÎÄÏÍ æÏÈÓ (ÞÅÒÅÚ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ
ÉÍ. âÅÎ-çÕÒÉÏÎÁ).
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úÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÷.ðÒÁÓÏÌÏ×ÙÍ,

í.óËÏÐÅÎËÏ×ÙÍ É ó.äÏÒÉÞÅÎËÏ

÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M =

= A1A2 : : : An Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ (ÒÉÓ. 1 ÓÌÅ×Á). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ

M ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ O. ïÔÌÏÖÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ
−−−→
A1A2;

−−−→
A2A3; : : : ;

−−−→
AnA1 ÏÔ

ÕÚÌÁ O É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë ÔÏÞËÅ O ÕÚÅÌ.

óÏÅÄÉÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ n ÔÏÞÅË, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-

ÎÉË M∗, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (ÒÉÓ. 1

ÓÐÒÁ×Á).

M
�M

���

M
�M

���

M
�M

���

òÉÓ. 1.

äÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ, ÏÔËÒÙÔÏÊ ×ÓÅÇÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ:

ôÅÏÒÅÍÁ Ï 12. ðÕÓÔØ ×ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁM ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÒÏ×ÎÏ

ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ O, ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ | b ÕÚÌÏ×, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁM∗ | b∗ ÕÚÌÏ×.
ôÏÇÄÁ

b + b∗ = 12:

0. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÍ ÎÁ ÒÉÓ. 2. óËÏÌØËÏ

ÕÚÌÏ× ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ×ÎÕÔÒÉ M∗ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ M∗∗? ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ

ÐÌÏÝÁÄÉ M É M∗? ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M = M∗? óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÷ÁÛÉ

ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔØ.
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Á Â × Ç Ä

òÉÓ. 2.

A0B

CC

B

A
� �

�

� �

�

òÉÓ. 3.

1. ÷ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ?

2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï 12 ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ Ó b = 4.

ðÒÏÓÔÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ×,

ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ (ËÁË ×ÎÕÔÒÉ, ÔÁË É ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ). ðÒÙÖÏË (ÒÉÓ. 3) | ÜÔÏ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÁ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ,

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B.

3. Á) ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÐÒÙÖËÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ;

Â) éÚ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÐÒÙÖËÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ;

×) õ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× | ÔÕÐÏÊ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÊ (ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ-

ÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1, 1,
√
2, ËÏÔÏÒÙÊ

ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ);

Ç) éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÄÎÉÍ ÐÒÙÖËÏÍ ÍÏÖÎÏ

ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ

ÓÔÏÒÏÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

Ä) ìÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÙÖËÏ× ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ×

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ;

Å) ðÌÏÝÁÄØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 1=2.

4. Á) ÷ÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÕÚÌÏ× (ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ), | ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.
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Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÕÚÌÏ×?

×) ÷ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ

×ÅÒÛÉÎ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ?

5. Á) åÓÌÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÔ ÕÚÌÏ× (ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ), Á ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ |

ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ, ÔÏ ÜÔÏ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï 12 ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó b = 3.

ðÕÓÔØ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | i ÕÚÌÏ×, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉ-

ÃÅ | b ÕÚÌÏ×.

6. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÄÁÎÎÙÈ b+i ÕÚÌÁÈ.

óËÏÌØËÏ × ÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×?

Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ:

S = i+
b

2
− 1:

7. ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ

ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ (ÔÁË ÂÕÄÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÌØÚÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÌÉ × ÕÚÌÁÈ.

8. ûÁÈÍÁÔÎÙÊ ËÏÒÏÌØ ÏÂÏÛÅÌ ÄÏÓËÕ 8× 8 ËÌÅÔÏË, ÐÏÂÙ×Á× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÏÌÅ ÒÏ×ÎÏ

1 ÒÁÚ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÅ. ìÏÍÁÎÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÙ ÐÏÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌ ËÏÒÏÌØ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

Á) ëÁËÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ÜÔÁ ÌÏÍÁÎÁÑ?

Â) ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ?

õÄÁÌÅÎÉÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÏÔÒÅÚÁÎÉÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ Ó ÎÉÍ Ä×Å ÏÂÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÍÎÏÇÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 2Á ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÒÉÓ. 2×.

ïÂÒÁÔÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

9. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

Á) ÎÁ ÒÉÓ. 2; Â) ÂÅÚ ÕÚÌÏ× ×ÎÕÔÒÉ; ×) ×ÙÐÕËÌÙÅ Ó ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÌÏÍ ×ÎÕÔÒÉ;

ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÓÅÒÉÅÊ ÕÄÁÌÅÎÉÊ É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×?

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ O | ÎÁÞÁÌÏ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ

A(a; b) 6= O ÐÒÑÍÕÀ A∗, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax+by = 1. üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ax + by = 1 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (a; b).

10. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÙ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë ÆÉÇÕÒÁÍ ÎÁ ÒÉÓ. 4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ

ÒÉÓ. 4Á l∗ ∈ A∗ É ÞÔÏ ÎÁ ÒÉÓ. 4Â ÐÒÑÍÙÅ A∗; B∗; C∗ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ C 6= O ÐÒÑÍÁÑ C∗ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ OC É ÐÒÏÈÏÄÉÔ

ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C ′ ∈ OC, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ OC ·OC ′ = 1.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M = A1 : : : An ÐÏÌÏÖÉÍ M∗ = (A1A2)
∗ : : : (AnA1)

∗.
11. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó

ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 90◦). äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M∗∗ =M .
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òÉÓ. 4.

12. åÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ M ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ M∗ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ

ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ.

13. Á) ðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚM ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËM∗.
Â) éÚ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ ÕÚÌÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØÀ ÕÄÁÌÅÎÉÊ/ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Ó b = 4.

×) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï 12.

14. ëÁËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÂÕÄÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (ÒÉÓ. 2Ä)?

ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁM Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑM∗ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ? ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ

Ï 12 ÎÁ ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ?

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 
∗ | ÜÔÏ çíô Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏ ×ÓÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë

ËÒÉ×ÏÊ 
.

15. ëÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? úÁ×ÅÒÛÉÔÅ ÒÉÓ. 5. ÷ÅÒÎÏ

ÌÉ, ÞÔÏ 
∗∗ = 
?


 ••


∗ ? ?

Á Â × Ç

òÉÓ. 5.

16∗. ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï 12 ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ ÕÚÌÏÍ

×ÎÕÔÒÉ?

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

17. îÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ÌÏÍÁ-

ÎÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÕÚÌÙ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ p× q ËÌÅÔÏË.
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Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ p É q ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?

Â) ëÁËÕÀ ÄÌÉÎÕ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÌÏÍÁÎÁÑ?

×) ëÁËÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ?

18. Á) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kM ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚM ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ

Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ 2S(M) =

= n(2M)− 2n(M) + 1, ÇÄÅ n(M) | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ×ÎÕÔÒÉ É ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ M .

Â) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

19. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ.

áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒ-

ÍÕÌÏÊ {
x′ = ax + by;

y′ = cx + dy;

ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a; b; c; d | ÃÅÌÙÅ É

ad− bc = ±1).
20. ëÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ

Á) ÂÅÚ ÕÚÌÏ× ×ÎÕÔÒÉ; Â) Ó ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ ÕÚÌÏÍ ×ÎÕÔÒÉ;

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

21. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÊ y = ax+ b ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ (x; y) 7→ (x
y
; 1

y
).

Â) þÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + ax + b = 0 (x3 + ax + b = 0) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ë ËÒÉ×ÏÊ x2 = 4y (4x3 = −27y2) ÉÚ ÔÏÞËÉ
(a; b).

×) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + ax + b = 0 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ a É b?

Ç) ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÒÕÇÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] î.â.÷ÁÓÉÌØÅ×. ÷ÏËÒÕÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÉËÁ. ë×ÁÎÔ, 12. 1974.

[2] â. ðÏÏÎÅÎ É æ. òÏÄÒÉÇÅÓ-÷ÉÌÌÅÇÁÓ. òÅÛÅÔÏÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÞÉÓÌÏ 12

(ÎÁ ÁÎÇÌ. ÑÚ.) Amer. Math. Mon. 107:3. 2000. 238{250

[3] ä. òÅÐÏ×Û, í. óËÏÐÅÎËÏ× É í. ãÅÎÃÅÌØ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ Ï 12 ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × íÁÔ. úÁÍÅÔËÉ)

[4] ó. ì. ôÁÂÁÞÎÉËÏ×. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ë×ÁÎÔ, 10, 1988.



á×ÔÏÍÁÔÙ É ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ

é. á. é×ÁÎÏ× {ðÏÇÏÄÁÅ×, á. ñ. âÅÌÏ× {ëÁÎÅÌØ

÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÒÏÅËÔÅ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ É ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. üÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ: ÇÒÕÐÐ, ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ËÏ-

ÌÅÃ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÁÖÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÎÉÌØ-ËÏÌØÃÏ, ÐÒÉ

ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ. éÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏ-

ÌÕÇÒÕÐÐÁÈ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØÓÑ Ë ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÍ, ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÚÕÞÉÔØ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÐÒÉÍÅÒÏ×.

ðÒÏÅËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 3 ÃÉËÌÏ×. íÌÁÄÛÉÅ ÚÁÄÁÞÉ × ËÁÖÄÏÍ ÃÉËÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÐÒÏÓÔÙ, ÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÄÅÊ ÓÔÁÒÛÉÈ ÚÁÄÁÞ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ ÃÉËÌÏ× ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ. çÌÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ

ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ (ãÉËÌ ó). äÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

Ë ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÍ ÐÏÌÅÚÎÁ ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÁ ÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÁÈ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ (ÃÉËÌ á).

ãÉËÌ B ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ × ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ,

ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ (ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Ó

ÎÅÃÅÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ {ëÉÒÉÌÌÏ×Á) ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

ãÉËÌ á. á×ÔÏÍÁÔÙ É ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ

÷ ÐÅÒ×ÙÈ (××ÏÄÎÙÈ) ÚÁÄÁÞÁÈ ÃÉËÌÁ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ:

ÒÏÂÏÔ, ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÏÂÏÔ ÜÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ÐÒÏÉÚ×Ï-

ÄÑÝÉÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ. òÏÂÏÔ

ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1. ðÅÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ ×ÐÅÒÅÄ (× ÓÏÓÅÄÎÀÀ ËÌÅÔËÕ);

2. ðÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁ 90 ÇÒÁÄÕÓÏ×;

3. óÔÁ×ÉÔØ ÆÌÁÖÏË × ËÌÅÔËÕ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÆÌÁÖÏË Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ);

4. ðÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÌÁÖËÁ × Ó×ÏÅÊ ËÌÅÔËÅ.

5. âÒÁÔØ ÆÌÁÖÏË ÉÚ Ó×ÏÅÊ ËÌÅÔËÉ.

îÁÌÉÞÉÅ Õ ÒÏÂÏÔÁ ÆÌÁÖËÏ× (É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï) ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÒÁÎÅÅ. ðÒÏÇÒÁÍ-

ÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÄÌÑ ÒÏÂÏÔÁ,

ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ × ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÓÔÒÕË-

ÃÉÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÒÏÂÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÈÏÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ × ÔÏÍ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÊÔÉ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÂÙ×ÁÔØ × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÑÓÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏÂÏÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó Ä×ÕÍÑ ÆÌÁÖËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÌÅÎÔÕ |

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÌÏÓÕ Ó ÛÉÒÉÎÏÊ × 1 ËÌÅÔËÕ. ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÏÂÏÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×

ËÌÅÔËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 0 Ó Ä×ÕÍÑ ÆÌÁÖËÁÍÉ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÒÏÂÏÔÁ.
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1. ðÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÌÁÖÏË.

2. ðÅÒÅÊÔÉ × ËÌÅÔËÕ 1.

3. ðÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÌÁÖÏË.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ �ÞÅÌÎÏÞÎÏÅ� Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ ÍÅÖÄÕ ÆÌÁÖËÁÍÉ, Ó

ÐÏÐÕÔÎÙÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ôÏ ÅÓÔØ, ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÅÖÄÕ

ÆÌÁÖËÁÍÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Á ÆÌÁÖËÉ ÒÏÂÏÔ �ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔ� × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

üÔÏÇÏ ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ:

4. ðÏ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 2 ÒÁÚÁ. (ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÁ 180 ÇÒÁÄÕÓÏ×)

5. ðÒÏÊÔÉ ×ÐÅÒÅÄ.

6. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÌÁÖËÁ.

7. åÓÌÉ ÆÌÁÖËÁ ÎÅÔ | ÐÅÒÅÊÔÉ Ë 5.

8. ÷ÚÑÔØ ÆÌÁÖÏË É ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÐÅÒÅÄ.

9. ðÏÌÏÖÉÔØ ÆÌÁÖÏË É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë 4.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÐÏÂÙ×ÁÅÔ × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÌÅÎÔÙ.

éÎÔÅÒÅÓÅÎ ×ÏÐÒÏÓ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÒÏÂÏÔ ÂÅÚ ÆÌÁÖËÏ× ÏÂÏÊÔÉ ÌÅÎÔÕ? ïËÁÚÙ×ÅÔÓÑ,

ÎÅÔ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÒÏÂÏÔÁ. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÏÂÏÔ ×ÙÐÏÌÎÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÒÏÂÏÔ É ÏÔ

ÎÁÌÉÞÉÑ | ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ × ËÌÅÔËÅ ÆÌÁÖËÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ÆÁËÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅÍ ÒÏÂÏÔÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÒÏÂÏÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ÷ÙÐÏÌÎÉ× ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÒÏÂÏÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÇÏ ÍÅÎÑÅÔ. ðÏ

ÐÒÉÎÃÉÐÕ äÉÒÉÈÌÅ, ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ ÐÏ×ÔÏÒÉÔ-

ÓÑ. ðÕÓÔØ, ÐÒÏÛÌÏ t ÓÅËÕÎÄ É, ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÂÙÌÏ

ÔÁËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÒÏÂÏÔ ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ ×ÐÒÁ×Ï ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ a. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÛÌÏ

ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔËÁ K, ÌÅ×ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, ÇÄÅ ÒÏÂÏÔ ÅÝÅ

ÎÅ ÂÙÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË t ÓÅËÕÎÄ ÎÁÚÁÄ, ÅÝÅ ÞÅÒÅÚ t ÓÅ-

ËÕÎÄ ÒÏÂÏÔ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÅÝÅ ÎÁ a ×ÐÒÁ×Ï, ÏÐÑÔØ ÎÅ ÐÏÓÅÔÉ× ÜÔÕ ËÌÅÔËÕ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ ÄÁÌÅÅ ÒÏÂÏÔ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÓÄ×ÉÇÁÑÓØ ×ÐÒÁ×Ï, É ËÌÅÔËÕ K

ÏÎ ÎÅ ÐÏÓÅÔÉÔ ÎÉËÏÇÄÁ.

A0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÆÌÁÖËÏÍ ÌÅÎÔÕ ÏÂÏÊÔÉ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÉ: 1) ËÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ

ÆÌÁÖËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ; É 2) ËÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÏÔÈÏÄÉÔ ÏÔ ÆÌÁÖËÁ

ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ.

A1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 4 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

A2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 3 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. íÏÖÅÔ

ÌÉ ÒÏÂÏÔ Ó 3 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÏÂÏÊÔÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï?

A3. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÌÅÔÏË ÎÅÐÒÏÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÒÏÂÏÔÁ. òÏÂÏÔ ÍÏ-

ÖÅÔ ×ÉÄÅÔØ ÂÁÒØÅÒÙ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ (ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÁ ÉÈ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ

ËÌÅÔËÉ, ÇÄÅ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ).

ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ ÄÌÑ ÒÏÂÏÔÁ ÌÉÎÉÑ ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 1 ÆÌÁÖËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ.

A4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 1 ÆÌÁÖËÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÞÅ-

ÔÙÒØÍÑ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ (ÒÉÓ. 1), Á Ó Ä×ÕÍÑ ÆÌÁÖËÁÍÉ | ÍÏÖÅÔ.
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A5. ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÈÏÄÉÔ ÐÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ).

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 1 ÆÌÁÖËÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï

(ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏ×), ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 3.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 2 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÄÅÒÅ×Ï (ÇÒÁÆ ÂÅÚ

ÃÉËÌÏ×), ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 3.

A6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 2 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÉÄÅÉ, ÐÒÉÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å × A0, A4.

ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÂÅÚ ÆÌÁÖËÏ× Ä×ÉÖÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. çÒÁÎÉÃÙ

(ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) | ÎÅÐÒÏÈÏÄÉÍÙÅ ÓÔÅÎËÉ, É ÒÏÂÏÔ ÍÏÖÅÔ ÉÈ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØ.

A7. ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÏÂÏÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÌÅÔËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (2n; 0). óÏ-

ÓÔÁ×ØÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏ n (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ n) ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÒÏÂÏ-

ÔÁ × ËÌÅÔËÕ (3n; 0) c ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÎÅÊ.

õËÁÚÁÎÎÙÊ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ 2n Ë 3n.

ðÕÓÔØ n = 2k1 ∗ 3k2 ∗ · · · ∗ psks. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ n ËÏÄÉÒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(k1; k2; : : : ; kn). ïÂÓÕÖÄÁÅÍÙÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÒÏÂÏÔÕ ÒÁ-

ÂÏÔÁÔØ Ó ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉ É ÏÂÌÅÇÞÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÏ× ÏÂ ÏÂÈÏÄÅ ÄÅÒÅ×Á.

A8. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ:

a) ÏÔ 2n Ë 6n;

b) ÏÔ 2n Ë 22
n

;

c) ÏÔ 2n ∗ 3m Ë 2n ∗ 3m ∗ 5mn;

d) ÏÔ 2n ∗ 3m Ë 2n ∗ 3m ∗ 5m+n;

e) ÏÔ 2n Ë 2[
√
n];

f) ÏÔ 2n Ë 2n
2

;

g) ÏÔ 2n Ë 2kn, ÇÄÅ kn ÅÓÔØ n-ÁÑ ÃÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
√
2;

h) ÏÔ 2n Ë 2kn, ÇÄÅ kn ÅÓÔØ n-ÁÑ ÃÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �;

i) 2n∗3m −→ 2n∗3m∗5km, ÇÄÅ km |ÓÔÅÐÅÎØm-ÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ n;

j) 2n −→ 2n ∗ 3s, ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ n;

k)∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ n Ë n2 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ: 1) ËÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÕÇÌÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÂÌÉÚËÏ; 2) ËÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÕÇÌÁ.

A9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 3 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

A10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ Ó 3 ÆÌÁÖËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï,

ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 3.

ðÏÄ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÔÏÇÏ×. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÈÏ-

ÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ (ÌÅÎÔÁ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÅÔ×ÅÒÔØ, ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï, ÄÅÒÅ×Ï) Ó ÐÏÍÏÛØÀ 0; 1; 2; 3 ÆÌÁÖËÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÃÅÐÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÐÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ

ÓÔÏÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

ïÂÝÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÃÅÐØ ÓÔÒÅÌËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÏÂ-

ÝÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÉÍÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ. ãÅÐØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
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ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÅÌËÏ× N (ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÅÇÏ ÐÏÔÏÍ), Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÍÅ-

ÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÓÅÄÕ. ïÄÉÎ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÔÒÅÌËÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÔ ËÏÍÁÎÄÕ, ÐÏÓÌÅ

ÞÅÇÏ ÓÔÒÅÌËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ×ÙÓÔÒÅÌ.

A11. ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÅÌËÏ× N = 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ

ÓÔÒÅÌËÏ×, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÒÅÌÏË ÍÏÖÅÔ

ÔÏÌØËÏ ÔÏÌËÁÔØ ÌÏËÔÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ?

A12. ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÅÌËÏ× N = 5 É ÓÔÒÅÌËÉ ÎÅ ÔÏÌËÁÀÔÓÑ ÌÏËÔÑÍÉ, Á

ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ 2 ×ÉÄÏ× (a ÉÌÉ b). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ

ÓÔÒÅÌÏË ÍÏÖÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ | ËÁÖÄÙÊ ÐÏÍÎÉÔ ÏÄÎÏ

ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 16. ôÏ ÅÓÔØ, ËÁÖÄÙÊ ÓÔÒÅÌÏË ÚÎÁÅÔ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ

ÄÁÅÍ ÅÍÕ É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÔÅËÕÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ

16. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

�ÅÓÌÉ Õ ÔÅÂÑ ÞÉÓÌÏ 6 | ÐÅÒÅÄÁÊ \a" ×ÐÒÁ×Ï É ÚÁÐÏÍÎÉ 8�

ÉÌÉ

�ÐÏÌÕÞÉÌ \b" ÓÌÅ×Á + Õ ÔÅÂÑ 7 | ÐÅÒÅÄÁÊ \a" ×ÌÅ×Ï É ÚÁÐÏÍÎÉ 5�.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÙÐÏÌÎÉÌÉ ÚÁÄÁÞÕ?

íÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÃÅÐÅÊ ÓÔÒÅÌËÏ× × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×ÏÍ ÐÁÍÑÔÉ É ÔÉÐÏ× ÓÉÇÎÁÌÏ×. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÅÌËÏ× ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ

ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Á ÐÁÍÑÔØ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÉÐÏ× ÓÉÇÎÁÌÏ× ÄÌÑ ÏÂÍÅÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.

á13. (úÁÄÁÞÁ íÁÊÈÉÌÌÁ Ï ÓÔÒÅÌË�ÁÈ). ÷ ÒÑÄ ×ÙÓÔÒÏÅÎÙ N ÓÔÒÅÌËÏ×. ëÁÖÄÙÊ

ÓÔÒÅÌÏË ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÚÎÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁ-

ÂÏÒ ÓÌÏ×. óÔÒÅÌËÉ ÍÏÇÕÔ ÏÂÝÁÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ: ÚÁ 1 ÓÅËÕÎÄÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ËÁÖÄÙÊ

ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ Ó×ÏÉÍ ÓÏÓÅÄÑÍ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÉÚ ÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÏÎ ÚÎÁÅÔ (ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÉÇÎÁÌ). õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÒÅÌËÁ × ÒÕÖØÅ ÚÁÒÑÖÅÎÁ ÐÕÌÑ.

ðÅÒÅÄ ×Ú×ÏÄÏÍ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ: ×ÙÓÔÒÅÌÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÁÔØ

ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÒÅÌËÕ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ (ËÁËÏÊ ÓÉÇÎÁÌ É ËÕÄÁ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÌÕÞÅÎÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ× ÄÏ ÜÔÏÇÏ), ÞÔÏÂÙ ×Ú×ÏÄ ÓÐÒÁ×ÉÌÓÑ Ó ÐÏ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÄÁÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÍÕ ÓÌÅ×Á ÓÔÒÅÌËÕ, Á

N ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ?

äÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÓÔÒÅÌËÏ× × ×ÉÄÅ

ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×: ÕÓÔÒÏÊÓÔ× ÓÏÄÅÖÁÝÉÈ k ÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 0 ÉÌÉ 1. ëÁÖÄÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ É ÏÔÐÒÁ×ÌÑÔØ p ÒÁÚÎÙÈ

ÓÉÇÎÁÌÏ×, ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁÌÅ×Ï É ÎÁÐÒÁ×Ï × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ

ÍÏÍÅÎÔ ( × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ É ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÉÇÎÁÌÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ). éÓÔÒÕË-

ÃÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÕ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁ×ÉÌ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó×ÏÉÈ

ÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÈ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×, Á

ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁ×ÉÌ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÍÁÔ ÏÔÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÓÉÇÎÁÌÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ

ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó×ÏÉÈ ÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÓÉÇÎÁÌÁ: ÏÄÉÎ ÐÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÄÁÌÅÅ, ËÁË ÔÏÌØ-

ËÏ ÐÏÌÕÞÅÎ (× ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ), Á ÄÒÕÇÏÊ | Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÎÁ 2 ÓÅËÕÎÄÙ. ôÏÇÄÁ

ÐÅÒ×ÙÊ ÓÉÇÎÁÌ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÔØÓÑ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÂÙÓÔÒÅÅ ×ÔÏÒÏÇÏ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ,

ËÏÇÄÁ ÓÉÇÎÁÌ ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ËÒÁÊÎÅÇÏ ÓÐÒÁ×Á ÓÔÒÅÌËÁ, ÔÏÔ ÐÏÓÙÌÁÅÔ ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÍÅÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÉ� ÓÉÇÎÁÌÏ× É ××ÅÄÉÔÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÌÑ
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ÓÔÒÅÌËÏ×, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÏ× ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ).

A14. ðÕÓÔØ � > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÓÔÒÅÌËÁÍ (ÚÁÄÁÞÁ á13) ÔÁËÉÅ

ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÙÓÔÒÅÌÑÔ ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ, ÍÅÎØÛÅÅ (2 + �)N .

á15. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÒÇÁÎÉÚÕÊÔÅ ÓÔÒÅÌËÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÓÔÒÅÌÉÌÉ ÎÅ ÐÏÚÖÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ 2N − 2 ÓÅËÕÎÄÙ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÏÂÏÔÕ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÅÔËÁÈ

ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. òÏÂÏÔ ÍÏÖÅÔ ÉÈ ÞÉÔÁÔØ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÈ

ÍÅÎÑÔØ.

A16. a) íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÚÍÅÔÉÔØ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏÂÙ ÒÏÂÏÔ ÍÏÇ

ÅÅ ÏÂÏÊÔÉ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÌÁÖËÏ×?

íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÚÍÅÔÉÔØ ÌÅÎÔÕ, ÞÔÏÂÙ ÒÏÂÏÔ ÍÏÇ ÅÅ ÏÂÏÊÔÉ:

b) ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÌÁÖËÏ×?

c) Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÆÌÁÖËÁ?

ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÔØ ËÌÅÔËÉ × ÞÅÒÎÙÊ Ã×ÅÔ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ

Ã×ÅÔÁ. (òÏÂÏÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÔØ ËÌÅÔËÉ × ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ.) òÏÂÏÔ ÈÏÄÉÔ ÐÏ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÌÉÓÔÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n + 1, ÇÒÁÎÉÃÙ | ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÅ ÓÔÅÎËÉ. ÷

ÎÁÞÁÌÅ ÒÏÂÏÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÕÇÌÕ.

A17. a) íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÏÂÏÔ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ, ËÒÏÍÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ?

Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÏÂÏÔ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ?

çÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ S, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÉÃÁ | ÜÌÅÍÅÎÔ e, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ S ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

ae = ea = a;

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a−1, ÞÔÏ

aa−1 = a−1a = e.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ × ÇÒÕÐÐÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ. çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ-

ÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ab = ba. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ

ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ.

A18. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ | ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÒÅÄÉ ÇÒÕÐÐ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÓÌÏÖÅ-

ÎÉÀ. åÄÉÎÉÃÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË.

ðÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÒÑÄÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË |G|.
A19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

üÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÏÅ n | ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ an = e. çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉ-

ÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ

ÇÒÕÐÐÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ?
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÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÇÒÕÐÐ. ïÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÙ,

ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÉÈ × ÒÁÍËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÇÒÕÐÐ

ÍÙ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ïÄÎÁËÏ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ {g1; g−1
1 ; g2; g

−1
2 :::gs; g

−1
s }.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÓÌÏ×Á × ÜÔÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÐÉÓÙ-

×ÁÎÉÑ ÓÌÏ× (ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÒÑÄÏÍ.)

ôÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ Ó s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ ÇÒÕÐÐÙ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ. òÅÂÒÁ

ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ a; b, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ a = b ∗ gi.
A20. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

A21. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÈÏÄÉÔ ÐÏ ÇÒÁÆÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

A22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ:

a) 0 ÆÌÁÖËÏ×;

b) 1 ÆÌÁÖËÁ;

c) 2 ÆÌÁÖËÏ×;

d) n ÆÌÁÖËÏ×.

A23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÒÏÂÏÔ

ÓÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ÇÒÁÆ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 3 ÆÌÁÖËÏ×.

ãÉËÌ B. ëÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ

ðÒÁ×ÉÌÁ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÓÉÇÎÁÌÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ

ÁÌÇÅÂÒÙ. óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ñÚÙË ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÂÕË× a; b; c; : : : . éÚ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÌÏ×Á: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË×, ÎÁÐÒÉÍÅÒ abbc, a, cabcabcbbb É Ô. Ð. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

ÓÌÏ× A É B ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á B ÓÐÒÁ×Á Ë ÓÌÏ×Õ A. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÚÁÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÑ.

ðÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉ-

ÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ∗ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) É ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b; c Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÏÍ a∗ (b∗c) = (a∗b)∗c. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÌÅÎÉÑ | ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ ÎÅÌØÚÑ.

úÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅ-

ÒÁÃÉÉ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. (áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÂÌÀ-

ÄÁÅÔÓÑ). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ.

åÓÌÉ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÂÕË×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, ËÏÎÅÞÎÙÊ, ÔÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. (ôÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÅÓÌÉ
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ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ.) íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ

ÁÌÆÁ×ÉÔÙ É ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ.

N-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÓÌÏ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á

X N ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏ× U É V ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ

ÓÌÏ× V É U , ÔÏ U É V ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÓÌÏ×Á A.

ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÒÁÚÒÅ-

ÛÅÎÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÏÄÎÏ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ab ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ

bca. ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Á ab É bca ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÉÌÉ �ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ�. ëÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÏÄÎÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÏÄÓÌÏ× ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÍ. ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ ab = bca, ÔÏ

aaab = aabca = abcaca = bcacaca, É ÚÎÁÞÉÔ, aaab É bcacaca ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏ×Á.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ×. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÓÁÍÉ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ËÌÁÓÓÏ×, ÂÅÒÕÔ ÉÚ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ | ÓÌÏ×Õ, ÎÁÈÏÄÑÔ ÓÌÏ×Ï | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

üÔÏ ÓÌÏ×Ï ×ÈÏÄÉÔ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÎ É ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ËÌÁÓÓÏ×. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ (ÓÌÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÏ×).

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÓÌÏ×Á. ðÒÏÓÔÏ

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÞÉÔÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÍÉ.

þÔÏ ÖÅ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÌÏ×.

÷ÓÅ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ

ÐÏÄÓÌÏ× ÎÁ ÉÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ, ÓÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ÷ÙÑÓÎÉÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

ba = abb; aa = a.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ × ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ × ÓÌÏ×Å ÓÔÏÑÔ ÐÏÄÒÑÄ

ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Ù a, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏ×Ï

ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ:

bk1abk2a : : : abkn ; ÇÄÅ k1 > 0; kn > 0; k2; k3; : : : ; kn−1 > 0:

äÁÌÅÅ, ×ÓÅ ÂÕË×Ù a, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÅÒ×ÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÎÏ �ÐÅÒÅÇÎÁÔØ� ×ÌÅ×Ï,

ÐÒÉ×ÅÄÑ ÓÌÏ×Ï Ë ×ÉÄÕ anbk. ôÅÐÅÒØ ÏÐÑÔØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÐÒÉ×Ï-

ÄÉÍ ÓÌÏ×Ï Ë ×ÉÄÕ abn. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ

ÂÕË×Á a ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ abn. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ akbn,

k = 0 ÉÌÉ 1, n > 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ ÞÉÓÅÌ

(n; k), ÐÒÉÞÅÍ n = 0 ÉÌÉ 1, k > 0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒ ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ

ÐÒÁ×ÉÌÁÍ (n; k1) ∗ (0; k2) = (n; k1 + k2), (n; k1) ∗ (1; k2) = (1; 2k1 + k2).

ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ
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ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ. îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (ÎÕÌÅÍ) ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ x ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ 0 ∗x = x ∗ 0 = 0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÎÕÌØ ÅÓÔØ, ÔÏ ÏÎ ÏÄÉÎ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÕÌØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐ-

ÐÏÊ Ó ÎÕÌÅÍ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ ÓÌÕÖÁÔ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÚÁËÏÎÏ×, ÐÏ ËÏ-

ÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÓÌÏ×Á. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÙ É Á×ÔÏÍÁÔÙ, × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ, ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. á×ÔÏÍÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÙÅ É ÐÒÏÉÚ×Ï-

ÄÉÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÙ

ÍÏÇÕÔ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É �ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ� ÓÌÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉÐÏ× ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÕÌÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÏ×Á. ðÒÉÍÅÎÑÑ

�ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÅ� ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÔØ ÎÅÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, É ÏÓÔÁ-

×ÌÑÔØ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏ×Á ÕÄÏÂÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ×

ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ anbkcl, ÇÄÅ n; k; l > 0. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÔÒÅÈ ÂÕË×, a; b; c. ÷×ÅÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ba = 0, ca = 0, cb = 0. óÒÁÚÕ

×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÓÌÏ×Å ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ c, ÔÏ ÔÏÌØËÏ × ËÏÎÃÅ ÓÌÏ×Á, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ca = 0, cb = 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÏÎÃÅ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ c,

ÔÏ ÅÓÔØ cl. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ba = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ b ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÔÏÌØËÏ c. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ×ÉÄ.

÷ ÚÁÄÁÞÅ íÁÊÈÉÌÌÁ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÌÉÓØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ, ÐÏÓÙÌÁÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ

ÓÉÇÎÁÌÙ. ÷ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏÈÏÖÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÐÒÉÅÍÁ É

ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÓÉÇÎÁÌÁ. óÉÇÎÁÌÏÍ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÕÖÉÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÂÕË×Á, ÐÅÒÅÍÅ-

ÝÁÀÝÁÑÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÍÁÓÓÉ×Á ÄÒÕÇÉÈ ÂÕË× ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÚÁËÏÎÁÍ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ L É A;B | ÂÕË×Ù ÉÚ L. ðÏÓÔÒÏÉÍ

ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÂÅÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ A É B ÏÄÎÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× A;B; c; d; e; t. ÷×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÑ A = At, A = tA, tc = ct, td = dt, te = et, tB = 0, Bt = 0.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É A É B. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÌÏ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ A ÓÌÅ×Á ÏÔ B (ÄÒÕÇÏÊ

ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÏ×Å ÐÏÄÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ AXB, ÇÄÅ

X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× c; d; e; t. óÏÇÌÁÓÎÏ ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, AXB = AtXB =

= AXtB = 0.

B0. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ:

a) ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ;

b) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×;

c) ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ;

d) óÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ a; b c ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×ÏÊ a;

e) ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ËÕÂÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ;
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f) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ × ÓÅÂÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ,

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ?

B1. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ bab = 0; baa = baca;

ca = ac; cbb = 0; bbb = 0. ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÏÎÁ?

B2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ × ÎÅÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a,

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a ∗ a = a.

üÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ a, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ a2 = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÌÉ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ.

B3. ÷ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÎÄÅÊÃÅ× N ÂÕË×. éÚ ÎÉÈ ÉÎÄÅÊÃÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÌÏ×Á. éÚ-

×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÐÏ×ÔÏÒÅÎÎÏÅ Ä×ÁÖÄÙ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É

ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï, Á ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÎÁ ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ×ÓÅÇÏ ÓÌÏ×Á. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÏÒÏ×Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ËÏÒÏ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÑÚÙËÅ

ÉÎÄÅÊÃÅ× ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÅÓÌÉ:

Á) N = 2;

b) N = 3;

c) N | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÏÌÕ-

ÇÒÕÐÐ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: éÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ.

B4. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ L É A;B;C | ÂÕË×Ù ÉÚ L. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ

ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÂÅÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ A, B C ÏÄÎÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏ.

B5. ðÕÓÔØ R1; R2; R3; a; b; c; d ∈ L. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕ-

ÇÒÕÐÐÕ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á

×ÉÄÁ an1R1b
n2R2c

n3R3d
n4, ÇÄÅ ni > 0.

B6. ðÕÓÔØ a; b; C;D ∈ L. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ, ÔÁ-

ËÕÀ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ a × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ C : : :D ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ë×Á-

ÄÒÁÔÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ b × ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï, É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ C : : :D, ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÉÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÎÏÇÏ a É b.

B7. ðÕÓÔØ R;C;D; P;Q; a; b; t1; t2 ∈ L. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏ-

ÌÕÇÒÕÐÐÕ S, cÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å C;R;D

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ an1Can2Pan3tiRb
n4Qbn5Dbn6, ÇÄÅ ni > 0.

2) ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å P;Q;D

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ W1PRQW2

3) ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï, ×ÉÄÁ CW1RW2D ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ W1 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÕË× b, W2

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÕË× a, W1 É W2 ÓÏÄÅÒÖaÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï a É b ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ.

æÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ GS(n) ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ n ×ÙÒÁ-

ÖÁÀÝÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n (ðÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÌÉÎÙ ÂÅÒÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ×.)

íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏGS(n) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÉÌÉ ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ n. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌ-

ÌÏ×Á ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ, ÒÁ×ÎÁÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ GS(n).
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B8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Ó ÎÅÃÅÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØ-

ÆÁÎÄÁ {ëÉÒÉÌÌÏ×Á.

B9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎ-

ÄÁ {ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÒÁ×ÎÏÊ 2;5.

B10. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÞÉÓÌÏ � > 2;5 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ×. (ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÒÁ×ÎÏÊ �.

ãÉËÌ ó. ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ

óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÎÕÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÔÁ-

ËÏÅ, ÞÔÏ an = 0. ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÎÕÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x1; x2; : : : xn, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏ-

ÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÅ, x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xn = 0.

÷ÁÖÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÃÉËÌÅ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ-

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. ðÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÚÁÄÁÞÉ ÃÉËÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ó1 | ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ó2 | ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. ó3 É

ó4 | ×ÏÐÒÏÓÙ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÈ�

É �ÂÅÓËÕÂÎÙÈ� ÓÌÏ×. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ

ÐÒÏÅËÔÁ | ÚÁÄÁÞÅ ó9.

ó1. ÷ ÓÔÒÁÎÅ òÏÂÏÔÌÁÎÄÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÂÕË× ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÚÁÐÒÅ-

ÝÅÎÎÙÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ×

ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Å ÅÓÔØ ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï, ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Ï ÔÏÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ-

ÐÒÅÝÅÎÎÙÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØ-

ÛÏÊ ÄÌÉÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÚÁÐÒÅÝÅÎ-

ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.

ó2. ðÕÓÔØ × ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ Wi = 0, ÇÄÅ Wi | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

C3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÂÕË× a; b ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ

ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ (ÂÅÓËÕÂ-

ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï).

ó4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÂÕË× a; b; c ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ

ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ (ÂÅÓË×Á-

ÄÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï).

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. óÒÁ×ÎÉÔÅ ó3 É ó4 Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÷3.

éÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐ-

ÐÙ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ (ÓÌÏ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ

ÐÏÄÓÌÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ) Ë ÎÕÌÀ. üÔÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ-

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ.
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ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× a; b; c; d. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x = a; [x] = b,

[x = c; x = d]. ôÏ ÅÓÔØ, x; [x]; [x; x] | ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÏ× Li × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ L ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

L1 = [x], L2 = [xx], L3 = [xx[x]x],

Ln = [xxL1xL2L1xL3L2L1x : : : Ln−2Ln−3 : : : L2L1x]:

C5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á Li | ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ.

C6. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× x; [x]; [x; x] É ÁÌÆÁ×ÉÔ K ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÂÕË× o; [o]; [o; o]. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÌÏ× A1; A2; : : : ÎÁÄ L É

B1; B2; : : : ÎÁÄ K É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÂÕ-

ÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: AiBj = BjAi, ÅÓÌÉ |i − j| > 1, ÎÏ AiBj 6= BjAi, ÅÓÌÉ

|i− j| 6 1.

C7. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× x; [x]; [x; x] É ÁÌÆÁ×ÉÔ K ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÂÕË× o; [o]; [o; o]. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÌÏ× A1; A2; : : : ÎÁÄ L É

B1; B2; : : : ÎÁÄ K É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÂÕ-

ÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: AiBj = BjAi+j, ÅÓÌÉ |i− j| > 1.

C8. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× x; [x]; [x; x] ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÏ× A1; A2; : : : ÎÁÄ L É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ,

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: AiAj = AjAi, ÅÓÌÉ |i− j| > 1, ÎÏ AiAj 6=
6= AjAi, ÅÓÌÉ |i− j| 6 1

C9. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× x; [x]; [x; x] ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ,ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅ-

ÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÏ× A1; A2; : : : ÎÁÄ L É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÔÁ-

ËÕÀ, ÞÔÏ ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: AiAj = AjAi, ÅÓÌÉ |i−j| > 1 É AiAi−1Ai = 0.

C10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÉÌØ-ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÎÉÌØ-

ÐÏÔÅÎÔÎÏÊ.
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õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ

1. þÅÔÎÏÓÔØ

1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ n × n ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÓÐÏÓÏÂÏ×.

1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ n × n ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÒÁÔÎÙÍ 4 ÞÉÓÌÏÍ

ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÉ n > 2.

1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 3 × 2n É 7 × 2n ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ

ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

1.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ

H1 = , H2 = , H3 = , . . .

æÉÇÕÒÁ Hn ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Hn−1 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

2 × (2n − 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÙ Hn ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n | ÜÔÏ �ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÒÏÍÂÉË� ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÁÃÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙ ÒÁÎÇÁ 1, 2 É 3.

1.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ� ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, Ô. Å. ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ

ËÌÅÔÏË, ÉÄÕÝÉÊ ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ �ÓÔÏÒÏÎÙ� Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ �ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ�. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ ËÌÅÔËÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÐÏÍÅÓÔÉÍ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ 0 É 1 (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×

ÞÅÔÎÏÇÏ É ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÒÁÎÇÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ,

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: × ÎÉÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÏ-

ÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÌÅÔËÕ Ó ÃÉÆÒÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ

ÌÅ×ÅÅ ÉÌÉ ×ÙÛÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÃÉÆÒÁ | 0 É ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÎÉÖÅ | ÅÓÌÉ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏ-

ÍÉÎÏÛËÉ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ

ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2dn=2e.
94
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0

1

0

1

1

0

1.6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÆÉÇÕÒÁ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚ-

ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ

ÒÁÎÇÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n.

1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n×(n+1) ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÎÅÞÅÔÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

2. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(n;m) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ n × m,

Á ÞÅÒÅÚ fn | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ: f0 = f1 = 1, fn+1 = fn + fn−1.

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ N(n; 2) | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ

æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

1 2 3 5
: : :

2.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ fn+m = fn−1fm−1 +

+ fnfm.

2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ N(n; 3) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

N(n; 3) = 4N(n− 2; 3)−N(n− 4; 3) :

2.4. îÁ ËÒÁÀ ÄÏÓËÉ 1993× 1993 ÏÔÍÅÞÅÎÏ Ä×Á ÐÏÌÑ A É B, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÏËÒÙÔØ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ 1 × 2

×ÓÀ ÄÏÓËÕ ÂÅÚ ÐÏÌÑ A ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÏËÒÙÔÉÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÄÏÓËÉ

ÂÅÚ ÐÏÌÑ B.

2.5. ðÕÓÔØ d | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 100 × 200 ÎÁ ÄÏÍÉ-

ÎÏÛËÉ, d2 | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË,
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ÎÏ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, d̃2 | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏ-

ÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÎÏ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË,

ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÈ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, d4 | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ

ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÂÅÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

d · d4 = d22 + d̃22 :

2.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

a c e g : : :

b d f : : :

h k : : :

` : : :

: : :

(1)

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÏÍÂÉË�, ×Ù-

ÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
w

x y
z

wz = xy + 1 : (2)

ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÉÚ Ä×ÏÅË.

îÁÊÄÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÑÔ × ÜÔÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ.

âÅÌÁÑ ÍÁÇÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏÞÅË | ÜÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÎÉÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ` × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

` =
hk + 1

d
=

bd+1
c · df+1

e + 1

d
= bc−1de−1f + c−1e−1f + c−1d−1e−1 + bc−1e−1 + d−1 : (3)

ôÅÐÅÒØ ×ÙÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2× 4 ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ É ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:

1) ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ, ÎÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ: ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁÚ-

ÂÉÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ, ÍÉÎÕÓ 3;

3) ×ÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ 5 ÞÉÓÅÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ b, c, d, e, f × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ b∗c∗d∗e∗f∗.

1 −1 1 −1 1 0 −1 0 −1 1 0 −1−1−1 0 1 −1 0 −1 0 0 0 −1 0 0

bc−1de−1f c−1e−1f c−1d−1e−1 bc−1e−1 d−1

: : :

óÒÁ×ÎÉÔÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ (3).

2.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �âÅÌÁÑ ÍÁÇÉÑ� | ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ:
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1) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (1) ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0. ÷ÓÅ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙ 1.

2) ïÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ (n+2)-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2×2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÏ

ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÐÒÁ×ÉÌÕ.

3. òÁÚÎÏÅ

3.1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ,

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÒÏ×ÎÏ n ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ?

3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÂÅÚ ÄÙÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ

ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÞÅÔÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ.

3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C1, C2 > 0, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ

m É n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï C1(5=4)
mn < N(m;n) < C2(10=7)

mn.

3.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 3×2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ |
ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ a2 + 2b2.

3.5. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 2n×2m ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ÷ÎÅ ÄÏÓËÉ ×ÏÚÌÅ ËÒÁÊÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ

×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÆÉÛËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÄÏÓ-

ËÅ ×ÐÒÁ×Ï ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ. úÁÈÏÄÑ × ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ (ÓÌÅ×Á), ÆÉÛËÁ

ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ ËÌÅÔËÕ ÜÔÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ É Ä×ÉÖÅÔÓÑ Ó ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÉ ×ÐÒÁ×Ï

ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ (ÉÌÉ ÚÁ ËÒÁÊ ÄÏÓËÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÉÛËÁ ÚÁËÏÎÞÉÔ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ ×

ÎÁÞÁÌÅ.

4. ðÏÓÌÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁ

2.6. äÏËÁÖÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Ó ÞÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ:

f2n+2f2n−2 = f 2
2n + 1 :

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÄÅÔÁÌØÀ Ë×ÁÄÒÁÔ n× n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÅÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ ËÒÁÑ. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÔÒÏËÉ n-ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, . . . ,

n ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ | ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. ëÌÅÔËÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÁÒÏÊ ÎÏÍÅÒÏ× ÅÅ

ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÄÅÔÁÌØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÐÁÒÙ ËÌÅÔÏË (n; i) É

(i; n) ÐÒÉ i < n ×ÙÒÅÚÁÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ (n; n).

4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÄÅÔÁÌØ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ.

4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n×(2n+1) ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÒÁÔÎÙÍ
4 ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ×.

4.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n+1 É ×ÙÒÅÚÁÎÎÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ

ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÒÁÔÎÙÍ 4 ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÉ n > 1.

4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m× n ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ m + 1 É n+ 1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.
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4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n×2n ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ

ÓÐÏÓÏÂÏ×, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

4.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ 2n×2n ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÒÁÔÎÙÍ 8 ÞÉÓÌÏÍ

ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÉ n > 2.

4.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ 2n×2n ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ËÒÁÔÎÙÍ 16 ÞÉÓÌÏÍ

ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÉ n > 3.

4.8. äÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-

ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Ô. Å. ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ

ËÌÅÔÏË). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÁÔ n ËÌÅÔÏË ÆÉÇÕÒÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n=2.

4.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÞÅÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÆÉÇÕÒÙ ÂÕÄÅÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

4.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2n × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ |

ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 2n(2k + 1)2.

4.11. ðÕÓÔØ 2k+1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ 2m+1 É 2n+1. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2m × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2k,

ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2k+1.

4.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tn ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ

ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Tn+1Tn−1 = 2T 2
n :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Tn = 2n(n+1)=2.

4.13. éÚ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ (n + 1) × (n + 1) ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ a1. îÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ a ÓÔÏÑÔ �ÈÒÏÍÙÅ� ÛÁÈÍÁÔÎÙÅ ËÏÒÏÌÉ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÈÒÏÍÏÊ

ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ×ÎÉÚ ÉÌÉ ×ÐÒÁ×Ï-×ÎÉÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. óËÏÌØËÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ, ×ÓÅ n

ËÏÒÏÌÅÊ ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ?

5. õÂÒÁÎÎÏÅ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ

âÅÌÁÑ ÍÁÇÉÑ { 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ×, Õ ËÏÔÏÒÏÊ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ

ÏÂßÅËÔÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÅ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÌÏÊ ÓÍÅÝÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ

ÅÇÏ ÏÂßÅËÔÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÏÑ. óÌÏÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ

×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÙ. ïÂÅËÔÁÍÉ, ÒÁÚÍÅÝÅÎÎÙÍÉ

× ÔÁËÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÅ, ÂÕÄÕÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÍÉÎÕÓ ÐÅÒ×ÏÍ É ÎÕÌÅ×ÏÍ ÓÌÏÑÈ | ÜÔÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ (ÏËÔÁÜÄÒ): ÞÅÔÙÒÅ

ÆÕÎËÃÉÉ B, C, D, E ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÆÕÎËÃÉÑ A, ÒÁÓ-

ÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÓÏÓÅÄÎÉÍ ÓÌÏÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÐÏÄ ÃÅÎÔÒÏÍ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÆÕÎËÃÉÑ

F , ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÓÏÓÅÄÎÉÍ ÓÌÏÅ Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÔÏ

ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

F =
BE + CD

A
:
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ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ÍÙ, ÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ × Ä×ÕÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÑÈ, ÓÍÏÖÅÍ ÐÏ-

ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ×Ï ×ÓÅÊ ÐÉÒÁÍÉÄÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÉÒÁÍÉÄÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ × ÍÉÎÕÓ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ 16

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á × ÎÕÌÅ×ÏÍ | 9:

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

r s t

u v w

x y z

(4)

üÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÏÅ, ËÏÔÏ-

ÒÁÑ, ËÁË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (4) (ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ

×ÈÏÄÉÔ × ÏÄÎÏÞÌÅÎ × ÓÔÅÐÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0). ïÄÎÏÞÌÅÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ 2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

îÁÒÉÓÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÄÉÁÍÁÎÔÕ Ä×Á

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É Ä×Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ É ÐÏ×ÅÒÎÅÍ ËÁÒÔÉÎËÕ ÎÁ 45◦. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ

ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÚÌÏ×. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ

× ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. íÙ

ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ.

• • •

• • •

• • •

• •

• • −→

0 1 0

−1 0

1 0 0

0 −1
0 0 1

−→

r0 s1 t0

f−1 g0

u1 v0 w0

j0 k−1

x0 y0 z1

−→ f−1k−1suz

5.1. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �âÅÌÁÑ ÍÁÇÉÑ { 2� | ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0. ÷ÓÅ ËÏ-

ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙ 1. ïÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ n-ÇÏ ÓÌÏÑ,

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁ-

ÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÐÒÁ×ÉÌÕ.
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úÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ

é.âÏÇÄÁÎÏ×ÙÍ, á.ëÁÉÂÈÁÎÏ×ÙÍ, à.ëÕÄÒÑÛÏ×ÙÍ,

á.óËÏÐÅÎËÏ×ÙÍ, á.óÏÓÉÎÓËÉÍ É ç.þÅÌÎÏËÏ×ÙÍ

So also werde ich alles in Erinnerung behalten:

Nur ein kleines Album von Miniaturen.

H. B�oll, Im Tal der donnernden Hufe.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÌÅÔ£ÎËÏÊ m × n ÍÁÔÒÉÃÕ M ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �|� É �−�
(ÉÌÉ ÉÚ ÐÌÀÓ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ), ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ m + n − 2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am−1; b1; : : : ; bn−1. íÁÔÒÉÃÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÅÔ£Î-

ËÉ, Á ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; am−1; b1; : : : ; bn−1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏËÁÍÉ

É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. îÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ m ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ k1; : : : ; km ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÑÈ a1; : : : ; am−1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É n ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÉÍ ÐÒÑÍÙÈ l1; : : : ; ln
(ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ b1; : : : ; bn−1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ïËÏÌÏ

ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ki É lj ÓÏÔÒÅÍ ÞÁÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ ki, ÅÓÌÉ Mij = |, É ÞÁÓÔØ

ÐÒÑÍÏÊ lj, ÅÓÌÉ Mij = −.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉÃÅ

A :=

− | −
| − |
− | −

 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÉÓÕÎÏË

÷ ÜÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �|� É �−�, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ-
×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ.

ðÌÅÔ£ÎËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ k̃1; : : : ; k̃m,

l̃1; : : : ; l̃m × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ

ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÄÁÀÔ ÒÉÓÕÎÏË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÅÔ£ÎËÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏ-

ÓÏÂÏÍ. ðÌÅÔ£ÎËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ.

åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ-

ÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

úÁÄÁÞÁ 1. (a) ìÀÂÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ 2 × n ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,

ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3 (a)).

100
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(b) ìÀÂÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,

ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4 (a)).

úÁÄÁÞÁ 2. (a) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÉÚ-

ÍÅÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ (| ÎÁ − É ÏÂÒÁÔÎÏ) É ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÅÊ ÐÌÅÔ£ÎËÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S : W 7→ SW , ÇÄÅ W | ÐÌÅÔ£ÎËÁ.

(b) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÙ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÏÂÒÁÔÎÏ) É ÚÁÍÅÎÅ ÎÁ-

ÂÏÒÁ a1; : : : ; am−1; b1; : : : ; bn−1 ÎÁ ÎÁÂÏÒ b1; : : : ; bn−1; a1; : : : ; am−1. ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÌÅÔ£ÎËÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T : W 7→ TW ,

ÇÄÅ W | ÐÌÅÔ£ÎËÁ.

(c) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ

É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÓÅÊ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÉÈ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ.

(d) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ

ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am−1 × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 3. óÔÒÏËÁ (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÅÃ) × ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎ-

ÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ (× ÎÅÍ) ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ ÔÏÌØËÏ |, Á ÐÏÔÏÍ ÔÏÌØËÏ −, ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÓÔÒÏËÅ ÔÏÌØËÏ | (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ −), ÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ.
(a) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ.

(b) îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÄÌÉÎÙ 3 | ÜÔÏ ÌÉÂÏ (| − |), ÌÉÂÏ (−|−).
(c) óÒÅÄÉ ÍÁÔÒÉÃ 3×3 ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ A É SA.

(d) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÐÌÅÔ£ÎËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÐÌÅÔ£ÎËÉ

ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ).

(e) ðÌÅÔ£ÎËÁ 3 × n ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÏÒÏ× A ÉÌÉ SA.

úÁÄÁÞÁ 4.[ìÅÍÍÁ Ï ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÐÒÑÍÙÈ.] îÁÚÏ×ÅÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÅÔ£ÎËÏÊ m×n

ÍÁÔÒÉÃÕ M ÒÁÚÍÅÒÁ m× n ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �|�, �−� É �+� (ÉÌÉ ÉÚ ÐÌÀÓ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ

É ÎÕÌÅÊ), ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÎÁÂÏÒÏÍm+n−2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am−1; b1; : : : ; bn−1.

îÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ki É lj ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ. ïËÏÌÏ ÔÏÞËÉ ÐÅ-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ki É lj ÓÏÔÒÅÍ ÞÁÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ ki, ÅÓÌÉ Mij = |, É ÞÁÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ lj,

ÅÓÌÉ Mij = − (É ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ Mij = +). òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÎÇÕ-

ÌÑÒÎÙÈ ÐÌÅÔ£ÎÏË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ.

(a) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÅÔ£ÎËÉ 3× n ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÔÒÏËÉ

(| − |) ÎÁ (+−+) É ÓÔÒÏËÉ (−|−) ÎÁ (+|+).
(b) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ 4× n ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÔÒÏË

a =(−− |−); b = (−| − −); c = (−| |−); d = (−| − |)
ÎÁ (−−++); (+ +−−); (+| |+); (−++|):

(c) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �×ÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ�.

(d) åÓÌÉ ÐÌÅÔ£ÎËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÒÉÓÕÎËÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ
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ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÙÌÉ ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (Ô. Å. ÌÅÖÁÌÉ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ). (òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)

úÁÄÁÞÁ 5. ÷ ÜÔÏÊ �ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉ-

ÒÏ×ËÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ÁÖÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÒÅ-

ÛÉÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÓËÏÌØËÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Å£ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÐÕÔÅÍ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ É ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ (ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ÉÈ ÓÔÒÏÇÏÇÏ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á!).

(a) ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÔÏÎËÉÈ ÕÐÒÕÇÉÈ ÐÒÕÔØÅ× (ÉÌÉ

ÐÏÌÏÓÏË). óÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ ÎÉÈ (ÓÌÅÇËÁ ÉÚÇÉÂÁÑ ÐÒÕÔØÑ) ÍÏÄÅÌØ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÄÁÎ-

ÎÕÀ ÐÌÅÔ£ÎËÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÖÅÓÔËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÉÇÕ-

ÒÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ×ÅÓÉÔØ ÚÁ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÎÅ ÒÁÓÐÁÌÁÓØ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ.

(b) ðÌÅÔ£ÎËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÖÅÓÔËÉÈ ÐÏÄËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. (a) ÷ÓÅ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ 4 | ÜÔÏ a; b; c; d; Sa; Sb; Sc; Sd

(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4 (b)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÕ n × 4 ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ

ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÏÓØÍÉ ÂÕË×.

(b) ëÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 3 ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÕË× �ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ� ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÍÉÎÏÒÏ×

A É SA?

(c) ëÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÕË× �ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ� ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎ-

ÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ×?

úÁÄÁÞÁ 7. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ÐÌÅÔ£ÎËÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÏÄÎÁ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÎÅÔ?

úÁÄÁÞÁ 8. (a) íÁÔÒÉÃÁ

B =


| − − |
− − | −
− | − |
| − | |


ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÉ ÍÉÎÏÒÏ× A; SA.

(b) ìÀÂÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ B ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÐÌÅÔ£ÎÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÜËÓÐÅÒÉ-

ÍÅÎÔÏ× ÐÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÐÌÅÔ£ÎÏË (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÒÉ

ÐÏÍÏÝÉ ÚÁÄÁÞÉ 6). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ

ÇÏÔÏ×ÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×).

úÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁ

úÁÄÁÞÁ 10.[óÅÄÌÏÏÂÒÁÚÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ] (a) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (x; y; z) 7→
7→ (x; y; z + xy) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÏÓÉ Ox ÉÌÉ ÏÓÉ Oy,

× ÐÒÑÍÙÅ. (üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 4 (d).)

(b) ÷Ï ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÅÄÌÏÏÂÒÁÚÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = const?
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îÁÚÏ×£Í ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ Å£ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÊ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÐÌÅÔ£ÎËÅ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ä×Å ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑ-

ÍÙÅ k É k′, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÂÒÁÎÙ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ

Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÙÍ k É k′ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÐÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ

× ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ,

ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ �×ÙÛÅ� ×ÔÏÒÏÊ ÉÌÉ �ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ� Å£.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÌÅÔ£ÎËÕ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ k É k′

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÂÏÒ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÊÔÉ

ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

(a) ðÌÅÔ£ÎËÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÁÃÉËÌÉÞÎÙ ÉÌÉ ÎÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.

(b) ìÀÂÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÁÃÉËÌÉÞÎÁ. (üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ A É B.)

(c)* ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ?

(d) ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ k É k′ ÏÔ-
ÍÅÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ k É l. òÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ.

(e) ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ k É k′ ÏÔ-
ÍÅÔÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ k É k′ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÉÍ ÐÒÑÍÕÀ l. òÅÛÉÔÅ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.[îÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ B′] (a) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÐÌÅÔ£ÎËÉ Ó ÍÁ-

ÔÒÉÃÅÊ

B′ =


| − | |
− − | −
| | − |
| − | |


ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÐÌÅÔ£ÎËÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É ÍÁÔÒÉÃÅÊ

+ − | +

+ − | +

| + + |
| + + |


(b) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a1 ÍÁÌ�Ï ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ai; bj, ÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ ÒÅÁ-

ÌÉÚÕÅÍÁ.

(c) åÓÌÉ a2 = b2 � a1 = a3 = b1 = b3, ÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 13.[ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ] (a) òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ

ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ Ó ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-

ÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ. òÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ

ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÒÏË. ôÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ X É Y

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÃ. (òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)

(b) XA = Y A = SA.

(c) íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.

(d) S = Xm = Y n.
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(e) XY = Y X.

úÁÄÁÞÁ 14. (a) ÷ÓÅ ÂÕË×Ù a; : : : ; Sd ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ ?? ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÕ 4 × n ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ

ÓÔÏÌÂÃÏ× ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÃÉÆÒ 1; 2; : : : ; 8.

(b) ìÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 4× 4 ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ É ÍÉÎÏÒÏ× A; SA ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ÉÚ B ÉÌÉ ÉÚ B′ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÚÅÒËÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÊ, ÏÓÅ×ÙÈ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

(c) ëÁËÉÅ ÓÌÏ×Á �ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ� ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÍÉÎÏÒÏ× A, SA, B, XpY qB?

(d) ëÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÏÓÔÁÀÔÓÑ?

(e) ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ?

úÁÄÁÞÁ 15. (a) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ×ÓÅ

ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ?

(b) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÎÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ

ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ×?

(c)* óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÉ ÏÄÎÁ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÎÉ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Á?

úÁÄÁÞÁ 16. (a) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ 4× 4.

(b) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ 4× 5 ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÂÅÚ ÎÅÒÅÁÌÉ-

ÚÕÅÍÙÈ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒ).

úÁÄÁÞÁ 17. (a) íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏ-

ÐÏÌÎÅÎÉÉ Å£ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÐÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÐÌÅÔ£ÎËÁ. òÅÛÉÔÅ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÉÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ.

úÁÄÁÞÁ 18. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n Ó ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

(a)* îÁÊÄÉÔÅ (ÉÌÉ ÏÃÅÎÉÔÅ) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × W.

(b)* îÁÊÄÉÔÅ (ÉÌÉ ÏÃÅÎÉÔÅ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× W Ë ÞÉÓÌÕ

ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ.

(c)* îÁÊÄÉÔÅ (ÉÌÉ ÏÃÅÎÉÔÅ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÉÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × W

Ë ÞÉÓÌÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

á×ÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÅÛÉÔØ

ÚÁ ×ÒÅÍÑ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ. ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎ-

ÔÅÒÅÓÎÙÅ ÄÌÑ ×ÁÓ, Á Ë ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ.



ðÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÏ-ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É

ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ.

á.úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ (ÐÒÉ ÕÞÁÓÔÉÉ ì. É ô. åÍÅÌØÑÎÏ×ÙÈ)

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ××ÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A1B1C1 É A2B2C2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ-

ÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ A1A2, B1B2, É C1C2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ôÅÔÒÁÜÄÒÙ A1B1C1D1 É A2B2C2D2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×-

ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ A1A2, B1B2, C1C2 É D1D2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù.

1. ôÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A1B1C1 É A2B2C2 ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ (A1B1 É A2B2, B1C1

É B2C2, C1A1 É C2A2) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÐÅÒ-

ÓÐÅËÔÉ×Ù.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ A1B1C1D1 É A2B2C2D2 ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË A2B2C2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-

ËÕ A1B1C1, ÅÓÌÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ A1 ÎÁ B2C2, ÉÚ B1 ÎÁ A2C2 É ÉÚ

C1 ÎÁ A2B2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞ-

ÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ôÅÔÒÁÜÄÒ A2B2C2D2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÙÍ

ÔÅÔÒÁÜÄÒÕ A1B1C1D1, ÅÓÌÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ A1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØB2C2D2,

ÉÚ B1 ÎÁ D2A2C2, ÉÚ C1 ÎÁ D2A2B2 É ÉÚ D1 ÎÁ A2B2C2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ,

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ.

2. ÷ÚÁÉÍÎÏÓÔØ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ.

c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A2B2C2 ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A1B1C1,

ÔÏ É A1B1C1 ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÅÎ A2B2C2. (ãÅÎÔÒÙ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ

ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ).

d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ A1B1C1D1 ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÅÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÕ A2B2C2D2 ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ "ÁÎÔÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ" ÒÅÂÒÁ, (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A1B1 É C2D2)

ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

e) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒ A1B1C1D1 ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÅÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÕ A2B2C2D2

ÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ A2B2C2D2 ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÅÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÕ A1B1C1D1 (ÃÅÎÔÒÙ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ

ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ).

÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÁÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×),

Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙÍÉ É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÎÙÍÉ.
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3. ôÅÏÒÅÍÁ 1.

f) ðÕÓÔØ P | ÃÅÎÔÒ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÎÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ), Q |

ÏÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÏ× ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PQ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÓÉ

ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù.

g) ðÕÓÔØ P | ÃÅÎÔÒ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù Ä×ÕÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× (ÎÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ), Q |

ÏÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÏ× ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ PQ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù.

4. ôÅÏÒÅÍÁ 2.

h) ðÕÓÔØ P | ÃÅÎÔÒ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Q1, Q2 | ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ

ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P , Q1, Q2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

i) ðÕÓÔØ P | ÃÅÎÔÒ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù Ä×ÕÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, Q1, Q2 | ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÏÒÔÏ-

ÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P , Q1, Q2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÂÒÁÎÙ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, I | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ, G |

ÔÏÞËÁ öÅÒÇÏÎÎÁ (ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ É ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ Ó ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ), N |

ÔÏÞËÁ îÁÇÅÌÑ (ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

É ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ Ó ×ÎÅÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ), P |

ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ I ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O, Q | ÔÏÞËÁ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ P

(Ô.Å. ÐÒÑÍÙÅ AP É AQ, BP É BQ, CP É CQ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC), L | ÔÏÞËÁ ìÅÍÕÁÎÁ (ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÃÅÎÔÒÕ ÔÑÖÅÓÔÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ABC, A′, B′,
C ′ | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AX, BX, CX Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ ÏÓØ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÌÑÒÏÊ ÔÏÞËÉ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ G ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ IG.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ H ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ üÊ-

ÌÅÒÁ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P , Q, N ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ N ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ IH.

9. ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÕÇ BC, CA, AB ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ABC,

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, E, F | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ, AC É A1C1, BC É B1C1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ EF É OI ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÎÅÛÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó

ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ

OI.
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11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ OL.

3. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÙ, É ÃÅÎÔÒÙ ÏÒÔÏÌÏÇÉÎÏ-

ÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ.

13. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×?

14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ, ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÏ-ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÅÔÒÁ-

ÜÄÒÕ ABCD. îÁÊÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ

j) ÃÅÎÔÒÏ× ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù;

k) ÃÅÎÔÒÏ× ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ.

15. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2.



ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ

ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ,

ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÌÕÞÛÉÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ É ×ÙÓÏËÏÇÏ

ËÁÞÅÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ

ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎ-

ÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÉÚÄÁÅÔ ÎÁÕÞÎÕÀ, ÕÞÅÂÎÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×

ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ: 111250, íÏÓË×Á, ÐÒ-Ä ÚÁ-

×ÏÄÁ \óÅÒÐ É íÏÌÏÔ", Ä. 3Á.

ëÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÔÅÌÅÆÏÎÙ: (095) 362-91-70, (095) 362-91-02.

üÔÏÔ ÖÅ ÁÄÒÅÓ É ÔÅÌÅÆÏÎÙ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ.

E-mail: fmop@dnttm.ru

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2004 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅ-

ÒÅÓÙÌËÉ) { 50 ÒÕÂÌÅÊ.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁ-

ÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ

×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁ-

ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2004 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:

ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:

Ò/Ó 40703810138120100114 × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÂÁÎËÅ óâ òæ, ìÅÆÏÒÔÏ×ÓËÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ

�6901/019 Ç. íÏÓË×Ù, Ë/Ó 30101810400000000225, âéë 044525225

ó ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 ×ÙÈÏÄÉÔ \ïÂÏÚÒÅÎÉÅ Z" | ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë

ÖÕÒÎÁÌÕ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ". õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ (ÁÄÒÅÓ, ÒÅË×ÉÚÉÔÙ, ÓÔÏÉ-

ÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ) | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ.

÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ

ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ

ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏ-

ËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ, ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ

ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 40 ÒÕÂ., ÓÄ×ÏÅÎÎÙÈ

ÎÏÍÅÒÏ× 3-4 (6-7) ÚÁ 1998 Ç. É 2-3 (9-10) ÚÁ 1999 Ç. | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ

ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ 10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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