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õÞÉÔÅÌÑÍ É ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

ôÒÉ ÚÁÍÅÔËÉ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ

÷. â. äÒÏÚÄÏ×

á×ÔÏÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁ-

ÄÁÞ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÈÓÑ × ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ ÎÁ ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÅ. óÔÁÔØÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×,

ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÏÊ Ë ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÍ ÜËÚÁÍÅÎÁÍ.

1. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ×ÁÒÉÁÎÔÙ...

÷ ÄÁÌÅËÏÍ ÕÖÅ 1965 ÇÏÄÕ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ x, y, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

cos x + cos y − cos(x+ y) =
3

2
: (1)

ïÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ ÔÁËÏ×:

x = 2n� +
�

3
; y = 2k� +

�

3
;

x = 2n� − �

3
; y = 2k� − �

3
;

ÇÄÅ k É n | ÌÀÂÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.
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úÁÄÁÞÁ ÚÁÍÙËÁÌÁ ×ÁÒÉÁÎÔ: ÂÙÌÁ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ

ÔÒÕÄÎÏÊ. îÕ, Á ÇÄÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ | ÔÁÍ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, É ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÓÔØ, É ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ,

ÞÔÏ ÍÙ É Õ×ÉÄÉÍ ÎÉÖÅ. üÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ

ÉÄÅÊ, ÐÏÌÅÚÎÙ É ÄÌÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÁ, É ÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÅÂÅ ×ÏÐÒÏÓ: Á ËÁË ÂÙÌÁ ÐÒÉÄÕÍÁÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ? ïÔ-

×ÅÔÉ× ÎÁ ÎÅÇÏ, ÍÙ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ÅÒÏÑÔÎÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ \×ÅË-

ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ". äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ

×ÅËÔÏÒÁ ~e1, ~e2, ~e3 , ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÓÍ.

ÒÉÓ. 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (~e1 + ~e2 + ~e3)
2 ≥ 0, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ ~e1

2 + ~e2
2 + ~e3

2 +

2~e1~e2+2~e1~e3+2~e2~e3 > 0, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ cos�+cos �− cos(�+�) 6 3
2.

ðÏÌÏÖÉ× ÚÄÅÓØ � = � − x, � = � − y, ÐÏÌÕÞÉÍ

cos x + cos y − cos(x + y) 6 3

2
;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ × ÔÏÍ, É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

~e1 + ~e2 + ~e3 = ~0:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ.

ôÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:

{
�+

�
2 = 2� − �− � +

�
2 ;�

2 + � = �
2 + 2� − �− �;

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � = � = 2�
3 .

îÏ ÔÏÇÄÁ x = y = �
3 . A c ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÅÇÏ ÞÅÔÎÏÓÔÉ,

ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÏÔ×ÅÔÕ.
ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, Á ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) \× ÌÏÂ"? åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ

ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁÛÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁÍÉ: cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y,

cos x =
1− tg2x2
1 + tg2x2

; sin x =
2tgx2

1 + tg2x2
:

é ÐÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

9 tg2
x

2
tg2

y

2
+ tg2

x

2
+ tg2

y

2
− 8 tg

x

2
tg

y

2
+ 1 = 0:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ É ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÈÏÄ:

(9 tg2
x

2
tg2

y

2
− 6 tg

x

2
tg

y

2
+ 1) + (tg2

x

2
−2 tgx

2
tg

x

2
+ tg2

y

2
) = 0;

ÉÌÉ

(3 tg
x

2
tg

y

2
− 1)2 + (tg

x

2
- tg

y

2
)2 = 0:

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
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{
tg x2 tg

y
2 = 1

3 ;

tg x2 = tg
y
2 :

ÒÁÓÐÁÄÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ:
 tg x2 =

√
3
3 ;

tg
y
2 =

√
3
3

É


 tg x2 =

√
3
3 ;

tg
y
2 =

√
3
3

ïÔÓÀÄÁ ÕÖÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x = � + 2�m, y = � + 2�l, ÇÄÅ m; l ∈ Z, ËÏÒÎÑÍÉ

ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. üÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÜÔÉÈ x É

y ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ tg x2 É tg
y
2 .

á ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ ÌÉ ÎÁÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÉÚÕÞÁÅÍÁÑ ÓÅÊÞÁÓ × ÛËÏÌÅ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ
ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) = cos x+cos y−
cos(x + y). îÅ ÂÅÄÁ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ä×Å, ÉÂÏ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

ËÁË ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÅÅ ÆÉËÓÉÒÕÑ.
ëÏÎÅÞÎÏ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÚÁ×ÕÁÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ,

ÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÙ ÏÂÈÏÄÉÍÓÑ ÂÅÚ ××ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ.
óÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÅÍ y ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ É ÉÍÅÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x f(x) =

cos x + cos y − cos(x + y), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

ÍÏÖÅÔ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÅÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ × ÎÕÌÑÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. éÔÁË, f ′(x) = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(y) = cos x + cos y − cos(x + y) É
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f ′(y) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:{ − sin x+ sin(x + y) = 0;

− sin y + sin(x+ y) = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ sin y − sin x = 0. ôÏ ÅÓÔØ 2 sin
y − x
2 cos

x + y
2 = 0, ÏÔËÕÄÁ

ÉÌÉ y = x + 2�m ÉÌÉ y = −x + � + 2�m, m ∈ Z.

÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = 2 cosx−cos 2x = −2 cos2 x+2 cos x+1 = 3
2−2(cos x− 1

2)
2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x) 6 3
2, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ cos x = 1

2, ÔÏ ÅÓÔØ

ÐÒÉ x = ±�3 + 2n�.

á ÚÎÁÞÉÔ, É y = ±�3 + 2k�, ÇÄÅ n; k ∈ Z.
úÄÅÓØ ÚÎÁËÉ ÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÌÉ ÏÂÁ ×ÅÒÈÎÉÅ, ÉÌÉ ÏÂÁ ÎÉÖÎÉÅ ÉÚ-ÚÁ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÉ x É y × ÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = 1 = const, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, \ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅ-

ÓÔÉ" ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÌ ÂÙ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÏÔ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

cos x + cos y − cos x cos y + sinx sin y =
3

2
;
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sin y sinx + (1− cos y) cosx =
3

2
− cos y:

äÁÌÅÅ ××ÏÄÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ:

√
2(1− cos y) · sin

(
x + arctg

(
1− cos y

sin y

))
=

3

2
− cos y:

ôÁË ËÁË cos y 6= 1 (ÉÎÁÞÅ sin x = 0 É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 = 3
2), ÔÏ

sin

(
x+ arctg

(
1− cos y

sin y

))
=

3
2 − cos y√
2(1− cos y)

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ∣∣3
2
− cos y

∣∣√
2(1− cos y)

6 1; (2)

ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |1=2+Z|=√Z 6
√
2, ÇÄÅ Z = 1−cos y. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë (Z− 1
2)

2 6 0. ôÏ ÅÓÔØ Z = 1
2 É cos y = 1

2. ÷ ÓÉ-

ÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ, ÍÙ ×ÐÒÁ×Å ÓÒÁÚÕ ÎÁÐÉÓÁÔØ:

cos x = 1
2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÔÒÉÇÏÎÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ y = ±�3 + 2k� É x = ±�3 + 2n� (k; n ∈ Z) ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÌÉ ÏÂÁ ×ÅÒÈÎÉÈ ÚÎÁËÁ, ÉÌÉ ÏÂÁ ÎÉÖÎÉÈ. ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÁÒÙ x É y

ÂÕÄÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ËÎÉÇÅ
ç. äÏÒÏÆÅÅ×Á, í. ðÏÔÁÐÏ×Á, î. òÏÚÏ×Á \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÈ × ×ÕÚÙ",
í., \äÒÏÆÁ", 2000 ÎÁ Ó. 485-487. äÁÄÉÍ ÉÈ ÔÏÖÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÉÓ-

ËÁÔØ ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÈ × ×ÕÚÙ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ Õ ËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÎÅÔ

ÐÏÄ ÒÕËÏÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÄÔÉ ÄÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÒÕÂÅÖÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ,

ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÕÖÅ ×ÓÅ ÑÓÎÏ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ cos x+ 2 sin(x2 + y) sin x2 = 3
2.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ sin x2 6= 0 (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ cos x = 3
2).

ðÏÜÔÏÍÕ sin(x2 + y) = (32 − cos x)=2 sin x2 , Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,∣∣∣∣∣
3
2 − cos x

2 sin x2

∣∣∣∣∣ 6 1: (3)

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2), ÏÔÌÉÞÁÑÓØ ÏÔ ÎÅÇÏ ÆÁË-

ÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁË:

−2(cos x+ cos y) + 2(cos(x + y) + 1) = 0;

(4 cos2
x + y

2
− 4 cos

x + y

2
cos

x− y

2
+ cos2

x− y

2
) + sin2

x− y

2
= 0;
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(2 cos
x+ y

2
− cos

x− y

2
)2 + sin2

x− y

2
= 0:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ{
2 cos

x+ y
2 = cos

x− y
2 ;

sin
x− y
2 = 0;

ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍ

óÒÅÄÉ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ, ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ

ÍÅÎÅÅ ÉÚÑÝÎÙÅ, ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÜËÚÁÍÅÎÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÌÉÍÉÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÁÓÔ ÏÄÎÏ, ÎÕ, ÍÏÖÅÔ, Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÎÅ ÓÐÅÛÁ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ.

2. ðÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

òÅÛÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | Ô×ÏÒÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ,
ÒÅÇÌÁÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ, ÔÁ-
ËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÀËÏÍ ÉÌÉ ÆÏËÕÓÏÍ | ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ

Ó×ÏÀ ÌÏÇÉËÕ. óÄÅÌÁ× ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ ×ÔÏÒÏÊ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÔÉÊ... é
ÔÁË ÄÏ ËÏÎÃÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ ×ÅÒÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ. ÷ÏÔ ÜÔÕ ÌÏÇÉËÕ, Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ \ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÕÀ ËÕÈÎÀ" ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.

÷ 1977 ÇÏÄÕ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÍ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔ íçõ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: 


y3 − 9x2 + 27x− 27 = 0
z3 − 9y2 + 27y − 27 = 0

x3 − 9z2 + 27z − 27 = 0

(1)

ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÄÁÎÏ × ËÎÉÇÅà.÷. îÅÓÔÅÒÅÎËÏ, ó.î. ïÌÅÈÎÉËÁ, í.ë. ðÏ-
ÔÁÐÏ×Á \úÁÄÁÞÉ ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ", í., \îÁÕËÁ", 1986, Ó.

138-139. íÙ ÎÉÖÅ ÄÁÄÉÍ Ä×Á ÉÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (3, 3,
3) ÐÒÏÓÔÏ ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ. ÷ÏÔ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ? á

ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ÔÒÕÄÎÏÅ.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 3
√
9x2 − 27x+ 27.

ôÏÇÄÁ y = f(x), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, z = f(y), Á ÔÏÇÄÁ x = f(z). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ

ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 


y = f(x);

z = f(y);

x = f(z);

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(f(f(x))) = x.
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÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × ËÎÉÇÅ ì.í. ìÉÈÔÁÒÎÉËÏ×Á \üÌÅÍÅÎ-

ÔÁÒÎÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ", óðâ, \ìÁÎØ", 1997, ÓÔÒ. 114-115,

ÚÁÄÁÞÁ 1:26∗ Á): åÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ

f(f(f(x))) = x, x ∈ R, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x ∈ R ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) = x.

éÔÁË, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x = 3
√
9x2 − 27x+ 27, ÌÅÇËÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÏÍÕ Ë

×ÉÄÕ (x−3)3 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 3. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÑÓÎÏ. òÅÛÅÎÉÅ ËÏÒÏÔËÏÅ, ÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ

ÅÇÏ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ ÌÅÇËÏ.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÔÉ \× ÌÏÂ", ×ÙÒÁÖÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÅ × Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ.

óÔÏÌØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÁË ÎÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ, × ÞÅÍ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ

ÕÂÅÄÉÔØÓÑ.

ìÏÇÉÞÎÏ ÏÐÅÒÅÔØÓÑ ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ

ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) × ×ÉÄÅ


y3 − 33 = 9x(x− 3)
z3 − 33 = 9y(y − 3)

x3 − 33 = 9z(z − 3)

ÉÌÉ 


(y − 3)(y2 + 3y + 9) = 9x(x− 3)
(z − 3)(z2 + 3z + 9) = 9y(y − 3)
(x− 3)(x2 + 3x + 9) = 9z(z − 3)

(2)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (2) ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏ ÐÏÈÏÖÉ, ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ Ó ÎÉÍÉ ÏÄÎÕ

É ÔÕ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÉÈ ÌÅ×ÙÅ É ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ, É, ÐÅÒÅÎÅÓÑ
×ÓÅ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÙÎÅÓÅÍ ÚÁ ÓËÏÂËÉ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ:

(x− 3)(y − 3)(z − 3)((x2 + 3x+ 9)(y2 + 3y + 9)(z2 + 3z + 9)− 729xyz) = 0:

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÅÒ×ÙÅ

ÔÒÉ | ÌÅÇËÉÅ: Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

x− 3 = 0; y − 3 = 0; z − 3 = 0:

÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Ë Ä×ÕÍ ÌÀÂÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ

ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

(x2 + 3x+ 9)(y2 + 3y + 9)(z2 + 3z + 9)− 729xyz = 0 (3)

óÎÁÞÁÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x > 0, y > 0, z > 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, x3 = 9(z2 − 3z + 3) =

9(z − 3

2
)2 + 3

4
> 0, ÏÔËÕÄÁ x > 0. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÍ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ y > 0 É z > 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(3) (ÐÏÐÙÔËÕ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓËÏÂËÉ ÏÔ×ÅÒÇÁÅÍ ËÁË ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÅÓÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÕÀ):

(x+
9

x
+ 3)(y +

9

y
+ 3)(z +

9

z
+ 3) = 729
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(ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÎÁ xyz 6= 0).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÓËÏÂËÕ (Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ):

x +
9

x
+ 3 = (

√
x)2 − 6 + (

3√
x
)2 + 9 = (

√
x− 3√

x
)2 + 9:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

((
√
x− (

3√
x
)2 + 9)((

√
y − 3√

y
)2 + 9)((

√
z − 3√

z
)2 + 9) = 93: (4)

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ


√
x− 3√

x
= 0;

√
y − 3√

y
= 0;

√
z − 3√

z
= 0;

Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ (3, 3, 3), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1).

éÔÁË, ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (3, 3, 3) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.
ïÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ ÓÉÌØÎÙÅ É ÓÌÁÂÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÅÒ×ÏÅ | ËÒÁÔËÏÅ, ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÅ. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÉ-

ÄÕÍÁÔØ. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÅÓØÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ, ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ. ë ÎÅÍÕ
× ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÍÏÇ ÂÙ ÐÒÉÊÔÉ ÏÂÙÞÎÙÊ ÕÞÁÝÉÊÓÑ, Ô×ÅÒÄÏ ÚÎÁÀÝÉÊ

ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ.
÷ 1960 ÇÏÄÕ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÙ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ Ó ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ

ÚÁÄÁÞÅÊ:

\ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S = a2− (b−c)2, ÇÄÅ
a, b, c | ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÕÇÌÁÍ A, B É ó. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ á.

ðÅÒÅÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ: ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÉÊ, ×ÅËÔÏÒÎÙÊ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ. éÎÔÕÉÃÉÑ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ ÚÄÅÓØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÉÂÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÌÏÈÏ ×ÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ

× ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ). ôÁË ËÁË ÓÔÏÒÏÎÙ a, b, c ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

×ÈÏÄÑÔ É × ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, É × ÆÏÒÍÕÌÕ çÅÒÏÎÁ, ÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: {
S = a2 − (b− c)2;

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c):

(5)

îÏ × ÆÏÒÍÕÌÕ (6) ×ÈÏÄÉÔ ÅÝÅ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ p = a + b+ c
2 . ïÎ

ÔÕÄÁ ××ÅÄÅÎ ÎÅ ÚÒÑ, Á ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÏÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ××ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ p

É × ÆÏÒÍÕÌÕ (5):

S = (a− b + c)(a+ b− c) = (2p− 2b)(2p− 2c) = 4(p− b)(p− c): (6)

÷ÁÒÉÁÎÔ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ, ËÁË ÎÅÐÅÒÓÐÅËÔÉ×-

ÎÙÊ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (6) ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:
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16(p− b)(p− c) = p(p− a): (7)

ë ÆÏÒÍÕÌÅ (7) ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É

ÉÓËÏÍÙÍ ÕÇÌÏÍ A. ëÁËÏÅ? ôÅÏÒÅÍÁ a2 = b2 + c2 − 2bc cosA ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ, ÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÁÔØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (7).

ðÒÏÊÄÉÔÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÍ ÐÕÔÅÍ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

A = arccos 1517. á ÍÙ ÎÅ ÈÏÔÉÍ ÜÔÏÔ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ p ÔÅÒÑÔØ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÃÅÌÅ-

ÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ tgA2 = r
p− a , ÇÄÅ r =

S
p | ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ×

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÍ:

tg
A

2
=

S

p(p− a)
=

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

p(p− a)
=

√
(p− b)(p− c)

p(p− a)
:

ôÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÁ (7) ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ:

tg
A

2
=

√
(p− b)(p− c)

16(p− b)(p− c)
=

1

4
; ÏÔËÕÄÁ A = 2 arctg

1

4
:

ïÔÓÀÄÁ, ËÓÔÁÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ arccos 1517 = 2 arctg 14, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÎÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.
÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (×ÅËÔÏÒÎÏÅ), ÓÍ. ÒÉÓ.2. òÁÓËÒÙ×ÁÅÍ ÓËÏÂËÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5):

S = a2−b2−c2+2bc. ôÁË ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ,
ÔÏ S = ~a2−~b2−~c2+2bc = (~b+~c)2−~b2−~c2+2bc = 2~b ·~c+2bc = 2bc(cos(�−A)+ 1) =
2bc(1− cosA)

A C

B

a
r

c
r

b
r

òÉÓ.2

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, S = 1
2bc sinA. óÒÁÚÕ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ 4(1−cosA) = sinA, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÅÛÁÔØ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ 0 < A
2 < �

2 :

8 sin2
A

2
= 2 sin

A

2
cos

A

2
; 4 sin

A

2
= cos

A

2
;
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tg
A

2
=
1

4
; A = 2 arctg

1

4
:

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÐÁËÔÎÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ.

úÁÔÏ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ ÞÅÒÔÅÖ.

÷ 1979 ÇÏÄÕ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÅ × íæôé ÒÅÛÁÌÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

sin x+ sin2 x + cos3 x = 0: (8)

úÁÊÍÅÍÓÑ ÉÍ É ÍÙ.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÅÐÅÎØ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÓÉÎÕÓÁ, ÔÏ ÅÅ ÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ

ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ÐÏ Ä×Á.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

sin x+ sin2 x + cos x(1− sin2 x) = 0;

sin x(1 + sinx) + cos x(1 + sin x)(1− sin x) = 0;

(1 + sinx)(sin x + cos x− sin x cos x) = 0:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ sinx = −1 ÓÒÁÚÕ ÎÁÈÏÄÉÍ: x =
−�2 + 2�n, ÇÄÅ n ∈ Z. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin x + cos x − sinx cos x = 0.
åÓÌÉ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÉÎÕÓÁ

É ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: sinx +

cos x = t. ïÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍ: sin2 x+2 sinx cos x+cos2 x = t2, ÔÏÇÄÁ sinx cos x = t2 − 1
2 .

éÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t− t2 − 1
2 = 0 ÉÍÅÅÍ t1;2 = 1±√2 É ÒÅÛÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á: sin x+ cos x = 1±√2.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ sinx + cos x =

√
2 sin(x + �

4 ), ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

sin(x + �
4 ) = 1±√2√

2
. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin(x + �

4 ) = 1 +
√
2√

2
ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ëÏÒÎÉ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ sin(x+ �
4 ) =

1−√2√
2

ÔÁËÏ×Ù:

x = −�
4
+ (−1)k arcsin(

√
2

2
− 1) + �k; (9)

ÇÄÅ k ∈ Z.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÔÑÖÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅ-

ÔÒÉÉ ÎÁ ÞÉÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ ÉÄÅÑ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÉÂÏ ÏÎÁ

ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ.

æÏÒÍÕÌÙ:

sinx =
2tgx2

1 + tg2x2
; cos x =

1− tg2x2
1 + tg2x2

(10)
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ÐÏÓÌÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÙËÌÁÄÏË ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÛÅ-

ÓÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ t = tgx2 :

t6 − 2t5 − 7t4 − 4t3 − t2 − 2t− 1 = 0:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÅÇÏ \×ÎÕÛÉÔÅÌØÎÙÊ" ×ÉÄ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ −(t2+2t+1) = −(t+1)2, ÓÔÏÑÝÅÅ × ËÏÎÃÅ

ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ:

t3(t3 − 2t2 − 7t− 4)− (t+ 1)2 = 0;

t3(t3 + 2t2 + t− 4t2 − 8t− 4)− (t+ 1)2 = 0;

t3(t(t+ 1)2 − 4(t+ 1)2)− (t + 1)2 = 0;

(t+ 1)2 · (t4 − 4t3 − 1) = 0:

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ tgx2 = −1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = −�2 + 2�n, ÇÄÅ n ∈ Z.
á ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

t4 − 4t3 − 1 = 0

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

ôÁË ËÁË ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÒÑÄÏÍ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÁ-

ÇÁÅÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ t = 1
y :

1

y4
− 4

y3
− 1 = 0; ÏÔËÕÄÁ y4 + 4y − 1 = 0 (11)

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11) ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

y4 + 4y − 1 = (y4 + 2y2 + 1)− (2y2 − 4y + 2) = (y2 + 1)2 − (
√
2y −

√
2)2 =

= (y2 −
√
2y + (1 +

√
2))(y2 +

√
2y + (1−

√
2)):

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: y1;2 =
−√2±

√
4
√
2− 2

2 É t1;2 =
2

−√2±
√
4
√
2− 2

.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8):

x = 2 arctg
2

−√2±
√
4
√
2− 2

+ 2�m; (12)

ÇÄÅ m ∈ Z. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x = �+2�l, l ∈ Z, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ tgx2 , ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8).
úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ. îÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ

ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) É (12), ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ
(9) ÎÁ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ:

x = −�
4
+ arcsin(

√
2

2
− 1) + 2�m; (ÐÒÉ k = 2m):
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x =
3�

4
− arcsin(

√
2

2
− 1) + 2�m; (ÐÒÉ k = 2m+ 1):

îÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ Ä×Á ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

2 arctg
2√

2 +
√
4
√
2− 2

− arcsin(1−
√
2

2
) =

�

4
: (13)

2 arctg
2

−√2 +
√
4
√
2− 2

− arcsin(1−
√
2

2
) =

3�

4
: (14)

æÏÒÍÕÌÙ (13) É (16) ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, ËÁË ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁ

arccos 1517 = 2 arctg 14.

ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÉÈ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.

3. ðÒÉÚÒÁË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ìÉÓÔÁÑ ÓÔÁÒÕÀ ËÎÉÇÕ...

÷ ËÎÉÇÅ \çÅÏÍÅÔÒÉÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ" ÐÏÓÏÂÉÉ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÛËÏÌ É ËÌÁÓÓÏ× Ó ÕÇÌÕ-
ÂÌÅÎÎÙÍ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (Á×ÔÏÒ æÅÔÉÓÏ×

á.é., \ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ", 1977) ÎÁ Ó.16 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÚÎÁËÏÍ ÏÓÏÂÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ: \äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÙÌ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

2R + r = p; (1)

ÇÄÅ R ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, p ÐÏÌÕÐÅÒÉ-
ÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ".

ðÏ ÓÕÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: \åÓ-

ÌÉ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É
ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ".

A

B

D C

E

F

a

b

c

0

r

r

r
A

2
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îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÉ!). îÉÖÅ ×ÏÓÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÍ ÓÏ ÓÔÒÁÎÉÃ 86-87 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÊÔÉ ËÎÉÇÕ,

ÉÚÄÁÎÎÕÀ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ×ÅËÁ ÎÁÚÁÄ, ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÎÏ.

\ðÏÓËÏÌØËÕ R = abc
4S

= abc
4rp (ÚÄÅÓØ S ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

2R + r = p ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

abc

2rp
+ r = p; abc + 2r2p = 2rp2:

ôÁË ËÁË r =

√
(p− a)(p− b)(p− c)

p ,

r2p = (p− a)(p− b)(p− c): (2)

ðÏÜÔÏÍÕ 2rp2 = 2(p− a)(p− b)(p− c) + abc;

4r2p4 = 4(p− a)2(p− b)2(p− c)2 + 4(p− a)(p− b)(p− c) + a2b2c2:

úÁÍÅÎÑÑ ÏÐÑÔØ r2p ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2), ÐÏÌÕÞÉÍ:

4(p− a)(p− b)(p− c)(p3 − (p− a)(p− b)(p− c)− abc) = a2b2c2: (3)

îÏ p3−(p−a)(p−b)(p−c)−abc = p3−p3+(a+b+c)p2−(bc+ca+ab)p+abc−abc =
= (a + b+ c)p2 − (bc + ca+ ab)p:

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) ÎÁÈÏÄÉÍ:

4p(p− a)(p− b)(p− c)((a+ b + c)p− (bc+ ca+ ab)) = a2b2c2:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

4p(p− a)(p− b)(p− c) = 4S2 =
1

4
(−a4 − b4 − c4 + 2b2c2 + 2c2a2 + 2a2b2):

úÁÍÅÎÑÑ p ÎÁ 1

2
(a + b+ c), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

1

4
(−a4 − b4 − c4 + 2b2c2 + 2c2a2 + 2a2b2)(

1

2
(a+ b + c)2 − (bc+ ca + ab)) = a2b2c2;

(−a4 − b4 − c4 + 2b2c2 + 2c2a2 + 2a2b2)(a2 + b2 + c2) = 8a2b2c2;

−a6 − b6 − c6 + a2b4 + a4b2 + b2c4 + b4c2 + c2a4 + c4a2 − 2a2b2c2 = 0;

a2(−a4 − b4 + 2a2b2 + c4)− b6 − c6 + 2a2b4 − a4b2 + b2c4 + b4c2 + c2a4 − 2a2b2c2 = 0;

a2(−a4 − b4 + 2a2b2 + c4) + b2(−b4 − a4 + 2a2b2 + c4)− c2(c4 − a4 − b4 + 2a2b2) = 0:

îÏ c4 − a4 − b4 + 2a2b2 = c4 − (a2 − b2)2 = (c2 + a2 − b2)(c2 − a2 + b2).
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ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ:

(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2) = 0:

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ

Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÂÒÁÔ-

ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ (ÉÌÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×), ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ".

óÔÏÌØ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏÉÓËÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. ôÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

ôÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ:

tg
A

2
=

r

p− a
; (4)

p = 4R cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
; (5)

r = 4R sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
: (6)

äÏËÁÖÅÍ ÉÈ.

Á) óÍ. ÒÉÓ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ AD = x, ÔÏÇÄÁ AE = x (Ô.Ë. �AOE = �AOD) É
BE = c − x. äÁÌÅÅ: FC = DC = a − (c− x) = a − c + a. ðÏÓËÏÌØËÕ AD +DC = b,
ÔÏ x+ a− c+ x = b, ÏÔËÕÄÁ 2x = b + c− a = 2p− 2a. úÎÁÞÉÔ, x = p− a É ÆÏÒÍÕÌÁ

(4) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.

Â) p =
a+ b + c

2
= R(sinA+ sinB + sinC) = R

(
2 sin

A +B

2
cos

A−B

2
+

+2 sin
C

2
cos

C

2

)
= 2R

(
sin

(
�

2
− C

2

)
cos

A− B

2
+ sin

C

2
cos

C

2

)
=

= 2R cos
C

2

(
cos

(
A− B

2

)
+ cos

(
A+B

2

))
= 4R cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
:

×) r =
S

p
=

1

2
ab sinC

p
=

1

2
· 2R sinA · 2R sinB · sinC

p
=

=
2R2 · 2 sin A

2
cos A

2
· 2 sin B

2
cos B

2
· 2 sin C

2
cos C

2

4R cos A
2
cos B

2
cos C

2

= 4R sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
:
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (6) ÓÌÅÄÕÅÔ: tgA2 tg
B
2 tg

C
2 = r

p ,

ÉÌÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A +B + C = �,

tg
A

2
tg
B

2

(
1− tgA

2
tgB

2

tgA
2
+ tgB

2

)
=

r

p
: (7)

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (6):

r = 4R sin
A

2
sin

B

2
cos

(
A

2
+
B

2

)
= 4R sin

A

2
sin

B

2

(
cos

A

2
cos

B

2
− sin

A

2
sin

B

2

)
=

= 4Rtg
A

2
tg
B

2

(
1− tg

A

2
tg
B

2

)
cos2

A

2
cos2

B

2
=

4RtgA
2
tgB

2

(
1− tgA

2
tgB

2

)(
1 + tg2A

2

) (
1 + tg2B

2

) =

=
4RtgA

2
tgB

2

(
1− tgA

2
tgB

2

)
1 + tg2A

2
+ tg2B

2
+ tg2A

2
tg2B

2

=
4RtgA

2
tgB

2

(
1− tgA

2
tgB

2

)
(
1− tgA

2
tgB

2

)2
+
(
tgA

2
+ tgB

2

)2 : (8)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ tgA
2
tgB

2
= x, tgA

2
+ tgB

2
= y.

ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) É (8) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ:


y =
p
rx(1− x);

r =
4Rx(1− x)
(1− x)2 + y2

:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ 0 < x < 1 (ÉÎÁÞÅ y < 0, Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ).

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ y ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ (1) Ë ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:

(2R+ r)2x3 − (2R + r)2x2 + (4R + r)rx− r2 = 0:

ó ÃÅÌØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ:

(
(2R+ r)2x3 − 2R(2R + r)x2 + (2R+ r)rx

)
+
(−(2R + r)rx2 + 2Rrx− r2

)
=

= (2R + r)x
(
(2R + r) x2 − 2Rx + r

)− r
(
(2R + r)x2 − 2Rx + r

)
=

= ((2R + r)x− r)
(
(2R + r)x2 − 2Rx + r

)
:

÷ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ËÏÒÎÉ: x1 =
r

2R + r
; x2;3 =

R±√R2 − 2Rr − r2

2R + r
.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ x2x3 =
r

2R + r
, ÔÏ ÅÓÔØ x2x3 = x1.
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ðÕÓÔØ x1 = tg A2 tg
B
2 , x2 = tg A2 tg

C
2 , x3 = tg B2 tg C2 .

éÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ tg A2 tg B2 tg2 C2 = tg A2 tg B2 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ tg C2 = 1

É C = 90◦.
éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÀÔ Ä×Á ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ôÁË ËÁË ËÏÒÎÉ x2 É x3

ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ R2−2Rr−r2 > 0. úÎÁÞÉÔ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R > (1+
√
2)r. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ, ÞÅÍ

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ R > 2r.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ x2 = x3, ÔÏ ÅÓÔØ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

îÁÞÅÒÔÉÔÅ ÅÇÏ É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ tg 22; 5◦ = r
R
=
√
2− 1.

ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ × ÎÅÍ ÚÁÍÅÔ-

ÎÏ ÐÒÅ×ÁÌÉÒÕÅÔ ÎÁÄ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÅÊ. ïÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÉÝÅÍ

ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (1), (5), (6) ÓÒÁÚÕ ÉÍÅÅÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

1 + 2 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
= 2 cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
;

ÇÄÅ A+B + C = �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

1

2
= cos

A

2
cos

B

2
sin

(
A+B

2

)
− sin

A

2
sin

B

2
cos

(
A+B

2

)
:

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ cos A2 cos B2 É sin A2 sin B2 × ÓÕÍÍÙ:

1 = cos

(
A+B

2

)
sin

(
A+B

2

)
+ cos

(
A−B

2

)
sin

(
A+B

2

)
−

− cos

(
A− B

2

)
cos

(
A+B

2

)
+ cos2

(
A +B

2

)
:

ðÅÒÅÎÏÓÉÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÌÉË×ÉÄÉÒÏ×ÁÔØ ÔÒÉÇÏ-

ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

2 sin

(
A+B

2

)(
sin

A+B

2
− cos

A +B

2

)
− (sinA− cosA)− (sinB − cosB) = 0:

úÁÍÅÎÉÍ A +B
2 = �

2 − ó
2 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ:

2 cos
C

2
sin

(
C

2
− �

4

)
+
(
sin
(
A− �

2

)
+ sin

(
B − �

4

))
= 0:

ôÅÐÅÒØ ÓÕÍÍÕ ÓÉÎÕÓÏ× ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÉÂÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ

2, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
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cos
C

2
sin

(
C

2
− �

4

)
+ sin

(
A+B − �

2

2

)
cos

(
A− B

2

)
= 0:

ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ A+B = � − C ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ sin
(
C
2 − �

4

)
:

sin

(
C

2
− �

4

)
·
(
cos

C

2
− cos

A−B

2

)
= 0;

sin

(
C

2
− �

4

)
· sin

(−A +B + C

4

)
· sin

(
A−B + C

4

)
= 0;

sin

(
C

2
− �

4

)
· sin

(
A

2
− �

4

)
· sin

(
B

2
− �

4

)
= 0:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

sin

(
C

2
− �

4

)
= 0⇒ C =

�

2
:

á ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÐÅÒ×ÏÍÕ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏ.

ëÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ.

ïÄÎÁËÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÓÔÅÔÉÞÎÙÍ.
á ×ÅÄØ ÄÁÎÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÒÁÓÉ×:

ÉÚÑÝÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÏÉÓË ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÒÁÓÉ×ÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ôÏ

ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ×Ù×ÅÄÅÎÁ ÉÚ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (1), (4) É ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ: a
sinA

+ (p− a) tg A2 = p.

ôÁË ËÁË sinA =
2 tg A

2

1 + tg2 A

2

, ÔÏ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ tg A2 : (
2p

a
− 1

)
tg2

A

2
− 2p

a
tg
A

2
+ 1 = 0:

åÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D = 4
(
p
a − 1

)
2

, Á ËÏÒÎÉ:
(
tg A2

)
1

= 1;
(
tg A2

)
2

= a
b + c

.
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÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ A = 90◦.
÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

S

p(p− a)
=

a

b + c
;

a2
(
a+ b + c

2

)
2

·
(
b+ c− a

2

)
2

=
1

16
(b+ c)2(a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c);

a2(a + b+ c)(b + c− a) = (b+ c)2 · (a+ b− c)(a− b + c);

a2((b + c)2 − a2) = (b+ c)2 · (a2 − (b− c)2);

(a2)2 − (b2 − c2)2 = 0;

(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2) = 0:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÉÌÉ B = 90◦, ÉÌÉ
C = 90◦. úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

P.S. òÁÚÏÂÒÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ËÒÁÊÎÅ ÒÅÄ-
ËÏ. á×ÔÏÒ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÌ ÎÅÍÁÌÏ ËÎÉÇ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ÎÉÇÄÅ ÅÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÎÁÛÅÌ.

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ

390026, Ç.òÑÚÁÎØ, ÕÌ. ÷ÙÓÏËÏ×ÏÌØÔÎÁÑ, Ä.31, Ë×.22.

ÔÅÌ. 75-70-92



õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ

üÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ
�íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú

òåáìøîïóôé
(ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ

ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×)�
õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 11 ËÌÁÓÓÁ

çÌÁ×Á 1

á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÇÌÁ× ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÇÏ ÄÌÑ

ÕÞÁÝÉÈÓÑ 11 ËÌÁÓÓÏ× Ó ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÎÏÍÅÒÁÈ ÖÕÒÎÁÌÁ ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍ-

ÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÐÏÓÏÂÉÀ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×Á 1. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ

ÎÏÍÅÒÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÇÌÁ×Á 2. ÷ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÇÏÔÏ×ÉÔÓÑ Ë

ÉÚÄÁÎÉÀ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å íãîíï.

úÁÄÁÞÁ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ | ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÉ (ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÎÁÓ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÑ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÅÂÑ × ÒÁÚ-
ÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁÈ, ÏÔ �ÐÒÏÓÔÏÇÏ� ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÄÏ ÂÉÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ Ü×ÏÌÀÃÉÉ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ó×ÏÅÇÏ ÚÁÒÏÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. îÏ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÁÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕË ÐÒÏÑ×ÉÌÁ ÓÅÂÑ × ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÏÌØËÏ
× XVII ×. ÷ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÚÁÒÏÖÄÅÎÉÅÍ É ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÁË ÍÏÝÎÏÇÏ ÏÒÕÄÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ
É ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ.

äÌÑ îØÀÔÏÎÁ ÎÅÏÔßÅÍÌÅÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÎÏÇÏ ÉÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÂÙÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅ-
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁË × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ, ÒÅ-
ÛÁ×ÛÉÈÓÑ ÅÝÅ ÚÁ ÐÑÔØ ÔÙÓÑÞÅÌÅÔÉÊ ÄÏ Î. Ü. × ÷Á×ÉÌÏÎÅ É åÇÉÐÔÅ, Á ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ | Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÏÔ ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ ÄÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ
ÐÌÁÎÅÔ), Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ (ÏÔ ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÄÏ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ) É ÐÒÏÞ.

19
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äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÇÏ×ÏÒÑ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉ-
ÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÐÏÍÏÇÁÀÝÉÍÉ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÔØ
É ËÏÓÍÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, É ÑÄÅÒÎÙÅ ÒÅÁËÃÉÉ, ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÔØ ÈÏÄ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ËÎÉÇÅ É ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅ-
ÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÅ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÏÓÏÚÎÁÎÉÑ ÎÁ
ÛËÏÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÁÍ,
×ÙÂÉÒÁÀÝÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÏÅÇÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÓËÌÏÎÎÙÍ ÒÁ-
ÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÔÏÍ, ËÁËÏ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÏÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÁÕËÅ É ÐÒÁËÔÉËÅ.
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çÌÁ×Á 1. ü÷ïìàãéïîîùå íïäåìé

§ 1.1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

ïÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ × ÖÉ×ÏÊ É ÎÅÖÉ×ÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ, Á ÔÁËÖÅ × ÓÏÃÉÁÌØÎÙÈ, ÏÂ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÙ ËÁË ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×

ÉÚÕÞÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ, �ÄÉÎÁÍÉÞÎÁÑ� ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÅÔ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, É ÏÄÎÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÚÁÎÉÍÁÀÝÁÑ ÄÏÍÉÎÉ-
ÒÕÀÝÕÀ ÒÏÌØ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó XVII ×. (ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÁÎÁÌÉÚÁ) | ÜÔÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ü×ÏÌÀÃÉÉ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×Ï ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ) | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.
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ü×ÏÌÀÃÉÑ, ÏÔ ÌÁÔ. evolutio | �ÒÁÚ×ÅÒÔÙ×ÁÎÉÅ�, × ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÓÉÎÏÎÉÍ
ÔÅÒÍÉÎÁ �ÒÁÚ×ÉÔÉÅ�, × ÕÚËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ |
ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ, Á ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÅ (×Ï
×ÒÅÍÅÎÉ!) ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÁËÉÈ-ÔÏ ÅÅ ÞÉÓÌÏ-
×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×1. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÕÚÎÁÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ) Ñ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÏ× ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ | ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÚÁËÏÎ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÁËÉÈ-ÔÏ
ÆÕÎËÃÉÊ xi = xi(t) ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ{×ÒÅÍÅÎÉ t ∈ R. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ É ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ Ü×ÏÌÀÃÉÉ. çÏÒÁÚÄÏ ÞÁÝÅ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÄÏ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÕËÁÚÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÕÄÁ-
ÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ËÁË-ÔÏ (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ) ÕÚÎÁÔØ ÓËÏ-
ÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.
ôÁËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÍÉ.

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÚÄÅÓØ
É × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÅ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ
ÍÏÄÅÌÅÊ.

1.1.1. óÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ f : x 7→ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ïËÒx = (x− r; x + r), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x); (1)

ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x) = �x(h) (2)

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ | ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÏÓÔØ �x(h)
ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÎÕÌÅ. á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �x(h)
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ h: ËÁËÏ×Ï
ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ", ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÉ h ∈ (−Æ; Æ) ×ÅÌÉÞÉÎÁ �x(h) ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ",
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× |

∀ " > 0 ∃ Æ > 0 ∀ h ∈ (−Æ; Æ) |�x(h)| < "

(�∀�| Ë×ÁÎÔÏÒ ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ...�, �ÄÌÑ ×ÓÅÈ...�; �∃�| Ë×ÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ...�, �ÎÁÊÄÅÔÓÑ...�).
ðÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ | ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁ-

ÌÉÚÁ | ××ÅÌÉ × ËÏÎÃÅ XVII ×. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÁÎÇÌÉÞÁÎÉÎ éÓÁÁË îØÀ-

ÔÏÎ (1643{1727) É ÇÅÒÍÁÎÅÃ çÏÔÆÒÉÄ ÷ÉÌØÇÅÌØÍ ìÅÊÂÎÉÃ (1646{1716). óÐÕÓÔÑ

1÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ | ÏÔ ÌÁÔ. revolutio, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ �ÐÏ×ÏÒÏÔ�, �ÐÅÒÅ×ÏÒÏÔ�.
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ÓÏÔÎÀ ÌÅÔ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ öÁÎ ÌÅ òÏÎ ä'áÌÁÍÂÅÒ (1717{1783) É öÏ-

ÚÅÆ ìÕÉ ìÁÇÒÁÎÖ (1736{1813) ÄÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÉÎÔÕ-
ÉÔÉ×ÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (É ÓÁÍ ÔÅÒÍÉÎ �ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ�, É ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÉÌ ìÁÇÒÁÎÖ; îØÀÔÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÅÅ �ÆÌÀËÓÉÅÊ�, Á ìÅÊÂÎÉÃ Ó×ÑÚÙ×ÁÌ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ
�ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ�| Ï ÞÅÍ ÓÍ. × ÇÌÁ×Å 4). îÁËÏÎÅÃ, ÅÝÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅË ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉË ëÁÒÌ ôÅÏÄÏÒ ÷ÉÌØÇÅÌØÍ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ (1815{1897) ÐÏÄ×ÅÌ ÐÏÄ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÇÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ, ÄÁ× ÔÏÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, É ÐÒÅÄÅÌÁ,
ÐÒÉÄÕÍÁ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÑÚÙË "{Æ�.

îÁÓ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÓÔÒÏÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÐÒÅÄÅÌÁ, ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÓËÏÌØËÏ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÅÒ×ÉÞÎÙÊ ÅÅ ÓÍÙÓÌ ÎÁÉÂÏÌÅÅ
ÏÔÞÅÔÌÉ×Ï ×ÙÄÅÌÑÌÓÑ Õ ÓÁÍÏÇÏ îØÀÔÏÎÁ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x
ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ y × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ x × ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ x. þÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ?
ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÔÁË. åÓÌÉ ÁÒ-

ÇÕÍÅÎÔ x ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ h (ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �x = h

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ×Å-
ÌÉÞÉÎÕ �y = f(x+ h)− f(x), É ÚÁ ÓÒÅÄÎÀÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ y ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
ÏÔ x ÄÏ x + h ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ë ÐÒÉÒÁÝÅ-
ÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ðÒÅÄÅÌ ÖÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÒÉ h→ 01 | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ

ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ, ÒÁ×ÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ y′(x) = f ′(x).
üÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ, ËÁË îØÀÔÏÎ, ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ÅÓÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÒÅÍÑ. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ-ÔÁËÉ × ÍÅÈÁ-
ÎÉËÅ (ËÉÎÅÍÁÔÉËÅ) ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ, Á ××ÅÄÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÓËÁÌÑÒ. óËÁÌÑÒÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ. îÏ ÚÁÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË, ËÏÔÏÒÙÊ É ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, �× ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ�|
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ | ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ y. ôÁË ÞÔÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÇÌÑÄÎÏ-
ÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
f ′(x) > 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ, Á ÅÓÌÉ f ′(x) < 0 ÎÁ I, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ-
×ÁÅÔ2.

èÏÔÑ Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ É ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ É ÈÏÒÏÛÏ
ÕÐÒÁ×ÌÑÌÉÓØ ÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ (ÍÏÖÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ëÅÐÌÅÒÁ Ó ÅÇÏ 2-Í ÚÁËÏÎÏÍ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É îØÀÔÏÎÁ), ÓÁ-
ÍÉ ÔÅÒÍÉÎÙ É ÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ É ÓËÁÌÑÒÁ ××ÅÌ ÔÏÌØËÏ × 1845 Ç. ÉÒÌÁÎÄÓËÉÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÁÓÔÒÏÎÏÍ õÉÌØÑÍ òÏÕÁÎ çÁÍÉÌØÔÏÎ (1805{1865), ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅÍ ÔÁË ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× | ÁÎÁÌÏÇÁ ÞÉÓÅÌ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ôÅÒÍÉÎ ×ÅËÔÏÒ |
ÏÔ ÌÁÔ. vector | �ÎÅÓÕÝÉÊ�, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ | ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-
ÍÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). óËÁÌÑÒ | ÏÔ ÌÁÔ. scalaris | �ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ�; ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÉÌÉ ÂÅÚ ÔÁËÏ×ÏÇÏ (ÄÌÉÎÙ, ÐÌÏÝÁÄÉ, ÏÂßÅÍÙ; ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ É Ô. Ä.).

1.1.2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

ë ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ{×ÅËÔÏÒÁ É ÅÇÏ Ó×ÑÚÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÙ
×ÅÒÎÅÍÓÑ ÄÁÌÅÅ, Á ÐÏËÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. îÁ ÇÒÁÆÉËÅ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ, Mx(x; f(x)) É Mx+h(x + h; f(x+ h),
É Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÎÉÍÉ �ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË� MxMx+hN (ÒÉÓ. 1). éÚ ÎÅ-
ÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �y Ë �x = h (�ÂÙ×ÛÁÑ� ÓÒÅÄÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔØ) ÅÓÔØ ÕÇÌÏ×ÏÊ

1ðÒÉ h, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ.
2îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ

ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ | ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÁ É ×ÓÅÇÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.
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ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k = kx(h) ÓÅËÕÝÅÊ MhMx+h. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÈÏÒÏÛÉÈ�
ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÁ ÓÅËÕÝÁÑ ÐÒÉ h→ 0 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ. úÁÍÅÞÁÑ,
ÞÔÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k = kx(h) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) (ËÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÏÂÙÞÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ É ÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = f(x) × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x = x0 ÅÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞ-

ËÕ ÐÒÑÍÁÑ, ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ k0 = f ′(x0). ðÒÏ×ÏÄÑ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; f(x0) ÇÒÁÆÉËÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-
ÍÉ ÔÏÞËÉ (x; y) × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ (x− x0; y − f(x0)) (ÒÉÓ. 2), ÍÏÖÅÍ ÓÒÁÚÕ ÎÁÐÉÓÁÔØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ3:

y − f(x0) = k0(x− x0) ⇐⇒ y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0): (3)

ðÒÏÓÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÅÓÔØ ÕÇÌÏ×ÏÊ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ ÇÒÁÆÉËÁ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-
ÍÏÊ ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ. ÷ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ (ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ!) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

O xx hx +

h

N

y
)(xfy =

y∆

xM

hxM +

Ðèñ. 1

O x

y

Ðèñ. 2

)( 0xf

0x

0xx −

)( 0xfy −

)( 0xfk ′=

0M

1.1.3. ðÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ

ôÅÐÅÒØ ÎÅÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (3), ÚÁÄÁÀÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØ-
ÎÕÀ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = f(x) × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÉÂÌÉ-

ÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ ÓÁÍÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ
× ÁÎÁÌÉÚÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ (ÔÉÐÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÕÎËÃÉÊ
ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ). þÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ

ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ (3), Ô. Å. ×ÅÌÉÞÉÎÕ

R = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)) = (x− x0)

(
f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)

)
: (4)

îÅ ÚÁÍÅÞÁÅÔÅ ÌÉ ×Ù × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ × ÓËÏÂËÁÈ ÎÅÞÔÏ ÚÎÁËÏÍÏÅ, ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÅÅÓÑ?

3÷Ï ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x; y ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

y = k0x.
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|ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ (ÐÒÉ x− x0 → 0,
Ô. Å. ÐÒÉ x→ x0) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ x0 ÄÏ x

É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x0), Ô. Å. ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ x0. úÁÍÅÎÉ×
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: x ×ÍÅÓÔÏ x0, x + h ×ÍÅÓÔÏ x, ÔÁË ÞÔÏ x− x0 ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏ h,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (4) × ×ÉÄÅ

R = f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h = h

(
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x)

)
= h�x(h);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + h�x(h): (5)

÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)�(x): (6)

ïÂÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-

ÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ x0 (ÆÏÒÍÕÌÁ (5)) ÉÌÉ × ÔÏÞËÅ x (ÆÏÒÍÕÌÁ (6)). ïÔÂÒÏÓÉ× × ÜÔÉÈ
ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ),

f(x + h) ≈ f(x) + f ′(x)h (7)

É

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0); (8)

ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁ×ÎÁ |R|, Á ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (h ÉÌÉ x− x0) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÐÒÉ h→ 0
ÉÌÉ x→x0).

éÎÁÞÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (5){(6) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅ-

ÎÏÍ R = h�x(h) ÉÌÉ (x− x0)�(x). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ, �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑ�, ÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË h2.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′′(x)
def

= (f ′(x))′, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ
R = 1

2
f ′′(c)h2, ÇÄÅ c | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ x É x+ h (ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÜÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÅ

ìÁÇÒÁÎÖÁ). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ h ÞÌÅÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ h2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÐÏ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ f ′(x)h (ËÏÎÅÞÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô. Å. f ′(x) 6= 0),
É ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (7){(8) ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ.

âÒÕË ôÅÊÌÏÒ (1685{1731) | ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÆÉÌÏÓÏÆ, ÐÒÉ×ÅÒÖÅÎÅÃ îØÀÔÏÎÁ × ÅÇÏ
�ÓÐÏÒÅ� Ó ìÅÊÂÎÉÃÅÍ Ï ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÅ × ÏÔËÒÙÔÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÞÌÅÎ É ÓÅËÒÅÔÁÒØ ìÏÎ-
ÄÏÎÓËÏÇÏ ËÏÒÏÌÅ×ÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á (Royal Society | ÁÎÁÌÏÇÁ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË), ÏÂÅÓÓÍÅÒÔÉ×ÛÉÊ Ó×ÏÅ
ÉÍÑ ÏÔËÒÙÔÉÅÍ (× 1712 Ç.) ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎ�ÏÇÏ ÒÑÄÁ (Ï ÎÉÈ ÓÍ. ÄÁÌÅÅ §§ 3.1, 3.3).

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =
√
x ÐÒÉ x > 0 ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

√
x + h ≈ √

x +
1

2
√
x
· h:
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÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ
√
17,

ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ 17 × ×ÉÄÅ 16 + 1 = x + h. ôÏÇÄÁ
√
x =

√
16 = 4, É ÌÉÎÅÊÎÏÅ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ:

√
17 =

√
16 + 1 ≈ √

x +
1

2
√
x
· h = 4 +

1

2 · 4 · 1 = 4 +
1

8
= 4; 125:

ôÏÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
√
17 ÄÁÀÔ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÎÁËÉ 4; 123105:::, ÔÁË ÞÔÏ ÁÂ-

ÓÏÌÀÔÎÁÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÎØÛÅ
Ä×ÕÈ ÔÙÓÑÞÎÙÈ! �

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÞÉÓÌÁ k ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ

f(x+ h) = f(x) + kh+ h�(h); (9)

ÇÄÅ �(h) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÎÕÌÅ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

f(x + h)− f(x)

h
− k = �(h)→ 0 ÐÒÉ h→ 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉ h→ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ
k. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) = k (ÓÍ. Ð. 1.1.1).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ) ×ÉÄÁ (9)
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) ÆÕÎË-
ÃÉÉ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x).

éÍÅÎÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (9) ×ÙÂÒÁÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ëÁÒÌ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ × Ó×ÏÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ 1861 Ç. ïÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÜÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔ �ÉÓÔÉÎÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ�. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; f(x0), ÉÍÅÎÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, ÕÇÌÏ-
×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ!) ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏ
ÐÒÉÌÅÖÉÔ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = f(x) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ | × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
R = f(x)− f(x0)− k(x− x0)

lim
x→x0

R

x− x0
= 0 ⇐⇒ k = f ′(x0)

(ÏÂÄÕÍÁÊÔÅ). üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ, É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ
÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÕ, ÓÕÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÏ× ÐÏÄÈÏÄ Ë �ÉÓÔÉÎÎÏ-
ÍÕ ÓÍÙÓÌÕ� ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁÍ ÄÁÌÅÅ ÎÅ ÎÕÖÅÎ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ
É ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÎÉÖÅ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÅÅ �ÓÍÙÓÌÏ×�, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ É ÓÅÒÉÑ ÆÏÒÍÕÌ (5){(8) ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÈ É
ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ (Ï ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÅÞØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ).

õÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÉÊÓÑ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ëÁÒÌ ôÅÏÄÏÒ ÷ÉÌØÇÅÌØÍ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ (1815{1897;
ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÕÞÉÔÅÌØ óÏÆØÉ ëÏ×ÁÌÅ×ÓËÏÊ) ÕÄÅÌÑÌ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ôÁË, × 1861 Ç. ÏÎ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÔÒÏÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ
ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ××ÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, É ×ÏÏÂÝÅ �ÎÁ×ÅÌ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË� ×
ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÁÎÁÌÉÚÁ. éÍÅÎÎÏ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ ××ÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÍÏÄÕÌÑ) ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÓÁÍÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ |x|. óÔÒÏÇÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Õ ÎÅÇÏ ÂÁÚÉÒÏ×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍ ÄÒÏÂÅÊ, ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ (ÔÁË ÞÔÏ, ËÁË ÐÏÎÙÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ É × ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÌÏÓØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ). ë ÜÔÏÍÕ ËÒÕÇÕ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É
×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÎÁÉ-

ÂÏÌØÛÅÇÏ/ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ, ÎÏÓÑÝÉÈ ÅÇÏ ÉÍÑ). ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÏÖÎÉËÏ×
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ äÁ×ÉÄ çÉÌØÂÅÒÔ (1862{1943) ÏÞÅÎØ ×ÙÓÏËÏ ÃÅÎÉÌ ×ËÌÁÄ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ×
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ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É × ÓÁÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÕËÕ, ÚÁÍÅÔÉ× × 1900 Ç. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ-
×ÏÄÕ: �úÁÂÌÕÖÄÅÎÉÅ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏÓÔØ × ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× | ×ÒÁÇ ÐÒÏÓÔÏÔÙ.

îÁÐÒÏÔÉ×, ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÉÊ ÍÅÔÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ

ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ É ÄÏÓÔÕÐÎÙÍ�. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÐÁÒÉ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ.

1.1.4. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ

äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ
ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓØÀ | ÓËÁ-
ÖÅÍ, Ox, | É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x = x(t), ÚÁÄÁÀÝÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ
ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t. ôÏÇÄÁ É ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÑÔÏÍ × ÆÉÚÉËÅ (ÍÅÈÁÎÉËÅ), ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ v = v(t) = x′(t). ôÁËÏ×Á ÖÅ É ÓËÏÒÏÓÔØ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Ô. Å. ÕÓËÏÒÅÎÉÅ: ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a = a(t) = v′(t) = x′′(t),
Ô. Å. ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x(t), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ
ÚÁËÏÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÌÉÓØ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ËÉÎÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ.

ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ | ËÁË ÂÙ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÉÚ Ä×ÉÖÅÎÉÊ,
ÎÏ ÏÄÎÁËÏ É ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ × ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë Ä×ÉÖÅÎÉÑÍ ÐÏÄ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÉÌÙ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ (ÓÍ. § 1.2 É ÇÌÁ×Õ 5). ðÏËÁ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÉÍÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ.

ëÉÎÅÍÁÔÉËÁ | ÏÔ ÇÒÅÞ. κ��"!, kineo | �Ä×ÉÇÁÔØ�, κ�����(�o�), kinema(tos) | �Ä×ÉÖÅÎÉÅ�
(�Ä×ÉÖÕÝÉÊÓÑ�): ÒÁÚÄÅÌ ÍÅÈÁÎÉËÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë ÅÇÏ ×ÙÚ×Á×ÛÉÍ �ÐÒÉÞÉÎÁÍ�, Ô. Å. ÓÉÌÁÍ.

äÉÎÁÍÉËÁ | ÏÔ ÇÒÅÞ. Æ������ , dynamis | �ÓÉÌÁ�, Æ�����κo� , dynamikos | �ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÉÌÕ�,
�ÓÉÌØÎÙÊ�: ÒÁÚÄÅÌ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÉÚÕÞÁÀÝÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÉÌ. äÉÎÁÍÉ-
ËÏÊ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÈÏÄ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÎÁÍÉËÁ
ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ | ÓÍ. ÄÁÌÅÅ).

îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ �ÍÅÈÁÎÉËÁ� ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÇÒÅÞ. ������, mechane | �ÏÒÕÄÉÅ�, �ÍÁÛÉ-
ÎÁ� (Á ÔÁËÖÅ �×ÙÄÕÍËÁ�, �ÈÉÔÒÏÓÔØ�, �ÓÒÅÄÓÔ×Ï�, �ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÉÅ�), ������κo� , mechanikos| �ÍÅ-
ÈÁÎÉÞÅÓËÉÊ� × ÓÍÙÓÌÅ �ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÍÁÛÉÎÁÍ� (Á ÔÁËÖÅ �ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ�, �ÈÉÔÒÙÊ�!). ëÌÁÓÓÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ) ÉÚÕÞÁÅÔ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å1 Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ; ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ÚÁËÏÎÁÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É × ËÁËÏÍ-ÔÏ
ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÏÓÏÂÙÍ ÒÁÚÄÅÌÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉËÉ |
ËÁË ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ).

ðÒÉÍÅÒ 2. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÅÚ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ, Ô. Å. Ó ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÚÁÄÁ-
ÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

a(t) = v′(t) ≡ 0 ÉÌÉ x′′(t) ≡ 0:

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÕÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô. Å. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁË ×
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ, Á ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ)
ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÉÓËÏÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

1íÙ ÐÏËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å; ÓÍ. ÄÁÌÅÅ Ð. 1.1.6.
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äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Ó ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) v′ = 0
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ v(t) ÎÕÌÅ×ÁÑ, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑ �ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ-
ÓÑ�, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ2, v(t) ≡ v0 = const. óÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ (ÐÒÉÚÎÁËÁ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ: ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I f ′(x) ≡ 0, ÔÏ
f(x) ≡ const ÎÁ I) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ | ÏÎÏ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ × § 2.1.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) x′′ = 0
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ËÁË �ÃÅÐÏÞËÕ� (ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ

x′ = v; v′ = 0:

÷ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÙ ÕÖÅ ÒÅÛÉÌÉ: v(t) = v0 = const, | ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔ-
ÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÅ ×ÉÄ x′ ≡ v0. éÚÍÅÎÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ

x = v0t (ÔÏÇÄÁ x
′ = (v0t)

′ = v0), ÎÏ, ËÁË É ×ÙÛÅ, Ë ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ v0t ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÚÁ-
ËÏÎÕ x(t) = v0t + const, ÐÒÉÞÅÍ x(0) = 0 + const = const, ÔÁË ÞÔÏ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ
ÓÍÙÓÌ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ,
x(0) = x0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÂÅÚ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
x(t) = At+B, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A É B ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ-
ÍÉ: A = x′(0) = v(0) = v0, B = x(0) = x0. ôÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ.
�

1.1.5. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÏÍ, x = x(t). ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ×ÓÅ
ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÚ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ Xt = Xt(x(t)) ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ | ÏÓÉ
Ox. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓØOx ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ,
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÅÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ. úÄÅÓØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÉÓÙ-
×ÁÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ, É ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏÂ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁÈ �Ó
ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ�) É ÏÂ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ.

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÔÏ ÌÉ ÉÚ ÜËÓÐÅ-
ÒÉÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÌÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ) ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ
×ÅÌÉÞÉÎÙ x(t), Ô. Å. Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ x′(t). ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, É ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x′(t) = F (x(t)) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ x′ = F (x); (10)

ËÏÔÏÒÏÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ.

2ïÔ ÌÁÔ. constans, constantis | �ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ�; ÏÔÓÀÄÁ ÖÅ É ÉÍÑ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎ!
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ôÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÉÐÉÞÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÅÊ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉ-
ÓÔÅÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ1. ïÎÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÚÁËÏÎÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ

ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ x = x(t), ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÓËÏÒÏÓÔØ x′(t) ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ
ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ (ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ × ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ; ÐÏÐÕÌÑÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ x(t) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÞÉÔÁÔØ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ É ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ
ÐÒÉÍÅÒÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÄÁÀÝÁÑ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÇÌÁ×Å 3, ÂÙÓÔÒÙÊ
(ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ) ÒÏÓÔ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÉ ÒÏÓÔÁ ÏÔ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �ÖÉÚÎÅÎÎÙÈ� ÕÓÌÏ×ÉÑÈ | ÐÒÉ
ÎÁÌÉÞÉÉ ÖÉÚÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÐÉÔÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÙ), ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x′(t) = �x(t):

ëÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: �ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ËÁÒÁÓÅÊ × ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÍ ÐÒÕÄÕ�.
éÎÏÇÄÁ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ íÁÌØÔÕÓÁ, ÔÁË

ËÁË (×ÒÏÄÅ ÂÙ) ÐÅÒ×ÙÍ ÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÌ × 1798 Ç. ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÓÔ É Ó×ÑÝÅÎ-
ÎÉË ô.ò.íÁÌØÔÕÓ (1766{1734). íÁÌØÔÕÓ ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ
ÄÅÍÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ1 ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÍÁÓÛÔÁÂÁÈ ×ÓÅÊ ÐÌÁÎÅÔÙ, ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÑ ÐÅÒÅÎÁÓÅ-
ÌÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÒÅÄÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÀÄÅÊ (ÜÔÁ
ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÁÌØÔÕÚÉÁÎÓÔ×Ï). �

ðÒÉÍÅÒ 4. ìÏÇÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ (ÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ æÅÒÈÀÌØÓÔÁ) ÕÞÉÔÙ×Á-
ÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÅÎ-
ÎÏÓÔÉ n = n(t) ÐÒÉÒÏÓÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ
ÕÂÙÌØ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ:

n′(t) = �n(t)− 
n2(t)

ÉÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ x = �n,
x′(t) = x(t)(a− x(t)):

üÔÕ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ × ÇÌÁ×Å 4. ëÏÎËÒÅÔÎÙÊ
ÐÒÉÍÅÒ: �ËÁÒÁÓÉ × ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÍ ÐÒÕÄÕ�. �

ðÒÉÍÅÒ 5. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ-
ÐÕÌÑÃÉÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ:

n′(t) = �n2(t)

1ðÏÐÕÌÑÃÉÑ (ÏÔ ÌÁÔ. populus| �ÎÁÒÏÄ�; ÆÒÁÎÃ., ÁÎÇÌ. population| �ÎÁÓÅÌÅÎÉÅ�) | ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ
ÏÓÏÂÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ó ÏÂÝÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÏÂÉÔÁÎÉÑ, ÓÐÏÓÏÂÎÁÑ ÄÌÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ É
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓ-
ÓÁ. (ðÒÁ×Ï, × ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÔÁË
ÌÉ?!)

1äÅÍÏÇÒÁÆÉÑ, ÏÔ ÇÒÅÞ. Æ��o� , demos | �ÎÁÒÏÄ� É 
��'!, grapho | �ÐÉÓÁÔØ�, �ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ�:
ÎÁÕËÁ Ï ÎÁÒÏÄÏÎÁÓÅÌÅÎÉÉ.
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ÉÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÍÅÎÙ x = �n,

x′(t) = x2(t):

üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ × § 4.1, Ë ÐÏÐÕÌÑÃÉÏÎÎÏÍÕ
�×ÚÒÙ×Õ�. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁË-
ÃÉÉ, ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ×ÚÒÙ×. �

÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÒÁÚ×É×ÁÌÉÓØ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ | ÂÅÚ ×ÎÅÛÎÉÈ ×ÏÚ-
ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ×ÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÔÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÉÍÅÌÉ ×ÉÄ (10) x′ = F (x), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ ÍÅÎÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É
ÍÏÄÅÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÍÉ1. äÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÐÒÉÒÏÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÜÔÏ ÔÉÐÉÞ-
ÎÏ | ÇÏ×ÏÒÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ éÇÏÒÅ×ÉÞÁ

áÒÎÏÌØÄÁ2, �ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ�.
ïÄÎÁËÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ É ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

×ÎÅÛÎÉÅ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÌÏ× ËÁÒÁÓÅÊ × ÐÒÕÄÕ ÉÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÈ ÄÏ-
ÂÁ×ÌÅÎÉÅ, ×ÙÐÕÓË × ÐÒÕÄ (×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ!). íÏÄÅÌÑÍÉ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ
ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ

x′ = F (x; t) (x′(t) = F (x(t); t): (11)

ëÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÉÓÔÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ÇÌÁ×ÁÈ 3 É 5.
÷ ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÚÁÄÁÞÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ, ÅÓÌÉ ÍÏÄÅÌØ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÕÖÅ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ: ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ? | óÎÁÞÁÌÁ
× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÔÙÓËÁÎÉÅ ×ÓÅÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÅÝÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÄÏ 1770-È ÇÇ. (ÄÏ
ÒÁÂÏÔ ìÁÇÒÁÎÖÁ) É ÓÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ �ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÁÍÉ�. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÑÓÎÅÎÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å.

ëÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÇÌÁ×Å 4, ×ÓÑËÏÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (10) ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÏ�. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ,
ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É, ÐÒÉ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄ-
ÎÏÍÅÒÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ. îÕ, Á ÐÏÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ×Ù×Ï-
ÄÙ, ÏÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × § 3.4, ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ ÐÏ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ×Ù×ÏÄÏ×
ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÂÅÚÏÐÁÓÎÙÍ.

ëÁË ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×Ù 4, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ
(10) ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ (Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-
ÓËÉÅ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ

1á×ÔÏÎÏÍÎÙÊ (ÇÒÅÞ. ���o�o�o� , autonomos, ÏÔ ���o, auto | �ÓÁÍ� É �o�o� , nomos | �ÚÁËÏÎ�)
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÁÍÏÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ, ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ.

2ïÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ × ÍÉÒÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ É ÄÉÎÁÍÉÞÅ-
ÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ.
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ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, Ô. Å. �ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ�). á ÎÅÁ×-
ÔÏÎÏÍÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (11) ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ (× ÓÍÙÓÌÅ, ÒÁÚßÑÓÎÑ-
ÅÍÏÍ × ÇÌÁ×Å 4). ÷ ÔÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ

ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÅÍÙ ÔÁËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å (× § 2.2), Á ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÓÏÂÁÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÐÏÍÑÎÅÍ × ÇÌÁ×Å 5.

1.1.6. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÍÅÈÁÎÉËÅ (ËÉÎÅÍÁÔÉËÅ)

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë Ó×ÑÚÉ ÐÏÎÑÔÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÓËÏÒÏÓÔÉ. òÅÁÌØÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÅÁÌØ-
ÎÙÈ ÔÅÌ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. íÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË
ÔÁËÖÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÌÉ ÉÎÏÇÄÁ (ÓËÁÖÅÍ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ
ËÁÍÎÑ, ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ) × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ ËÉÎÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÕÖÅ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
÷ÙÈÏÄÏ× ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á.

ðÅÒ×ÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ×ÒÅÍÅÎÉ t 7→ r(t) = OMt, ÇÄÅ O | ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ, Mt | ÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t. ÷ÅËÔÏÒ r = OM ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ M , Á ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ r = r(t) | ÐÒÏÓÔÏ
×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

îÁÚ×ÁÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×Á×ÛÅÅ ÕÖÅ ×Ï 2-Í ÚÁËÏÎÅ ëÅÐÌÅÒÁ (1618 Ç.), ×
1853 ÇÏÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÆÒÁÎ-
ÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ïÇÀÓÔÅÎ ìÕÉ ëÏÛÉ (1789{1857). ìÁÔ. radius | �ÓÐÉÃÁ� (× ËÏÌÅÓÅ), �ÌÕÞ�;
ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÒÍÉÎ �ÒÁÄÉÕÓ� ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ | ÔÏÌØËÏ × 1569 ÇÏÄÕ
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ É ÆÉÌÏÓÏÆÏÍ òÁÍÕÓÏÍ (ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÉÍÑ | ðØÅÒ ÄÅ ÌÁ òÁÍ, 1515 |
24.8.1572, ÐÏÇÉÂ × ÷ÁÒÆÏÌÏÍÅÅ×ÓËÕÀ ÎÏÞØ).

÷ÔÏÒÏÊ ÐÏÄÈÏÄ: ×ÙÂÒÁÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ) ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Oxyz É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

(x; y; z) = (x(t); y(t); z(t));

ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÉ Mt.
ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÉ ÐÏÄÈÏÄÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ r(t) ÓÕÔØ ËÁË

ÒÁÚ (x(t); y(t); z(t)). ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ �ÎÁÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ� ÐÏËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ,

(vx; vy; vz) = (x′(t); y′(t); z′(t));

ÔÏ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ-
ÄÅÌØÎÏ ××ÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ïÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ É × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÆÉÚÉËÅ (ÍÅÈÁÎÉËÅ).

éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÕÔÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÏÔ t ÄÏ t+ h, Ô. Å. ×ÅËÔÏÒ

�r = r(t+ h)− r(t) = OMt+h −OMt =MtMt+h;
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ÐÏÔÏÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ h (× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ1 | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ h−1) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÑÑ
ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, É ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÒÅÄ-
ÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÒÉ h→ 0 | ×ÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ (× ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ)
É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ r(t) × ÔÏÞËÅ (× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ) t:

v(t) = r′(t) = lim
h→0

�r

h
= lim

h→0

1

h
(r (t+ h)− r (t)) :

úÄÅÓØ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÐÏÑÓÎÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ. ïÎÏ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
É ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÎÁ �×ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÏ×ÏÍ ÑÚÙËÅ� "{Æ (ÓÒ. Ó ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÉÚ Ð. 1.1.1): ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a = a(h) É
×ÅËÔÏÒÁ c

lim
h→0

a(h) = c ⇐⇒ ∀ " > 0 ∃ Æ > 0 ∀ h ∈ (−Æ; Æ) |a(h)− c| < "

(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÏÄÕÌØ ÉÌÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ).
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÙÍ? | ïÔ×ÅÔ ÌÕÞÛÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÅÄÅÌÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ðÕÓÔØ

× ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a(h) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (x(h); y(h); z(h)), ×ÅËÔÏÒ c ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (xc; yc; zc).
ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌ a(h) ÐÒÉ h→ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ c ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x(h); y(h); z(h) É ÒÁ×ÎÙ,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, xc; yc; zc.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÐÉÛÅÍ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÊ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚ-
ÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× |a(h)− c| ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

|a(h)− c| =
√
(x(h)− xc)2 + (y(h)− yc)2 + (z(h)− zc)2:

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÏÚ×ÏÄÉÍÙÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×
ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ | ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ (×ÅËÔÏÒ)
ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ

max{|x(h)− xc|; |y(h)− yc|; |z(h)− zc|} 6

6
√
(x(h)− xc)2 + (y(h)− yc)2 + (z(h)− zc)2 = |a(h)− c|:

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÁËÏ×Ù ÖÅ É ×ÙÐÉÓÁÎ-
ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ×ÅËÔÏÒÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-
ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÔÏ É ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. �

1÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÅ ÄÅÌÑÔ, Á ÔÏÌØËÏ ÕÍÎÏÖÁÀÔ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ).

ðÕÓÔØ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r(t) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (x(t); y(t); z(t)). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ r′(t) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ x′(t); y′(t); z′(t) ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ r′(t) ÓÕÔØ (x′(t); y′(t); z′(t)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁË ×ÅËÔÏÒ ÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÅÅ
ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ.

1.1.7. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ) ÓÍÙÓÌ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ

óÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Mt, t ∈ R (ÉÌÉ t ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÜÔÏ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ r = r(t), ÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÅÝÅ É ÇÏÄÏÇÒÁÆÏÍ ÜÔÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÒÁÅËÔÏÒÉÑ | ÏÔ ÌÁÔ. trajectorius | ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÀ, ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÀ. óÌÏ×Ï ÇÏÄÏ-
ÇÒÁÆ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× oÆo�, hodos | �ÄÏÒÏÇÁ� É 
��'!, grapho | �ÐÉÛÕ�, �ÒÉÓÕÀ�,
ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ | �ÄÏÒÏÇÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÞÅÍ-ÌÉÂÏ�. äÁÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÅ É ÔÅÒÍÉÎ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ
ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÉÍÓÑ ×ÙÛÅ õÉÌØÑÍÏÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÏÍ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉ-
ÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ �r =MtMt+h

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ×ÄÏÌØ ÓÅËÕÝÅÊ MtMt+h Ë ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ (ÒÉÓ. 3). ôÁË ÖÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ É ×ÅË-
ÔÏÒ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ t−1�r, É ×ÅËÔÏÒ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ v(t) = r′(t) ÐÒÉ ÕÓÌÏ-
×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ

ÓÅËÕÝÅÊ MtMt+h ÐÒÉ h→ 0, Ô. Å. ÐÒÉ Mt+h →Mt. ëÁË É ÄÌÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ
(ÓÍ. Ð. 1.1.2), ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÅËÕÝÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ,
ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÒÉ Ä×É-
ÖÅÎÉÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ (ÒÉÓ. 4).
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Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÄÕÌØ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ |v(t)| = |r′(t)|, ÁÂÓÏÌÀÔ-
ÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏ-

ÇÏ ÐÕÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÇÏÄÏÇÒÁÆÕ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ
ÜÔÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
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ðÒÉÍÅÒ 6. ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÉÐÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏËÏÌÏ ÃÅÎÔÒÁ O (ÅÇÏ ËÁË ÒÁÚ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×) Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ! rad

Ó ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ! Ó−1,
ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×:

Mt = R!tM0 ÉÌÉ r(t) = R!t
(
OM0

)
= r0 ·R!te;

ÇÄÅ r0 = OM0 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ, e | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ,
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ OM0. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ (ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÕÀ) ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy, ÎÁÐÒÁ×É× ÏÓØ Ox ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÁ e, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ R!te ÂÕÄÕÔ (cos!t; sin!t),
ÔÁË ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

r(t) = (r0 cos!t; r0 sin!t):

ïÔÓÀÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

r′(t) = (r0(cos!t)
′; r0(sin!t)′):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ r′(t) ÐÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !

ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ (ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ) ÅÇÏ ÓÍÙÓÌÅ: ÏÎ ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, Ô. Å. Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, × ÓÔÏÒÏÎÕ ×ÒÁÝÅÎÉÑ, Á
ÅÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å.
v0 = !r0 (ÒÉÓ. 5).
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Ðèñ. 5

ôÁË ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ Mt ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ OMt,
×ÅËÔÏÒ r′(t) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÁ r(t) ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 90 ÉÌÉ �

2
ÒÁÄÉÁÎ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ !, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ:

r′(t) = !r0R
!t+�

2 e =
(
!r0 cos

(
!t+

�

2

)
;!r0 sin

(
!t+

�

2

))
:

óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ,

(cos!t)′ = ! cos
(
!t+

�

2

)
; (sin!t)′ = ! sin

(
!t+

�

2

)
:

ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÚ ÎÉÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ: (cos!t)′ = −! sin!t, (sin!t)′ = ! cos!t. ÷ÏÔ ËÁËÉÅ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �
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1.1.8. ä×ÕÍÅÒÎÁÑ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ ÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓËÁÖÅÍ Ä×Á. ôÏÇÄÁ
ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ x = x(t), y = y(t), ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ. ó ÐÁÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÕÀ ÔÏÞËÕ Mt

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x(t); y(t)) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÅ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÏÎÆÉ-
ÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ,
Ô. Å. ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Oxy ÉÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÅÅ ÞÁÓÔØÀ.

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ �ÂÉÏÃÅ-
ÎÏÚÁ1�, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ Ä × Õ È ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ, ËÏÇÄÁ �× ÐÒÕÄÕ (ÉÌÉ
× ÏÚÅÒÅ) ÓÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÁÒÁÓÉ É ÝÕËÉ�. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÍÉÒÎÏÅ ÓÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ: �ÈÉÝÎÉËÉ� (ÝÕËÉ) ÖÉ×ÕÔ ÔÏÌØËÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÐÏÅÄÁÎÉÑ �ÖÅÒÔ×� (ËÁÒÁÓÅÊ). óÁÍÉ
ÖÅ ÖÅÒÔ×Ù | �ÔÒÁ×ÏÑÄÎÙÅ�, Ô. Å. ÐÏÅÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÍ, ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÖÅÒÔ× ÞÅÒÅÚ x = x(t), Á ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÈÉÝÎÉ-
ËÏ× | ÞÅÒÅÚ y = y(t). ðÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÈÉÝÎÉËÏ× �x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÑ� ÒÏÓÌÁ ÂÙ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ
íÁÌØÔÕÓÁ: x′ = ax. ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÖÅ �y-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ� ÈÉÝÎÉËÏ× ÎÁÒÑÄÕ Ó ÐÒÉÒÏÓÔÏÍ
x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ax ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ É �ÕÂÙÌØ� ÖÅÒÔ×. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÂÙÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ �ÔÅÏÒÉÉ ×ÓÔÒÅÞ�| ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÓËÏ-
ÒÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÖÅÒÔ× ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÞÉÓÌÕ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÓÔÒÅÞ
ÍÅÖÄÕ ÈÉÝÎÉËÏÍ É ÖÅÒÔ×ÏÊ, Ô. Å. ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ É y-
ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ (ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÈÉÝÎÉË ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ Ó ËÁÖÄÏÊ ÖÅÒÔ×ÏÊ
É Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓßÅÓÔØ ÅÅ!). üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ:

x′(t) = ax(t)− bx(t)y(t)

(ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a É b, ËÁË É ÐÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÄÁÌÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É d, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ).
ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÈÉÝÎÉËÁÍÉ. éÈ ÐÒÉÒÏÓÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÐÏ-

ÅÄÁÎÉÑ ÖÅÒÔ× É, ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÔÅÏÒÉÉ ×ÓÔÒÅÞ�, ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÉÒÏÓÔÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ É y-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ
×ÉÄÁ c · x · y × ÓËÏÒÏÓÔÉ y′(t) ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ y-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÎÕÖ-
ÎÏ ÕÞÅÓÔØ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÕÂÙÌØ ÈÉÝÎÉËÏ×, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÉÈ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ É
ÉÇÒÁÀÝÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ (ËÁË ÐÏÔÏÍ ÄÁÌÅÅ ×ÉÄÎÏ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÀ) ÒÏÌØ, ËÏÇÄÁ
y-ÐÏÐÕÌÑÃÉÑ ×ÅÌÉËÁ (ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÁ) ÉÌÉ x-ÐÏÐÕÌÑÃÉÑ ÍÁÌÁ (ÍÁÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁ), Ô. Å.
ÐÉÝÉ (ÖÅÒÔ×) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓËÏÒÏÓÔØ y′(t) ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ
ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ y-ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y′(t) = cx(t)y(t)− dy(t):

éÔÁË, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,{
x′(t) = ax − bxy;

y′(t) = cxy − dy
⇐⇒

{
x′(t) = x(a− by);

y′(t) = y(cx− d);

1âÉÏÃÅÎÏÚ (ÏÔ ÇÒÅÞ. ��o� , bios| �ÖÉÚÎØ�, �ÏÂÒÁÚ ÖÉÚÎÉ�, �ÓÒÅÄÓÔ×Á Ë ÖÉÚÎÉ� É κo��o� , koinos|
�ÏÂÝÉÊ�) | ÕÞÁÓÔÏË ÏÂÝÅÊ ÓÒÅÄÙ ÏÂÉÔÁÎÉÑ ÖÉ×ÏÔÎÙÈ, ÒÁÓÔÅÎÉÊ É ÍÉËÒÏÏÒÇÁÎÉÚÍÏ×.
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ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÔÏÌØËÏ ÎÁ I ÞÅÔ×ÅÒÔÉ x > 0, y > 0 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
�ÖÅÒÔ×Á�{�ÈÉÝÎÉË�). üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÐÒÏÓÔÅÊÛÁÑ
ÍÏÄÅÌØ �ÂÏÒØÂÙ ÚÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ� ÉÌÉ, ËÁË ÅÝÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÍÏÄÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÈÉÝÎÉË{
ÖÅÒÔ×Á�. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ
÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ.

÷ÉÔÏ ÷ÏÌØÔ�ÅÒÒÁ (1860{1940) | ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÚÁÎÉÍÁ×ÛÉÊÓÑ ËÁË �ÞÉÓÔÏÊ�, ÔÁË
É ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÏÊ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÂÉÏÌÏÇÉÉ
É × ÓÏÃÉÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ. éÍÅÎÎÏ ÉÍ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÏÒØÂÙ
ÚÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÄÅÍÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ. ÷ 1920-Å ÇÇ. É ÐÏÚÖÅ ÷ÏÌØÔÅÒÒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÂÉÏÃÅÎÏÚÏ×, ÎÏ É ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ (ÉÍ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÏËÏÌÏ 30 ÒÁÂÏÔ
ÎÁ ÜÔÉ ÔÅÍÙ).

áÌØÆÒÅÄ äÖÅÊÍÓ ì�ÏÔËÁ (1880{1949) | ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ
ÐÒÅÄÌÏÖÉ×ÛÉÊ ÔÕ ÖÅ ÍÏÄÅÌØ ÂÉÏÃÅÎÏÚÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÉ×ÛÉÊ ÅÇÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ.

íÙ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÍÏÄÅÌØ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ × ËÏÎÃÅ
ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ (× § 6.4). �

÷ÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

Ä×ÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ËÁË{
x′(t) = A(x; y);

y′(t) = B(x; y);

É ÔÒÁËÔÕÅÍÏÊ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ, t ∈ I, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x(t), y(t) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ∈ I{

x′(t) = A
(
x(t); y(t)

)
;

y′(t) = B
(
x(t); y(t)

)
:

åÓÌÉ ÎÁÒÑÄÕ Ó ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÏÊ Mt Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x(t); y(t)) ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕ-
ÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy (ÉÌÉ ÎÁ ÅÅ ÞÁÓÔÉ, ËÁË × ÍÏÄÅÌÉ ÷ÏÌØÔÅÒÒÙ{ìÏÔËÉ) ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ r(t) = OMt, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉM(x; y)
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ V (x; y) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (A(x; y);B(x; y)), ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

r′ = V (x; y) = V (r) (12)

(ÍÙ ÔÏÞËÕ M(x; y) ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ r = OM). á ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏ-
ÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÁÑ) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ
t 7→Mt, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÒÅÛÅÎÉÀ r(t) ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÅ

ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÁ V (x; y) = V (r). ÷ÏÔ ×ÁÍ É ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) ÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ
ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. åÓÌÉ ÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÞÅÔÙ-
ÒÅ, ÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕÖÅ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏ, É Ô. Ä.
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ïÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, ÏËÁÚÁ×-
ÛÅÅÓÑ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÙÍ É ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ××ÅÌ × ËÏÎÃÅ XIX ×.
ËÒÕÐÎÅÊÛÉÊ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÆÉÚÉË, ÍÅÈÁÎÉË É ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÏÚÁÊÑ õÉÌÌÁÒÄ çÉÂÂÓ (1839{1903) |
×ÙÐÕÓËÎÉË É ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ êÅÌØÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÏÖÎÉËÏ× ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÉ É
ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

§ 1.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ
÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÀÂÙÅ (ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÍÅÒÎÙÅ) ÓÉÓÔÅÍÙ, Ü×ÏÌÀÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅ-
ÍÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. íÙ ÖÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ-
ÓÔÅÊÛÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ: Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓØÀ Ox, ÐÏÄ ×ÏÚÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÉÌÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÅÔ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ËÁË ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ × Ð. 1.1.4,
ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ x(t) É ÅÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ| ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v(t) = x′(t) É ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ a(t) = v′(t) = x′′(t).

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÓÉÌÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ ×ÅËÔÏÒÏÍ, Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÓËÏÒÏÓÔÉ É ×ÒÅÍÅÎÉ, F = F (x; v; t). ïÓÎÏ×-
ÎÏÊ ÚÁËÏÎ ÄÉÎÁÍÉËÉ, Ô. Å. ×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ma = mx′′ = F (x; v; t). ðÏÌÁÇÁÑ ×ÈÏÄÑÝÕÀ ×
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÕ m ÒÁ×ÎÏÊ 11, ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ É × ÇÌÁ×Å 5
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ × ×ÉÄÅ

x′′ = F (x; v; t): (0)

üÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ, ÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. ó ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ-
×ÏÄÕ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

1.2.1. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÁ. æÁÚÏ×ÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

þÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (0)
ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ∈ R, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÕÀ), ÐÒÉÞÅÍ

∀ t ∈ I x′′(t) = F (x(t); x′(t); t):

ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÉÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ 2 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ (ÓÌÕÞÁÊ F ≡ 0,
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x′′ = 0), ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ ÎÕÖ-
ÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ä×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ | ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÓËÏÒÏÓÔØ. éÈ ÎÅÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÉ t = 0 | ÚÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ
×ÒÅÍÅÎÉ t = t0. ëÁË ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÆÉÚÉËÉ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÑ

x(t0) = x0; x′(t0) = v(t0) = v0; (1)

1éÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÏÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ m É ××ÏÄÑ ÔÏ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÄÌÑ 1

m
F .
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×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (0) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅ-

ÎÉÑ x = x(t) ×Ï ×ÓÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ t ∈ R. ÷ ÈÏÒÏÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (Á ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ
ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ) ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË.

éÎÁÞÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ-
×ÁÔØ ËÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ, ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. é ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ x, v, ËÁË × Ð. 1.1.8, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÉÚ Ð. 1.1.4, �ÒÁÓÃÅÐÌÑÅÍ�,
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ × �ÃÅÐÏÞËÕ� ÉÌÉ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ (0): {

x′ = v;

v′ = F (x; v; t):
(2)

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏ-

ÎÁ , É ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÒÅÛÁÔØ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (0) ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2).

ôÁË ËÁË ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏ× (x; v), ÜÔÕ ÐÁÒÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË (×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÕÀ) ÔÏÞËÕ
M(x; v) ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxv. òÅÛÅÎÉÀ x(t) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (0), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1), ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (x(t); v(t)) = (x(t); x′(t)) ÓÉÓÔÅÍÙ
îØÀÔÏÎÁ (2) É ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÁÑ (É ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÁÑ!) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ t 7→Mt(x(t); v(t)) ÎÁ
ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ.
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÉÌÉ, ×
ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÉÌÕ F = F (x; v; t)
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÉÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ, ÒÁÚÂÅÒÅÍ ËÏÎËÒÅÔ-
ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ1 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ××ÅÌ
ÔÏÔ ÖÅ õÉÌÌÁÒÄ çÉÂÂÓ ÐÒÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ É ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ (ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÇÏ) ÁÎÁÌÉÚÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ:
ÏÄÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, | ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ÔÒÅÍÑ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ É ÔÒÅÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ, | ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏ. ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÖÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÁÚÏ×ÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔÉÍÅÒÎÙÍ, É Ô. Ä.

üÔÁ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÓÔØ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÈÓÑ çÉÂÂÓÏÍ ÚÁÄÁÞ É ÐÏÄ×ÉÇÎÕÌÁ ÅÇÏ ÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÇÏ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÍÎÏÇÏÍÅÒ-
ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ� (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ...). üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ × ÓÅÒÅ-
ÄÉÎÅ XIX ×. ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÉ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÒÌÁÎÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÁÓÔÒÏÎÏÍ õÉÌØÑÍ òÏÕÁÎ

ç�ÁÍÉÌØÔÏÎ (1805{1865; ÓÍ. Ï ÎÅÍ ×ÙÛÅ) É ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÆÉÚÉË É ÆÉÌÏÌÏÇ çÅÒÍÁÎ çÀÎÔÅÒ
çÒ�ÁÓÓÍÁÎ (1809{1877) | ÏÎ ××ÅÌ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (É ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ), ÏÔËÒÙÌ
ÚÁËÏÎÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ã×ÅÔÏ× (Ã×ÅÔÏ×ÙÅ ÏÝÕÝÅÎÉÑ ÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ),
ÐÅÒÅ×ÅÌ Ó ÓÁÎÓËÒÉÔÁ ÐÁÍÑÔÎÉË ÄÒÅ×ÎÅÉÎÄÉÊÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ �òÉÇ×ÅÄÕ�; çÁÍÉÌØÔÏÎ É çÒÁÓÓÍÁÎ
ÐÅÒ×ÙÍÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌÉ ÓÔÒÏÇÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. § 5.7). ïËÏÎÞÁ-

1üÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÎØÛÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÒÅÄËÏ ÎÁÚÙ×Á-
ÌÉ ÆÁÚÁÍÉ. æÁÚÁ | ÏÔ ÇÒÅÞ. '���� , phasis | �ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ�, �ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�, �ÄÏÎÏÓ�.
÷ § 5.3 ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÅÝÅ × ÏÄÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ.
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ÔÅÌØÎÏ ÏÆÏÒÍÉÌ ×ÅËÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ × ÓÔÒÏÇÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÕËÕ (É ÄÁÌ ÅÊ ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ) ×
1881{1901 ÇÇ. ËÁË ÒÁÚ çÉÂÂÓ.

1.2.2. òÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÐÁÄÅÎÉÅ

óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÓÌÅ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ F ≡ 0, | ÜÔÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ,
ËÏÇÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏ×Ï É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ: x′′ = F ≡ a =
= const 6= 0. úÁÐÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÃÅÐÏÞËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÔÕ
ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÕ (2)),

x′ = v; v′ = a;

ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ ÖÅ ÉÈ É ÒÅÛÁÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ
× Ð. 1.1.4,

v′(t) ≡ a ⇐⇒ v(t) = at +B;

ÇÄÅ B ∈ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ x′ = at+B, ÒÅÛÁÅÍ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′1 = at É x′2 = B. éÚ ÐÏÓÌÅÄ-
ÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÁË É ×ÙÛÅ, x2(t) = Bt+B1. ðÅÒ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x2 =

1

2
at2, Á Ó ÎÅÊ É ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ x2(t) =

1

2
at2 +B2

(B2, ËÁË É B1, | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ). óËÌÁÄÙ×ÁÑ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ �ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ� ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

x′ = at +B ⇐⇒ x(t) =
1

2
at2 +Bt+ C:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÂÝÉÊ ÚÁËÏÎ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÏÎ ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ É ×ËÌÀÞÁÅÔ Ä×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ B É C, ËÏÔÏÒÙÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1). óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ × ÎÉÈ t0 = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x(0) = C = x0; v(0) = B = v0 =⇒ x(t) =
1

2
at2 + v0t+ x0:

÷ÐÅÒ×ÙÅ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ (ËÁË ÚÁËÏÎ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÕÔÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÏÔËÒÙÌ çÁ-
ÌÉÌÅÏ çÁÌÉÌÅÊ (1564{1642), ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑ ÏÐÙÔÙ ÐÏ ÂÒÏÓÁÎÉÀ ËÁÍÕÛËÏ× ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ðÉÚÁÎÓËÏÊ
ÂÁÛÎÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÉÚÕÞÁÑ ÓËÁÔÙ×ÁÎÉÅ ÛÁÒÉËÁ ÐÏ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÔÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÓÉÌÁ | ÜÔÏ ÓÉÌÁ ÔÑÖÅÓÔÉ F = −mg (ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÉÌÁ ÐÒÉ ÓËÁÔÙ×ÁÎÉÉ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÕÇÏÌ �?). ðÏÓÌÅ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÔÁÌÏ ÂÁÎÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ×ÙËÌÁÄËÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÒÉÓÕÅÍ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ Oz, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ××ÅÒÈ, ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÌÏÊ ÔÑÖÅÓÔÉ F = −mg
ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÁÓÓÙ m. üÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ:

z′′ = −g ⇐⇒ z(t) = −1

2
gt2 +Bt + C; v(t) = z′(t) = −gt+B:
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þÔÏÂÙ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ozv, ×ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t ÞÅÒÅÚ v É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ z = z(t):

t = −1

g
(v − B) =⇒ z = −1

2
g
1

g2
(v − B)2 − B

1

g
(v − B) + C =

= − 1

2g
v2 +

1

g
Bv + const−1

g
Bv + const +C = − 1

2g
v2 + const

(ÏÄÎÉÍ ÚÎÁËÏÍ const × ÜÔÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ É, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×Ï-
ÒÑ, ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ ÏÄÎÕ
ËÏÎÓÔÁÎÔÕ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ozv ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ
ÉÚ ÐÁÒÁÂÏÌÙ z = − 1

2g
v2 ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oz

(ÒÉÓ. 6). ä×ÉÖÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÎÉÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁÍ ÄÌÑ (x(t); y(t)) | ×ÐÒÁ×Ï × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (v > 0, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ
x(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ) É ×ÌÅ×Ï × ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v < 0).

0 maxZ Z

ν

0ν

Ðèñ. 6

÷ÅÒÛÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ z |
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ×ÙÓÏÔÅ ÐÏÄÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ Ó ÕÒÏ×ÎÑ úÅÍÌÉ z = 0 ËÁÍÎÑ. äÌÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ
z = − 1

2g
v2 + const zmax = const, É ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÐÏ ÄÁÎ-

ÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ v0 ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ úÅÍÌÉ z = 0, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
(z; v) = (0; v0) × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ:

zmax = const = z +
1

2g
v2 = 0 +

1

2g
v20 =

v20

2g
:



40 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÆÁ-
ÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ:

z +
1

2g
v2 = const ⇐⇒ gz +

1

2
v2 = const ⇐⇒ mgz +

1

2
mv2 = const;

ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, U(z) + T (v) = const, ÇÄÅ U(z) = mgz | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ z ÎÁÄ ÕÒÏ×ÎÅÍ
úÅÍÌÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÑÔ ÚÁ ÕÒÏ×ÅÎØ ÏÔÓÞÅÔÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ), Á
T (v) = 1

2
mv2 | ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÏÞËÉ ÍÁÓÓÏÊ m, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ozv ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ!

üÔÏ ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ
ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÎÁÈÏÄÉÔØ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ) ÚÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÎÉÈ. ë ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ
ÇÌÁ×Ù 5.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÙÓÏ-
ÔÁ ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ ÔÁËÁÑ, ËÁË ÂÙÌÏ ×ÙÐÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ: ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1

2
mv2+mgz =

= const ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ ÐÒÉ v = 0, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ×ÓÑ ÐÅÒÅÄÁÎÎÁÑ

ËÁÍÎÀ ÐÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ Ó ÕÒÏ×ÎÑ z = 0 ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ T = 1

2
mv20 �ÐÅÒÅÔÅËÁÅÔ�

× ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ U = mgzmax:

mgzmax =
1

2
mv20;

ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÊÄÅÎÎÁÑ ÒÁÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ zmax. �

1.2.3. ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÐÒÉÍÅÒ)

óÅÊÞÁÓ × ÓÁÍÙÊ ÒÁÚ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÏÊ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ
ÆÉÚÉËÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ: Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÁÍÎÑ (ÉÌÉ
ÓÎÁÒÑÄÁ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ), ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ Ë
ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ. üÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ
ÍÙ Ó×ÑÖÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxz, ×ÙÂÒÁ× ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÅ �ÚÁÐÕÓËÁ� É ÎÁÐÒÁ×É×
ÏÓØ Ox ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Á ÏÓØ Oz | ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ××ÅÒÈ.
ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ îØÀÔÏÎÁ, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

m(x; z)′′ = F = (0;−mg) ⇐⇒ x′′ = 0 & z′′ = −g (3)

(ÚÄÅÓØ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ).
æÁÚÏ×ÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏ: ÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; z É Ä×ÕÍÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÏ
×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ÏÓÑÍ) ÓËÏÒÏÓÔÉ vx = x′, vz = z′, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅË-
ÔÏÒÉÉ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ (ÎÏ: ÓÍ. ÚÁÄÁÎÉÅ × ËÏÎÃÅ ÐÕÎËÔÁ). íÙ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÕÀ ÆÁÚÏ×ÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, Á ÉÓÔÉÎÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÕÀ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxz, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞ-
ËÏÊ Pt(x(t); z(t)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
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îØÀÔÏÎÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (3). òÁÎØÛÅ ÍÙ ÒÁÓÝÅÐÌÑÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,

x′′ = 0 & z′′ = −g ⇐⇒
{

x′ = vx;

v′x = 0
&

{
z′ = vz;

v′z = −g;

ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÔÅÍ ÒÅÛÁÌÉ �ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ�. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,
ÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÏ É ÒÅÛÅÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ.

éÔÁË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ð. 1.1.4 É ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ 1,
Á ÔÁËÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: x(0) = z(0) = 0, vx(0) = x′(0) = v1, vz(0) = z′(0) = v2
(v1; v2 | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ), | ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ:

x′′ = 0 & z′′ = −g ⇐⇒

⇐⇒ x(t) = At +B = v1t & z(t) = −1

2
gt2 + Ct +D = −1

2
gt2 + v2t:

ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ z |
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ. òÁÚ (ÐÒÉ v1 6= 0) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x É ×ÒÅÍÑ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ,
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ z ÏÔ x, ÔÁË ÞÔÏ ÂÒÏÛÅÎÎÙÊ
ËÁÍÅÎØ ÌÅÔÉÔ ÐÏ ÐÁÒÁÂÏÌÅ1. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ, ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÔØ ÅÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ z = z(x) (ÒÉÓ. 7), ÏÄÎÁËÏ ×ÓÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÉÚ ÕÖÅ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÚÁËÏÎÏ× ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x = x(t) É z = z(t), ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÝÅ (ÍÏÖÅÔÅ ÓÒÁ×ÎÉÔØ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

Z

maxZ

0

xmaxx

α

Ðèñ. 7

îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÅÔÁ xmax, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔ-
ÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ v ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ v1 = v cos�, v2 = v sin�,

1÷ÐÅÒ×ÙÅ ÜÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÔÁËÖÅ çÁÌÉÌÅÏ çÁÌÉÌÅÊ (É ÔÏÖÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ).
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ÇÄÅ �| ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÂÒÏÓËÁ� É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ. úÎÁÞÅÎÉÅ xmax ÏÔ×ÅÞÁ-
ÅÔ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ×ÙÓÏÔÁ z ËÁÍÎÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÐÑÔØ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ. ïÔÓÀÄÁ ÏÔÙÓËÉ×Á-
ÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ tmax (×ÒÅÍÑ ×ÓÅÇÏ ÐÏÌÅÔÁ) É ÚÁÔÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
xmax:

z(t) = −1

2
gt2 + v2t = 0 =⇒ tmax =

2v2
g
;

xmax = x(tmax) = v1tmax =
2v1v2
g

=
v2

g
· 2 cos� sin� =

v2

g
sin 2�:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÇÏÌ � ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 90, ÔÏ 2� ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 180,
ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ xmax ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÓÉÎÕÓÁ × ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÅÎ 90: 2� = 90, � = 45. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÈÏÒÏÛÏ
ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ: ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÄÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÅÔÁ ÂÕÄÅÔ, ËÏÇÄÁ ËÁÍÅÎØ ÂÒÏ-
ÓÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45 Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ.

îÁÊÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
ÕÇÌÁ �. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ zmax = z0 ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÂÏÌÙ z = z(x), Á ÞÔÏÂÙ ÅÅ
ÎÁÊÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t0 ÅÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÎÕÌÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ, vz = z′ = −gt+ v2,
ÏÄÎÁËÏ É ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÎÅÊ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (vx ≡ v1) ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ,
ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÙÓÏÔÙ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÐÕÔÉ ÄÏ ÐÁÄÅÎÉÑ, Ô. Å. t0 ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ,
ÞÅÍ tmax:

tmax =
2v2
g

=⇒ t0 =
v2

g
=⇒

=⇒ zmax = z0 = z(t0) = −1

2
gt20 + v2t0 = − 1

2g
v22 +

1

g
v22 =

1

2g
v22 =

v2

2g
sin2 �:

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÕÇÏÌ ÂÒÏÓÁÎÉÑ
� Ë 90; ÜÔÏ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÞÅÍ �×ÅÒÔÉËÁÌØÎÅÅ� ÍÙ ÂÒÏÓÉÍ ËÁÍÅÎØ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅÊ
×ÙÓÏÔÙ ÏÎ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ:
Ë×ÁÄÒÁÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎ |v|2 = v2x + v2z , ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÒÁ×-
ÎÁ U = U(z) = mgz, ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

U + T = mgz +
1

2
m(v2x + v2z) = const :

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ vx ≡ v1 ÔÏÖÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ

U + Tz = mgz +
1

2
mv2z = const;

Ô. Å. ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÏÔÝÅÐÌÑÅÔÓÑ� ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÄÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ
ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÐÉÓÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ
1, ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÂÒÏÓÁÎÉÑ ××ÅÒÈ� vz(0) = v2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÂÕÄÅÔ
ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ
ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ

Tz(0) =
1

2
mv22 = U(zmax) = mgzmax;
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ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ zmax = z0.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ-ÔÁËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ Ä×É-
ÖÅÎÉÑ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y; vx; vy). íÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ
ÚÁËÏÎÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

x(t) = v1t; z(t) = −1

2
gt2 + v2t; vx(t) = v1; vz(t) = −gt+ v2:

éÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ vx ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ M̃t(x(t); z(t); vz(t))
× ÏÂÙÞÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; z; vz). (íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÉÎÁÞÅ: ÔÁË ÖÅ,
ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, y = const ×ÙÄÅÌÑÅÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÌÏÓËÏÓÔØ [ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxz], ÔÁË É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ vx ≡ v1 = const ×ÙÄÅÌÑÅÔ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ
ÆÁÚÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï [ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍÕ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Oxzvz !].)

úÁÄÁÎÉÅ. äÁÊÔÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

x(t) = v1t; z(t) = −1

2
gt2 + v2t; vz(t) = −gt+ v2

× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Oxzvz .
ðÏÄÓËÁÚËÁ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ëÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ?

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

1.2.4. ëÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. íÏÄÅÌØ �ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ�

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÐÏÄ×ÅÒÖÅÎÁ ×ÎÅÛÎÉÍ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ,
ÓÉÌÁ F , ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ (0) Ñ×ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ1, Ô. Å.
F = F (x; v) | ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÓËÏÒÏÓÔÉ
(ÉÌÉ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ (x; v)).

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÉÌÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÉÌÕ ×ÑÚËÏÇÏ
ÔÒÅÎÉÑ, FÔÒ = −�v, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÅÊ (ÓÍ. Ð.5.1.3). îÁÌÉÞÉÅ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓÉÌÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ
ÄÉÓÓÉÐÁÃÉÉ2 ÜÎÅÒÇÉÉ | ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÀ ÜÎÅÒÇÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÔÅÐÌÏ-
ÔÕ. ÷ ÉÄÅÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ, Á ÓÉÌÁ F | ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ
ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, F = F (x). ôÁËÉÅ ÓÉÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÍÉ. ôÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ
Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ (ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×-
ÎÙÊ | ÏÔ ÌÁÔ. conservare | �ÏÈÒÁÎÑÔØ�, �ÓÏÈÒÁÎÑÔØ�; conservativus | �ÏÈÒÁÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ�, �ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ�), ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÍ É ÄÏËÁÖÅÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁ×Ù 5
(× § 5.1).

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,

x′′ = F (x); (4)

ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÁ,{
x′ = v;

v′ = F (x);
(5)

1÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ: ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ!
2ïÔ ÌÁÔ. dissipatio | �ÒÁÓÓÅÉ×ÁÎÉÅ�.
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ËÏÔÏÒÁÑ ÈÏÔÑ É ÐÒÏÝÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2), ÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅ ÐÏÄ-
ÄÁÅÔÓÑ: ÓÉÓÔÅÍÁ �ÐÅÒÅÐÕÔÙ×ÁÅÔ� ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x É v ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÔÁËÉÈ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÌÁ×Á 5. úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÕÀ ÎÁÇÌÑÄÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ,
ËÏÔÏÒÁÑ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ É ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.

éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ (ÔÏÞÅÞÎÙÊ) ÛÁÒÉË ËÁÔÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ × ÐÌÏÓËÏÍ ÖÅÌÏÂÅ, ÉÍÅÀ-
ÝÅÍ ÆÏÒÍÕ ÇÒÁÆÉËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h = u(x) (ÒÉÓ. 8). ðÏÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÛÁÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÐÏ ÏÓÉ Ox, É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÛÁÒÉË
ÓÉÌÁ ÔÏÖÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x: ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u(x)
É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

)(xuh =
h

1

2

0

*1

'1

x

α

α

mg

ν

Ðèñ. 8

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÛÁÒÉË ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÓÉÌÙ: ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ×ÎÉÚ ÓÉÌÁ ÔÑÖÅÓÔÉ,
ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÒÁ×ÎÁÑ mg, É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÕ1) Ë ÇÒÁÆÉËÕ
h = u(x) ÓÉÌÁ ÒÅÁËÃÉÉ ÏÐÏÒÙ. üÔÁ ÓÉÌÁ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÝÅÊ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏÊ mg cos�, ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÏÓØÀ
Ox (ÓÍ. ÒÉÓ. 8, ÓÐÒÁ×Á), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÓÔØ ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ1 ÓÏÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÁÑ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ, Ô. Å. −mg sin�, � = �(x) = arctg u′(x). úÎÁË �ÍÉÎÕÓ� ÐÅÒÅÄ
ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÉÌÙ: ÅÓÌÉ u′ > 0,
ÔÏ ÓÉÌÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÌÅ×Ï, Á ÅÓÌÉ u′ < 0 | ÔÏ ×ÐÒÁ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ u′ = 0, Ô. Å.
ËÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë �ÐÒÏÆÉÌÀ ÖÅÌÏÂÁ� h = u(x) ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀ-

1îÏÒÍÁÌØ (ÏÔ ÌÁÔ. normalis | �ÐÒÑÍÏÊ�) Ë ËÒÉ×ÏÊ | ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÔÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ.

1ïÔ ÌÁÔ. tangens, tangentis | �ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ�.
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ÝÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ2 ÆÕÎËÃÉÉ u(x) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ

ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ�.
íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÉÂÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕ-

ÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÁÞÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÛÁÒÉËÁ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÛÁÒÉË ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÐÕÓÔÉÔØ (Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ) × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ
1 �ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÓËÌÏÎÅ ÇÏÒËÉ ÖÅÌÏÂÁ� (ÓÍ. ÒÉÓ. 8), ÔÏ ÏÎ ÐÏËÁÔÉÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ÓËÏÒÏÓÔØ
ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÄÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÉÍ �ÑÍËÉ ÖÅÌÏÂÁ� (ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ 1' ÎÁ
ÒÉÓ. 8), Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÐÏËÁ ÛÁÒÉË ×ÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ
�ÐÒÁ×ÙÊ ÓËÌÏÎ ÑÍËÉ�. ôÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÛÁÒÉË ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÎÁ ÐÒÁ-
×ÏÍ ÓËÌÏÎÅ ÔÏÊ ×ÙÓÏÔÙ 1*, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÂÙÌ ÏÔÐÕÝÅÎ | × ÔÏÞËÅ 1* ÍÇÎÏ×ÅÎÎÁÑ
ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÛÁÒÉË ÎÁÞÎÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓËÁÔÙ×ÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÅÒ-
ÎÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ 1, ÐÏÔÏÍ ÏÐÑÔØ ÐÏËÁÔÉÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, É Ô. Ä. íÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ
ÆÁÚÏ×ÕÀ ËÒÉ×ÕÀ t 7→Mt(x(t); v(t)) | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÐÒÏÓÔÉÒÁÀÝÁÑÓÑ
ÏÔ ÔÏÞËÉ 1 ÄÏ ÔÏÞËÉ 1* É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ Mt (ÒÉÓ. 8, ×ÎÉÚÕ).

ôÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÛÁÒÉËÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ
ÔÏÞËÉ ÐÏ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ
ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ�. ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ T = 1

2
mv2

(ÓËÏÒÏÓÔØ v ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ h = u(x)), ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒ-
ÇÉÑ ÛÁÒÉËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ h, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÁÑ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÜÎÅÒ-
ÇÉÉ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ ÏÓØOx, ÒÁ×ÎÁ U = mgh = mgu(x), ÐÏÌÎÁÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ
ÜÎÅÒÇÉÑ

E = U + T = mgu(x) +
1

2
mv2 = const :

ðÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔÙ h = u(x) ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÛÁÒÉËÁ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÑ × ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ | ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ôÏÞËÁÍ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ
u(x) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÍÉÎÉÍÕÍÙ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ v, É Ô. Ä.
úÁÄÁÎÉÅ. ïÐÉÛÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÛÁÒÉËÁ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÅÇÏ ÏÔÐÕÓÔÉÌÉ ×

ÔÏÞËÅ 2 ÎÁ �ÓÁÍÏÍ ÌÅ×ÏÍ ÓËÌÏÎÅ ÖÅÌÏÂÁ�. ðÅÒÅËÁÔÉÔÓÑ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÛÁÒÉË ÞÅÒÅÚ
ÓÒÅÄÎÀÀ ÇÏÒËÕ?
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÛÔÒÉÈÏ×ÏÊ ÌÉÎÉÅÊ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxv (ÒÉÓ. 8, ×ÎÉÚÕ).

1.2.5. ðÒÉÍÅÒ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÛÁÒÉË ÎÁ ÐÒÕÖÉÎËÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ É ÌÅÇËÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÕÀ ËÁË ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ,
ÔÁË É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ | ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÛÁÒÉËÁ, ÐÒÉ-
ËÒÅÐÌÅÎÎÏÇÏ Ë ÐÒÕÖÉÎÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ).

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÛÁÒÉË (ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ) ÍÁÓÓÙm ÐÒÉËÒÅÐÌÅÎ Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÐÒÕÖÉÎÙ Ó ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. ðÒÉÍÅÍ ÓÅÒÅÄÉÎÕ

2îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÕÔØ ÎÕÌÉ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÏÊ.
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ÐÒÕÖÉÎÙ ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ O ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ox, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÄÏÌØ ÐÒÕÖÉÎÙ (ÒÉÓ. 9).
óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ çÕËÁ, ÐÒÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ ÛÁÒÉËÁ ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ O × ÔÏÞËÕ
Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x ÎÁ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÉÌÁ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ
ÏÔËÌÏÎÅÎÉÀ x É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: F = F (x) = −kx, ÇÄÅ
k > 0 | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ ÐÒÕÖÉÎÙ (ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ, ÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÐÒÕÖÉÎÙ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÈ x, ÞÔÏ,
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ òÏÂÅÒÔ çÕË × 1660 Ç.).

kxF −=

0 x X

Ðèñ. 9

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÅ-
ÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ îØÀÔÏÎÁ ×ÉÄÁ

mx′′ = −kx; ÉÌÉ x′′ = − k

m
x = −!2x; ÇÄÅ ! =

√
k

m
: (6)

ëÁË ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ?

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÁÑ ÐÏÍÏÝØ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÉÎÅÍÁÔÉËÉ | ÉÚ
ÐÒÉÍÅÒÁ 6 Ð. 1.1.7 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ a cos!t É b sin!t
ÁÒÇÕÍÅÎÔ (ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÆÁÚÁ) ÆÕÎËÃÉÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �

2
É ÐÅÒÅÄ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÑ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ !. ðÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

(a cos!t)′′ = !2 · a cos(!t+ �); (b sin!t)′′ = !2 · a sin(!t+ �):

îÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, cos� É sin� ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ R�e, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e(1; 0) ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ �, Á ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ
� ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÉ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ
ËÁË

(a cos!t)′′ = −!2 · a cos!t; (b sin!t)′′ = −!2 · a sin!t:
úÎÁÞÉÔ, ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ, x1(t) = a cos!t É x2(t) = b sin!t, Á Ó ÎÉÍÉ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ1 x(t) =
= x1 + x2 = a cos!t+ b sin!t, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(3). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, É ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ × § 5.3, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3).

÷ÏÐÒÏÓ. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ x̃(t) = A cos(!t+ ') ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (3). îÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÉ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ (�íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ...�)? �

1ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï | ÓÕÍÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(3) x′′ = −!2x ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÔÁË ÂÙ×ÁÅÔ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ.
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÷ÅÌÉÞÉÎÙ, ÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÚÁËÏÎÁÍ (ÆÏÒÍÕÌÁÍ), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÉÓÐÙÔÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÌÅÂÁÎÉ-
ÑÍÉ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ x′′ = −!2x ÉÌÉ x′′ = −�x, � > 0.
üÔÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÂÌÉÚÉ ÅÅ

ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÛÁÒÉË × ÖÅÌÏÂÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ Ä×É-
ÖÅÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ | × �ÑÍËÅ�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ
ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÐÒÏÆÉÌÑ ÖÅÌÏÂÁ h = u(x), ÔÏ ÐÒÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ x ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ Ox, ÓÉÌÁ F = F (x) ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ
Ë ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, Ô. Å. F (x) < 0 ÐÒÉ x > 0 É F (x) > 0 ÐÒÉ x < 0, Á F (0) = 0
(ÒÉÓ. 10).

kxF −≈

x0

F

Ðèñ. 10

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F = F (x), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x = 0 | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ F ′(0) = −�,
� > 0. ôÏÇÄÁ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÅÅ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ:
F (x) ≈ F (0) + F ′(0)(x− 0) = −�x

(ÓÍ. Ð. 1.1.3). úÎÁÞÉÔ, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ,

mx′′ = F (x) ≈ −�x:
÷ÏÔ ×ÁÍ É ÚÁËÏÎ çÕËÁ!

òÏÂÅÒÔ çÕË (1635{1703) | ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÕÞÅÎÙÊ-ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÓÔ, ÓÅËÒÅÔÁÒØ É ËÕÒÁÔÏÒ ÜËÓÐÅÒÉ-
ÍÅÎÔÏ× Royal Society (ìÏÎÄÏÎÓËÏÇÏ ËÏÒÏÌÅ×ÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á), ÐÅÒ×ÏÏÔËÒÙ×ÁÔÅÌØ ÚÁËÏÎÁ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ
ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ × ÏÄÎÏ ×ÒÅÍÑ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ ÏÔËÒÙÌÉ É
ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ çÕË É éÓÁÁË îØÀÔÏÎ, ÎÏ É ëÒÉÓÔÏÆÅÒ ÷ÒÅÎ (Wren, É × ÒÕÓÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ
ÜÔÁ ÆÁÍÉÌÉÑ ÞÁÓÔÏ ÔÒÁÎÓËÒÉÂÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË òÅÎ) (1632{1723) | ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÁÓÔÒÏ-
ÎÏÍ, ÞÌÅÎ-ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØ Royal Society É × 1681{1683 ÇÇ. ÅÇÏ ÐÒÅÚÉÄÅÎÔ (Ó 1703 Ç. ÂÅÓÓÍÅÎÎÙÍ, ÄÏ
Ó×ÏÅÊ ÓÍÅÒÔÉ, ÐÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ Royal Society ÂÙÌ éÓÁÁË îØÀÔÏÎ, Ó 1705 Ç. | ÕÖÅ ÓÜÒ éÓÁÁË îØÀÔÏÎ),
ÇÌÁ×ÎÙÊ ÁÒÈÉÔÅËÔÏÒ ìÏÎÄÏÎÁ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ 30 ÌÅÔ (ÉÍÅÎÎÏ ÷ÒÅÎ ÒÕËÏ×ÏÄÉÌ × 1675{1710 ÇÇ.
ÐÏÓÔÒÏÊËÏÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÓÏÂÏÒÁ Ó×ÑÔÏÇÏ ðÁ×ÌÁ × ìÏÎÄÏÎÅ). ÷ÒÅÎ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÌ Ó çÕËÏÍ × ÒÁÚÒÅ-
ÛÅÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁËÏÎÏ× ëÅÐÌÅÒÁ É ÚÁËÏÎÁ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ É × ÄÅÌÁÈ ÚÁÓÔÒÏÊËÉ
ìÏÎÄÏÎÁ | òÏÂÅÒÔ çÕË ÔÁËÖÅ ÂÙÌ ÅÝÅ É ÁÒÈÉÔÅËÔÏÒÏÍ!

åÝÅ çÕË ÚÎÁÍÅÎÉÔ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÍÉËÒÏÓËÏÐÁ, ÏÔËÒÙÔÉÅÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÒÇÁ-
ÎÉÚÍÏ× (ÉÍÅÎÎÏ ÏÎ É ××ÅÌ ÔÅÒÍÉÎ �ËÌÅÔËÁ�), ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅÍ ÂÁÒÏÍÅÔÒÁ É ÐÒ. óÍÙÓÌ ÖÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ
ÉÍ ÚÁËÏÎÁ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ ÄÌÑ Ô×ÅÒÄÙÈ ÔÅÌ × ÔÏÍ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ (F = −kx)
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÎÁ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÛÉÒÏËÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ x.
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õðòáöîåîéñ, úáäáþé é úáäáîéñ Ë ÇÌÁ×Å 1

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ

1. úÁÐÉÛÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ:
1) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ x2 × ÔÏÞËÅ x0 = 1;
2) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

√
x × ÔÏÞËÅ x0 = 1;

3) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ 3x− 2 × ÔÏÞËÅ x0 = 1.
2. íÏÖÅÔ ÌÉ:

1) ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÍÕ? äÌÑ ËÁËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ?
2) ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?
ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.
3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:

1) D(f) = [−4; 4], f(−3) = f ′(0) = 0, f ′(−3) = f(0) = 1, f(3) = −3, f ′(3) = −2;
2) D(g) = [−1; 5], g(0) = g′(1) = 0, g′(2) = g(2) = 1, g(3) = −1, g′(4) = −1

2
;

4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÄÁÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ × ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ,
ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ:
1) y = x3, x0 = 1;

2) y =
3

x
, x0 = −1;

3) y =
√
x, x0 = 4.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÑÍÏÊ × ÔÏÞËÅ ÉÈ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÁÎÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌ
ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÜÔÉÍ ÇÒÁÆÉËÁÍ × ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.
5. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÇÒÁÆÉËÉ:

1) y = x3 − 3x; 2) y = x3 − 3x+ 2:

6. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÁÆÉËÉ:

1) y =
1

2
(x− 1)2; 2) y =

1

x− 1
:

7. ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = x3 − x ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÙÍ:
1) y = x; 2) y = 2x; 3) y = −x; 4) y = −2x?
8. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a ÇÒÁÆÉË y = 1

4
(ax− x3) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ ÁÂ-

ÓÃÉÓÓ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45 (ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ)?
9. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÒÁÆÉËÏ×:

1) y = −2x + 1 É y = x2 − 8x+ 16;
2) y = 2x− 1 É y = x4 + 3x2 + 2x.
10. úÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:

1) (x0 +�x)n, (1 + h)n (n ∈ N);

2) n

√
x0 +�x, n

√
1 + h, n

√
an + h (n ∈ N);

3)
1

x0 +�x
,

1

1 + h
,

1

1− h
,
1 + h

1− h
;
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4)
1

(x0 +�x)n
,

1

(1 + h)n
(n ∈ N).

11. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ä×ÕÈ ÚÎÁËÏ× ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ:
1) 3
√
9, 2) 4

√
80, 3) 7

√
100, 4) 5

√
33, 5) 10 3

√
3, 6) 3

√
24, 7) 4

√
9.

12. óÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ 4± 0; 1 Í. ó ËÁËÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏ-
ÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ?
13. ó ËÁËÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÁ R

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÏÂßÅÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1% ?
14. óÞÉÔÁÑ f É f ′ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ

ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
1) f 2(x), f(2x), f(x2);
2) f 3(x), f(x3), f(3x− 1);
3) f(x2 + 2x), f

(
1

x

)
, 1

f(x)
;

4)
√
f(x), f(

√
x).

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ y = kx +m É ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = ax2 + bx + c

ËÁÓÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÐÒÑÍÁÑ É ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ
ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ É ÎÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ

y = kx +m, k 6= 0, É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ y =
a

x
ËÁÓÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ

ÐÒÑÍÁÑ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
17. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = x2 − 4x + 1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ

ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ: 1) (0; 0); 2) (−1;−3).
18. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2 × ÔÏÞËÅ x = z Ó

ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ. ëÁË ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÔÏÞÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ?
19. îÁ ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2 ÄÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ M1(x1; ax

2
1), M1(x2; ax

2
2). ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ

× ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÓÅËÕÝÅÊ M1M2?
20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÒÄ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÈÏÒÄÅ

M1M2 ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = ax2, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ y = ax2,

ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉM1(x1; ax
2
1) ÉM1(x2; ax

2
2), ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË [x1; x2]

ÐÏÐÏÌÁÍ.
22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ y = a2

x
ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ (ËÁËÏÊ?), ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÁË ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÔÏÞÎÏÇÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ?
23. 1) îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ y = k1x + b1

É y = k2x + b2.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ

ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k1k2 = −1
24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÇÒÁÆÉËÕ

y =
√
R2 − x2 | ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ (ËÁË É ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ!) ÒÁÄÉÕÓÕ, ÐÒÏ-

×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ.
25. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ) Ë ÇÒÁÆÉËÕ

ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÇÒÁÆÉËÁ Ó ÁÂ-
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ÓÃÉÓÓÏÊ x = z.
26. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞÅË: 1) (0; 0); 2) (−1;−3), | ÄÏ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ y = x2 − 4x+ 1.
27. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = x3 − a2x ×

ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ 0 É a ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ?
28. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = ax2 ×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ

ÕÇÌÏÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË,
ÐÒÑÍÏÊ).
29. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÁÍ

y = x2 + 4x + 8 É y = x2 + 8x + 4:

30. ÷ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÆÉËÁ y = ax2 + bx + c ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

∗ ∗ ∗

31. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f ′, f ′′, f ′′′, ... , f (k) (k-Ñ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) = (a+ x)n ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ∈ N.
32. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f ′(0), f ′′(0), f ′′′(0), ... , f (k)(0) ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + :::+ anx

n ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ∈ N.
33. äÏÐÕÓÔÉÍ, (a + x)n = a0 + a1x+ a2x

2 + :::+ anx
n. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak,

k = 0; 1; 2; :::; n.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ

ak = Ck
n · an−k; ÞÉÓÌÁ Ck

n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.
34. 1) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÙ1, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÒÏÔËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× (ÓÁÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ (a+ x)n ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÉÎÏÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Ä×ÕÞÌÅÎÁ
a + x).

2) îÁÊÄÉÔÅ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ Ck
n+1 É C

i

n
.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a+ x)n+1 = (a+ x)n · (a + x).

éÓÁÁË îØÀÔÏÎ (1643{1727) | ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÆÉÚÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÍÅÈÁÎÉË É ÁÓÔÒÏÎÏÍ,

ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÚÄÁÔÅÌÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ (ìÅÊÂÎÉÃ ÎÁ 28 ÌÅÔ

ÒÁÎØÛÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ Ó×ÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ �ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ�, ÎÏ îØÀÔÏÎ ÎÁ 10 ÌÅÔ

ÒÁÎØÛÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ; ÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ

ÔÒÕÄ �íÅÔÏÄ ÆÌÀËÓÉÊ� ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÌÉÛØ × 1736 Ç.). úÁÓÌÕÇÁ îØÀÔÏÎÁ × ÆÏÒÍÕ-

ÌÅ �ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ� ÓÏÓÔÏÉÔ × ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ (ÄÒÏÂÎÙÈ ÉÌÉ

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ) ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÉÎÏÍÁ.

1îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ÞÅÒÅÚ n!, �ÜÎ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ�, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÁÇÁÀÔ 0! = 1! = 1.
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÷ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÅ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

35. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ! ÏËÏÌÏ ÐÒÑ-
ÍÏÌÉÎÅÊÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÃÅÎÔÒÁ. òÁÓËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ
ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ... ÞÅÍ?).
36. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ �; ËÁÔÑÝÅÊÓÑ ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ: 1) ÐÏ
ÐÒÑÍÏÊ; 2) ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ �0; ÎÁÈÏÄÑÓØ ÓÎÁÒÕÖÉ ÉÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ.
ëÁËÏÊ ×ÉÄ ÉÍÅÀÔ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

üÔÉ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÃÉËÌÏÉÄÁÍÉ, ÜÐÉÃÉËÌÏÉÄÁÍÉ É ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÁÍÉ.
îÁÚ×ÁÎÉÅ ÃÉËÌÏÉÄÅ ÄÁÌ × 1598 ÇÏÄÕ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ çÁÌÉÌÅÏ çÁÌÉÌÅÊ (1564{1642) | ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÊ
ÆÉÚÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÔÏÞÎÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ, ÐÏÜÔ, ÆÉÌÏÌÏÇ É ËÒÉÔÉË. üÔÏ
ÓÌÏ×Ï ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ����o� | �ËÒÕÇ�, �ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ� É "�Æo�, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ×
ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÂÕË×ÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ | �ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÕÇÏÍ�.
ó XVII ×ÅËÁ ÃÉËÌÏÉÄÏÊ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÔËÒÙ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ
Ó×ÏÊÓÔ×.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÐÉÃÉËÌÏÉÄ É ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄ ×ÐÅÒ×ÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÎÉÇÅ ÎÅÍÅÃËÏÇÏ
ÈÕÄÏÖÎÉËÁ, Á×ÔÏÒÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÇÒÁ×ÀÒÙ �íÅÌÁÎÈÏÌÉÑ� áÌØÂÒÅÈÔÁ äÀÒÅÒÁ (1471{1528) �îÁÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÅ Ë ÉÚÍÅÒÅÎÉÀ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ� (1525). ÷ ÎÁÚ×ÁÎÉÑÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÌÏÇÉ
"�� | �Ë�, �ÎÁ�, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑ×ÛÅÇÏÓÑ × ÎÁÚ×ÁÎÉÑÈ ÆÉÇÕÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ËÁË ÎÁ ÂÁÚÅ, ÎÁ
ÏÓÎÏ×Å, É ��o | �ÐÏÄ�. üÔÉ ÌÉÎÉÉ ÐÒÉ×ÌÅËÁÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ËÒÕÐÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, × ÔÏÍ
ÞÉÓÌÅ îØÀÔÏÎÁ, éÏÇÁÎÎÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, üÊÌÅÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÜÐÉÃÉËÌÏÉÄÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ � = 1

n
�0 (n ∈ N)1, É ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÙÅ ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÙ (ÐÒÉ n > 2)2.
37. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞÅË ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÐÕÎËÔ 2) ÂÕÄÕÔ

ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ (Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÎÉÍ, | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ)? îÁÊÄÉÔÅ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÒÁÄÉÕÓÙ �; �0:

38. ðÕÓÔØ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ � ËÁÔÉÔÓÑ ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ: 1) ÐÏ
ÐÒÑÍÏÊ; 2) ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ �0; ÎÁÈÏÄÑÓØ ÓÎÁÒÕÖÉ ÉÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ.
ë ÐÅÒ×ÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÖÅÓÔËÏ ÐÒÉËÒÅÐÌÅÎÁ ÔÏÞËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ h ÏÔ
ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀ-
ÝÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ3 ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ
ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÉ �0 = �(4) É �0 = 2�.
39. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞÅË ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÐÕÎËÔ 2) ÂÕÄÕÔ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÍÉ (Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÎÉÍ | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ)?

∗ ∗ ∗

40. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r(t) É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
v(t) = r′(t), ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ r(t) ÚÁÄÁÎÁ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x(t); y(t)) ; t ∈ R:

1ðÒÉ n = 1, ÔÏ ÅÓÔØ � = �0, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÁÒÄÉÏÉÄÁ | �ÓÅÒÄÃÅÏÂÒÁÚÎÁÑ� ÚÁ-
ÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.

2çÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÁ ÐÒÉ � = 1

4
�0 ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÁÓÔÒÏÉÄÁ | �Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁÑ�.

3üÔÉ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÒÏÈÏÉÄÁÍÉ, ÜÐÉÔÒÏÈÏÉÄÁÍÉ É ÇÉÐÏÔÒÏÈÏÉÄÁÍÉ.
4üÔÉ ËÒÉ×ÙÅ (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ h) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÕÌÉÔËÁÍÉ ðÁÓËÁÌÑ�.
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1) (t; t); 2) (t2; t2); 3) (t3; t3); 4) (t; t2);
5) (−t; t2); 6) (−2t; 4t2); 7) (t2; t); 8) (t2; −t);
9) (t; t3); 10) (−t; −t3); 11) (t3; t); 12) (t2; t3);
13) (t3; t2); 14) (t2; −t4); 15) (−t2; t4); 16) (t4; t2).
(îÁ ÇÏÄÏÇÒÁÆÁÈ ÎÕÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÀ t = 0, É
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ Pt, Á ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ | ÔÏÞËÉ Vt ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ OVt = v(t).)
41. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ r(t), ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó×ÏÉÍÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ:
1)

(
1

t
; t2 − 2

)
; t ∈ (0; +∞); 2)

(
t2 − 1

2
; t4 − 1

4

)
; t ∈ R;

3)
(
1−t2
1+t2

; 2t
1+t2

)
; t ∈ R; 4)

(√
t;
√
1− t

)
; t ∈ [0; 1];

5)
(√

1 + t;
√
t
)
; t ∈ [0; +∞); 6)

(
t2;

√
1 + t2

)
; t ∈ R;

7)
(√

1− t2;
√
1 + t2

)
; t ∈ [−1; 1]; 8)

(
3
√
t2; (t + 1)3

)
; t ∈ R.

(îÁ ÇÏÄÏÇÒÁÆÁÈ ÎÕÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÀ t = 0,
É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ Pt.)

∗ ∗ ∗
42. ÷ÙÂÅÒÉÔÅ ÕÄÏÂÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÚÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 36, 37, 38. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
(× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ëÁËÏÊ ×ÉÄ ÉÍÅÀÔ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ?
43. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Q, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ), ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ Ó
ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÐÒÑÍÕÀ y = 2 × ÔÏÞËÅ R. ðÕÓÔØ P | ÓÅÒÅÄÉÎÁ
ÏÔÒÅÚËÁ QR. úÁÄÁÊÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÔÏÞËÉ P (ÔÏÞËÁ Q
ËÁË-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).
44. ðÕÓÔØ M =M(−1; 0); ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Q ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉ-

ÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ), ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ MQ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ
×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ P ÔÁË, ÞÔÏ PQ = 1. úÁÄÁÊÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÔÒÁÅË-
ÔÏÒÉÀ ÔÏÞËÉ P , ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ Q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.
45. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉÔËÁ ÄÌÉÎÙ 2�r ÒÁÚÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÄÉÓËÁ (ËÒÕÇÁ) ÒÁÄÉÕÓÁ

r (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÔÕÛËÕ), ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÅÎ.
úÁÄÁÊÔÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÎÉÔÉ1.

∗ ∗ ∗
46. ðÕÓÔØ �(t) É r(t) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ × ÔÏÞËÅ t0 ÓËÁÌÑÒÎÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉ-

ÓÌÏ×ÁÑ) É ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ R(t) =
�(t) · r(t) ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ t0; ÎÁÐÉÛÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ R(t).

1ïÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ËÏÎÃÏÍ ÎÉÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ü×ÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á
ÓÁÍÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ü×ÏÌÀÔÏÊ. ôÅÒÍÉÎÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÔ ÌÁÔ. evolvo | ÒÁÚ-
×ÅÒÔÙ×ÁÀ, ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë Ü×ÏÌÀÔÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÍÉ) Ë
Ü×ÏÌØ×ÅÎÔÅ | ÄÏËÁÖÉÔÅ. üÔÉ ËÒÉ×ÙÅ ÂÙÌÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × 1654 ÇÏÄÕ ÇÏÌ-
ÌÁÎÄÓËÉÍ ÆÉÚÉËÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ, ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÍ ÍÁÑÔÎÉËÏ×ÙÈ ÞÁÓÏ× èÒÉÓÔÉÁÎÏÍ çÀÊÇÅÎÓÏÍ

(1629-1695; ÏÎ ÂÙÌ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ ðÁÒÉÖÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË).
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47. ðÕÓÔØ r1(t) É r2(t) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ × ÔÏÞËÅ t0 ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s(t) = r1(t) · r2(t) (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÊ r1 É r2) ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ t0; ÎÁÐÉÛÉÔÅ É
ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ s(t).
48. ðÕÓÔØ ÇÏÄÏÇÒÁÆ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ t ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ r(t) = (x(t); y(t))

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ x =
x(t) ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ x′(t) 6= 0, ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

f ′(x) =
y′(t)
x′(t)

; ÉÌÉ f ′x(x) =
y′t(t)
x′t(t)

(×ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÚÁÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÔÔÅÎÉÔØ� ÔÏÔ ÆÁËÔ,
ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ). äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

∗ ∗ ∗

49. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ Z ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 2�k ÒÁÄÉÁÎ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (R2�k = E | ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÓÁÍÉ × ÓÅÂÑ), ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ cos t
É sin t ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 2�k; ËÁËÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÇÒÁÆÉËÏ× ÜÔÉÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ y = cos x É y = sinx | ÎÅ
×ÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÇÌÑÄÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÒÁÆÉËÉ, ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÒÁ×ÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÔÓÑ
ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ | ËÁËÉÍ?). éÓÈÏÄÑ ÉÚ ×ÉÄÁ ÇÒÁÆÉËÏ×, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄ
ÎÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ y = cos′ x É y = sin′ x.

(õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÏ× cos x É sinx ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
ÓÈÅÍÅ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ | ÓËÁÖÅÍ,
ÄÌÑ sinx ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞËÉ

sinx = 0⇐⇒ x = �n; n ∈ Z;
sin x = 1⇐⇒ x = �

2
+ 2�k; k ∈ Z;

sinx = −1⇐⇒ x = 3�
2
+ 2�k; k ∈ Z:

äÁÌÅÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÙÓËÉ×Á-
ÀÔÓÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.)
50. ðÏ ÄÁÎÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ R

�

2M .
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ cos′ t É sin′ t ÞÅÒÅÚ ÓÁÍÉ
ÆÕÎËÃÉÉ cos t É sin t (ÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t !).

(õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ t+ �
2
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ×

ÎÁ t É �
2
:

Rt+�

2 = R
�

2 ◦Rt:

ôÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÔÏÞËÅ (1; 0), ÕÞÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ
cos É sin, Á ÔÁËÖÅ �ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ� ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.)

∗ ∗ ∗
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÔÁÎÇÅÎÓ, ËÏÔÁÎÇÅÎÓ, ÓÅËÁÎÓ,

ËÏÓÅËÁÎÓ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x ∈ R ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

tg x =
sinx

cos x
; ctg x =

cos x

sin x
; sec x =

1

cos x
; cosec x =

1

sinx
:

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÉÎÕÓ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÉÎÄÉÊÓËÉÈ ÓÉÄÈÁÎÔÁÈ | ÁÎÏÎÉÍÎÙÈ ÔÒÕ-
ÄÁÈ ÐÏ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ IV ÉÌÉ V ×ÅËÁ, Á ÔÁËÖÅ × ÓÏÞÉÎÅÎÉÉ �áÒÉÁÂÈÁÔÉÁÍ� (499 Ç.) ÉÎÄÉÊÓËÏÇÏ ÁÓÔÒÏ-
ÎÏÍÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ áÒÉÁÂÈÁÔÙ (476{ÏË.550). éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ. ìÉÎÉÑ ÓÉÎÕÓÁ (ÏÔ ÔÏÞËÉ P� ÄÏ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ) ÎÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÁÒÄÈÁÄÖÉ×Á | ÁÒÄÈÁ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÐÏÌÏ×ÉÎÁ�, Á ÄÖÉ×Á | �ÔÅÔÉ×Á ÌÕËÁ�, ÈÏÒÄÁ. ðÏÔÏÍ ÓÉÎÕÓ ÓÔÁÌÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
ÄÖÉ×Á. ÷ ÁÒÁÂÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÔÅÒÍÉÎ ÐÅÒÅÄÅÌÁÌÉ × ÄÖÉÂÁ, Á × IX ×ÅËÅ ÜÔÏ ÌÉÛÅÎÎÏÅ ÏÂÉÈÏÄ-
ÎÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÓÌÏ×Ï ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÁÒÁÂÓËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÖÁÊÂ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÐÁÚÕÈÁ�, �×ÙÒÅÚ
ÐÌÁÔØÑ�, �×ÙÐÕËÌÏÓÔØ�. üÔÏ ÓÌÏ×Ï × XII ×ÅËÅ É ÂÙÌÏ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÏ ÎÁ ÌÁÔÙÎØ ÔÅÒÍÉÎÏÍ
sinus ! ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ sin (ËÁË É cos , É tg) ÓÔÁÌÏ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Á×ÔÏÒÉÔÅÔÕ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏ-
ÇÏ Û×ÅÊÃÁÒÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ìÅÏÎÁÒÄÁ üÊÌÅÒÁ (1707{1783; ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÁÌ É ÐÏÈÏÒÏÎÅÎ ×
óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ).

ôÅÒÍÉÎ ËÏÓÉÎÕÓ (ËÁË É ËÏÔÁÎÇÅÎÓ) ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × 1620 ÇÏÄÕ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ É ÁÓÔÒÏ-
ÎÏÍÏÍ, ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ üÄÍÏÎÄÏÍ çÀÎÔÅÒÏÍ (1581{1626) | ËÁË ÓÏËÒÁ-
ÝÅÎÉÅ ÏÔ ÌÁÔ. complementi sinus : �ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÉÎÕÓ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÎÕÓ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÉ
(cos� = sin(90◦ − �)).

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÁÎÇÅÎÓ, ËÁË ÔÅÎØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÁ, ××ÅÌ × X ×ÅËÅ ÂÁÇÄÁÄ-
ÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÁÓÔÒÏÎÏÍ íÏÈÁÍÍÁÄ ÂÅÎ íÏÈÁÍÍÁÄ áÂÕ-Ì-÷ÅÆÁ (940{988; ÒÏÄÏÍ ÉÚ èÏÒÁÓÁÎÁ).
ïÎ ÖÅ ××ÅÌ ËÏÔÁÎÇÅÎÓ, ÓÅËÁÎÓ É ËÏÓÅËÁÎÓ. ðÏÔÏÍ ÔÁÎÇÅÎÓÙ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÅÒÅÏÔËÒÙ×ÁÌÉÓØ |
ÁÎÇÌÉÞÁÎÉÎÏÍ âÒÁÄ×ÁÒÄÉÎÏÍ (ÏË. 1300{1349; ÁÒÈÉÅÐÉÓËÏÐ ëÅÎÔÅÒÂÅÒÉÊÓËÉÊ), ÎÅÍÅÃËÉÍ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÏÍ òÅÇÉÏÍÏÎÔÁÎÏÍ (1436{1476); ÎÏ É ÞÅÒÅÚ 100 ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ òÅÇÉÏÍÏÎÔÁÎÁ ëÏÐÅÒÎÉË ÅÝÅ ÎÅ
ÚÎÁÌ ÜÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ É ÔÁÎÇÅÎÓÁ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÉÓØ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ �ÐÒÑÍÁÑ ÔÅÎØ�
É �ÏÂÒÁÝÅÎÎÁÑ ÔÅÎØ� (umbra recta É umbra versa). ÷ 1583 ÇÏÄÕ × Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ �çÅÏÍÅÔÒÉÑ ËÒÕÇÌÏÇÏ�
ÄÁÔÓËÉÊ ×ÒÁÞ, ÁÓÔÒÏÎÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉË ôÏÍÁÓ æÉÎËÅ (1561{1656) ××ÅÌ ÔÅÒÍÉÎ tangens | ÎÁ ÌÁÔÙÎÉ
�ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ�, �ÏÔÒÅÚÏË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ� (ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÏÔÒÅÚÏË? íÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂ ÜÔÏÍ × § 6.4). ôÁÍ ÖÅ
ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ÔÅÒÍÉÎ ÓÅËÁÎÓ | secans : ÌÁÔ. �ÓÅËÕÝÉÊ�, �ÏÔÒÅÚÏË ÓÅËÕÝÅÊ�, ÏÔ seco | �ÒÅÖÕ�, �ÓÅËÕ�
(Ï ËÁËÏÊ ÓÅËÕÝÅÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ? ðÏÄÕÍÁÊÔÅ!). ðÏÓÌÅ áÂÕ-Ì-÷ÅÆÙ ÓÅËÁÎÓ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÏÔËÒÙ×ÁÌÓÑ, ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÅÇÏ ÐÒÏÔÁÂÕÌÉÒÏ×Á×ÛÉÍ ÕÞÅÎÉËÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ ëÏÐÅÒÎÉËÁ Û×ÅÊÃÁÒÃÅÍ çÅÏÒÇÏÍ

òÅÔÉËÏÍ (1514{1574).

51. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ cos x É sinx (ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ),
×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÊ:
1) tg x, 2) ctg x, 3) sec x, 4) cosec x.
ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÁ×ÎÙÅ.
52. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) cos 2x, 2) sin 3x; 3) sin x
3
, 4) sin(2x+ 3�

4
),

5) tg 3x, 6) tg x
2
, 7) sec x

2
, 8) ctg(3x− �

4
).

53. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ:
1) y = sin 2x, 2) cos 3x; 3) sin x

3
, 4) sin(2x+ 3�

4
).

(õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁ-
ÆÉËÏ× cos x É sinx (ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÔÁË ÄÁ-
ÌÅÅ).)

(÷ÏÐÒÏÓÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁËÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÇÒÁ-
ÆÉËÁ y = f(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉË y = f(ax)? (òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÉ a > 1,
0 < a < 1, a < 0.) ïÔ×ÅÔØÔÅ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÇÒÁÆÉËÁ y = f(x + b).
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ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ËÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ y = f(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁ-
ÆÉË y = f(ax + b)? (ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÏ× É ÒÁ-
ÓÔÑÖÅÎÉÊ/ÓÖÁÔÉÊ Ë ÏÓÉ Oy × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ!))

∗ ∗ ∗

54. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÄÏÇÒÁÆÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ r(t), ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó×ÏÉÍÉ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ:
1) (cos t; cos t); 2) (cos t; sin t); 3) (cos t; cos 2t);
4) (cos t; sin 2t); 5) (sin t; cos t); 6) (cos t; − sin t);
7) (sin t; cos 2t); 8) (cos t; 2 sin t); 9) (2 cos t; sin t);
10) (a cos t; b sin t); 11) (cos t; cos 3t); 12) (cos t; sin 3t).

áÌÅËÓÁÎÄÒ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ úÅÍÌÑËÏ×,

ËÁÎÄÉÄÁÔ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,

×ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË

ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

òÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (éïóï òáï).
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ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ

÷. á. åÒÏ×ÅÎËÏ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ó ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÐÏÚÉÃÉÊ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÐÒÏ-

ÂÌÅÍÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÄÒÅ×ÎÉÈ ×ÒÅÍÅÎ, ÉÄÅÑ Ï \ÐÒÉ×ÉÌÅÇÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÔÁÔÕÓÅ" ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÌÁÓØ Ó ÎÅÑ×ÎÙÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÂÓÔÒÁËÔ-

ÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌØÎÙ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ÞÅÍ

ÓÁÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ×ÌÁÄÅÀÝÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÑÚÙËÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÞÅÇÏ

ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÍÎÅÎÉÀ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ, × ×ÏÐÒÏÓÅ

Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÏ×ÅÒÑÔØ ÍÙÛÌÅÎÉÀ ÎÅÌØÚÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÏÞÅÎØ ÚÙÂËÏÊ ÐÏÞ×Å, ÉÂÏ \ÍÎÏÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ É ÚÁ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÚÁ ÐÒÉÚÎÁÎÉÅÍ" [1, Ó.243]. áÒÉÓÔÏÔÅÌØ

ÎÅ ÓÏÇÌÁÛÁÌÓÑ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÉ ÓÕÝÎÏÓÔØÀ, ×ÏÚÒÁÖÁÑ ÐÒÏÔÉ× ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏ-

ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÏÊ ÔÒÁËÔÏ×ËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ, ËÁË ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÎÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ (Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ)

ÓÕÝÎÏÓÔÉ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÁÔÕÒÆÉÌÏÓÏÆÏ×, ÓÞÉÔÁ×ÛÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ÐÒÉ-

ÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈ ÚÁ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌÏ.

îÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ðÉÆÁÇÏÒÁ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÅÔ ÐÒÑÍÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÊ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÁË ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ, ÔÁË É ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÔ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÐÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕ-

ÅÔÓÑ, ÈÏÔÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ É ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, \Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ"

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÜÌÌÉÎÓËÉÍÉ ÍÙÓÌÉ-

ÔÅÌÑÍÉ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÌÉÛØ ÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁ-

ÌÉÚ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÐÏÓÔÉÖÅÎÉÀ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ \In�nitum Actu Non Datur", ÞÔÏ × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ Ó ÌÁÔÉÎÓËÏ-

ÇÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ: \ðÏÎÑÔÉÅ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ - ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï",

ÁËÔÉ×ÎÏ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ É ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÉÚÍÁ.

áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÔÅÚÉÓÁ áÒÉÓÔÏÔÅÌØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÔÁË: \âÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÁÇÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ×ÅÝÉ ÐÏÓÌÅ ÄÒÕÇÏÊ; ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,

56
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×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÄÒÕÇÉÍ É ÄÒÕÇÉÍ" [2, Ó.157]. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅ ÅÓÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ, Á ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ. ÷ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ ÎÁ ÑÚÙË

ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ. ïÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ É ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ

ÉÎÔÕÉÃÉÉ, ÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÎÅÇÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÅ ×ÚÉÒÁÑ

ÎÁ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÏÚÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ× ÁËÔÕÁÌÉÚÁÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, çÅÏÒÇ ëÁÎ-

ÔÏÒ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÅÚÉÓ: \óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁËÔÕÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔØ", ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ÌÀ-

ÂÕÀ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÔÕÁÌØÎÏ-ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÁÍÉ.

ó \ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ" ÐÏÚÉÃÉÊ ÁËÔÕÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÉÚÉÒÕÅÔ ÎÅ

ÓÔÏÌØËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÙÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÓËÏÌØËÏ ÍÉÒ

ÆÉÚÉËÉ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÏÄÄÁ-

ÀÔÓÑ ÓÞÅÔÕ É ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÀ, ÈÏÔÑ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÆÉÚÉËÁ | ÜÔÏ ÍÉÒ

ÁÂÓÔÒÁËÃÉÊ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔØ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÊ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, çÅÏÒÇ ëÁÎÔÏÒ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÌ ÉÚÕÞÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁË

\ÇÏÔÏ×ÙÅ", ÎÏ É ÚÁÎÑÌÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ëÏÎÃÅÐÃÉÑ

ëÁÎÔÏÒÁ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÁÓØ ÎÁ Ä×ÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÔÏËÁÈ

ÉÄÅÊ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÆÉÌÏ-

ÓÏÆÓËÏÇÏ. ðÏÌÅÍÉÚÉÒÕÑ Ó ÆÉÌÏÓÏÆÁÍÉ, ÏÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ Ó×ÏÉ ÎÏ×ÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÐÙÔÁÑÓØ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÖÎÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, Á ÇÏ-

×ÏÒÑ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÂÙÌ ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ×

ÏÐÒÁ×ÄÁÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÎÅÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏ×.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÐÒÏÅËÔÁ ëÁÎÔÏÒÁ Ó×ÏÄÉÌÁÓØ Ë ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ-

ÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ, ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁË ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ×ÓÅÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ëÒÉÔÉËÁ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ëÁÎÔÏÒÁ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÉÊ × ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÉÄÅÉ

ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÉÄÅÉ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ É ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÉÚÍÁ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÏ×

×ÙÒÁÚÉÌÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ, ÐÒÏ×ÅÄÑ ÔÝÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, Ó ËÏ-

ÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÕÌÁÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × Ó×ÏÅÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ, ÕËÁÚÁÌÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ

ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ É ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

õÍÅÓÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÅÍ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×

ÆÉÚÉËÅ ÎÅ ×ÓÔÕÐÁÅÔ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: \îÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÒÉÃÁ-

ÀÝÅÅ ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ, ËÁË ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÍÏÇÏ ÄÏ

ËÏÎÃÁ, ÎÅ ÏÔÎÉÍÁÅÔ Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÈ ÔÅÏÒÉÉ: ×ÅÄØ ÏÎÉ ÎÅ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÍ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ É ÎÅ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÍ: ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ

ÌÉÎÉÑ ÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ËÁË ÉÍ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ, Á × ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, × ËÁËÏÊ ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ×ÅÌÉÞÁÊÛÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÁËÕÀ ÕÇÏÄÎÏ ÄÒÕÇÕÀ" [1, c.248]. äÌÑ

áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÞÉÓÌÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÍ
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ÐÏÒÑÄËÅ, ÞÅÒÅÚ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÕÑÚ×ÉÍÙÈ ÍÅÓÔ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ | ÜÔÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÜËÚÉ-

ÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ôÁËÏÊ ÏÂßÅËÔ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÏ × ÔÅÏÒÉÉ ëÁÎÔÏÒÁ ÎÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑ-

ÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÚßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ \ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ". äÁ×ÉÄ çÉÌØ-

ÂÅÒÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÓËÕÓÎÙÊ ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÇÞÅ

×ÓÅÇÏ ÐÏÎÑÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ \ÞÉÓÔÏÊ" ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ðÅÁÎÏ. ÷ ÄÏËÌÁ-

ÄÅ \ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ" ÏÎ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ | ÜÔÏ \ÞÉÓÔÅÊÛÅÅ É ÎÁÉ×ÎÅÊÛÅÅ

ÄÉÔÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÄÕÈÁ". äÁÖÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÐÏÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ËÁË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, ÐÏ ëÁÎ-

ÔÏÒÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ðÅÁÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ äÁ×ÉÄ

çÉÌØÂÅÒÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÎÅÐÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÁËÓÉÏÍ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ, ÎÏ É ÁÒÉÆÍÅ-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÁËÔÏ×ËÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ-

×ÏÓÔÉ \ÞÉÓÔÏÊ" ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ çÅÒÈÁÒÄÏÍ çÅÎÃÅÎÏÍ É ÔÏ ÌÉÛØ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ,

ÎÅ ÕËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÕÓÔÁÎÏ×ËÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÐÒÉ-

ÍÅÒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØ-

ÎÏÍ \ÌÏÇÉËÏ-ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ" ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÁÒÉÓÔÏÔÅÌÅ×ÓËÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ × ×ÉÄÅ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÅÒÔÏÊ ÜÔÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÉÎÑÔÉÅ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ×ÌÅËÕÝÅÇÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×

ÍÅÔÏÄÏÍ \ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ", ÞÔÏ ÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ËÁË ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÁÍÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÔÁË É ÂÁÚÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌÉÓÔÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ × ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÃÅÎÅÎ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÌÕÞÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ ÓÔÒÏÇÏ-

ÓÔÉ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÍÉ ÐÏÌÎÏÔÕ É ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. ïÄÎÁ-

ËÏ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ ÏÂÅÄÎÑÅÔ ÃÅÎÎÏÓÔÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

õÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÁÍ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉ-

ÑÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ × ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÐÒÉÏÒÉÔÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÄ ÐÏÌÎÏ-

ÔÏÊ É ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØÀ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÏÓÔÉÇÌÁ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÐÕÔÅÍ

ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÉÚÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÔÒÏÇÏ ÎÅ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ó ÅÅ ÆÏÒÍÁ-

ÌÉÚÁÃÉÅÊ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÏÊ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏÓØ × ÐÅÒÉÏÄ ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ

ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÅ × ÑÚÙËÁÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÁËÓÉÏÍÁ-

ÔÉËÉ ðÅÁÎÏ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÏÂÕÓÌÏ×ÉÌÏ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ëÕÒÔÁ

ç£ÄÅÌÑ, ÎÅÐÏÌÎÏÔÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. ðÏÓÌÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ç£ÄÅÌÑ

Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÌÏÇÉËÉ ÉÓËÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÏÌÎÏÔÙ × ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ËÅ ðÅÁÎÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÂÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÓÔ É ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÌÏÇÉËÉ. ðÅÒ×ÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ×ÅÒÎÙÈ, ÎÏ ÎÅÄÏËÁ-

ÚÕÅÍÙÈ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ðÅÁÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ



ôÅÚÉÓ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ, ÉÌÉ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ 59

ÞÉÓÌÁÈ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ äÖÅÆÏÍ ðÁÒÉÓÏÍ. ÷ ÜÔÏÔ \ÄÒÁÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ" ÆÉÎÁÌ | ÄÌÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÓÔÓËÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ | ×ÎÅÓ Ó×ÏÊ ×ËÌÁÄ É

ìÅÏ èÁÒÒÉÎÇÔÏÎ, ÐÏËÁÚÁ×ÛÉÊ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÁÒÉÓÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ

ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÍÓÅÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÔÁÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï Ó×ÅÔÓËÏÍ ÐÒÉ-

ÅÍÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÇÌÁ×Å \ôÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ" ËÎÉÇÉ

\÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ É ÌÏÇÉËÁ" ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÌÏÇÉËÏ× äÖÏÒÄÖÁ âÕÌÏÓÁ

É òÉÞÁÒÄÁ äÖÅÆÆÒÉ.

ôÅÏÒÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ \ÎÁ ÓÔÙËÅ" Ä×ÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ \ËÏÎÆÒÏÎÔÉÒÕÀÝÉÈ" ËÏÎÃÅÐÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ Ó×ÏÅÊ ÏÓÏ-

ÂÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ| ÏÂßÅËÔÙ ÞÉÓÔÏ-

ÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÄÕÈÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ

ÐÒÉÎÑÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ Ï \ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ", Á Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, çÅÏÒÇ ëÁÎÔÏÒ ÏÐÉÒÁÌÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ, ÏÄÎÁËÏ ÐÏÎÑÔÉÅ \ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ" ÓÔÏÌØ ÖÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÉÍÏ, ËÁË É ÐÏÎÑÔÉÅ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. äÁÖÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ äÖÕÚÅÐÐÅ ðÅÁÎÏ,

ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ × ËÏÎÃÅ XIX ×ÅËÁ, ÎÅ ÄÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ

ÒÑÄ, ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÈ ÓÕÝÎÏ-

ÓÔÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÏÔ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

èÏÔÑ ÁËÓÉÏÍÙ ðÅÁÎÏ ÎÁ ÜÔÏ É ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÔ. ïÎÉ ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏÂÙ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÎÉËÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÁËÓÉÏÍ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÎÑÔÉÅ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × ÒÁÚÎÙÈ ËÁÞÅÓÔ×ÁÈ É

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÔÕÁÌØÎÙÈ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ × ×ÙÑ×ÌÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×, Ñ×ÎÏ ÉÌÉ ÎÅÑ×ÎÏ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ.

ðÏËÁ ÌÏÇÉËÁ ÂÙÌÁ ÂÅÓÓÉÌØÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÂÙÌÁ ×ÙÎÕÖÄÅÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÄÉÎ

É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ. ôÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁËÓÉÏÍ ðÅÁÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅ-

ÂÅ ÍÎÏÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÇÏ, ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÐÏ×ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÜÔÉÈ

ÐÒÁ×ÉÌ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ.

ðÒÏÂÌÅÍÕ ÓÔÁÔÕÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÊ ÄÉÌÅÍÍÙ: ÌÉÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÞÉÓÌÁÈ, ÌÉÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÌÁ-

ÄÁÀÔ ÎÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ ÐÏÚÎÁÎÉÑ. ïÂÅ ÏÎÉ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÒÉ×ÌÅËÁ-

ÔÅÌØÎÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÄÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÉÓÅÌ? ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÏÂßÅËÔÏ×, Ó×ÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÏÐÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÕÄÎÏ

ÒÅÛÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÓÕÝÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó ÐÏ-

ÎÑÔÉÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ó

ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÉËÁËÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ, Á Ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÁÌØÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ

ÃÅÌÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÍÅÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-

ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. æÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ,

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ó×ÏÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ

ÒÑÄÁ. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó

ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × XVIII ×ÅËÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÞÉÔÁÌÁÓØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ

ÉÓÔÉÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÙÌÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÊ É ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, É ÄÌÑ ÆÉÚÉËÏ×. íÏÖÎÏ

ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ

ÁËÓÉÏÍ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÉÌÉ Ï \Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÉÎ-

ÔÕÉÃÉÉ", ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÁÅÔ ×ÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ É ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. ôÅÏÒÉÑ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÅÒÅÔ ÚÁ ÏÓÎÏ×Õ × ÉÄÅÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÓÞÅÔÁ

ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ

ËÏÎÃÁ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÑ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

\äÕÈÕ ÆÉÚÉËÉ, | ÐÉÓÁÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒ ð.ë.òÁÛÅ×ÓËÉÊ, | ÂÏÌÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÂÙ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÁ, ËÏÇÄÁ

ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÍÉ, ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ ÂÙ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ \ÒÁÚÍÙÔÙÊ ×ÉÄ",

Á ÎÅ Ñ×ÌÑÌÉÓØ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ" [3, Ó.244]. ôÁËÏÇÏ

ÒÏÄÁ ÒÅÆÏÒÍÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÔØÓÑ ÒÅÆÏÒÍÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÍÙÔÏÓÔØÀ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØÓÑ É ÄÒÏÂÑÍ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁ-

ÔÅÌÑÍÉ. ëÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ × ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÆÅ-

ÎÏÍÅÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ, ÂÒÏÓÁÅÔ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÙÚÏ× ÚÎÁÎÉÀ Ï ÎÅÍ Ó×ÏÅÊ

ÎÅÉÓÞÅÒÐÁÅÍÏÓÔØÀ É ÎÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÌÑÅÔ, ÈÏÔÑ ÐÒÉ-

ÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ \ÆÅÎÏÍÅÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ" ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁ-

ÇÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

÷ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÆÅÎÏÍÅÎÏÌÏÇÉÞÎÁ, ÔÁË ËÁË ÁÂÓÏÌÀÔ-

ÎÏÅ ÐÒÏÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ × ÐÒÉÒÏÄÕ ×ÅÝÅÊ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. çÏÒÁÚÄÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØ-

ÎÅÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ,

ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÁÍÉÍ ÒÁÚÕÍÏÍ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÒÁÓÐÌÙ×ÞÁÔÙÍ É ÎÅÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ,

ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ Ó ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ëÒÉÔÉËÉ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚ-

ÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÏÌØ ÖÅ ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÙ ÄÌÑ

ÐÒÏ×ÅÒËÉ, ËÁË É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ

ÍÅÖÄÕ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÍ É ÎÅÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ | ÜÔÏ ÓÌÏÖ-

ÎÅÊÛÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÅÒÅÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÏÎÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁ-

ÎÉÑ.

îÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÄÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒ-

ÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ ÉÓËÁÖÁÅÔ ÒÅÁÌØÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. äÁÖÅ ÁËÓÉÏÍÁ

áÒÈÉÍÅÄÁ, ÇÏ×ÏÒÑÝÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ a, b > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ

na > b, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏ,

ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ × ÎÁÕËÅ É ÖÉÚÎÉ, ÏÓÏÚÎÁÎÎÙÅ ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÏÞÅÎØ

ÄÏÌÇÏ ÎÅ ÚÁÍÅÞÁÀÔÓÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï \ÞÉÓÌÁÈ"

ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÞÉÓÅÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. òÕÂÅÖ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ \ÉÓ-

ÔÉÎÎÙÅ" ÞÉÓÌÁ, ÕËÁÚÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ ÏÂÙÞÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÏÔ 10100

ÄÏ 10200, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ ×Ï ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ 10108,
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Á ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ ÚÁ ×ÓÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÐÏ-

ÒÑÄËÁ 10150. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ × ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ

É ÏÃÅÎËÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × \ÞÉÓÔÏÊ" ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÅÒÅÏÓÍÙÓÌÉ×ÁÔØ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÔÁË Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ

lim lg lg x =∞ ÐÒÉ x→∞, ÏÄÎÁËÏ, lg lg 10100 = 2.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÔÉÐÁ ÍÁÛÉÎÙ

ôØÀÒÉÎÇÁ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÌÉÑÅÔ É

ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ \ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÓÔÉ" Ë ÏÃÅÎËÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÔÅÈ

ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ. æÉÚÉËÉ É ÉÎÖÅÎÅ-

ÒÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ó ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ

ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ËÁË ÓÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÏÖÅÔ ÏÚÎÁ-

ÞÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, Á ÅÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ

ÉÌÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÁÑ \ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ" ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÏÎ É ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÅÎ, ÏÎ ×ÓÅ ÖÅ \ÓÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ" ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÉÚ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÁÌØÎÙÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÍÙ×ÁÀÔÓÑ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á \ÂÌÉÚËÉÈ" ÉÍ ÞÉÓÅÌ.

æÉÎÉÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÆÏÒÍÅ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÅ ËÏÎ-

ÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ. åÝÅ ÄÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÅÒÅ×ÏÒÏÔ × ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÉ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÏÔËÁÚÙ×ÁÑÓØ ÏÔ

ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÕËÒÁÉÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÁËÁ-

ÄÅÍÉË ÷.ì.ò×ÁÞÅ× ÓÔÒÏÉÔ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. \äÏ ÎÁÓ, |

ÐÉÛÅÔ ò×ÁÞÅ×, | ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏ × ÇÏÌÏ×Õ, ÞÔÏ Ë ÄÁÌÅËÉÍ ÇÁÌÁËÔÉËÁÍ É ÄÒÕ-

ÇÉÍ ÏÂßÅËÔÁÍ ÄÁÌØÎÅÇÏ ËÏÓÍÏÓÁ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ Ó \ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÏÊ ÍÅÒËÏÊ", ×ÙÒÁ-

ÂÏÔÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÛÅÊ ÇÁÌÁËÔÉËÉ" [4, c.76]. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÅÇÏ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ

ÒÑÄÁ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÈÅÍÅ

××ÏÄÑÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂßÅË-

ÔÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ c, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÌÀÂÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

÷ÙÂÏÒ ×ÅÌÉÞÉÎÙ c ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ c | ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ Ó×ÅÔÁ.

óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ó ×ÙÓËÁÚÁÎÎÙÍÉ ð.ë.òÁÛÅ×ÓËÉÍ ÐÒÏÇÎÏÚÁ-

ÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó×ÏÊÓÔ× \ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ" ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÈ

ÈÏÒÏÛÅÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÄÒÕÇÉÅ ËÏÎ-

ÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ×ÈÏÄÉÔ × ×ÉÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÞÉÓÌÏ � = Ó
−1, ÐÒÉÞÅÍ × ÐÒÅÄÅÌÅ

ÐÒÉ � → 0 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ ÞÉÓÅÌ.

óÉÓÔÅÍÁ \ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÈ" ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ,

×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ (−Ó; Ó) ÐÏÌÅ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÎÕÌÅÍ É

ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÕ ÍÏÄÅÌØ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÄÉÎ

ÉÚ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÏ× ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÜÆÆÅËÔÙ, ÈÏÔÑ
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É ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É × ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÈ ÐÒÏÔÑÖÅÎÎÏÓÔÅÊ

ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÎÅ ÏÐÉÓÙ-

×ÁÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. æÉÚÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÅ Ó×ÅÒÈ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÇÒÁÎÉÃ, × ÓÉÌÕ ÉÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÛÅÎÙ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ

ÆÉÚÉËÉ ××ÏÄÑÔ \ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ" ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÏÂßÅËÔÁÍ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ

×ÅÌÉÞÉÎÙ. ÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÏ × ÒÁÍËÁÈ

ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

úÎÁÍÅÎÉÔÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç£ÄÅÌÑ ÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ ÕÂÅÖÄÅ-

ÎÉÑ, ÞÔÏ, ÓËÏÌØËÏ ÂÙ ÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÌÑ \ÈÏÒÏÛÏ" ÆÏÒÍÁ-

ÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ É ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ

ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÈÅÍÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç£ÄÅÌÑ

ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÏÇÒÁÍ-

ÍÅ ç£ÄÅÌÑ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÉÄÅÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ,

ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÞÅÔÅ ÆÏÒÍÕÌ, ÎÅ×ÚÉÒÁÑ ÎÁ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÈÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÈÏÔÑ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ç£ÄÅÌÑ

ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÐÒÉ ÐÏÌÎÏÊ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÓÏËÒÁÝÅ-

ÎÉÊ ÄÁÖÅ Ñ×ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ.

\òÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ" ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÍÙÔÏÓÔØÀ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÕÄÁÌÅÎÉÉ

ÐÏ ÎÅÍÕ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÚÉÒÕÅÍÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÎÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-

ÎÉÑ \ÞÉÓÔÏÊ" ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ÒÁÚ-

ÍÙÔÙÅ É ÎÅÞÅÔËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. ðÒÏÂÌÅÍÁ \ÓÎÑÔÉÑ" ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÅÊ ×ÁÖÎÁ É Ó ÔÏÞËÉ

ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. îÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÖ-

ÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ, ËÁË ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Ñ×ÌÅÎÉÉ É ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÁÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÕÂÌÅÎÉÅ

ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÉÚÌÉÛÎÑÑ ÅÅ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÕÐÉËÏ×ÙÍ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ÌÏÇÉËÅ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-

ÐÌÙ×ÞÁÔÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍ É ÎÏ×ÙÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÍ.

èÏÔÑ áÒÉÓÔÏÔÅÌØ É ÐÏÌÅÍÉÚÉÒÏ×ÁÌ Ó ðÌÁÔÏÎÏÍ É ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÎÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÔÁÔÕÓÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÅÇÏ ËÁË ÎÅÞÔÏ \ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ",

ÏÎ, ËÁË É ÄÒÅ×ÎÉÅ ÇÒÅËÉ, ÎÅ ÓÍÏÇ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ \ÂÏÑÚÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ", ÔÒÕÄÎÏÕÌÏ-

×ÉÍÏÇÏ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ. æÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ \ÁÒÉÆÍÅ-

ÔÉËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ" ×ÎÏ×Ø ×ÏÚÏÂÎÏ×ÉÌÉÓØ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉÌÏÓÏÆÙ

ÎÁÕËÉ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×

ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ×ÏÏÂÝÅ É Ó

ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ \ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÁÑ ÁË-

ÔÕÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÓÏÂÙÊ ×ÉÄ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á

ÉÍÅÎÎÏ ÉÅÒÁÒÈÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ" [5, Ó.36]. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ × ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÁ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉ-



ôÅÚÉÓ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ, ÉÌÉ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ 63

ÒÅÎÉÅÍ ÅÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÐÏÚÎÁÎÉÑ ×

ÃÅÌÏÍ.

äÁ×ÉÄ çÉÌØÂÅÒÔ ÏÄÎÁÖÄÙ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ ÐÅÒÅÐÏÌ-

ÎÅÎÁ ÂÅÓÓÍÙÓÌÉÃÁÍÉ É ÎÅÌÅÐÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÉÓÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ". îÁÛÉ

ÚÎÁÎÉÑ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ-

ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÁËÏÎÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÏÒÙ×Ù

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ. îÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ

ÆÉÌÏÓÏÆÙ, \ÄÏ ËÏÎÃÁ ÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄÍÅÔ", ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÆÏÎ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ, ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ × ÎÁÛÅÍ ÓÏÚÎÁÎÉÉ.
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ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ×ÙÑ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ \ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ".

÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ.

1. ï ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÅÑÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ×ÙÑ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ

\ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ". óÔÁÔØÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÂÏÔÙ [1]. äÌÑ ÐÏÌÎÏ-

ÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ËÒÁÔËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ôÅÏÒÉÑ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [2-5]), ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÕÞÅÂÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ | ÎÁÂÏÒ Ó×ÅÄÅÎÉÊ, ÉÎÆÏÒ-

ÍÁÃÉÀ, ÕÞÅÂÎÙÅ ÔÅËÓÔÙ É Ô.Ð. | ÏÔ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ. ðÏÄ ÄÅÑ-

ÔÅÌØÎÏÓÔÎÙÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÐÏÓÏÂÏ×, ÏÂÒÁÚÃÏ×, ÔÅÈÎÉË

ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÙÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ × ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÅ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚ-

ÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÉÖÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÄÅÑ-

ÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ" ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎ \ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ".

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÒÁÎÅÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ É ÐÒÏÅË-

ÔÉÒÕÅÍÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÏ× ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ

×ÎÏ×Ø É ×ÎÏ×Ø ÎÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÞÅÂÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ, Á ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ, × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÍÙ-

ÓÌÅ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÕÁÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. üÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ;

ÓËÏÒÅÅ, ÏÎÏ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÎÏ, Ô.Å. ÐÏÄÒÁÚÕ-

ÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÅÇÏ ÄÅÔÑÍ. ïÐÙÔ,

ÏÄÎÁËÏ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÞÁÓÔÏ ÎÅ ÏÓÏÚÎÁÀÔ, ËÁËÉÍ ÉÍÅÎÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ

ÏÎÉ ×ÌÁÄÅÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁËÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ, ÏÂÒÁÚÃÙ, ÔÅÈÎÉËÉ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑ-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË É ÎÁ ËÁËÏÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÄÁÎÙ ÕÞÁÝÉÍÓÑ. ÷ ÉÔÏÇÅ

ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ
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ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ÞÁÓÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÌÁ-

ÎÉÒÏ×ÁÌÉÓØ (ÅÓÌÉ ÐÌÁÎÉÒÏ×ÁÌÉÓØ).

éÄÅÑ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉËÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ

ÓÐÏÓÏÂÙ, ÏÂÒÁÚÃÙ, ÔÅÈÎÉËÉ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ

ÂÙÔØ ×ÙÑ×ÌÅÎÙ (ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, × ÉÄÅÁÌÅ | Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ×Ù-

ÓÏËÏË×ÁÌÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× × Ó×ÏÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ), Ñ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÎÙ (ÞÔÏ ÔÒÅ-

ÂÕÅÔ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ) É ×ÎÅÓÅÎÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ × ÕÞÅÂÎÙÅ ÐÒÅÄÍÅÔÙ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÁÄÅË×ÁÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ

ÓÒÅÄÓÔ×, ÕÞÅÂÎÏ-ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÏÎÎÙÈ ÆÏÒÍ, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ

É ÐÅÒÅÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÁÄÒÏ×.

äÁÌÅÅ × ÓÔÁÔØÅ [1] ÂÙÌÁ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÚÁ×ÕÁÌÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÐÒÉÓÕÔ-

ÓÔ×ÕÀÔ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, Á ÔÁËÖÅ × ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

òÁÂÏÔÁ ÐÏ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÀ É ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ

ÐÒÏ×ÏÄÉÌÁÓØ Á×ÔÏÒÏÍ × ðÒÏÅËÔÎÏÍ ëÏÌÌÅÄÖÅ, ÎÙÎÅ ÛËÏÌÁ-ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ �1314 Ç.

íÏÓË×Ù, × ÒÁÍËÁÈ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ × ÏÓÎÏ×Õ ÎÏ×ÙÈ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄ-

ÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÓÍ. [6]. ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ Á×ÔÏÒÏÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÓÐÌÁ-

ÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÎÑÔÉÑ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ëÏÌÌÅÄÖÁ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÛËÏÌ óÏ×ÅÔÓËÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ èÁÎÔÙ-íÁÎÓÉÊÓËÏÇÏ áï ôÀÍÅÎÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÚÁÎÑ-

ÔÉÑÈ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÉÍÁÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉËÉ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÏÎÎÏ-

ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁÂÏÔ (× ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ ÜÔÏ ÂÙÌÉ çÕÂÁÎÏ×Á ô.í., äÍÉ-

ÔÒÉÅ× ä.â., ðÏÌÏ×ËÏ×Á í.÷., óÅÍÉÎ é.é., óÕÎÃÏ×Á ì.÷.), Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ,

ÕÞÉÔÅÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×.

ïÐÉÛÅÍ ËÒÁÔËÏ ÆÏÒÍÕ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂ-

ÎÏÊ ÄÌÑ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ.

2. úÁÄÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ

ëÏÌÌÅËÔÉ×ÏÍ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉËÏ× ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÁÓØ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÎÅ-

ÄÒÑÌÑÓØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÄÌÑ ×Ù-

Ñ×ÌÅÎÉÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÄÌÑ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×

ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ × ÓÒÅÄÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉËÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉÎÑÔÏ

ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÚÁÄÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ" (úæï). ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù úæï ÉÚÌÏ-

ÖÅÎÙ × [7]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ úæï ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÞÅÎØ ÅÍËÉÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ

ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï úæï ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, úæï ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ É ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÅÓËÏÊ ÄÅ-

ÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ É Ô.Ð. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÕÚËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ

| ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÚÁÎÑÔÉÑ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÌÁÎÉÒÕ-

ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÑ×ÌÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÔÁËÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÖÄÅ

×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÒÍÉÎ \ÚÁÄÁÞÎÁÑ" ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ × ÏÂÝÅÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏÍ

ÛËÏÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. òÅÞØ ÎÅ ÉÄÅÔ Ï ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ | \ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ",

\ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ", \ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÈÉÍÉÉ" É Ô.Ð. òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÚÁÄÁÞÅ × ÓÌÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÑ

É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÇÕÔ ÓÅÂÅ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ É ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÕÞÁÝÉÊÓÑ É ÕÞÉÔÅÌØ
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ÎÁ ÐÏÄÏÂÎÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ. äÌÑ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÏÓ×ÏÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ

ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ

ÄÅÌÏ Ó ÎÏ×ÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. äÌÑ ÕÞÉÔÅÌÑ ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÐÏ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÅÑÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ Ï×ÌÁÄÅÔØ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÐÅÒÅÄÁÞÉ

ÜÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ.

ëÁË ÐÏËÁÚÁÌÁ ÐÒÁËÔÉËÁ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÒÁÎÅÅ

ÓÐÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÌÉ ×ÏÚÎÉËÛÁÑ ÓÐÏÎÔÁÎÎÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÓÐÒÁ-

×ÉÔØÓÑ Ó ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÚÁÄÁÎÉÅÍ, ÈÏÔÑ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ × ÉÈ ÒÁÓ-

ÐÏÒÑÖÅÎÉÉ (\ÔÕÐÉËÏ×ÏÅ" ÉÌÉ \ËÌÀÞÅ×ÏÅ" ÚÁÄÁÎÉÅ, \ÌÏ×ÕÛËÁ", ÓÉÔÕÁÃÉÑ \ÎÅÓÏÓÔÏÑ-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ" ÕÞÁÝÉÈÓÑ). üÔÏ ÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÏ×: ËÁËÉÍ

ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÞÉÔÅÌØ ËÁË ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ × ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÌÁÄÅÅÔ × ÏÔÌÉ-

ÞÉÅ ÏÔ ÄÅÔÅÊ? ËÁË ÏÂßÅËÔÉ×ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ? ËÁË ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÓ×ÏÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ? ÎÏÓÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉ-

ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÉÌÉ ÎÁÄÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ?

ôÁËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÈÏÄÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÊ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ-

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ É ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÐÏÓÏÂÙ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÓÑÔ ÓÐÅÃÉÆÉ-

ÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ×ÙÑ×ÌÅÎÎÙÅ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ

ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÝÉÊ, ÎÁÄÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. üÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÏÓØ É ÏÐÉÓÙ×Á-

ÌÏÓØ ÐÒÉ ÕÞÁÓÔÉÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÉ

ÎÁÄÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÓÔÉÌØ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ É ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÅÖÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ ÎÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ïÎÉ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁËÌÀÞÁÀÔ-

ÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÒÁÚÎÙÈ

ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. éÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ-ÐÒÅÄÍÅÔÎÉËÏ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ

Ó×ÏÅÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÏÇÕÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ

ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ Õ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÞÁÓÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÍÅÛÅÎÉÅ ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÐÒÅÄÌÁÇÁ-

ÀÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, \ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÅÆÏÒÍÙ" ÎÁ ÉÓÔÏÒÉÉ, \ÐÏÎÑÔÉÅ

ËÏÎÆÌÉËÔÁ" ÎÁ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ. õÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ, ËÒÏÍÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÔÁËÖÅ \ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ". îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ, ËÁË \ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ", \ÓÐÏÓÏÂ

ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ë ÓÌÏÖÎÙÍ" É Ô.Ð. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÙÌÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ

ÒÁÂÏÔÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÏÉÔ ÏÐÉÓÁÔØ.

ðÒÉ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÐÏÄ \ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ" É ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÁÍÉ ÄÅÌÁÀÔ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ, ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÕÄÁÌÏÓØ ×ÙÑ×ÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ.

þÁÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÐÏÎÉÍÁÌÁ ÐÏÄ ÜÔÉÍ ÚÎÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ É ÕÍÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ÌÀÂÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ É ÐÏ-

ÌÕÞÁÔØ ÏÔ×ÅÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ËÁË

\ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ", Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÒÅÄÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÅÎ ÏÓ×ÏÉÔØ
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ÒÅÂÅÎÏË, Á ÉÍÅÎÎÏ:

- ÚÎÁÔØ ËÌÁÓÓ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ;

- ÌÀÂÏÅ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÉÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ;

- ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É ÚÁÐÉÓÁÔØ

ÏÔ×ÅÔ ÐÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ É ËÏÎ-

ËÒÅÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÔÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ, ÎÏ ×ÏÏÂÝÅ ÕÍÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÏ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÕ (×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ) | ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÎÁÄÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ.

äÒÕÇÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÐÏÎÉÍÁÌÁ ÐÏÄ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ÓÐÏÓÏÂ ×Ù×ÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. úÄÅÓØ ÍÙ

ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÅÊ ÒÁÂÏÔÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×

ÓÅÂÑ:

- ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ, Ó ËÁËÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÉÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂßÅËÔÏÍ ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ);

- ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ, × ËÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÏÂßÅËÔ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (× ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ);

- ÐÏÉÓË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÂßÅËÔÁ (×ÙÄÅÌÅ-

ÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ).

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÁËÏÍ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÎÉÑ, ËÁË ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÎÁ-

ÌÉÚÁ ÏÂßÅËÔÁ. ÷ ÛËÏÌÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÂÕÞÁÀÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×,

ÈÏÔÑ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ, ËÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (ÍÅ-

ÔÏÄ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,

ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ É Ô.Ð.); ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÏÔ ÄÅÔÅÊ

ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÍÅÔØ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÜÔÉ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× \ÚÁÄÁÞÉ

ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ" ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅÍ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ÷ÉÄÉÍÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ, ÈÏÔÑ

ÂÙ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ1.

äÁÌÅÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ñ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×

ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

3. ðÒÉÍÅÒÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ

1. äÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÎÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ É ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ

ïÐÙÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÞÁÓÔÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÀÔÓÑ × ÒÁÚÌÉ-

ÞÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÎÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ É ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ) É, ËÁË

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, × ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

ó ÎÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.

ó ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÈÅÍÅ:

- ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÉÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ

ÍÁÓÛÔÁÂÕ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÓÁÍÉÈ ÞÉÓÅÌ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÄÏ ×ÙÐÏÌ-

ÎÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ;

1ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ × ÏÂÙÞÎÏÊ, ÎÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ × ÛËÏÌÁÈ ××ÅÄÅÎ ÐÒÅÄÍÅÔ \ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ", ÎÏ ×ÏÐÒÏÓ, ÏÂÕÞÁÀÔ

ÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ.
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- × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÍÙÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÏ-

ÌÕÞÉÔÓÑ × ÉÔÏÇÅ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ, Á ÎÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ2.

- ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÏ×ÏÅ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÕÓÔÁÎÏ-

×ÌÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÅÂÑ:

1) ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÎÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ É ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ;

2) ÏÓ×ÏÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÐÒÅÄÍÅÔÁ \ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", Á ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ

ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÆÉÚÉËÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÚÄÅÓØ ÍÙÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÓÁÍÁ ÐÏ

ÓÅÂÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ. åÅ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔØ

Ë ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ ÉÌÉ ×ÓÅÊ ÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ×

ÍÙÛÌÅÎÉÉ ËÁË ÔÁËÏ×ÏÍ, ÎÁ ÞÔÏ ÂÙ ÏÎÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ. ÷ÓÅ ÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÊ, ×ÁÖÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ:

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ \ÞÉÓÌÏ | ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ";

ÆÉÚÉËÁ, ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ \ÐÕÔØ | ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ";

ÇÅÏÇÒÁÆÉÑ, ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ | ÉÓËÕÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ";

ÉÓÔÏÒÉÑ, ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ \ÆÁËÔ | ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ";

ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ \Á×ÔÏÒ | ÌÉÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÅÒÏÊ".

÷ ÏÓÎÏ×Å ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÑÚÙËÏ×, ËÁË ÒÏÄÎÏÇÏ, ÔÁË É ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÈ, ÌÅÖÉÔ ÍÁÓÓÁ ÒÁÚ-

ÌÉÞÅÎÉÊ, ÄÕÍÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÓÁÍ ÓÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×3.

2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÒÁ×ÉÌÁ × ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ

òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÍÓÑ Ë ÕÞÅÂÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅ-

ÔÅÊ. ïÎ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÅÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÚÁËÏ-

ÎÏ× É Ô.Ð. ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÔÒÁÂÏÔËÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÞÉ-

ÓÌÁ ÉÄÅÔ ÒÑÄ ÚÁÄÁÎÉÊ ÔÉÐÁ \ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
√
a = b", ÇÄÅ a, b | ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÉÌÉ ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. ïÂÙÞÎÁÑ ÒÅÁËÃÉÑ ÄÅÔÅÊ ÎÁ ÜÔÉ ÚÁÄÁÎÉÑ

| ÎÅÄÏÕÍÅÎÉÅ É ÎÅÐÏÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄÏ ÄÅÌÁÔØ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ: \ÜÔÏ ÖÅ É ÔÁË ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÕÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ", × ÓÌÕÞÁÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÞÉÓÌÏ-

×ÙÈ ÉÌÉ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ | ÐÒÏÓÔÏ ÓÔÕÐÏÒ (ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÂÙÞÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÁÈ

ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ).

2äÅÔÉ ÞÁÓÔÏ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÅÅ ÎÁÉ×ÎÏ-ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉ, ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÐÌÏ-

ÝÁÄÉ ÎÁÄÏ \ÍÅÔÒ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÅÔÒ". îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, × ÜÔÏÍ ÖÁÒÇÏÎÅ ÎÅÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÒÅÄÁ,

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÕ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ | ÄÌÑ ÆÉÚÉËÁ ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÆÒÁÚÁ

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÍÏÌØÎÏÊ. îÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÔÏÉÔ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÓÔÏÉÔ ÚÁ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÆÒÁÚÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÎÁÄÏ ÌÉ ÐÒÉ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ×ÅÓÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÑÝÉËÏ× ÐÏ ÓÔÏÌØËÕ-ÔÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× × ËÁÖÄÏÍ \ÕÍÎÏÖÁÔØ

ËÉÌÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÑÝÉË".
3éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÞÔÏ × ÒÑÄÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× (ÈÉÍÉÑ, ÂÉÏÌÏÇÉÑ, ÑÚÙËÉ) ÕÓ×ÏÅÎÉÅ ÍÁÓÓÙ \ÎÉÚÏ-

×ÙÈ" ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÒÁÍËÁÈ ×ÙÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ × ËÕÌØÔÕÒÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉ-

ÚÁÃÉÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÂÓÕÄÉÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÁÃÉÀ ËÁË ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ÎÏ

ÜÔÁ ÔÅÍÁÔÉËÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÔÁÔØÉ.
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ðÏÓÌÅ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ ×ÏÐÒÏÓ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÓÑ × ×ÉÄÅ \þÔÏ ÎÁÄÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ), ÞÔÏ
√
a = b?" óÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó ÄÅÔØÍÉ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ:

\þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
√
a = b, ÎÁÄÏ:

1) ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b ≥ 0;

2) ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b2 = a."

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ Õ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÕÞÁÝÉÈ-

ÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÉÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ×ÁÖÎÏÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ√
a2 = |a|.
ïÞÅÎØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÜÔÏÔ ÐÒÉÅÍ ÓÒÁÂÏÔÁÌ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÉ (ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÍ) ÐÏ ÆÉ-

ÚÉËÅ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÚÁËÏÎÁ äÖÏÕÌÑ-ìÅÎÃÁ: \÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÏÎÔÕÒÅ

ÔÏË ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÚÄÁÎÎÏÅ ÉÍ ÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÏ×Á-

ÌÏ ÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÔÏË". ïÐÑÔØ, ÐÏÓÌÅ

ÆÉËÓÁÃÉÉ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ É ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÕÞÁÝÉÍÓÑ, ÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÕÀ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ:

1) ïÐÒÅÄÅÌÉ (ÎÁÒÉÓÕÊ) ×ÅËÔÏÒ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

(−→a ).
2) ïÐÒÅÄÅÌÉ (ÎÁÒÉÓÕÊ) ×ÅËÔÏÒ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ × ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

(
−→
b ).

3) ïÐÒÅÄÅÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (−→c =
−→
b −−→a ).

4) îÁÒÉÓÕÊ ×ÅËÔÏÒ
−→
d , ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→Ó .

5) îÁÒÉÓÕÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏËÁ × ËÏÎÔÕÒÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÚÄÁÎÎÏÅ ÉÍ ÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ

ÂÙÌÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ, ËÁË
−→
d | ÐÒÉÍÅÎÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÂÕÒÁ×ÞÉËÁ.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÚÁÔÅÍ ÜÔÏÊ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÚÁÄÁÎÉÑÍ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÌÏ ÔÒÕÄ-

ÎÏÓÔÅÊ Õ ÏÂÕÞÁÅÍÏÇÏ.

3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ ÞÁÓÔÅÊ

÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (ÄÌÉÎÁ, ÐÌÏÝÁÄØ,

ÏÂßÅÍ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. ó ÎÁÛÅÊ

ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÏÅ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ËÁË ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ. úÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÞÁÓÔÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÃÅÌÏÇÏ. ÷ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ×ÉÄÅÎ ÎÁÄÐÒÅÄ-

ÍÅÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ. îÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ

ÉÚÕÞÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ É ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÄÉÁÍÅÔÒÆÉÇÕÒÙ | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÅÅ ÔÏÞËÁÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÕÇÁ

ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. äÉÁÍÅÔÒ

Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÒÁ×ÅÎ
√
2. åÓÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ ÓÔÏÒÏÎÙ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÏ×, ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1 É 2. åÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁ×ÅÎ
√
5, ÞÔÏ

ÎÅ ÒÁ×ÎÏ
√
2 +

√
2. ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. úÄÅÓØ

ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÑÄ ÎÏ×ÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ

× ÛËÏÌÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ,

ÞÔÏÂÙ ÄÉÁÍÅÔÒ ÎÏ×ÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÒÁ×ÎÑÌÓÑ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÏ×? íÏÖÎÏ ÌÉ

ÏÃÅÎÉÔØ ÄÉÁÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÎÁÑ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÅÅ ÞÁÓÔÅÊ? (æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ×ÓÔÒÅÔÉ-
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ÌÉÓØ ÅÝÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ | ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ë

ÏÃÅÎËÅ). åÝÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÜÔÏ

ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ). ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÐÏ ÃÅÎÔÒÁÍ ÍÁÓÓ ÅÅ ÞÁÓÔÅÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ.

4. õ×ÉÄÅÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÁË ÞÁÓÔØ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÚÁ-

ÄÁÞÕ \ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×

ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ". ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-

ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏ-

ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍ ÜÔÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ,

ÒÉÓ. 1.

A

B

C

1
C

1
A

1
B

òÉÓ. 1

÷ÙÓÏÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÎÏ×ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ A1B1C1 ÓÅÒÅ-

ÄÉÎÎÙÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÓÞÉ-

ÔÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ). äÌÑ ÎÁÓ ×ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC Ó ×ÙÓÏÔÁÍÉ ÓÔÁÌÁ ÞÁÓÔØÀ ÎÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-

ÒÙ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ × ÓÅÂÑ ÔÁËÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A1B1C1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (×ÙÓÏÔÙ) × ÎÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ (ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÅ ÐÅÒÐÅ-

ÎÉËÕÌÑÒÙ). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÄÐÒÅÄ-

ÍÅÔÎÙÍ.

5. ïÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ë ÐÒÏÃÅÓÓÕ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË ×ÐÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÁÎÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ ÄÏ ËÏÎÃÏ× ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ.

îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁÄÁÞÉ ÓÄÅÌÁÅÍ ÞÅÒÔÅÖ, ÒÉÓ. 2, × ËÏÔÏÒÏÍ Ë ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ-

×ÉÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Ô.Å. ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ,

ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.
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x

x

y

y

a

b
r

r

r

r
r

òÉÓ. 2

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ x, y, r. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÒÉÖÄÙ

ÔÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x2 + r2 = a2; y2 + r2 = b2; (x+ y)2 = (r + x)2 + (y + r)2;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ.

üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ×ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÐÉ-

ÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï-

×ÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ.

ðÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÏÐÒÏÓ ÔÁË: ËÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ

× ÕÓÌÏ×ÉÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ? ïÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÕÇÏÌ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ó É ÔÏÞËÕ ï ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ

ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ r ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ á É ÷ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ,

ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ a, b ÏÔ ÔÏÞËÉ ï, ÒÉÓ.3.

x

a

br

r

A

BC

O

D

òÉÓ. 3

ôÏÇÄÁ AC = r+
√
r2 + a2, BC = r+

√
r2 + b2, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ É ÓÔÏÒÏÎÕ

á÷. åÓÌÉ r ÍÁÌÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ï ÄÏ ÓÔÏÒÏÎÙ á÷ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ r, ÒÉÓ. 3. üÔÏ
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ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ïD | ×ÙÓÏÔÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ïá÷ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ï. íÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ

ÅÅ ÞÅÒÅÚ r (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ

ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ). âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ r. ÷ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ OD ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ

r. üÔÏ É ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó ×ÐÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ËÏÎÃÏ× ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÒÁ×ÎÙ a É b. þÔÏÂÙ

ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ, ÎÁÄÏ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ OD Ë r É ÒÅÛÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÉÍ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÁÍ ×ÁÖÅÎ ÎÅ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ

ÚÁÄÁÞÉ (ÒÅÛÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÅÄ×Á ÌÉ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÓÉ-

ÓÔÅÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ), Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ |

×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÅÇÏ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. üÔÏÔ

ÓÐÏÓÏÂ ÍÏÖÎÏ Ó ÕÓÐÅÈÏÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ

ÐÒÅÄÍÅÔÏ×.

äÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ, 1997 Ç.):

÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ MN, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÓÔÏÒÏÎÙ á÷

É ÷ó. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M, N, ó, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ á÷, Á ÅÅ

ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ
√
2. äÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ áó ÒÁ×ÎÁ 2. îÁÊÔÉ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ áó÷.

6. óÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ

óÈÅÍÙ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÕÞÅÂÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ (ÆÉÚÉËÁ, ÈÉ-

ÍÉÑ, ÇÅÏÇÒÁÆÉÑ, ÉÓÔÏÒÉÑ, ÑÚÙËÉ É Ô.Ð.). ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å Ó×ÏÅÍ ÜÔÏ ÓÈÅÍÙ ÕÓÔÒÏÊ-

ÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÉ × ÆÉÚÉËÅ. á×ÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔ,

ÞÔÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÁÖÎÙ ÓÈÅÍÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ËÁÒÔÙ ×ÏÅÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ. óÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÄÅ-

ÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ

ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÏÓ×ÏÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÐÏÍÏÞØ ÓÈÅÍÙ ÔÉ-

ÐÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ïÂÙÞÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-

ÎÉÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-

ÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÈÏÔÑ ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ-

ÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÄÅÔÑÍ ÅÝÅ ÒÑÄ ÓÈÅÍ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÉÈ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÓÐÏ-

ÓÏÂÏÍ. éÍÅÑ ÉÈ ÐÅÒÅÄ ÇÌÁÚÁÍÉ, ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÊ

ÌÉÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÍ ÌÉÎÉÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ, ÏÎÁ ÐÒÏÊÄÅÔ É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÇÄÁ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÏÂÝÉÅ Ó ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ, ÔÏ ÏÎÁ

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ ÐÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁËÓÉÏÍÅ. úÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.

úÄÅÓØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ:

èÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ á ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÷.
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1) óÔÒÏÉÍ ÏÂßÅËÔ ó, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÷.

2) äÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ ó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂßÅËÔÏÍ á.

ôÏÇÄÁ á ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÷.

üÔÏ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÁÔÅ-

ÒÉÁÌÁ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ Ë ÍÎÏÇÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ. òÁÓÓÕÖÄÅ-

ÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ:

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ 1 É 2, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ 2. äÏËÁÚÙ×ÁÅÍ,

ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ 2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ 3. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ 1, 2,

3 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.

üÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÏÌÅÚÎÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÁËÉÍÉ

×ÁÖÎÙÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ËÁË ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ ÏÔÍÅÔÉÍ ÞÔÏ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÏÌÅÚÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÔØ × ÁËÔÉ×Å

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÈÅÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÙÅ

É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÕÓ×ÏÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÞÁÓÔÏ

Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÔÅËÓÔÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÏÐÏÒÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅËÒÅÓÔÎÙÍÉ.

åÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÌÉÓÔÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÓÔÒÅÌËÁÍÉ

ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÔÏ ÞÁÓÔÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏ

ÐÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÇÞÅ ÕÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ. óÈÅÍÁÔÉÚÉÒÕÑ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ É ÔÕÐÉËÉ.

5. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË

×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÏÓÎÏ×Á ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ

áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ

ÐÒÉÄÔÉ Ë ÔÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×Å ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÁÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÌÉ ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÎÅ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁ-

ÔÅÇÏÒÉÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÙÍ ÁÐÐÁÒÁÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ

ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ [3-4]. ôÁË, × ÏÓÎÏ×Å ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ 3.3 ÌÅÖÉÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÁÑ

ÐÁÒÁ \ÞÁÓÔØ { ÃÅÌÏÅ", ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ 3.4 | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ \ÓÔÒÕËÔÕÒÁ", ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ 3.5 |

ËÁÔÅÇÏÒÉÉ \ÓÔÒÕËÔÕÒÁ", \ÐÒÏÃÅÓÓ" É ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ \ÐÒÏÃÅÓÓ { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ".

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÚ×ÏÌÉÍ ÓÅÂÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØ-

ÎÙÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒ-

ÖÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÁÖÎÅÊÛÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ \ÐÒÏÃÅÓÓ". òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ

ÞÅÒÅÚ \ÒÁÍËÕ" ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ

ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍÕ ÏÓ×ÏÅÎÉÀ ÕÞÁ-

ÝÉÍÉÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ \ÐÒÏÃÅÓÓ" ËÁË ÓÒÅÄÓÔ×Á ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É

ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÍÅÔÉÍ ËÒÁÔËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÁÐÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ:

- íÏÇÕÔ ÌÉ ÕÞÁÝÉÅÓÑ Õ×ÉÄÅÔØ É ÎÁÚ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÆÉÚÉËÉ, ÈÉÍÉÉ,

ÇÅÏÇÒÁÆÉÉ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ, ÉÓÔÏÒÉÉ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ É Ô.Ä.?
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- ëÁËÏÊ ÐÏÎÑÔÉÊÎÙÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ×ÙÒÁÂÏÔÁÎ × ÄÁÎÎÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÅ ÄÌÑ ÆÉË-

ÓÁÃÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×? (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ: ËÁËÉÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÐÒÅÄÏ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ?)

- þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ \ÉÚÕÞÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ"? ëÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ É ÒÅÛÁÀÔÓÑ × ÔÏÍ

ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÅ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÏÃÅÓÓÕ (ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ,

ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ É Ô.Ð.)?

- ëÁËÉÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ×ÙÒÁÂÏÔÁÎÙ × ÄÁÎÎÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÅ (ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏ: ÎÁÕËÅ, ÏÂÌÁÓÔÉ

ËÕÌØÔÕÒÙ) ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ?

- ëÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÙ, ËÁËÉÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÎÅ ×ÙÒÁÂÏÔÁÎÙ

ËÕÌØÔÕÒÏÊ (×ÙÈÏÄ ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ)?

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, ×ÙÓÔÒÁÉ×ÁÑ ÉÅ-

ÒÁÒÈÉÀ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ×ÙÑ×ÌÑÑ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÓÏ-
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ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×. çÌÁ×Á 1 19
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ

ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
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