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ïÎ ÕÞÉÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÉÇÒÁÔØ × ÆÕÔÂÏÌ, ÐÏÈÏÄÎÏÊ

ÖÉÚÎÉ, ×Ù×ÏÚÉÌ ÒÅÂÑÔ ÎÁ ÓÌÅÔÙ ëÌÕÂÁ óÁÍÏÄÅÑÔÅÌØÎÏÊ ðÅÓÎÉ. âÅÚ ÐÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ

ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÞÉÌ Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× öÉÚÎÉ, É ËÏ ×ÓÅÍÕ, ÞÅÍÕ ÏÎ ÕÞÉÌ,

ÐÒÉ×É×ÁÌ ÌÀÂÏ×Ø. îÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÞÅÍÕ ÏÎ ÉÈ ÎÁÕÞÉÌ { ÜÔÏ ÕÞÉÔØÓÑ.

ûÉÒÏËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÄÁÌÅËÏ ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÏÎ ÄÁ×ÁÌ, É ÐÒÉ×ÉÔÏÅ ÉÍ ÕÍÅÎÉÅ, Á ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÖÅÌÁÎÉÅ ÕÞÉÔØÓÑ ÄÁÌÉ

ÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÎÉËÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÞØ ÂÏÌØÛÉÈ ×ÙÓÏÔ × ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÖÉÚÎÉ.

óÒÅÄÉ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÏ× ÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ×ÓÅ-

ÓÏÀÚÎÙÈ É ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏËÔÏÒÏ× ÎÁÕË, ÎÏ É ÒÅÖÉÓÓÅÒ,

É ÄÁÖÅ Ó×ÑÝÅÎÎÏÓÌÕÖÉÔÅÌØ × ðÁÒÉÖÅ. óÁÛÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÌÓÑ óÏÒÏÓÏ×ÓËÉÍ ÕÞÉÔÅÌÅÍ

ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÓÑ ÜÔÏÔ ËÏÎËÕÒÓ, Á ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ÕÞÉ-

ÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÕÞÅÎÉËÉ (Á ÎÅ ÞÉÎÏ×ÎÉËÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ).

óÁÍ ÏÎ ÕÞÉÌÓÑ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ, É ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÌÏ ÅÍÕ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ

ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. íÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÅÍÕ ÏÎ ÕÞÉÌ

ÄÅÔÅÊ, óÁÛÁ ÕÚÎÁ×ÁÌ ÓÁÍ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÜÔÏÇÏ, ÞÁÓÔÏ ÏÔ ÄÅÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÈÏÄÉÌÉ ×

ÇÏÓÔÉ ÎÁËÁÎÕÎÅ. õÚÎÁ× ÞÔÏ-ÔÏ ÎÏ×ÏÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ, ÏÎ ÓÒÁÚÕ ÄÅÌÉÌÓÑ ÜÔÉÍ. ïÎ ÌÀÂÉÌ

ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ É ×ÅÌÉËÏÌÅÐÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÌÓÑ × ÎÅÊ. ÷ÓÀ Ó×ÏÀ ÖÉÚÎØ ÏÎ ÓÏÂÉÒÁÌ ËÎÉÇÉ.

ïÎ \ÄÏÓÔÁ×ÁÌ" ÈÏÒÏÛÉÅ, ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÙÛÅÄÛÉÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ × óóóò ËÎÉÇÉ (ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ

ÓÔÏÉÌÏ ÎÅÍÁÌÙÈ ÔÒÕÄÏ×), ÞÉÔÁÌ âÕÌÇÁËÏ×Á, íÁÒËÅÓÁ É ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÌÉËÉÈ ÐÉÓÁÔÅÌÅÊ É

ÐÏÜÔÏ× ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÕÒÏËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÉ Õ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, ÎÉ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁÈ,

ÄÁ É Õ ÓÁÍÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÔÏÇÄÁ ÜÔÉÈ ËÎÉÇ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÂÙÌÏ, É Õ ÅÇÏ ×ÏÓÐÉÔÁÎÎÉËÏ× ÎÅ

ÂÙÌÏ ÄÒÕÇÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ×ÅÌÉËÉÍÉ Ô×ÏÒÅÎÉÑÍÉ.

ïÎ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÂÉÒÁÌÓÑ × ÍÕÚÙËÅ É ÂÙÌ ÞÌÅÎÏÍ ËÌÕÂÁ ÍÅÌÏÍÁÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÉÏ-

ÄÉÞÅÓËÉ ÓÏÂÉÒÁÌÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÑ, ËÁË ËÌÁÓÓÉËÉ, ÔÁË É ÄÖÁÚÁ. óÏ ×ÒÅÍÅÎ íçõ

Õ ÎÅÇÏ ÂÙÌÁ ×ÅÌÉËÏÌÅÐÎÁÑ ÆÏÎÏÔÅËÁ. ðÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÎÏ×ÙÅ Á×ÔÏÒÙ É ÉÓÐÏÌÎÉÔÅÌÉ, Á ÏÎ

×ÓÅÇÄÁ, ËÁË É ×Ï ×ÓÅÍ, ÂÙÌ × ÄÕÈÅ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÏÇÄÁ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ \áË×ÁÒÉÕÍ" É \îÁÕÔÉ-

ÌÕÓ", ÏÎ ÓÔÁ×ÉÌ ×ÓÅÍ ÇÏÓÔÑÍ ÐÌÁÓÔÉÎËÉ É ËÁÓÓÅÔÙ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ. õÞÅÎÉËÉ ÐÒÉÎÏÓÉÌÉ

ÅÍÕ ÎÏ×ÙÅ ÄÉÓËÉ É ËÁÓÓÅÔÙ, É Ó ÔÅÍ, ×Ï ÞÔÏ ×ÌÀÂÌÑÌÓÑ ÓÁÍ, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ ÏÎ

ÚÎÁËÏÍÉÌ ÄÒÕÇÉÈ ÇÏÓÔÅÊ. ôÏÞÎÅÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÄÒÕÚÅÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÉ ÂÙÓÔÒÏ

ÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ÄÒÕÚØÑÍÉ É ÐÏÔÏÍ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ ÉÍÉ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ. ÷ ÅÇÏ ÄÅÎØ ÒÏÖÄÅÎÉÑ,

× ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ËÁÎÉËÕÌÙ, ÐÅÒÅÄ îÏ×ÙÍ çÏÄÏÍ × ÅÇÏ ÄÏÍÅ ÂÙÌÏ ÔÅÓÎÏ ÏÔ ÄÒÕÚÅÊ.

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÓËÒÏÍÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ Ë×ÁÒÔÉÒÙ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÏÇÒÏÍÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÎÉÇ

ÓÁÍÏÊ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÉ (ÕÞÅÂÎÉËÉ É ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ, ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁ-

ÔÕÒÁ É ÁÌØÂÏÍÙ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ É ÉÓËÕÓÓÔ×Ï×ÅÄÅÎÉÅ), ÚÁÎÉÍÁ×ÛÉÍ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÇÏÓÔÅÊ ÐÏ ÓÍÅÎÁÍ. ïÎ ÕÇÏÝÁÌ ×ÓÅÈ ×ËÕÓÎÅÊ-

ÛÉÍ ËÏÆÅ, Ó×ÅÖÅÐÏÍÏÌÏÔÙÍ × ÒÕÞÎÏÊ ËÏÆÅÍÏÌËÅ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÒÕÞÎÏ Ó×ÁÒÅÎÎÙÍ ×

ÄÖÅÚ×Å ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÃÅÐÔÏ×.

óÁÛÁ ÂÙÌ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÌÀÄÅÊ. ÷ ÇÏÓÔÑÈ

Õ ÎÅÇÏ ÂÙ×ÁÌÉ ÍÎÏÇÉÅ \×ÅÌÉËÉÅ": ÂÁÒÄ, ÐÏÜÔ É ÄÒÁÍÁÔÕÒÇ àÌÉÊ ëÉÍ (ÏÎ ÕÞÉÌ óÁ-

ÛÕ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ × ÉÎÔÅÒÎÁÔÅ É ÎÁ óÁÛÉÎÏÍ ×ÙÐÕÓËÎÏÍ ×ÅÞÅÒÅ × ÐÅÓÎÅ ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ×

ÏÎ ÓÐÅÌ: \úÅÍÌÑËÏ× { ÎÁÛ ÏÂÒÁÚÅÃ"), ÁËÁÄÅÍÉË ÷. å. úÁÈÁÒÏ× (Ó ËÏÔÏÒÙÍ óÁÛÁ

ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÓÑ, ÅÝÅ ÂÕÄÕÞÉ ÁÓÐÉÒÁÎÔÏÍ, ÎÁ \ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ" × çÏÒØËÏÍ,

ËÏÇÄÁ úÁÈÁÒÏ× ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌ ÎÉ ÁËÁÄÅÍÉËÏÍ, ÎÉ ÄÉÒÅËÔÏÒÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ òáî É ÖÉÌ × îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓËÅ { ÐÏÚÖÅ ÓÕÄØÂÁ Ó×ÅÌÁ ÉÈ × þÅÒÎÏÇÏÌÏ×ËÅ),



4 ÷. î. ëÏÐÙÌÏ×

×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÁËÁÄÅÍÉË ñ. ç. óÉÎÁÊ (ÏÎ ÂÙÌ ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ

Õ óÁÛÉ × ÁÓÐÉÒÁÎÔÕÒÅ íçõ) É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÌÀÄÉ { ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ

ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ. îÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÇÏÓÔÅÊ ÂÙÌÉ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÙ×ÛÉÅ, Ó

ÄÅÓÑÔËÁÍÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÌ Ó×ÑÚÉ ÄÏÌÇÉÅ ÇÏÄÙ. ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÈÏÄÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ

ÔÁË, ÂÅÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÏ×ÏÄÁ, ÉÌÉ ÐÏÄÅÌÉÔØÓÑ ÒÁÄÏÓÔÑÍÉ ÉÌÉ ÇÏÒÅÓÔÑÍÉ. åÇÏ ÂÙ×ÛÉÅ

ÕÞÅÎÉËÉ, ÓÔÁ×ÛÉÅ ÄÒÕÚØÑÍÉ, ÐÒÉ×ÏÄÉÌÉ Ë ÎÅÍÕ Ó×ÏÉÈ ÎÅ×ÅÓÔ ÎÁ \ÓÍÏÔÒÉÎÙ" É ÐÏ-

ÓÏ×ÅÔÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÒÕÇÉÈ ÓÁÍÙÈ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ.

óÁÛÁ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ ËÏÎÔÁËÔÅÎ. ðÏÓÌÅ ÐÏÅÚÄËÉ × çÒÕÚÉÀ × 70-È × ÓÏÓÔÁ×Å ÄÅÌÅÇÁÃÉÉ

ÍÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ Õ ÎÅÇÏ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏ×ÙÈ ÄÒÕÚÅÊ, É çÒÕÚÉÑ

ÓÔÁÌÁ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÌÀÂÏ×ØÀ ÎÁ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ. îÏ×ÙÅ ÄÒÕÚØÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÒÉÇÌÁÛÁÌÉ

ÐÒÉÅÈÁÔØ × ÇÏÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÅÍÕ ÕÄÏÂÎÏ, ÎÏ ÉÚ-ÚÁ ÅÇÏ ÆÁÎÔÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÔÒÕÄÏÌÀÂÉÑ ÏÎ ÎÅ ÍÏÇ ÓÅÂÅ ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔØ.

ïÎ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÚÎÁÌ ÏÔÐÕÓËÏ×. úÁ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÅÇÏ ÚÎÁÌ, ÏÎ ×ÓÅÇÏ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ ÓßÅÚÄÉÌ ÎÁ×ÅÓÔÉÔØ ÂÌÉÚËÉÈ ÎÁ ÒÏÄÉÎÕ × ÄÅÒÅ×ÎÀ

öÅÌÎÉÈÁ ô×ÅÒÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, Ä×Á ÒÁÚÁ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ × ìÅÎÉÎÇÒÁÄ É Ä×Á ÒÁÚÁ

× çÒÕÚÉÀ, ËÕÄÁ ÍÎÅ ÄÏ×ÅÌÏÓØ ÅÇÏ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÔØ × 80-È. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ÇÒÕÚÉÎÓËÉÅ

ÄÒÕÚØÑ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÏÓÔÉÇÌÉ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ × çÒÕÚÉÉ É ÎÁÓ ÐÒÉÎÉÍÁÌÉ Ó

ÉÓÔÉÎÎÏ ÇÒÕÚÉÎÓËÉÍ ÇÏÓÔÅÐÒÉÉÍÓÔ×ÏÍ. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÏÂÅÉÈ ÐÏÅÚÄÏË ÏÄÎÕ ÎÅÄÅÌÀ ÍÙ

ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉ × ôÂÉÌÉÓÉ É ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ É ÏÄÎÕ × âÁÔÕÍÉ, × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÔÏÇÄÁ

ÏÔÅÌÅ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍ × ÓÔÁ ÍÅÔÒÁÈ ÏÔ þÅÒÎÏÇÏ ÍÏÒÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ

ËÕÐÁÌÉÓØ. üÔÏ ÂÙÌ ×ÅÓØ ÅÇÏ ÏÔÄÙÈ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ 20 ÌÅÔ. ïÎ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ ÍÏÇ

ÏÔÄÙÈÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÒÁÂÏÔÁ, Á ÒÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ ×ÓÅÇÄÁ.

óÁÛÁ ÂÙÌ ÔÁÌÁÎÔÌÉ× ×Ï ×ÓÅÍ. éÚ ÄÅÒÅ×ÅÎÓËÏÊ ÛËÏÌÙ ÅÇÏ ×ÚÑÌÉ × ÐÒÅÓÔÉÖÎÅÊ-

ÛÕÀ, ÌÅÇÅÎÄÁÒÎÕÀ æíû 18 ÐÒÉ íçõ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÚÁËÏÎÞÉÌ Ó ÚÏÌÏÔÏÊ ÍÅÄÁÌØÀ.

úÁÔÅÍ ÂÙÌ ÍÅÈÍÁÔ íçõ, ËÏÔÏÒÙÊ óÁÛÁ ÚÁËÏÎÞÉÌ Ó ËÒÁÓÎÙÍ ÄÉÐÌÏÍÏÍ. ïÎ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÂÙÌ ÏÂÒÁÚÃÏÍ, É ÓÌÏ×Á ëÉÍÁ { ÜÔÏ ÎÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ. óÁÛÁ ×ÓÅ ÓÈ×ÁÔÙ×ÁÌ

ÂÕË×ÁÌØÎÏ \ÎÁ ÌÅÔÕ", ÅÍÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÎÏ É ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÄÏÌÇÏ ÏÂß-

ÑÓÎÑÔØ { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÓÌÏ×. ðÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÔØ

ÍÙÓÌØ ÏÎ, ×ÓÅÇÄÁ ÏÞÅÎØ ÓÐÏËÏÊÎÙÊ É ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÊ, ÓÌÅÇËÁ ÒÁÚÄÒÁÖÁÌÓÑ É ÐÅÒÅ-

ÂÉ×ÁÌ: \ôÙ ÞÔÏ, ÍÅÎÑ ÚÁ ÉÄÉÏÔÁ ÓÞÉÔÁÅÛØ?" ïÎ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀ,

É ÇÏ×ÏÒÉÌ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÍÑÇËÏ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÖÅ ×ÓÅ

ÐÏÎÑÌ É ÄÁÌØÛÅ \ÒÁÚÖÅ×Ù×ÁÔØ" ÎÅ ÎÕÖÎÏ. ôÅ, ËÔÏ ÅÇÏ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÌÉ, ÐÏÎÉÍÁÌÉ, ÞÔÏ

ÏÎ ÎÅ ÏÂÉÖÁÅÔÓÑ, ÄÁ É ÓÁÍÉ ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÉÖÁÌÉÓØ. á ÔÅÍ, ËÔÏ ÐÌÏÈÏ, ÏÎ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×

ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÎ ÕÍÅÌ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÑÚÙËÅ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ÏÎ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÅÌ ÓÕÔØ É ÇÌÕÂÉÎÕ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÓÏÂÅÓÅÄÎÉË, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ

ÅÍÕ Ï ÎÅÊ. ïÎ ÎÁÈÏÄÉÌ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ × ÓÁÍÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÌÑ \ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ"

ÞÅÌÏ×ÅËÁ ×ÅÝÁÈ. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÀ ÐÉÓØÍÅ, ÏÔÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÄÎÅÊ ÄÏ ËÏÎÞÉÎÙ, ÏÎ ÚÁÄÁÌ ÐÏÐÁ×ÛÉÊÓÑ ÅÍÕ ×ÏÐÒÏÓ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ,

ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ × ÜÔÉ ÄÎÉ ÄÕÍÁÌ: \ðÏÞÅÍÕ ËÏÌÂÁÓÕ ÒÅÖÕÔ ÎÁÉÓËÏÓØ?". äÌÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ

ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÂÙÔ, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÕÒÏ×ÎÑ óÁÛÉ.

åÓÌÉ ÂÙ óÁÛÁ ÎÅ ÓÔÁÌ ÷ÅÌÉËÉÍ õÞÉÔÅÌÅÍ, ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ ÷ÅÌÉËÉÍ íÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ.

óÁÛÁ ÐÏÌÕÞÉÌ Ë×ÁÒÔÉÒÕ × þÅÒÎÏÇÏÌÏ×ËÅ ÐÏÄ ÅÇÏ ÏÂÅÝÁÎÉÅ ÕÞÉÔØ ÄÅÔÅÊ × þÅÒ-

ÎÏÇÏÌÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÅ. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÌÏ ÅÍÕ ÓÏ×ÍÅÝÁÔØ ÜÔÕ ÒÁÂÏÔÕ Ó

ÓÅÒØÅÚÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ { ×ÅÄØ ÄÌÑ ÚÁÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÇÏÌÏ×Á, ÏÂÒÁ-
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ÚÏ×ÁÎÉÅ (ÎÁÕÞÎÁÑ ÛËÏÌÁ) É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÎÉÑ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. äÁ É

ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÕÓÐÅÛÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÔ ÎÁÕËÕ Ó ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

× ÷õúÁÈ. óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, óÁÛÁ ÎÁ ÜÔÏ É ÎÁÄÅÑÌÓÑ. îÏ ÜÔÉÍ ÎÁÍÅÒÅÎÉÑÍ ÎÅ ÓÕÖÄÅÎÏ

ÂÙÌÏ ÓÂÙÔØÓÑ. äÅÌÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÅÌÏ ÎÁÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÂÙÌÏ ÎÅ × ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÅ. ó ÅÇÏ

ÃÅÌØÎÏÊ ÎÁÔÕÒÏÊ ÏÎ ÎÅ ÕÍÅÌ ÒÁÚÂÒÁÓÙ×ÁÔØÓÑ. õ×ÌÅËÛÉÓØ ÏÄÎÉÍ, ÎÅ ÓÍÏÇ ÄÅÌÉÔØ

ÓÅÂÑ ÎÁ Ä×Å ÐÏÌÏ×ÉÎÙ. ïÎ ÎÅ ÍÏÇ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ, ÈÏÔÑ Ó

ÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÅÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÌÏ ÂÅÚ ×ÓÑËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÁ ×ÙÓÏÞÁÊ-

ÛÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ 18 ÕÒÏËÏ× × ÎÅÄÅÌÀ. îÏ óÁÛÁ Õ×ÌÅËÓÑ ÄÅÔØÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ

ÓÍÙÓÌÅ ÏÎ ÓÁÍ ÂÙÌ ËÁË ÒÅÂÅÎÏË. ëÁË-ÔÏ Ñ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÅÍÕ ÐÒÏ ÐÏÑ×É×ÛÕÀÓÑ ÔÅÏÒÉÀ

ÂÉÆÕÒËÁÃÉÊ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ æÅÊÇÅÎÂÁÕÍÁ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

Ë ÔÏÍÕ, ÞÅÍ ÏÎ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ × ÁÓÐÉÒÁÎÔÕÒÅ Õ ñ. ç. óÉÎÁÑ, ÎÁÐÉÓÁ×ÛÅÇÏ ÄÌÑ \õÓÐÅÈÏ×

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË" ÏÂÚÏÒ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. óÁÛÁ ÂÙÌ ×ÏÓÈÉ-

ÝÅÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÏÊ É ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÔÅÏÒÉÉ, É ÍÎÅ ÄÁÖÅ ËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ

ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ ÜÔÉÍ ÓÅÒØÅÚÎÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ, ÂÌÁÇÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÙÌÁ \Ó×ÅÖÅÊ", ÓÅÒØÅÚÎÙÅ ×Ï-

ÐÒÏÓÙ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ, ÏÂÓÕÄÉÔØ ÉÈ ÂÙÌÏ Ó ËÅÍ (óÉÎÁÊ ÒÁÂÏÔÁÌ × éôæ òáî É ÂÙ×ÁÌ ×

þÅÒÎÏÇÏÌÏ×ËÅ ÅÖÅÎÅÄÅÌØÎÏ).

äÁ ÎÅ ÔÕÔ-ÔÏ ÂÙÌÏ. óÁÛÁ ÓÔÁÌ ÕÞÉÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ó×ÏÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÁË ×ÓÅ-

ÇÄÁ, ÏÂßÑÓÎÑÑ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÍ ÉÍ

ÑÚÙËÏÍ, × ÞÅÍ ÏÎ ÂÙÌ ×ÅÌÉËÉÊ ÍÁÓÔÅÒ. ÷ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ × ÛËÏÌÅ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÐÅÒ×ÙÅ

ÐÅÒÓÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ { \ñÍÁÈÉ", É ÏÎ ÕÞÉÌ ÐÏÄÏÐÅÞÎÙÈ âÅÊÓÉËÕ (ÕÞÁÓØ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÓÁÍ) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ æÅÊÇÅÎÂÁÕÍÁ.

üÒÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÉÌÁ óÁÛÕ ÐÏÚÁÄÉ ÓÅÂÑ (ÈÏÔÑ ÍÎÏÇÉÅ ÅÇÏ ÒÏ×ÅÓ-

ÎÉËÉ ÂÅÚÎÁÄÅÖÎÏ ÏÔÓÔÁÌÉ). åÇÏ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÏÃÅÎÉÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉ×ÎÏÅ É ÂÙÓÔÒÏ

ÏÂÕÞÁÔØÓÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÌÉ ÅÍÕ ×ÓÅÇÄÁ ÉÄÔÉ × ÎÏÇÕ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ. ó ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÙÈ

\ñÍÁÈ" ÏÎ ÐÅÒ×ÙÊ × ÛËÏÌÅ ÓÔÁÌ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÂÌÁÎËÉ

ÔÅÓÔÏ×, ÂÉÌÅÔÙ ÄÌÑ ÜËÚÁÍÅÎÏ× É ÚÁÞÅÔÏ× É ÂÌÁÎËÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÄÏÍÏÓÔÅÊ, × ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÕÞÉÔÙ×ÁÌ ÚÎÁÎÉÑ ÐÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (Õ ÎÅÇÏ ×Ï ×ÓÅÍ ÂÙÌÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ). ðÏÓÌÅ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÙÈ ÁÊÂÉÜÍÏ×ÓËÉÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× É ÉÎÔÅÒÎÅÔÁ ÏÞÅÎØ

ÓËÏÒÏ ×ÓÅ ÜÔÏ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ É Õ ÎÅÇÏ ÄÏÍÁ.

åÇÏ ÄÒÕÇ çÅÎÁ ÷ÅÌÉÞËÏ ÂÅÚ×ÏÚÍÅÚÄÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ óÁÛÅ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ, Á

ÐÏÔÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÅÇÏ \ÁÐÇÒÅÊÄÉÌ". õÞÅÎÉË, Á ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÄÒÕÇ, íÉÛÁ äØÑÞËÏ×

ÐÒÉÓÌÁÌ Ó ÏËÁÚÉÅÊ ÉÚ ëÁÎÁÄÙ ÐÅÒ×ÙÊ óÁÛÉÎ ÍÏÄÅÍ, Á Á×ÔÏÒ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÕÓÔÁÎÏ-

×ÉÌ ÅÇÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ \îÅÔÓËÅÊÐÏ×" É \ÐÏÄÐÏÌØÎÏ" ÐÏÄËÌÀÞÉÌ ÅÇÏ Ë

ÂÅÓÐÌÁÔÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒÎÅÔÕ ÞÅÒÅÚ ÓÅÔØ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÂÏÔÁÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉ-

ÛÌÏÓØ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÊ ÔÅÌÅÆÏÎ. óÁÛÉÎÁ ÓËÒÏÍÎÏÓÔØ ÎÅ

ÐÏÚ×ÏÌÑÌÁ ÅÍÕ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 20 ÌÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ó ÐÒÏÓØÂÏÊ Ï ÔÅÌÅÆÏÎÅ Ë

\ÓÉÌØÎÙÍ ÍÉÒÁ ÓÅÇÏ" (ÄÅÔÅÊ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÏÎ ÕÞÉÌ, É ÅÍÕ ÂÙ ÎÅ ÏÔËÁÚÁÌÉ, ÎÏ ÏÎ

ÎÅ ÌÀÂÉÌ ÐÒÏÓÉÔØ). ôÅÌÅÆÏÎ Õ óÁÛÉ ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÈ

ËÏÍÐÁÎÉÊ.

÷ÓÅ, ËÔÏ ÚÎÁÌ óÁÛÕ, ÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÌÀÂÉÌÉ É \ÎÁÐÅÒÅÇÏÎËÉ" ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÅÍÕ ÐÏÍÏÞØ

×Ï ×ÓÅÍ, × ÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ÍÏÖÎÏ. ïÎ ÎÅ ÈÏÔÅÌ ÂÙÔØ ÏÂÕÚÏÊ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ É ÞÁÓÔÏ ÏÔ-

ËÁÚÙ×ÁÌÓÑ ÏÔ ÐÏÍÏÝÉ. îÏ ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÇÌÁÛÁÌÓÑ, ÔÅ, ËÏÍÕ ÏÎ ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÌ, ÐÏÞÉÔÁÌÉ

ÜÔÏ ÚÁ ÞÅÓÔØ. õÞÅÎÉËÉ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÓÔÒÁÉ×ÁÌÉ \ÓÕÂÂÏÔÎÉËÉ", ÐÏÍÏÇÁÑ ÅÍÕ ×

ÎÁ×ÅÄÅÎÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ (ÉÚ-ÚÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÚÁÎÑÔÏÓÔÉ É Õ×ÌÅÞÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÏÊ ÒÕËÉ ÄÏ
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ÐÏÒÑÄËÁ ÄÏÈÏÄÉÌÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ,). ëÏÇÄÁ ÏÎ ÂÏÌÅÌ, ÕÞÅÎÉËÉ, ËÏÌÌÅÇÉ-ÕÞÉÔÅÌÑ É ÄÒÕÚØÑ

ÎÁ×ÅÝÁÌÉ É ÓÎÁÂÖÁÌÉ ÅÇÏ ÌÅËÁÒÓÔ×ÁÍÉ, ÐÒÏÄÕËÔÁÍÉ, ÇÏÒÑÞÅÊ ÐÉÝÅÊ É ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅÍ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ.

îÁÓ Ó×ÑÚÙ×ÁÌÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ×ÅËÏ×ÁÑ ÄÒÕÖÂÁ. ïÞÅÎØ ÔÑÖÅÌÏ ÐÉÓÁÔØ Ï óÁÛÅ × ÐÒÏ-

ÛÅÄÛÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ. óÏ ÓÌÕÞÉ×ÛÉÍÓÑ ÔÒÕÄÎÏ ÓÍÉÒÉÔØÓÑ ×ÓÅÍ, ËÔÏ ÅÇÏ ÚÎÁÌ.

÷ ÎÁÛÅÊ ÐÁÍÑÔÉ É × ÎÁÛÉÈ ÓÅÒÄÃÁÈ óÁÛÁ úÅÍÌÑËÏ× ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ \ÎÁÛÉÍ

ÏÂÒÁÚÃÏÍ"...

÷ÌÁÄÉÍÉÒ ëÏÐÙÌÏ×, ÄÒÕÇ óÁÛÉ úÅÍÌÑËÏ×Á,

ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ×ÅÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ

ÓÏÔÒÕÄÎÉË éÎÓÔÉÔÕÔÁ æÉÚÉËÉ ô×ÅÒÄÏÇÏ ôÅÌÁ òáî.



îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÏÂ õÞÉÔÅÌÅ

÷. í. éÍÁÊËÉÎ

áÌÅËÓÁÎÄÒ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ úÅÍÌÑËÏ× ÂÙÌ ÍÏÉÍ ÕÞÉÔÅÌÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ × Á×ÇÕÓÔÅ 1977

ÇÏÄÁ, × ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ, ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ æíû �18 ÐÒÉ íçõ ÄÌÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ ÕÞÁÝÉÈÓÑ × æíû, Á ÚÁÔÅÍ × 1977/78 ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ × ËÌÁÓÓÅ 10\ö" ÏÄ-

ÎÏÇÏÄÉÞÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ. îÁ ÍÅÎÑ ÓÉÌØÎÏÅ ×ÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÌ ÅÇÏ ÓÔÉÌØ ×ÅÄÅÎÉÑ

ÕÒÏËÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÙ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ, ÕÒÏËÉ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÓÏÂÏÊ ÑÒËÏÅ ÔÅÁÔÒÁÌØÎÏÅ ÚÒÅÌÉÝÅ. çÏÒÁÚÄÏ ÐÏÚÖÅ × ÌÉÞÎÏÍ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÅ

á.î. ÐÒÑÍÏ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ \ÓÐÅËÔÁËÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎ É ÈÏÒÏ-

ÛÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ". ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ Ó×ÏÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÔÉÌØ ËÁË

\ÎÁÓÔÕÐÁÔÅÌØÎÏ-ÁÇÒÅÓÓÉ×ÎÙÊ". ñ ÂÙ ×ÏÚÄÅÒÖÁÌÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ É

ÎÁÚ×ÁÌ ÅÇÏ ÓËÏÒÅÅ \ÎÁÐÏÒÉÓÔÏ-×ÅÓÅÌÙÍ". ôÏ, ÞÔÏ á.î. ÈÏÔÅÌ ×ÎÅÄÒÉÔØ × ÓÏÚÎÁÎÉÅ

ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ×ÎÅÄÒÑÌÏÓØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÁËÔÉ×ÎÏ É ÎÁÐÏÒÉÓÔÏ, ÎÏ ÐÏÖÁÌÕÊ ÂÅÚ Ñ×ÎÏÇÏ

ÎÁÖÉÍÁ, Á ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ Õ×ÌÅÞÅÎÎÏÓÔÉ, ÏÂÁÑÎÉÑ, ÀÍÏÒÁ. èÏÒÏÛÏ ÚÁÐÏ-

ÍÎÉÌÉÓØ ÅÇÏ ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÐÏÇÏ×ÏÒËÉ: \ÎÅ ÎÁÄÏ ÄÕÍÁÔØ, ÎÁÄÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ",

\ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÄÎÁ ÍÉÎÕÔÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | Ä×Å ÍÉÎÕÔÙ É Ô.Ä."

(ËÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÂÙÌÁ ×ÙÐÉÓÁÎÁ ÓÅÒÉÑ ÚÁÄÁÞ). õÞÅÂÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ×ÙÄÁ×ÁÌÓÑ × ×É-

ÄÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ× | \ÔÅÚÉÓÏ×", ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÍÉ

ÛÅÄÅ×ÒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ Ñ ×ÐÅÒ×ÙÅ (ÄÕÍÁÀ, ËÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÉ) ÏÝÕÔÉÌ ÜÓÔÅ-

ÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅËÓÔÏ×. ÷ÏÏÂÝÅ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀ-

ÝÁÑ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÕÒÏËÏ× á.î., Á ÅÓÌÉ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏ,

ÔÏ ÏÂÕÞÁÑ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÏÎ ÐÒÉÏÂÝÁÌ ÎÁÓ Ë ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ

ÐÌÁÓÔÁÍ ËÕÌØÔÕÒÙ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ É ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÎÁÕÞÎÏÊ, ÓËÏÌØËÏ ÇÕÍÁÎÉ-

ÔÁÒÎÏÊ (ËÕÌØÔÕÒÙ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÉÓËÕÓÓÉÊ, ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÏ× É Ô.Ð.). ëÒÏÍÅ

ÏÂÙÞÎÙÈ ÕÒÏËÏ×, Ñ ÐÏÓÅÝÁÌ ÓÐÅÃËÕÒÓ á.î. ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �áÌÇÅÂÒÁ*�1. îÁ ÎÅÍ ÍÅÎÑ

ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÌÏ ÎÏ×ÏÅ, ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÞÕ×ÓÔ×Ï ÐÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ

ÎÁÕËÅ.

÷ÔÏÒÏÊ ÜÔÁÐ ÍÏÅÇÏ ÏÂÝÅÎÉÑ Ó á.î. ÎÁÞÁÌÓÑ (ÐÏÓÌÅ ÄÏÌÇÏÇÏ ÐÅÒÅÒÙ×Á) ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ, ËÏÇÄÁ ÍÙ Ó ÎÉÍ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÒÏÅËÔ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ ÍÁÔÅ-

ÒÉÁÌÏ× æíû × ÖÕÒÎÁÌÅ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ". ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÅ á.î., É Ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ

ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ. õ á.î. ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÓÏ×ÐÁÌÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÏ×ÙÍ ÜÔÁÐÏÍ ÖÉÚÎÉ

É, ÎÁ ÍÏÊ ×ÚÇÌÑÄ, Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÏ×ÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄßÅÍÁ. ïÎ ×ÙÉÇÒÁÌ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÏ ÐÒÅÓÔÉÖÎÙÈ ÇÒÁÎÔÏ× ÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÉÅ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ É Õ×ÌÅÞÅÎÎÏ ÏÔÄÁÌÓÑ ÜÔÏÊ

ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÛÉ ÂÅÓÅÄÙ ×ÒÁÝÁÌÉÓØ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ËÁËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÏÃÅÎËÉ ËÁÞÅ-

ÓÔ×Á ÕÞÅÂÎÉËÏ× É Ô.Ð. á.î. ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÌ, ÞÔÏ ÕÞÅÂÎÉË ÄÏÌÖÅÎ

ÂÙÔØ, ÍÏÖÅÔ, ÄÁÖÅ | ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ.

îÁÓÔÁÉ×ÁÌ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ

ÉÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÄÅÊ. é ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌ ÇÏÔÏ× ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ

1
óÐÅÃËÕÒÓ ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÇÌÁ×ÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ��4(27),

2003 Ç. É 1(28), 2004 Ç. ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ.
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8 ÷. í. éÍÁÊËÉÎ

×ÏÐÒÏÓÙ, ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÕÌØÔÕÒÙ. éÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÓÑ ÓÕÄØÂÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ×, Ó

ÇÏÒÄÏÓÔØÀ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÏÂ ÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÈ. ÷ ÉÎÔÅÒÎÁÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÄÉÃÉÑ,

ÞÔÏ ÓÉÌØÎÙÅ ÕÞÅÎÉËÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÐÒÉÏÂÝÁÔØÓÑ Ë ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍÉ. óÁÍ á.î. ÐÏÖÅÒÔ×Ï×ÁÌ Ó×ÏÅÊ ÎÁÕÞÎÏÊ

ËÁÒØÅÒÏÊ ÒÁÄÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÁÔØ ÏÄÁÒÅÎÎÙÈ ÄÅÔÅÊ, ×Ù×ÏÄÉÔØ ÉÈ × ÂÏÌØÛÕÀ

ÎÁÕËÕ É ÖÉÚÎØ. ïÄÎÁÖÄÙ ÏÎ ÍÎÅ ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÍ ÕÞÅÎÉËÁÍ,

Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÐÒÅÄ×ÉÄÅÌ × ÂÕÄÕÝÅÍ ÎÁÕÞÎÙÅ ÕÓÐÅÈÉ, ÏÎ ÐÒÏÓÔÏ Ó×ÏÉÍ Á×ÔÏÒÉÔÅÔÏÍ

ÚÁÐÒÅÝÁÌ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ × ÉÎÔÅÒÎÁÔÅ, ÚÎÁÑ, ËÁË ÚÁÔÑÇÉ×ÁÅÔ ÜÔÏ ÄÅÌÏ. ëÁË É × ÛËÏÌØ-

ÎÙÅ ÇÏÄÙ, ÐÏÓÌÅ ÏÂÝÅÎÉÑ Ó á.î. Ñ ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÌ ÓÅÂÑ ÏËÒÙÌÅÎÎÙÍ, ÐÏÌÎÙÍ ÎÏ×ÙÈ

ÉÄÅÊ É ÐÒÏÅËÔÏ×.

÷ÅÒÀ, ÞÔÏ ÄÒÕÚØÑ É ÕÞÅÎÉËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔ ÐÁÍÑÔØ ÏÂ áÌÅËÓÁÎÄÒÅ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÅ.

éÍÁÊËÉÎ ÷ÁÌÅÒÉÊ íÁÒÓÏ×ÉÞ,

ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË,

ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ ÖÕÒÎÁÌÁ

\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ".



üÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×

á. î. úÅÍÌÑËÏ×

úÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÇÌÁ× ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ

11 ËÌÁÓÓÏ× Ó ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÎÏÍÅÒÁÈ ÖÕÒÎÁÌÁ

ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÐÏÓÏÂÉÀ, Á

ÔÁËÖÅ ÇÌÁ×Á 1. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×Á 2. ÷ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ ÐÏÓÏÂÉÅ

ÇÏÔÏ×ÉÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å íãîíï.

çÌÁ×Á 2. éîôåçòáìøîïå éóþéóìåîéå é

äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ

§ 2.1. áÎÁÌÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)

óÒÅÄÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ

x′ = F (x; t); (0)

ÏÓÏÂÏ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÁÑ (ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ)

ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (×ÒÅÍÅÎÉ) t, F (x; t) ≡ f(t), Á ÔÁËÖÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÍÅÎÑÀÝÅÊÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x(t), x′ = F (x), Ô. Å. x′(t) ≡ F (x(t)).

õÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÔÉÐÁ (Á×ÔÏÎÏÍÎÙÍÉ) ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ × ÇÌÁ×ÁÈ 3{4, Á × ÜÔÏÊ

ÇÌÁ×Å ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÔÉÐÁ x′(t) = f(t) ÉÌÉ, × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

y ×ÍÅÓÔÏ x É x ×ÍÅÓÔÏ t, ÎÁ ÁÎÁÌÉÚÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ = f(x) : ∀ x ∈ D y′(x) = f(x): (1)

úÄÅÓØ f | ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, D | ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ: ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÉÌÉ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ D = Df | ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f).

2.1.1. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)

ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, Ô. Å.

ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÚÁÄÁÞÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ). óÏÏÔÎÅÓÅÍ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑÍ, Ó ÐÒÉÎÑÔÏÊ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ: ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÒÙ,

ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÚÎÁËÏÍÙÅ ÐÏ ËÕÒÓÕ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ, × ÔÅÒ-

ÍÉÎÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ïÐÒ ÅÄ Å Ì Å Î É Å 1. æÕÎËÃÉÑ F (x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒ�ÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)

(ÉÌÉ �ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ� f(x)) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å D | ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÉÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÏ×, | ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), y′ = f(x),

ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, Ô. Å.

∀ x ∈ D ∃ F ′(x) É F ′(x) = f(x):
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10 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ðÒÉÍÅÒ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = x, x ∈ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË-

ÃÉÑ y = x2

2
, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÀ É ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = x2

2
+ C, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. �

ðÒÉÍÅÒ 2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = x2, x ∈ R, ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ

y =
x3

3
+ C;

ÇÄÅ C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ1 ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. �

ðÒÉÍÅÒ 3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = 1
x2
, x 6= 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÌÀ-

ÂÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ y′ = − 1
x
+ C. �

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ×ÓÅ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÄÌÑ ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ (ÕÇÁÄÁÌÉ, �ÎÁÛÌÉ�)? ïÔ×ÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)). åÓÌÉ y1(x) É y2(x) | Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ = f(x), x ∈ I, ÇÄÅ I | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË, ÔÏ

∀ x ∈ I y2(x) = y1(x) + C, ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1 (ÐÒÉÚÎÁË ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ⊂ R, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ×ÓÅÍ ÜÔÏÍ

ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I:

h′(x) ≡ 0 ÎÁ I =⇒ h(x) ≡ const ÎÁ I:

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ

ÁÎÁÌÉÚÁ:

∀ a; b ∈ I ∃ c ∈ I f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) = 0;

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ | ÆÕÎËÃÉÀ r(x) =

= y2(x)− y1(x). ðÏÌÕÞÉÍ:

∀ x ∈ I r′(x) = y′2(x)− y′1(x) = f(x)− f(x) = 0:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ (ÌÅÍÍÅ 1), ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ

r(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ | ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ C | ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ

ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ y2(x)− y1(x) = C, ÐÏÜÔÏÍÕ y2(x) = y1(x) + C. �
íÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÌÉ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ,

ÔÁË ËÁË ÐÒÉÚÎÁË ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ

1îÁÐÏÍÎÉÍ: ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÚÁÐÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ×ÈÏÄÉÔ ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÏÔ ÌÁÔ.

additivus: �ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ�.
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ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ÅÓÌÉ r′(x) ≡ 0 ÎÁ I, ÔÏ ∀ a; b ∈ I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c ÍÅÖÄÕ

a É b ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

r(b)− r(a) = r′(c)(b− a) = 0 =⇒ r(b) = r(b):

îÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÖÅ (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎ-

ÖÁ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ: ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÎÁ

ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×ÏÊ × ÃÅÌÏÍ | ×ÅÄØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ

ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× Ó×ÏÑ!

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÌÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á × ÐÒÉÍÅÒÅ 3 | ÏÔÎÀÄØ ÎÅÔ, ÔÁË

ËÁË ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 1
x2
,

Ô. Å. ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× (−∞; 0) ∪ (0; +∞). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ

ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ� ÆÏÒÍÕÌÏÊ

y(x) =


−1

x
+ C1; x < 0;

−1

x
+ C2; x > 0:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ËÏÒÏÞÅ, × ×ÉÄÅ

y(x) = −1

x
+ Ĉ;

ÇÄÅ �ÄÏÍÉË� ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = f(x) (ËÁË

ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÜÔÏ ×ÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : D = D(f)), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÑÔÁ Ó×ÏÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁË-

ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ ÎÁ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)).

ìÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x), x ∈ I, ÇÄÅ I | ÄÁÎÎÙÊ

(×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË, | ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ y(x) = y1(x) + C,

ÇÄÅ y1(x) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 1, ÏÂÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ

ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÐÅÒ×Ï-

ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÏÔ-

ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÏÍ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ : ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F ÎÁ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔËÅ I, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÅ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ f ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×

×ÉÄÅ F (x) + C, C = const ∈ R.

îØÀÔÏÎ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, Á ÚÁÄÁÞÕ ÉÈ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÌ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: × ÅÇÏ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÒÅÛÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÚÎÁ-

ÞÉÔ, ÏÔÙÓËÁÔØ �ÆÌÀÅÎÔÕ� (ÆÕÎËÃÉÀ, �ÔÅËÕÝÕÀ�; ÌÁÔ. 
uenta | �×ÏÄÙ�, �×ÏÌÎÙ�, �ÔÅÞÅÎÉÅ�), ÚÎÁÑ
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ÅÅ �ÆÌÀËÓÉÀ� (Ô. Å. ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, �ÓËÏÒÏÓÔØ�; ÌÁÔ. 
uxio ÉÌÉ 
uctio | �ÉÓÔÅÞÅÎÉÅ�). ëÒÏÍÅ ÔÏ-

ÇÏ, îØÀÔÏÎ ÎÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ (ÏÄÎÁËÏ, ÕÐÏÍÉÎÁÌ, ÞÔÏ × ÒÅÛÅÎÉÑ �×ÈÏÄÑÔ�

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ). ðÅÒ×ÙÍ ÅÅ ÎÁÐÉÓÁÎÉÅ ××ÅÌ ìÅÊÂÎÉÃ (× 1694 Ç.).

óÁÍ ÔÅÒÍÉÎ �ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ� × ÏÂÉÈÏÄ ××ÅÌ ìÁÇÒÁÎÖ × 1797 Ç. × Ó×ÏÅÊ �ôÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ�, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÔÅÒÍÉÎÏÍ �ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ�. æÒÁÎÃÕÚÓËÉÅ É ÁÎÇÌÉÊÓËÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ

ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÔ ÌÁÔ. primitivus: ÎÅÞÔÏ �ÎÁÞÁÌØÎÏÅ�, �ÉÓÈÏÄÎÏÅ�, ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ �ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ�, | É deriva-

tivus: �ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÊ� (ÐÒÏÉÚ×ÅÄ�ÅÎÎÙÊ), �ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ� (ÉÚ ÞÅÇÏ-ÌÉÂÏ). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ y′ = f ′(x)
(ÉÌÉ x′(t)), y′′ = f ′′ É Ô. Ä. ÔÁËÖÅ ××ÅÌ ìÁÇÒÁÎÖ (1770). îØÀÔÏÎ ×ÍÅÓÔÏ �ÛÔÒÉÈÏ×� ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ

ÔÏÞËÉ ÎÁÄ ÆÌÀÅÎÔÁÍÉ: _x, �x ; × ÍÅÈÁÎÉËÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎØÀÔÏÎÏ×Ù ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ (ÈÏÔÑ × áÎÇÌÉÉ ÏÎÉ ÏÔÍÅÎÅÎÙ Ó 1915 Ç. ÐÏ �ÔÉÐÏÇÒÁÆÓËÉÍ

ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ�!). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÇÌÁ×Å 4.

2.1.2. ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)

É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÐÅÒ-

×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F (x), ÔÏ f(x) ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÏÎÉ

ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ F (x) ÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ,

Ô. Å. ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x), x ∈ I, ÎÁÌÏÖÉÔØ

ÅÝÅ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ô. Å. ÚÁÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ∈ I, ÔÏ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ |

ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

y(x0) = y0 =⇒ y0 = F (x0) + C =⇒ C = y0 − F (x0):

÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË

ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ = f(x)). åÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x), x ∈ I, ÇÄÅ I |

ÄÁÎÎÙÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-

ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ y(x0) = y0.

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ y(x), x ∈ I, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ�:{
y′(x) = f(x) (∀ x ∈ I);

y(x0) = y0 (x0 ∈ I; y0 ∈ R);

ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ×ÙÛÅ. �
ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÉÓËÏÍÏÅ (ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÄÁÎ-

ÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ) ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ) ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ F (x):

y(x)=F (x) + C=F (x) + (y0−F (x0))=y0 + (F (x)−F (x0)) ⇐⇒
⇐⇒ y(x)− y(x0) = F (x)− F (x0):

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÌÀÂÙÈ

Ä×ÕÈ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x0 ÄÏ ÔÏÞËÉ x) ËÁË ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ

(ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÍÅÎÑ× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).
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ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÌÀÂÙÈ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ F (x)

É F (x), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ I ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÎÁ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b ÒÁ×ÎÙ:

F (b)− F (a)
des
= F (x)

∣∣∣b
a
= F (x)

∣∣∣b
a

des
= F (b)− F (a)1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ

f(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F (x), ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F (x)

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ F (x) ÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C: F (x) = F (x) + C. îÏ × ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ

F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) =

= F (b)− F (a) = F (x)
∣∣∣b
a
: �

2.1.3. ÷ÏÐÒÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)

ÉÌÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

÷ÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÉÌÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ïÄÎÁËÏ, ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÌÀÂÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ sgn x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÎÁ R. îÁ-

ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�:

sgn x =


−1; x < 0;

1; x > 0;

0; x = 0:

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F (x) ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉ-

ÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R. ôÏÇÄÁ ∀ x ∈ R ∃ F ′(x) = sgn x. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0)

F ′(x) = −1, Á ÔÁË ËÁË ÎÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−x)′ = −1, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÏ-

ÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0) F (x) = −x + C ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; +∞) F (x) = x + C1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C1.

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F (x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ×ÓÀÄÕ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ×

ÔÏÞËÅ x = 0, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÕÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ limF (x) = F (0) ÐÒÉ x→ 0. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, C1 = F (0) = C, É ÆÕÎËÃÉÀ F (x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

F (x) =


−x + C; x < 0;

x+ C; x > 0;

C; x = 0

⇐⇒ F (x) = |x|+ C:

1úÎÁÞÏË �des� ÎÁÄ ÚÎÁËÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ�| ÁÎÇÌ. designation.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÕÄÏÂÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ

ÔÏÞËÉ a ÄÏ ÔÏÞËÉ b: F (x)
∣∣b
a
. åÇÏ ××ÅÌ × 1848 Ç. ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ð.æ.óÁÒÒÀÓ.
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îÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ: × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÔÁËÏ×ÏÊ ÂÙÌÁ ÂÙ É ÆÕÎËÃÉÑ F (x)− C = |x|, Á ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ |x| ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x = 0.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ sgn x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×Ï-

ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÎÁ R. �

÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 4 ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ. ïËÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ, ÞÔÏ:

1) æÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ |

ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × § 2.3.
2) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ | ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 5. æÕÎËÃÉÑ

f(x) =

 2x cos
1

x
+ sin

1

x
; x 6= 0;

0; x = 0

ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x = 0 (ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ limf(x) × ÎÕÌÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ),

ÎÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

F (x) =

 x2 cos
1

x
; x 6= 0;

0; x = 0;

ËÏÔÏÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ (ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ

×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. �

§ 2.2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y)

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÚÁÎÑÔØÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÊ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′ = f(x), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÐÏÄ-

ÈÏÄÏ× Ë ÁÎÁÌÉÚÕ É ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÔÁË

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ (1768) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ü×ÏÌÀÃÉ-

ÏÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x′ = F (x; t); (0)

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÐÉÛÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, × ×ÉÄÅ

y′ = F (x; y); Ô. Å. y′(x) = F (x; y(x)); (1)

ÇÄÅ F = F (x; y) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy.
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2.2.1. ðÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÁÑ y′(x) ÅÓÔØ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÒÅÛÅÎÉÑ y = y(x)

× ÔÏÞËÅ (x; y) = (x; y(x)), ÐÒÉÞÅÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (1), ÏÎ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ | ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÀ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x; y), | ÔÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1), ÚÎÁÞÉÔ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ

ÆÕÎËÃÉÀ y(x) (ÉÌÉ ÅÅ ÇÒÁÆÉË) ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ÓÅ

×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÁÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy

(ÒÉÓ. 11). óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

L :M(x; y) 7→ LF (x;y)(M);

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Lk(M) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕM É ÉÍÅÀÝÁÑ ÕÇÌÏ×ÏÊ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k. çÒÁÆÉËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) × ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11).
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òÉÓ. 11 òÉÓ. 12

ëÒÉ×ÙÅ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÏÔ×ÅÞÁ-

ÀÝÅÇÏ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ (1) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ô. Å. ÔÏÞËÕM0(x0; y0), ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ

ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ïÂÙÞÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅ

y(x0) = y0: (2)

2.2.2. íÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ

éÄÅÑ üÊÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÐÒÉÂÌÉ-

ÖÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÉÈ ÌÏÍÁÎÙÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÑÝÉÅÓÑ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÏÌÀ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2) y(x0) = y0. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎ-

ÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0) ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ | ÇÒÁÆÉË ÒÅÛÅÎÉÑ |
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ÄÏ ÔÏÞËÉ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÏÔÒÅÚÏË [x0; x] ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ

ÔÏÞËÁÍÉ x1; x2; :::; xn−1,xn = x (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, xm = x0 +mx−x0
n

) É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÌÏÍÁÎÕÀ

üÊÌÅÒÁ M0M1M2:::Mn, ÇÄÅ Mm = (xm; ym) É ÔÏÞËÉ M1;M2; ::: ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ

ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË MmMm+1 ÉÄÅÔ ×ÄÏÌØ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ L × ÔÏÞËÅ Mm (ÒÉÓ. 12).

ôÏÇÄÁ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÑÍÏÊ MmMm+1 ÒÁ×ÅÎ F (xm; ym), ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÐÉ-

ÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y = ym + F (xm; ym)(x− xm);

ÐÏÜÔÏÍÕ

ym+1 = ym + F (xm; ym)(xm+1 − xm): (3)

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÏÄÎÕ × ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÉ m =

1; 2; :::; n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ üÊÌÅÒÁ

yn = y0 +

n−1∑
m=0

F (xm; ym)(xm+1 − xm);

ËÏÔÏÒÁÑ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ n → ∞ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙ ÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó

ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2) × ÔÏÞËÅ x: ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ

lim
n→∞

yn = y(x):

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ F =

= F (x; y), ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

(É ÄÁÖÅ ÔÏÞÎÁÑ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ) ÄÁÌÅËÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÕÒ-

ÓÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å (× § 5.1) ÍÙ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÐÏÄÈÏÄ üÊÌÅÒÁ × ÓÌÕÞÁÅ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = ky, Á × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁ-

ÒÁÇÒÁÆÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ y′ = f(x).

óÅÊÞÁÓ ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ) ÍÅ-

ÔÏÄ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1).

2.2.3. éÚÏËÌÉÎÙ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ-

ÄÒÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÏÊ LF (x;y)(M) ÞÅÒÅÚ

ÔÏÞËÕ M ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÏÔÒÅÚÏÞÅË), ÔÏ ÐÏ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ

ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, Ô. Å.

ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. åÝÅ ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ üÊÌÅÒÁ (× 1694 Ç.) Û×ÅÊÃÁÒÓËÉÊ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉË, ÓÐÏÄ×ÉÖÎÉË ìÅÊÂÎÉÃÁ éÏÇÁÎÎ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÚÏËÌÉÎÙ.

ïÐÒ Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. éÚÏËÌ�ÉÎÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y)

ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×ÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ

�k =
{
(x; y)

∣∣F (x; y) = k
}
;
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ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÚÏËÌÉÎÙ1 ÓÕÔØ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

F (x; y) = k, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÁËÌÏÎ: ÔÁÎÇÅÎÓ

ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ÒÁ×ÅÎ k (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ k = 0 ÉÚÏËÌÉÎÁ �0 ÄÁÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ËÒÉ×ÙÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ, Ô. Å. ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ

ÒÅÛÅÎÉÊ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y)).

íÅÔÏÄ ÉÚÏËÌÉÎ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏËÌÉÎ �k É ×ÄÏÌØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÉÊ | ÐÒÑÍÙÈ (ÏÔÒÅÚÏÞËÏ×) Ó ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ k.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ =
ax + by

cx + dy
, (c; d) 6= (0; 0),

ad− bc 6= 02, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚÏËÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

ax + by

cx+ dy
= k ⇐⇒ ax+ by = k(cx + dy) & cx+ dy 6= 0 ⇐⇒ Ax +By = 0

(cx+ dy 6= 0; A = a− kb; B = b− kd). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏ-

ÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏÌØËÏ Ó ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å.,

ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÐÁÒÕ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÌÕÞÅÊ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ,

Ô. Å. ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÁÍÉ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ). ðÏ-

ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÉÚÏËÌÉÎ ÐÒÏÝÅ ËÁË ÂÙ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÄÌÑ

ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ y = �x ÎÁÊÔÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

k = F (x; y) = F (x; �x) =
ax + b�x

cx + d�x
=
a+ b�

c+ d�
;

Á ÚÁÔÅÍ ×ÄÏÌØ Ä×ÕÈ ÌÕÞÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ �ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ� Ó ÜÔÉÍ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k = k(�).

÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ | ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-

ÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. îÏ × ÔÏÞËÁÈ

ÐÒÑÍÏÊ cx+ dy = 0, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ: ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ (x; y) ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑ-

ÍÏÊ Ë ÔÏÞËÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k = F (x; y) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-

ÓÔÉ. �

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ ÉÚÏËÌÉÎ É ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ

ÎÉÈ | ÐÏËÁÖÅÍ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) y′ = y

x
ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔ ×ÄÏÌØ ÉÚÏËÌÉÎÙ y = �x ÒÁ×ÅÎ

k = k(�) =
y

x
=
�x

x
= �:

úÎÁÞÉÔ, ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏ-

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÉÚÏËÌÉÎÁÍÉ (ÒÉÓ. 13) É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy (ÎÁ ÎÅÊ x = 0).

1ïÔ ÇÒÅÞ. ��o� , isos | �ÒÁ×ÎÙÊ�, �ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ� É κ���!, klino | �ÎÁËÌÏÎÑÀ�.
2ðÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ. þÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ad− bc = 0?
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍÉ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÕÞÉ ÓÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ

ËÒÉ×ÙÅ. ïÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ y = �x, É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ:

y′ = (�x)′ = �;
y

x
=
�x

x
= � = y′;

ÞÔÏ ÍÙ É ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. �

y

xO

y

xO

òÉÓ. 13 òÉÓ. 14

ðÒÉÍÅÒ 3. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) y′ = x

y
ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔ ×ÄÏÌØ ÉÚÏËÌÉÎÙ y = �x ÒÁ×ÅÎ

k = k(�) =
x

y
=

x

�x
=

1

�
:

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÉÚÏËÌÉÎÁÍÉ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ

k(�) = � ⇐⇒ 1

�
= � ⇐⇒ �2 = 1; � = ±1:

úÎÁÞÉÔ, ÌÕÞÉ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ y = ±x (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙËÉÎÕÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÓÕÔØ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) (ÒÉÓ. 14), Á ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.

þÔÏÂÙ ÐÒÉËÉÎÕÔØ, ËÁË ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÒÏÞÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ, ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ, Á

×ÄÏÌØ ÐÒÏÞÉÈ ÌÕÞÅÊ y = �x | ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑ-

ÍÏÊ y = x ÐÒÑÍÙÍÉ y = �−1x (×ÓÐÏÍÎÉÔÅ: ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÚÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ

ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁË ÒÁÚ �−1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 14). ðÒÉ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÉÉ ÌÕÞÅÊ Ë ÐÒÑÍÙÍ y = ±x ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÜÔÉÈ

ÌÕÞÅÊ, É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë

ÎÉÍ | ËÁË Ë ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍ. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕÇÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ. �

ðÒÉÍÅÒ 4. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) y′ = −y

x
ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔ ×ÄÏÌØ ÉÚÏËÌÉÎÙ y = �x ÒÁ×ÅÎ

k = k(�) = −y

x
= −�x

x
= −�:
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úÎÁÞÉÔ, ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ y = �z ÓÏÎÁÐ-

ÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ ÌÕÞÁÍÉ y = −�x (ÒÉÓ. 15).

÷ÄÏÌØ ÐÏÌÕÏÓÅÊ ÏÓÅÊ Ox É Oy ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÎÉÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ-

ÌÕÏÓÉ ÓÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗). ðÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÌÕÞÅÊ y = �x Ë

ÐÏÌÕÏÓÑÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÎÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÐÏÌÕÏÓÅÊ, É ÏÐÑÔØ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÎÉÍ |

ËÁË Ë ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15). îÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ: ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ xy = a = const. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (∗):

y =
a

x
=⇒ y′ = − a

x2
; −y

x
= −a

x
· 1
x
= − a

x2
= y′:

÷ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á xy = a:

xy(x) ≡ a = const =⇒ (xy(x))′ = y(x) + xy′(x) ≡ 0 =⇒ y′(x) = −y(x)
x

;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. �

y

xO O

y

x

òÉÓ. 15 òÉÓ. 16

ðÒÉÍÅÒ 5. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) y′ = −x
y
ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔ ×ÄÏÌØ ÉÚÏËÌÉÎÙ y = �x ÒÁ×ÅÎ

k = k(�) = −x
y
= − x

�x
= −1

�
:

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ Ó ÉÚÏËÌÉÎÁÍÉ:

k(�) = � ⇐⇒ −1

�
= � ⇐⇒ �2 = −1:

îÁ ÌÕÞÁÈ y = ±x ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÉÍ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÎÁ
ÐÏÌÕÏÓÑÈ (ÒÉÓ. 16). îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÌÕÞÅ y = �x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÌÕÞÁ Ä×ÕÍÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ: ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = x (ÔÏÇÄÁ

� ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 3, × �−1) É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
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ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k(�) = −�−1). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÅÓÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ −90, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ
×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÌÕÞÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÍÕ ÌÕÞÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 16).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗)
ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 = R2 = const Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ, Á ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ y(x) = ±√R2 − x2. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÌÅÇËÏ

ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ,

y′(x) = (±
√
R2 − x2)′ =

−2x
±2√R2 − x2

= − x

y(x)
;

ÉÌÉ ÖÅ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ�, ÚÁ-

ÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2 + y2(x) ≡ const:

(x2 + y2(x))′ = 2x + 2y(x) · y′(x) ≡ 0 =⇒ y′(x) = − x

y(x)
;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, × ÇÌÁ×Å 4, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ Ë ìÅÊÂÎÉÃÕ ÐÒÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 2{5, ÓÎÉÍÁÀÝÉÊ �ÐÏËÒÏ× ÔÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÓÔÉ� Ó ÎÁÛÉÈ �ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÊ�.

§ 2.3. ìÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)
É ÉÎÔÅÇÒÁÌ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÍÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

ÐÒÉÌÏÖÅÎÙ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ

y′ = f(x) : ∀ x ∈ I y′(x) = f(x); (1)

ÇÄÅ I ⊂ Df | ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÜÔÏÍ

ÐÕÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ É ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(1) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ.

2.3.1. ìÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ M 7→ Lk(M) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×É-

ÄÁ (1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ M(x; y) ÒÁ×ÅÎ

k(M) = f(x) É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÁÂÓÃÉÓÓÙ x ÔÏÞËÉ M . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ x = const (ÉÎÁÞÅ,

ÉÚÏËÌÉÎÙ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ). ïÔÓÀÄÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÁÈ ×ÄÏÌØ ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ

ÂÕÄÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ (Ô. Å. ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍÏ × ÓÅÂÑ), Á ËÁÖÄÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ | ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ

Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) (ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ!)

ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÒÉÓ. 17). ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÑÓÎÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ

ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (1): ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ y′ = f(x) (x ∈ I) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ× × ÎÁ-

ÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÓÉ Oy ÍÙ ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÐÒÏÛÅÌ ÞÅÒÅÚ

�ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ� M0(x0; y0) | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÎÏÓ.
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òÉÓ. 17 òÉÓ. 18

ôÅÐÅÒØ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÒÏ-

×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0) ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, Ô. Å. ÇÒÁÆÉË ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x), x ∈ I, ÄÏ ÔÏÞËÉ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. îÁ-

ÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. Ð. 2.2.2) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ìÅÏÎÁÒÄÏÍ üÊÌÅÒÏÍ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ n-Ú×ÅÎÎÙÍÉ ÌÏÍÁÎÙÍÉ M0M1M2:::Mn. üÔÉ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉ ËÁ-

ÖÄÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÔÒÅÚÏË ÏÔ ÔÏÞËÉ x0 ÄÏ ÔÏÞËÉ x (ÍÙ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÓÌÕÞÁÑ x < x0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÐÉ-

ÛÅÍ: �ÏÔÒÅÚÏË [x0; x]�) ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ x1; :::; xn−1; xn = x(
xm = x0 +mx−x0

n

)
É, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÏÞËÉ M0(x0; y0), ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÏÞËÉ

Mm = (xm; ym),m = 1; 2; :::; n, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏËMmMm+1 ÛÅÌ ×ÄÏÌØ ÐÏÌÑ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ L × ÔÏÞËÅ Mm (ÒÉÓ. 18). õÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÑÍÏÊ MmMm+1 ÄÏÌ-

ÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ f(xm), ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ y = ym + f(xm)(x− xm),

ÐÏÜÔÏÍÕ ym+1 = ym + f(xm)(xm+1 − xm), É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÔÉÈ ÒÅËÕÒ-

ÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÄÎÏÊ × ÄÒÕÇÕÀ (ÐÒÉ m = 1; 2; :::; n) ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÌÏÍÁÎÏÊ üÊÌÅÒÁ:

yn = y0 +

n−1∑
m=0

f(xm)(xm+1 − xm) = y0 + Sn

(
f
)x
x0
: (2)

óÕÍÍÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÞÅÒÅÚ Sn
(
f
)x
x0
, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Ê �ÌÅ×ÏÊ�1 ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ

ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ∇ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x0 É x.

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ n→∞ ÄÁÄÕÔ ÎÕÖÎÕÀ ÉÎ-

ÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ y = y(t), ÇÄÅ t ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ ∇, Á × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ y(x0) = y0
× ÔÏÞËÅ x ÒÁ×ÎÏ

y(x) = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(y0 + Sn(x));

Sn(x) = Sn

(
f
)x
x0
=

n−1∑
m=0

f(xm)(xm+1 − xm):
(3)

1÷ ÚÎÁË ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, m-Å ÓÌÁ-

ÇÁÅÍÏÅ ÓÕÍÍÙ (2) (ÏÔÓÞÅÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó m = 0) ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ m-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÅÇÏ ÌÅ×ÏÍ ËÏÎÃÅ xm.
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(îÁÛÁ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÍÙ �ÐÒÏ-

ÓÔÏ� ÚÁÍÅÎÑÌÉ ÇÒÁÆÉË ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÍÕ ÎÁ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÍÁÌÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.)

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÁ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔËÅ I ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ∈ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË-

ÃÉÀ y(x), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3) (ÅÓÌÉ x = x0, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ y(x0) = y0), É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ

ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). íÙ ÐÏÊÄÅÍ ×ÔÏÒÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (3), Á ×ÙÑÓÎÉÍ, ÞÅÍÕ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ.

2.3.2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ (ÐÌÏÝÁÄÉ)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Sn(x) = Sn

(
f
)x
x0
ÐÏ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁ-

ÇÁÅÍÏÅ �Sm = f(xm)(xm+1 − xm) ÓÕÍÍÙ Sn(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎ-

ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ z = f(x): ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

x > x0, ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �Sm ÒÁ×ÎÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [xm; xm+1]

ÏÓÉ Ox × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ É Ó ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ Lm(xm; f(xm)) ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ z = f(x)

(ÒÉÓ. 19(á)). ÷ÓÑ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ

19(á) ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(xm) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÉÌÉ ÖÅ ÅÓÌÉ x < x0, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÏ ×ÚÑÔÏÊ

ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�.

x

z

x0 xm xm+1
xnO

z = f(x)

∆ Sm

S x S( ) = Σ ∆n m
m = 0

n−1

(À)

x

z

x0 xnO

S(1) S(3)S(2)

z = f(x)

S x( ) =

z = f(x)

S S + S−(1) (2) (3)

(Á)

òÉÓ. 19

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f , ÞÔÏ ÐÒÉ

n →∞ ÐÌÏÝÁÄØ Sn(x) ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ �ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÔÒÁÐÅÃÉÉ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ Ox, ÇÒÁÆÉËÏÍ z = f(x) É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ,

ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (x0; 0) É (x; 0) ÏÓÉ Ox (ÒÉÓ. 19(â)), ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÁÈ

ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ x < x0) ÐÌÏÝÁÄØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�: ÄÌÑ

Sn(x) = Sn

(
f
)x
x0

lim
n→∞

Sn(x) = S(x) = S
(
f
)x
x0
: (4)

óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (4), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(x0) = y0:

y(x) = y0 + S(x) = y0 + S
(
f
)x
x0
:

á ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ!
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2.3.3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ1). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ-

ÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I = (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) = y0 + S(x) = y0 + S
(
f
)x
x0
Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØ-

ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ y(x0) = y0.

éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ×ÉÄÅ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ (ÎÏ ÂÅÚ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ

ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ), ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÕÖÅ

× �ìÅËÃÉÑÈ� éÓÁÁËÁ âÁÒÒÏÕ (1667{1670). ïÄÎÁËÏ ÔÏÞÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÏÛÉ (1820{Å ÇÏÄÙ). äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏ XIX ×. ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ �ÎÅ ×ÌÁÄÅÌÉ�

ÔÏÞÎÙÍ (× ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ) ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÏÎÉ ËÁË ÂÙ �ÎÅ ÎÕÖÄÁÌÉÓØ� × ÎÅÍ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ëÏÛÉ (1821 Ç.), Á ÅÝÅ ÒÁÎØÛÅ ÅÇÏ

| âÏÌØÃÁÎÏ (1817 Ç.), Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓËÁÚÁÔØ ÏÓÏÂÏ.

âÅÒÎÁÒÄ âÏÌØÃÁÎÏ (1781{1848) | ÞÅÛÓËÉÊ ÍÏÎÁÈ É ËÁÔÏÌÉÞÅÓËÉÊ Ó×ÑÝÅÎÎÉË, ÔÅÏÌÏÇ É ÒÅÌÉ-

ÇÉÏÚÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆ, ÌÏÇÉË É ÏÞÅÎØ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÐÒÅÄ×ÏÓÈÉÔÉ×ÛÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ

ëÏÛÉ (ÉÍÅÎÎÏ ÏÎ ÐÅÒ×ÙÍ ÄÏËÁÚÁÌ �ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ� Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ, ÇÄÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ

ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÍÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÐÏÌÁÍ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÍÅÔÏÄÏÍ âÏÌØÃÁÎÏ�), ÎÏ É ÉÓÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÎÉÑ ëÁÒÌÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (1840{50-Å ÇÏÄÙ), É ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× çÅÏÒÇÁ ëÁÎÔÏÒÁ (1870{80-Å

ÇÏÄÙ). âÏÌØÃÁÎÏ ÚÁ 30 ÌÅÔ ÄÏ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÐÒÉ×ÅÌ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÔÒÑÓÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÄÏ ÔÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ ÅÝÅ × 1905 Ç. ËÒÕÐÎÅÊÛÉÊ

ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË áÎÒÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ×ÏÐÒÏÛÁÌ: �ëÁË ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÏÂÍÁÎÕÔØ ÎÁÓ ÄÏ

ÔÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ?�, | Á ÅÇÏ ÓÏÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÉË ûÁÒÌØ üÒÍÉÔ ÔÏÇÄÁ ÖÅ ÐÉÓÁÌ, ÞÔÏ ÏÎ �Ó ÕÖÁÓÏÍ

ÏÔ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÎÕÛÁÀÝÅÊ ÓÏÖÁÌÅÎÉÅ ÑÚ×Ù ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ

ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ � (ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÇÏ ÉÚÒÅÞÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÒÏÎÉÞÎÙÍ).

âÏÌØÃÁÎÏ ×ÎÅÓ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ × ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | × ÔÅÏÒÉÀ ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÌÏÇÉËÕ, × ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÏÎ ÒÁÎÅÅ

ëÏÛÉ É áÂÅÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÄÏÛÅÌ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ; ÐÏ ÅÇÏ ÓÔÏÐÁÍ ÛÅÌ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ

ÐÒÉ ××ÅÄÅÎÉÉ Ó×ÏÅÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË S(x0) = 0, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ∈ I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ S ′(x), ÐÒÉÞÅÍ
S ′(x) = f(x). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x > x0 É f(x) > 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �x

�S(x) = S(x+�x)− S(x) = S
(
f
)x+�x

x
≈ f(x)�x

(ÒÉÓ. 20), ÏÔËÕÄÁ �S
�x

≈ f(x), ÐÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ �x. ÷ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÕÂÁÑ ÉÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

S ′(x) = f(x). ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, x > x0 É f(x) > 0. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ïËÒx ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ x + h ∈ ïËÒx, ÔÏ |f(x+ h)− f(x)| < " ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, f(x)− " < f(x+ h) < f(x) + ".

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �x > 0 É x+�x ∈ ïËÒx, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ �S

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ S(x) ÚÁËÌÀÞÅÎÏ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ (f(x)− ")�x < �S < (f(x) + ")�x

1�ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÎÁÌÉÚÁ� ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ (§ 2.1, ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ 1): ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I, ÔÏ ÌÀÂÁÑ

ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F (x) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ F (x) ÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C: F (x) = F (x) + C.

ëÁË ÍÙ ×ÓËÏÒÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ | ÏÓÏÂÅÎÎÏ �× ÐÁÒÅ� Ó

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ�.
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(ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ " ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x)− " > 0, ÔÏ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÒÁÐÅ-

ÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ x É x+�x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ

[x; x +�x] É ×ÙÓÏÔÏÊ f(x)− " É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÅÍ É ×ÙÓÏÔÏÊ f(x) + " | ÓÍ. ÒÉÓ. 20). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ �x > 0, ÐÏÓÌÅ

ÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �x ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ

f(x)− " <
�S

�x
< f(x) + " =⇒

∣∣∣∣�S�x − f(x)

∣∣∣∣ < ":

x

z

x0 x

S x( ) ∆S x( )

x x+∆

f x( )+ε
f x( )

f x( )−ε

O

òÉÓ. 20

üÔÉ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É × ÓÌÕÞÁÅ,

ËÏÇÄÁ �x < 0: ÔÏÇÄÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ �S < 0, É ÅÓÌÉ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ x +�x ∈ ïËÒx, ÔÏ

(f(x)− ")|�x| < |�S| < (f(x) + ")|�x|

(ÏÂßÑÓÎÉÔÅ), ÏÔËÕÄÁ

f(x)− " <
|�S|
|�x| =

−�S
−�x =

�S

�x
< f(x) + ":

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

∀ " > 0 ∃ ïËÒx ∀ x +�x ∈ ïËÒx

∣∣∣∣�S�x − f(x)

∣∣∣∣ < ";

Á ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ lim �S
�x

= f(x) ÐÒÉ �x→ 0, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ

ÐÌÏÝÁÄØ) S ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x, ÐÒÉÞÅÍ S ′(x) = f(x).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÚÎÁËÏ× ÐÌÏÝÁÄÅÊ�, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ É ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ

f(x) < 0 ÉÌÉ x < x0 | ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. �
2.3.4. ôÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)

É ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ (ÎÏ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ! | ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5 ÉÚ § 2.1) ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x)). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÉÌÉ ÎÁ ÏÂßÅÄÉ-

ÎÅÎÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× D, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = f(x), x ∈ D, ÉÍÅÅÔ

ÒÅÛÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ). ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ,

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÉÌÉ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× D, ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÎÁ D.
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2.3.5. ðÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ

ËÁË ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

÷ÙÛÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ y(x) ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅ-

ÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ S(x) = S
(
f
)x
x0

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-

ÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÏÓØÀ Ox, ÇÒÁÆÉËÏÍ z = f(x) É ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ

× ÔÏÞËÁÈ x0 É x: ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×ÄÏÂÁ×ÏË, ÞÔÏÂÙ y(x0) = y0, ÔÏ ÎÕÖÎÁÑ ÐÅÒ×Ï-

ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

y(x) = y0 + S(x) = y0 + S
(
f
)x
x0
: (5)

ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: ÎÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ

ÎÁÈÏÄÑÔ, ÏÔÙÓËÉ×ÁÑ ÐÌÏÝÁÄÉ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ), Á, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÔÙÓ-

ËÉ×ÁÀÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ . þÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ (5) × ×ÉÄÅ

S(x) = S
(
f
)x
x0
= y(x)− y0 = y(x)− y(x0):

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉ-

ËÁÌÑÍÉ × ÔÏÞËÁÈ x0 É x ÒÁ×ÎÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ y(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ

x0 ÄÏ ÔÏÞËÉ x:

S
(
f
)x
x0
= y(x)− y(x0) = y(t)

∣∣∣x
x0

:

ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ (§ 2.1, ÔÅÏÒÅÍÁ 2) ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ y(x), ÓÁÍÉÍ Ó×ÏÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÐÌÏ-

ÝÁÄÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I: ×ÓÅ

ÒÁ×ÎÏ

S
(
f
)x
x0
= y(t)

∣∣∣x
x0

= F (t)
∣∣∣x
x0

= F (x)− F (x0);

Á ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F ÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÕÇÁÄÁÔØ� (ÐÏÄÏÂÒÁÔØ, ÎÁÊÔÉ) ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë

ÐÌÏÝÁÄÑÍ. ðÏÌÏÖÉÍ x0 = a, x = b É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÁÒÒÏÕ (1669{1670)). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ I ÐÌÏÝÁÄØ S
(
f
)b
a
(Ó

ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÏ× ÆÕÎËÃÉÉ f É ÒÁÚÎÏÓÔÉ b− a) ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÊ ÌÉÎÉÑÍÉ

y = 0; y = f(x); x = a; x = b;

ÒÁ×ÎÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ (ÌÀÂÏÊ) ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ F ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b:

S
(
f
)b
a
= F (x)

∣∣∣b
a
= F (b)− F (a): (6)

éÓÁÁË âÁÒÒÏÕ ÐÅÒ×ÙÍ Õ×ÉÄÅÌ Ó×ÑÚØ ÐÌÏÝÁÄÅÊ Ó ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ. îØÀÔÏÎ ÔÒÁËÔÏ×ÁÌ ÜÔÕ Ó×ÑÚØ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ: ÐÕÔØ (ÆÌÀÅÎÔÁ) ÅÓÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ (ÆÌÀËÓÉÉ).

ìÅÊÂÎÉÃ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ (ÐÌÏÝÁÄÅÊ) Ë 1695 Ç. ÐÒÉÛÅÌ Ë ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. (úÁÄÁÞÁ áÒÈÉÍÅÄÁ: Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.) îÁÊÄÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ �ËÒÉ-

×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ y = �x2, ÏÓØÀ Ox É ×ÅÒÔÉ-

ËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ x = c > 0 (ÒÉÓ. 21). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË� ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ: ÄÌÑ ÎÅÅ a = 0, b = c, f(x) = �x2. ôÁË ËÁË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ
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ÄÌÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ!) ÆÕÎËÃÉÑ F (x) = 1
3
�x3 (x ∈ R; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÇÏÄÉÔÓÑ

ÌÀÂÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ, ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÍÙ ÎÅ ÐÉÛÅÍ | ÉÌÉ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ

ÎÕÌÀ), ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ (6)

S
(
�x2

)c

0
=

1

3
�x3

∣∣∣c
0
=

1

3
�c3 − 0 =

1

3
�c3:

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ S = 1
3
· c · �c2 | ÐÌÏÝÁÄØ �ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ� ÒÁ×ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ ÏÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÐÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÒÑÍÙÍÉ x = c, y = f(c) = �c2;

ÓÍ. ÒÉÓ. 21). �

0

y

x

2ñα

c

3

3

1
cS α=

2xy α= y

x

xy sin=

π
2
π

0

1

2=S
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áÒÈÉÍÅÄ × III ×. ÄÏ Î. Ü. ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÉÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, Ó×ÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ

Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÅ, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ Õ×ÉÄÅÌ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Ó×ÏÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×. óÒÅÄÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ áÒÈÉÍÅÄÏÍ ÚÁÄÁÞ |

ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ É ËÁËÏÊ-

ÔÏ ÅÅ ÈÏÒÄÏÊ. ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ × �õÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ� É × § 12.2.

ðÒÉÍÅÒ 2. (úÁÄÁÞÁ ðÁÓËÁÌÑ: Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ.) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÌÏÝÁÄØ �ËÒÉ-

×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓØÀ Ox É ÇÒÁÆÉËÏÍ y = sin x ÏÔ ÔÏÞËÉ

0 ÄÏ ÔÏÞËÉ � (ÒÉÓ. 22). üÔÁ �ÄÏÌØËÁ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ� ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ: ÄÌÑ ÎÅÅ a = 0, b = �, f(x) = sinx. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎË-

ÃÉÉ sinx ×ÏÚØÍÅÍ F (x) = − cos x (x ∈ R), É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ (6) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

S
(
sinx

)�
0
=

[− cos x
]�
0
= (− cos �)− (− cos 0) = −(−1)− (−1) = 2:

ìÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. �

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ðÁÓËÁÌÅÍ × 1659 Ç. × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌØËÉ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ, ÏÔÓÅËÁÅÍÏÊ ÏÔ ÎÅÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. üÔÏ ÂÙÌ| × ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ-

ÇÉÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÅÒÅÊÄÅÍ, | ÐÅÒ×ÙÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ. óÁÍÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ðÁÓËÁÌÅÍ × �ôÒÁËÔÁÔÅ Ï ÓÉÎÕÓÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ËÒÕÇÁ�, ÓÙÇÒÁÌÏ

×ÙÄÁÀÝÕÀÓÑ ÒÏÌØ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ: × 1672 Ç. ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ

ìÅÊÂÎÉÃ (× ÐÅÒÅÒÙ×ÁÈ ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÉÍÉ ÄÉÐÌÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÅÌÁÍÉ!), ÚÁÈÏÔÅ×ÛÉÊ ÐÒÉÏÂÝÉÔØÓÑ Ë

ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÅÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ×ÓÔÒÅÔÉÌ çÀÊÇÅÎÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÔÞÁÓ ÄÁÌ ÅÍÕ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ ðÁÓËÁÌÑ.



�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ�. çÌÁ×Á 2 27

÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ìÅÊÂÎÉÃ ÐÉÓÁÌ éÏÇÁÎÎÕ I âÅÒÎÕÌÌÉ: �ñ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÎÁÐÁÌ ÎÁ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

äÅÔÏÎ×ÉÌÌÑ [ÐÓÅ×ÄÏÎÉÍ ðÁÓËÁÌÑ], ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏÅ × Ó×ÏÅÍ ÒÏÄÅ. îÏ ËÁËÏ×Ï ÖÅ ÂÙÌÏ ÍÏÅ ÉÚÕÍÌÅÎÉÅ,

ËÏÇÄÁ Ñ Õ×ÉÄÅÌ, ÞÔÏ Õ ðÁÓËÁÌÑ ÔÏÞÎÏ ÎÁÒÏÞÎÏ ÂÙÌÉ ÚÁËÒÙÔÙ ÇÌÁÚÁ: Ñ ÔÏÔÞÁÓ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ

ÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ [ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÍÍÁ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÁÑ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÅ] ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÌÁÇÁÔØÓÑ

×ÏÏÂÝÅ ËÏ ×ÓÅÍ ËÒÉ×ÙÍ� [Õ ðÁÓËÁÌÑ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÌÁ ÔÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÏÂ-

ÎÏ áÒÈÉÍÅÄÕ, ðÁÓËÁÌØ × ÞÁÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ Õ×ÉÄÅÌ ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ. ë ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ðÁÓËÁÌÑ ÍÙ

×ÅÒÎÅÍÓÑ ÎÉÖÅ.

2.3.6. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a

ÄÏ b:

Sn = Sn
(
f
)b
a
=

n−1∑
m=0

f(xm)�xm =

n−1∑
m=0

f(xm)(xm+1 − xm): (7)

úÄÅÓØ �xm=xm+1−xm, x0=a, xn=b, Á ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ x1; x2; ::: xn−1 ÄÅ-

ÌÑÔ ÏÔÒÅÚÏË ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b (ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a > b) ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ:

xm = a+ b−a
n
. íÙ ÐÒÉÄÁÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ (7) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ Ó ÐÏ-

ÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÉËÁ z = f(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �Sm = f(xm)�xm =

= f(xm)(xm+1 − xm) ÓÕÍÍÙ Sn ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ (ÓÏ ÚÎÁËÏÍ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÐÉÓÁÎ-

ÎÙÈ × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ïÄÎÁËÏ ÅÝÅ Õ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× (å×ÄÏËÓÁ, áÒÈÉÍÅÄÁ), Á ÐÏÔÏÍ Õ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, ëÅÐÌÅÒÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÕÞÅÎÙÈ

�ÄÏÎØÀÔÏÎÏ×ÏÊ� ÜÐÏÈÉ ÐÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÉ

ÎÅ ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ, Á ÏÂßÅÍÁÍÉ, ÍÁÓÓÁÍÉ É Ô. Ä. é ÈÏÔÑ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÙ Sn ÍÏÖÎÏ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ××ÅÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÌÏÝÁÄÑÍ.

ïÐÒ ÅÄ Å Ì Å Î É Å 1. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b, ÐÒÅÄÅÌ

ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ (7) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÒÉ n→∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔ a ÄÏ b (ÉÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ1

b∫
a

f(x) dx
def
= lim

n→∞
Sn

(
f
)b
a
= lim

n→∞

n−1∑
m=0

f(xm)�xm:

þÉÓÌÁ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÉÖÎÉÍ É ×ÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÉÎÔÅ-

ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÐÒÉ a = b ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ), ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ × ÚÁÐÉ-

ÓÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ f(x)dx ÂÕË×Á x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ; ×ÍÅÓÔÏ x ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÕË×Õ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ

× ÐÒÅÄÅÌÅ ÞÉÓÌÏ) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ:

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt =

b∫
a

f(u) du =

b∫
a

f(�) d�

(ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÔÅ ÖÅ ÂÕË×Ù, ËÏÔÏÒÙÅ �ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ� × ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÅ-

ÄÅÌÏ× ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ!2).

1úÎÁÞÏË �def� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�.
2÷ÐÒÏÞÅÍ, ÆÉÚÉËÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÂÕË×Õ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ,

ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÅÀ ÒÁÚÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, | ÉÈ ÜÔÏ ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÓÍÕÝÁÅÔ.
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ôÅÒÍÉÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÌ × 1690 Ç. ñËÏ× âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÑ ÅÇÏ, ÓËÏ-

ÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÔ ÌÁÔ. integer: �ÃÅÌÙÊ�, �×ÅÓØ� (ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ñ.âÅÒÎÕÌÌÉ ÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ

ÇÌÁÇÏÌÁ integro: �ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ × ÐÒÅÖÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ�, �×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ�). äÏ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÏ×ÁÌÉ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ: �ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÎÅÄÅÌÉÍÙÈ � (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ) ÉÌÉ

ÐÒÏÓÔÏ �×ÓÅ ÌÉÎÉÉ�, �ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÉÊ�| ÌÁÔ. �omnes lineae�, �summa lineae�.

÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÷ÁÌÌÉÓ, Á ×ÓÌÅÄ ÚÁ ÎÉÍ

É ìÅÊÂÎÉÃ) ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ �omn�. C 1675 Ç. ìÅÊÂÎÉÃ ÒÁÄÉ ÅÝÅ ÂÏÌØÛÅÊ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÓÔÁÌ ÐÉÓÁÔØ

ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á Summa, ÐÒÉÎÑÔÏÅ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÓÔÉÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÏ

ÓÈÏÄÎÏ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÐÉÓÁÌ
∫
y, ÎÏ ÕÖÅ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ

××ÅÌ × ÚÁÐÉÓØ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ):
∫
y dx. ðÏÞÅÍÕ ÉÍÅÎÎÏ d

| ÞÁÓÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÚÎÁÞËÁ � ÄÌÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÏÄÎÁËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

�x, �y ÄÌÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ÔÏÌØËÏ × 1755 Ç. ìÅÏÎÁÒÄÏÍ üÊÌÅÒÏÍ. óÕÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ

ìÅÊÂÎÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÁ × ÇÌÁ×Å 6 (§ 6.2).
óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ × �áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÔÅÐÌÁ�

æÕÒØÅ (1822 Ç.), ÚÁÍÅÎÉ× ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÚÁÐÉÓØ
∫
y dx

[ ab x=a
ad x=b

]
(ÎÁ ÌÁÔÙÎÉ ÚÁÐÉÓÁÎÏ: �ÏÔ x = a ÄÏ

x = b�). äÏ üÊÌÅÒÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÌÉÓØ ÓÌÏ×ÁÍÉ.

îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ

ÓÕÍÍ:

lim
n→∞

Sn
(
f
)b
a
= lim

n→∞

n−1∑
m=0

f(xm)�xm:

ëÏÛÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÌÁÄÅÌ ÔÏÞÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁÍÅÎÉÌ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ

ÔÒÁËÔÏ×ËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ É ÓÞÉÔÁÌ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (1823 Ç.). ïÄ-

ÎÁËÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÌ ÐÒÏÓÞÅÔÁ| ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. üÔÏÔ ÐÒÏÂÅÌ ÏÔÍÅÔÉÌ ÔÏÌØËÏ òÉÍÁÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ (1853 Ç.). îÕÖÎÏÅ ÖÅ ëÏÛÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ-

ÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÏÌØËÏ × 1870 Ç. ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË çÅÎÒÉÈ üÄÕÁÒÄ çÅÊÎÅ (1821{1881),

ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÌ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ.

éÍÅÎÁÍÉ ëÏÛÉ É òÉÍÁÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÒÁÎØÛÅ ×Ù×ÅÌÉ üÊÌÅÒ É ä'áÌÁÍÂÅÒ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÅ-

ÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÝÁ-

ÄÉ ××ÅÄÅÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ É Ó ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ,

ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÚÁÐÉÓÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ:
b∫

a

f(x) dx = S
(
f
)b
a
: (8)

óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (8) É (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÙÞÎÏ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÔÏÔ, ÎÉ ÄÒÕÇÏÊ

ÎÅ ÉÍÅÀÔ Ë ÅÅ ÏÔËÒÙÔÉÀ É ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÉÀ | ÐÒÁ×ÄÁ, × ÂÏÌÅÅ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ�

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ | ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÄÁ É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÏ×Á×ÛÉÅ �ÎÁ ÎÅÅ�!):
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ÅÓÌÉ F | ÌÀÂÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

ÏÔ a ÄÏ b, ÔÏ
b∫

a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a): (9)

æÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ

ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ{íÕÁÎØÏ (1823{1844) Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌÁ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ [�ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÎÁÌÉÚÁ� ]).

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ a ∈ I ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ a É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ

ÐÒÅÄÅÌÏÍ x ∈ I ÒÁ×ÎÁ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) : x∫
a

f(u) du

′
x

= f(x): (10)

é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ (9), ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ

× ÎÅÊ b = x É ×ÚÑÔØ ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ (ÏÔ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ). æÏÒÍÕÌÕ âÁÒ-

ÒÏÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ É ÔÁË: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ,

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b, ÔÏ

b∫
a

F ′(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a): (11)

ïÇÀÓÔÅÎ ìÕÉ ëÏÛÉ (1789{1837) | ËÒÕÐÎÅÊÛÉÊ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ

XIX×., ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïËÏÎÞÉÌ ÎÁÐÏÌÅÏÎÏ×ÓËÕÀ ðÏÌÉ-

ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÛËÏÌÕ, Á ÐÏÓÌÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ âÕÒÂÏÎÏ× ÄÏ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ 1830 Ç. ÂÙÌ ÅÅ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ.

âÕÄÕÞÉ ÕÌØÔÒÁÒÏÑÌÉÓÔÏÍ É ËÌÅÒÉËÁÌÏÍ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÐÐÏÚÉÃÉÏÎÅÒÏ× ä'áÌÁÍÂÅÒÁ É ñËÏÂÉ, ÒÅ×Ï-

ÌÀÃÉÏÎÅÒÏ× æÕÒØÅ, íÏÎÖÁ, çÁÌÕÁ É �×ÓÅÑÄÎÏÇÏ� ìÁÐÌÁÓÁ), ëÏÛÉ ÐÏÓÌÅ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ 1830 Ç. ÏÔÐÒÁ-

×ÉÌÓÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó âÕÒÂÏÎÁÍÉ × ÉÚÇÎÁÎÉÅ | × ôÕÒÉÎ É ðÒÁÇÕ. îÏ É ÔÁÍ ÏÎ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ. îÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ É ÒÁÂÏÔÏÓÐÏÓÏÂÎÙÊ, ÏÎ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÂÏÌÅÅ 800 ÒÁ-

ÂÏÔ; ÂÙ×ÁÌÉ ÐÅÒÉÏÄÙ, ËÏÇÄÁ ëÏÛÉ ËÁÖÄÕÀ ÎÅÄÅÌÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ × ðÁÒÉÖÓËÕÀ ÁËÁÄÅÍÉÀ ÎÏ×ÙÊ

ÍÅÍÕÁÒ.

ëÒÏÍÅ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÅÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÐÏ �ÎÁ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ É ÐÏÒÑÄËÁ� × ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, Ë ÇÌÁ×ÎÅÊÛÉÍ ÅÇÏ ÚÁÓÌÕÇÁÍ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. òÁÂÏÔÙ ëÏÛÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌ òÉÍÁÎ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÐÒÉÌÏÖÉÌ ÒÕËÕ� É

Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, ÐÒÅÄÌÏÖÉ× Ó×ÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ.

íÕÁÎØÏ | ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÁÂÂÁÔ, ÕÞÅÎÉË ëÏÛÉ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×Á×ÛÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÉÚÄÁÎÎÙÈ ÉÍ × 1840{1844 ÇÇ. �ìÅËÃÉÑÈ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ (ÐÏ ëÏÛÉ)�.

ïÐÅÒÁÃÉÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, É ÇÌÁ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÔËÒÙÔÉÊ | ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ îØÀÔÏÎÏÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁÍÉ, ÓÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÉËÁÍÉ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ, | ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÙÑ×ÉÌÉ ×ÚÁÉÍÎÕÀ



30 á. î. úÅÍÌÑËÏ×

ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ

ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) É (11).

§ 2.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
2.4.1. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ: ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ É ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏ

ËÏÔÏÒÙÍ ÍÅÒÙ (ÐÌÏÝÁÄÉ, ÏÂßÅÍÙ, Á × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ ÔÁËÖÅ É ÄÌÉÎÙ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÐÏÍÏ-

ÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ××ÅÄÅÎÉÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ) ÓÁÍÉÈ ÍÅÒ (ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÏÂß-

ÅÍÏ×) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Á ×ÓÅ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÆÉÇÕÒÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ�, Ô. Å. ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ

×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÉÈ �ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ� (× ÓÍÙÓÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÏÂßÅÍÏ×, Ô. Ä.)

×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ (× ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ).

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÇÕÔ ×Ù×ÏÄÉÔØÓÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ, × ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. òÁÎÅÅ ÂÙÌÉ

ÄÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ �ÔÒÁËÔÏ×ËÉ� ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

| ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ),

| ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË (ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ) ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ,

| ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ (ÆÏÒÍÕÌÁ âÁÒÒÏÕ),

| ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁË ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÌÉ �×ÔÏÒÁÑ� ÆÏÒÍÕÌÁ

âÁÒÒÏÕ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b, ÔÏ

F (b)− F (a) = F (x)
∣∣∣b
a
=

b∫
a

F ′(x) dx: (1)

üÔÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÏÊ; ÅÅ ÍÙ É ÐÏÌÏÖÉÍ × ÏÓÎÏ×Õ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ

É ÏÂßÅÍÏ× ÐÌÏÓËÉÈ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÍÅ-

ÒÙ ÍÙ ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ y = y(x) ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÅÍ

(ÄÅÌÁÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÙÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÑ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÜÔÉÈ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÊ, Ô. Å., ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′ = f(x),

É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

âÁÒÒÏÕ (1). üÔÉ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÂÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÁÎÕÔ ×ÐÏÌÎÅ ÑÓÎÙÍÉ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-

ÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ

ÎÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÒÙ (ÐÌÏÝÁÄÉ, ÏÂßÅÍÁ) ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ | ÎÅËÏÅÊ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÒÉ×ÑÚÁÎÎÏÊ

Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÅ. é ÈÏÔÑ ÔÁËÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ ËÁË ÂÙ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÄÌÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô. Å. ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ.
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2.4.2. ðÌÏÝÁÄÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ

éÔÁË, ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. ðÕÓÔØ � | �ÈÏÒÏÛÁÑ� 1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ

Ox É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(x) ÐÌÏÝÁÄØ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÅÅ

(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ Ox) ÐÒÑÍÏÊ Lx, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ

ÔÏÞËÕ x ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÓÉ (ÒÉÓ. 23).

a x b
x

x
L

)(xL

Φ
xx

L ∆+ b
L

a
L

)(xS

xx ∆+
x

x0

y

a b

x
L

)(xL

)(
1

xfy =

)(
2

xfy =

Φ

òÉÓ. 23 òÉÓ. 24

óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Lx Ó ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ � ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ, ÓÁ-

ÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ, ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÉÌÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ

ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÞÅÒÅÚ L(x). ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ S(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ x ÄÏ x +�x, Ô. Å. ÐÌÏÝÁÄØ

�S(x) = S(x+�x)− S(x)

ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ �, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ Lx É Lx+�x, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ

�S(x) = S(x +�x)− S(x) ≈ L(x) ·�x;
ÐÒÉÞÅÍ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ L(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ,

ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ �x, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �x ÐÒÉ �x → 0 ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ

ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

lim
�x→0

�S(x)

�x

def
= S ′(x) = L(x): (2)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ; × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å (× § 5.1) ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ
ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÏÓÔÁ/ÕÂÙ×ÁÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÉ Ë ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÜÔÁÐÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÅ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅÉÚÂÅÖÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ, ÎÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ), ÔÏ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ

1îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÄÕÇ ÇÒÁÆÉËÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
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ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÓÉ Ox ÐÒÑÍÙÍÉ La É Lb, ÇÄÅ a < b. îÏ

ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a É b S(a) = 0, S(b) = S[�] | ÐÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÊ ÆÉÇÕÒÙ �,

ÐÏÜÔÏÍÕ S[�] = S(b) − S(a), ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ (1) É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó

ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2) S ′(x) = L(x) × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ-

ÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ�| ÆÕÎËÃÉÉ L(x) | É ÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ �:

S[�] = S(b)− S(a) =

b∫
a

L(x) dx (3)

(�ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÄÌÉÎ �ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ� ÓÅÞÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ�).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ �ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ� ÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. îÁÍ ÏÎÁ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ, ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ, ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ ×

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ

×ÙÂÏÒÅ ÏÓÉ Ox ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ � ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÒÁÐÅ-

ÃÉÑ {a 6 x 6 b; 0 6 y 6 f(x)} ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = L(x), ÔÏ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁ (3) ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÂÙ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ. òÅÁÌØÎÙÍ ÐÒÉ-

ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÆÉÇÕÒ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÈ ÍÅÖ-

ÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ x = a É x = b É Ä×ÕÍÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f1(x) 6 f2(x), ÔÉÐÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 24: ÔÏÇÄÁ

L(x) = f2(x)− f1(x) É ÐÌÏÝÁÄØ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÒÁ×ÎÁ

S[�] =

b∫
a

[f2(x)− f1(x)] dx; (4)

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÚÎÁËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ f1;2. (÷ÐÒÏÞÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÕ (4) ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ É

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÆÉÇÕÒÕ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÌÅÖÁÌÁ

×ÙÛÅ ÏÓÉ Ox.)

ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ×.

2.4.3. ïÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ

ïÐÒ Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ðÕÓÔØ � | ÐÌÏÓËÁÑ (�ÈÏÒÏÛÁÑ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ) ÆÉÇÕÒÁ ×

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ïÂÝÉÍ ÐÒÑÍÙÍ ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ C� Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � É ×ÙÓÏÔÏÊ h

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ×MM ′ ÄÌÉÎÙ h, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ

ÔÏÞËÉ M ∈ � ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ � ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ1.

÷Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÑ � ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ Ox É É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (x) ÏÂß-

ÅÍ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ C�, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÅÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ Ox) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �x, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x ÏÓÉ Ox ÐÅÒÐÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÏ ÅÊ (ÒÉÓ. 25). îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ V (x).

1ðÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, �ÐÏÄÏÛ×Á� Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � ×ÙÓÏÔÙ h, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 25.
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ëÁË É ×ÙÛÅ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �x Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ L(x). äÌÑ

ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 25, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÄÌÉÎÙ L(x)). ôÏÇÄÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ V (x) ÎÁ

ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ x ÄÏ x + �x ÅÓÔØ ÏÂßÅÍ �V (x) = V (x +�x)− V (x) ÞÁÓÔÉ ÃÉÌÉÎ-

ÄÒÁ C�, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �x É �x+�x, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉ-

ÍÉÒÏ×ÁÔØ (ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉÔØ) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ, × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÉÚÍÅÒÅÎÉÑÍÉ L(x) É h, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-

ÅÍÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �x, Á ×ÙÓÏÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �x (ÅÓÌÉ �x < 0,

ÔÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ �V ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, É ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÓÏ-

×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ×Ù×ÏÄÁÍ, ÞÔÏ É ÎÉÖÅ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ

ÚÁÐÉÓÁÔØ:

�V (x) = V (x +�x)− V (x) ≈ L(x)h ·�x;
ÐÒÉÞÅÍ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ L(x)) ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ,

ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ |�x|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �x ÐÒÉ �x → 0 ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ

ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

lim
�x→0

�V (x)

�x

def
= V ′(x) = hL(x):

÷ÙÂÒÁ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ a < b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÝÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ C� ÂÙÌ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÑÍÉ �a É �b, ÐÒÉÍ�ÅÎÉÍ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ (1), ×ËÕÐÅ

Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3) ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ � |

× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ C�,

V [C�] = V (b)− V (a) =

b∫
a

[hL(x)] dx = h

b∫
a

L(x) dx = h · S[�] = S� · h; (5)

Ô. Å. ÏÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ.

èÏÔÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ� (ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÏÊ

Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ), ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ.

1. ïÂßÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÅ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ: V = SH.
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2. ïÂßÅÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ: V = �R2H.

2.4.4. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ×

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ)

ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÈÏÒÏÛÁÑ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ1.

÷Ù×ÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÅÅ ÏÂßÅÍÁ.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ×ÙÂÅÒÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ Ox É

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (x) ÏÂßÅÍ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ B, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÌÅ×ÅÅ (ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ Ox) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �x, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ

ÔÏÞËÕ x ÏÓÉ Ox ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÅÊ (ÒÉÓ. 26). äÁÌÅÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË-

ÃÉÉ V (x).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÌÏÓËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �x Ó

ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ B, ÞÅÒÅÚ �x. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ

ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ �x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ É ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ S[�x] = S(x). ðÒÉ-

ÒÁÝÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ V (x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ x ÄÏ x + �x ÅÓÔØ ÏÂßÅÍ

�V (x) = V (x +�x)− V (x) �ÏÔÒÅÚËÁ� (ÞÁÓÔÉ) �B ÆÉÇÕÒÙ B, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖ-

ÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �x É �x+�x, Ô. Å. ÍÅÖÄÕ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ �x É �x+�x. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ B �ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÁÑ�, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x

ÓÅÞÅÎÉÑ �x ÔÁËÖÅ ÂÌÉÚËÉ (× ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÚÁÍÅÎÉÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-

ÍÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �B ÎÁ ÂÌÉÚËÉÊ Ë ÎÅÍÕ ÏÂÝÉÊ ÐÒÑÍÏÊ ÃÉÌÉÎÄÒ Cx Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ �x É

×ÙÓÏÔÏÊ �x. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ �V (x) ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

�V (x) = V (x +�x)− V (x) ≈ V [Cx] = S(x) ·�x

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ

ÃÉÌÉÎÄÒÁ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁ ÖÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É × ÓÌÕÞÁÅ

�x < 0, ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ É �V (x) < 0). é ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ

ÆÕÎËÃÉÉ S(x), ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ |�x|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ

ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �x ÐÒÉ �x→ 0 ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

lim
�x→0

�V (x)

�x

def
= V ′(x) = S(x):

îÁËÏÎÅÃ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a < b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ B ÃÅÌÉ-

ËÏÍ ÂÙÌÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �a É �b, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ (1) ÍÙ É

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (�ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÈÏÒÏÛÅÊ�!) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ,

V [B] = V (b)− V (a) =

b∫
a

S(x) dx; (6)

Ô. Å. ÏÂßÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÐÌÏÝÁÄÅÊ �ÐÅÒÐÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÙÈ� ÓÅÞÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ.

1éÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÔÅÌÏ | ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉËÉ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
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÷Ù×ÅÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÏÇÄÁ ËÒÁÔËÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÌÏÝÁ-

ÄÅÊ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÌÏÝÁÄÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

ÓÌÕÞÁÑ.

2.4.5. ïÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ

ïÐÒ Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. ðÕÓÔØ � | ÐÌÏÓËÁÑ (�ÈÏÒÏÛÁÑ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ) ÆÉÇÕÒÁ ×

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É P | ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ � ÔÏÞËÁ. ïÂÝÉÍ ËÏÎÕÓÏÍ

K� Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � É ×ÅÒÛÉÎÏÊ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ× PM , ÓÏÅÄÉÎÑ-

ÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÕ P ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ M ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ h

ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ PH, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÕÓÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ,

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÓÏÔÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ1 (ÒÉÓ. 27).

KΦ
Φx

Φ

x

h

x

H
αh

αx

P Oº

S x( )

xbaO

y = r x( )
T

BT
y

òÉÓ. 27 òÉÓ. 28

úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÙÅ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÔÁË É ËÒÕÇÏ×ÙÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÙÅ ËÒÕÇÏ×ÙÅ) ËÏÎÕÓÙ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÎÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ. ÷ ËÁ-

ÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ Ox ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ËÏÎÕÓÁ K� ÐÒÑÍÕÀ PH,

ÎÁÞÁÌÏ ×ÏÚØÍÅÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ | × ÔÏÞËÅ P , | Á ÏÓØ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ (Ë ÔÏÞËÅ H). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÕÖÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÎÕÓÁ �x = K� ∩ �x ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÕÓÁ � ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k =

x

h
(ÏÂßÑÓÎÉÔÅ!),

ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ

S(x) = S[�x] = S[�] ·
(x
h

)2

=
S�

h2
x2:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ (6) × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÒÁ×ÎÙ a = 0, b = h, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂßÅÍ ËÏÎÕÓÁ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ

V [K�] =
S�

h2

h∫
0

x2 dx =
S�

h2

[
x3

3

]h
0

=
S�

h2
· h

3

3
=

1

3
S�h : (7)

1úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É ÓÁÍ ÏÔÒÅÚÏË PH , ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÓÏÔÏÊ

ËÏÎÕÓÁ.
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ÏÂßÅÍ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÒÁ×ÅÎ ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ.

äÌÑ ×ÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ-

×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1. [æÏÒÍÕÌÁ äÅÍÏËÒÉÔÁ{å×ÄÏËÓÁ] ïÂßÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÅÎ

ÔÒÅÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ: V =
1

3
SH.

2. ïÂßÅÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ

ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ: V =
1

3
�R2H.

äÅÍÏËÒÉÔ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ áÂÄÅÒÙ (ÏË. 460{370 ÇÇ. ÄÏ Î. Ü.) | ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÆÉÌÏÓÏÆ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÉÓÔ,

ÐÒÉ×ÅÒÖÅÎÅÃ ÁÔÏÍÉÓÔÉËÉ. åÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÉÚÍ ×ÙÚÙ×ÁÌ ÑÒÏÓÔÎÕÀ ÎÅÎÁ×ÉÓÔØ Õ ×ÅÌÉËÏÇÏ ðÌÁÔÏÎÁ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÖÉÇÁÌ ÅÇÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ. ðÏ ÓÌÏ×ÁÍ ÖÅ íÁÒËÓÁ É üÎÇÅÌØÓÁ, äÅÍÏËÒÉÔ ÂÙÌ �ÐÅÒ×ÙÍ ÜÎ-

ÃÉËÌÏÐÅÄÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÏÍ ÓÒÅÄÉ ÇÒÅËÏ×�. ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ Ó×ÏÉ ÁÔÏÍÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÚÚÒÅÎÉÑ, äÅÍÏËÒÉÔ

ÓÞÉÔÁÌ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÅÌÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ �ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÁÓÔÉÎÏË ÔÏÌÝÉÎÏÊ × ÏÄÉÎ

ÁÔÏÍ�, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄ×ÏÓÈÉÔÉ× ×ÅÓØÍÁ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÅ ×ÏÚÚÒÅÎÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ (XVII ×.;

ÓÍ. ÄÁÌÅÅ). ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, äÅÍÏËÒÉÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÏÂÁ

ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ìÉÛØ ÐÏÌ×ÅËÁ ÓÐÕÓÔÑ ×ÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁÌ å×ÄÏËÓ ëÎÉÄÓËÉÊ (ÏË. 408{355 ÇÇ.

ÄÏ Î. Ü.), ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÁÓÔÒÏÎÏÍ, ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÉÓÔÉËÉ É ÁÓÔÒÏÌÏÇÉÉ. áÒÈÉÍÅÄ (Ï ÎÅÍ ÔÁËÖÅ ÄÁÌÅÅ)

ÕËÁÚÙ×ÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ å×ÄÏËÓÁ ÂÙÌÏ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÌ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ äÅÍÏËÒÉÔÏÍ ÏÔ×ÅÔ!

2.4.6. ïÂßÅÍ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ r = r(x) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, T |

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ:

T =
{
(x; y)

∣∣a 6 x 6 b; 0 6 y 6 r(x)
}
:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÌÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ BT , Ô. Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ T ÏËÏÌÏ ÏÓÉ Ox. åÓÌÉ ËÏÍÕ-ÔÏ ÎÅ

ÎÒÁ×ÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ × ÜÔÏÍ �ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ� ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ �×ÒÁ-

ÝÅÎÉÑ�, ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÉÇÕÒÙ (ÔÅÌÁ) ×ÒÁÝÅÎÉÑ BT ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ

�ÞÉÓÔÏ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ� ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÆÉÇÕÒÙ BT Ó ËÁ-

ÖÄÏÊ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÓÉ Ox ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �x Ñ×ÌÑÌÏÓØ

ËÒÕÇÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ r = r(x) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÏÓÉ Ox (ÒÉÓ. 28). úÁÐÉÛÅÍ ÏÂÝÕÀ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �x ÆÉÇÕÒÙ BT ÅÓÔØ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r = r(x), ÐÌÏ-

ÝÁÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁ×ÎÙ S(x) = �r2 = �r2(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

ÐÌÏÝÁÄÅÊ (6) ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

V [BT ] = V (b)− V (a) =

b∫
a

S(x) dx =

b∫
a

�r2(x) dx = �

b∫
a

r2(x) dx: (8)

÷ÏÔ É ×ÓÑ ÚÁÄÁÞÁ! ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉÍ�ÅÎÉÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ, ÎÏ ÁÒÈÉ-

×ÁÖÎÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.
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2.4.7. ïÂßÅÍ ÛÁÒÁ

ûÁÒ BR ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÅÌÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏËÏÌÏ

ÏÓÉ Ox ÐÏÌÕËÒÕÇÁ{
(x; y)

∣∣ − R 6 x 6 R; 0 6 y 6 r(x) =
√
R2 − x2

}
(ÓÍ. ÒÉÓ. 29). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (8), ÎÁÈÏÄÉÍ1:

V (BR) = �
R∫
−R

(R2 − x2) dx = �

[
R2x− x3

3

]R
−R

=

= �

(
2R3 − 2

3
R3

)
=

4

3
�R3;

(9)

| ÐÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ áÒÈÉÍÅÄÁ!

xO

y

−R R

R
y = R xÖ − 22

R

R R+∆

∆V R( )

òÉÓ. 29 òÉÓ. 30

2.4.8. úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ

á ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÍ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ R:

V (R) = V (BR) =
4

3
�R3:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ �V (R) = V (R + �R) − V (R) ÒÁ×ÎÏ ÏÂßÅÍÕ

(ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�, ÅÓÌÉ �R < 0) ÛÁÒÏ×ÏÇÏ ÓÌÏÑ �ÔÏÌÝÉÎÙ� |�R|, Ô. Å. ÞÁÓÔÉ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÏ× R

É R+�R (ÒÉÓ. 30). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ �R ÏÂßÅÍ ÜÔÏÇÏ

ÓÌÏÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ BR, Ô. Å. ÐÌÏÝÁÄÉ S(R) ÓÆÅÒÙ SR
ÒÁÄÉÕÓÁ R, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÔÏÌÝÉÎÕ ÓÌÏÑ �R,

�V (R) = V (R +�R)− V (R) ≈ S(R) ·�R;
ÐÒÉÞÅÍ (× ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ S(R)!), ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÔÏÞÎÅÅ,

ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ �R, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �R ÐÒÉ �R → 0 ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ

ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

lim
�R→0

�V (R)

�R

def
= V ′(R) = S(R):

1÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚ × ÖÉÚÎÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍ!
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ïÄÎÁËÏ V (R) = 4
3
�R3, ÐÏÜÔÏÍÕ

S(R) = V ′(R) =
(
4

3
�R3

)′
=

4

3
� · 3R2 = 4�R2 (10)

| ×ÏÔ É ×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ áÒÈÉÍÅÄÁ!

áÒÈÉÍÅÄ ÉÚ óÉÒÁËÕÚ (ÏË. 287{212 ÇÇ. ÄÏ Î. Ü.) | ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÆÉÚÉË É ÍÅÈÁÎÉË

ÜÐÏÈÉ ÜÌÌÉÎÉÚÍÁ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÏÔËÒÙÔÉÑ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÑ × ÍÅÈÁÎÉËÅ É

ÆÉÚÉËÅ, áÒÈÉÍÅÄ ×ÙÛÅ ×ÓÅÇÏ ÓÔÁ×ÉÌ Ó×ÏÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ �ï ÛÁÒÅ É ÃÉÌÉÎÄÒÅ (ðÉÓØÍÏ

Ë äÏÓÉÆÅÀ)� (äÏÓÉÆÅÊ ÂÙÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× å×ËÌÉÄÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÔÁË: ÅÓÌÉ

ÏËÏÌÏ ÛÁÒÁ ÏÐÉÓÁÔØ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÔÏ ÏÂßÅÍ ÛÁÒÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ 2

3
ÏÂßÅÍÁ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÅÇÏ

ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | 2

3
ÐÏÌÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. áÒÈÉÍÅÄ ×ÙÒÁÚÉÌ ÖÅÌÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÞÅÒÔÅÖ Ë

ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÏÂÎÉÃÅ, ÞÔÏ É ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌÎÅÎÏ ÒÉÍÓËÉÍ ×ÏÅÎÁÞÁÌØÎÉËÏÍ

íÁÒÃÅÌÌÏÍ.

èÏÔÑ áÒÈÉÍÅÄ ÄÁÌÅËÏ ÐÒÅ×ÚÏÛÅÌ å×ÄÏËÓÁ × ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÉÍ ÍÅÔÏÄÁÈ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ É

ÏÂßÅÍÏ×, ÏÎÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÏÄÎÁËÏ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÉ ÉÚÌÁÇÁÌÉÓØ ×

ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ!).

2.4.9. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÒÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ.

ðÒÉÎÃÉÐ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁË ÏÂÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (6), (7) É

(8), ÔÁË É �ÞÁÓÔÎÙÅ� ÆÏÒÍÕÌÙ (9){(10), ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ

ÓÕÍÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÏÂßÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (ÎÏ �ÈÏÒÏÛÅÊ�) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ (ÔÅÌÁ) B, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ n ËÕÓÏÞËÏ× (ÓÌÏÅ×) ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �xi,

ÇÄÅ ÔÏÞËÉ xi ÄÅÌÑÔ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 31). ïÂßÅÍ i-ÇÏ ÓÌÏÑ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ �Vi = S(xi)�xi, ÇÄÅ �xi = xi+1 − xi =
b−a
n
, Á ÞÅÒÅÚ S(x), ËÁË É

ÒÁÎØÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ B∩�x. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ V ÆÉÇÕÒÙ B ÍÏÖÎÏ

ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

V ≈
∑
i

S(xi)�xi;

ËÏÔÏÒÁÑ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ n → ∞ ÄÏÌÖÎÁ ÄÁÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÐÒÁ-

×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ S(x) ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÌÏÝÁÄÅÊ (6).

∆xi

a x1 x2 b

S x( )i

∆Vi
B

xi xi+1

R
O

x
MK

R

R

x

N

òÉÓ. 31 òÉÓ. 32

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌ É ÏÃÅÎÉ×ÁÌ ÅÝÅ áÒÈÉÍÅÄ, ÏÄÎÁËÏ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÑ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÉÍ ÚÁÄÁÞÉ Ó×ÏÉ ÓÕÍÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ ×
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ÍÅÔÏÄÁÈ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ É ÏÂßÅÍÏ× ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÐÕÓÔÑ 18 ×ÅËÏ× ëÅÐ-

ÌÅÒÏÍ ÐÒÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ Ó×ÏÅÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ

Ï ÐÌÏÝÁÄÑÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÅËÔÏÒÏ×, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ-×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÌÁÎÅÔ)

É ×Ù×ÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ× ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÔÁËÖÅ ×ÅÓØÍÁ ÞÁÓÔÎÙÍÉ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÉÍÉ ÏÔ ××ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ

ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

éÏÇÁÎÎ ëÅÐÌÅÒ (1571{1630) | ÎÅÍÅÃËÉÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉË. ó 1601 Ç. | ÐÏÍÏÝÎÉË

ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÄÁÔÓËÏÇÏ ÁÓÔÒÏÎÏÍÁ ôÉÈÏ âÒÁÇÅ (1546{1601), Á ÚÁÔÅÍ ÅÇÏ ÐÒÅÅÍÎÉË × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÉÍ-

ÐÅÒÁÔÏÒÓËÏÇÏ ÁÓÔÒÏÎÏÍÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ� × ðÒÁÇÅ. ïÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ âÒÁÇÅ

ÚÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÐÌÁÎÅÔ, ÏÔËÒÙÌ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÅ ÚÁËÏÎÙ: ÐÅÒ×ÙÊ | Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÌÁÎÅÔ ÐÏ ÜÌÌÉÐ-

ÓÁÍ (1609, ËÎÉÇÁ �îÏ×ÁÑ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ�), ×ÔÏÒÏÊ | Ï ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Å ÓÅËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÒÉ

Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÌÁÎÅÔ (1618, �ëÒÁÔËÁÑ ëÏÐÅÒÎÉËÏ×Á ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ�), ÔÒÅÔÉÊ | Ï ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ×ÒÅÍÅÎ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔ ËÕÂÁÍ ÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ óÏÌÎÃÁ (1619, �íÉÒÏ×ÁÑ

ÇÁÒÍÏÎÉÑ�; × ÜÔÏÍ ÇÒÁÎÄÉÏÚÎÏÍ ÔÒÁËÔÁÔÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÍÁÓÓÁ ÆÁÎÔÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÄÅÊ ëÅÐÌÅ-

ÒÁ | Ï ÍÕÚÙËÅ ÎÅÂÅÓÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Ï ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É Ô. Ä.). ïÄÎÁËÏ

ËÒÕÐÎÅÊÛÉÊ ×ËÌÁÄ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ ëÅÐÌÅÒÏÍ × Á×ÓÔÒÉÊÓËÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ìÉÎÃÅ, ËÏÇÄÁ × 1612

Ç. ×ÙÄÁÌÓÑ ÕÒÏÖÁÊÎÙÊ ÄÌÑ ×ÉÎÏÇÒÁÄÁ ÓÅÚÏÎ. ðÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ëÅÐÌÅÒ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ,

ÞÅÍ Õ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÏ× É × 1615 Ç. ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÅÇÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ-

ÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍ ÔÒÕÄÅ �îÏ×ÁÑ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÑ ×ÉÎÎÙÈ ÂÏÞÅË, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ

Á×ÓÔÒÉÊÓËÉÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁÉ×ÙÇÏÄÎÅÊÛÕÀ ÆÏÒÍÕ�. ÷ ÎÅÍ ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÉÌ ÏÂßÅÍÙ 87 ÎÏ×ÙÈ (ÐÏ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÅÝÅ ÇÒÅÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ) ÔÅÌ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �Á×ÓÔÒÉÊÓËÁÑ ÂÏÞËÁ�

ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÔÒÁÔÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ! ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ëÅÐÌÅÒ �ÐÒÏÂÕ-

ÄÉÌ� ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÏÔ ÍÎÏÇÏ×ÅËÏ×ÏÊ ÓÐÑÞËÉ, ÈÏÔÑ É ×ÙÚ×ÁÌ ÇÎÅ× Õ �ÚÁÝÉÔÎÉËÏ× áÒÈÉÍÅÄÁ�.

çÏÒÁÚÄÏ ÂÌÉÖÅ ÐÏÄÏÛÅÌ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ. ïÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÉÅ ÐÌÏÓËÉÅ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ

(ÏÂßÅÍÙ) ÎÅËÉÍÉ �ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅÄÅÌÉÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ�| ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×

× ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÉ-

ÇÕÒ. óÁÍ ÏÎ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÑÓÎÏ ÉÚÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÎÅÄÅÌÉÍÙÅ�, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉÛÅÌ Ë ×ÐÏÌÎÅ

×ÅÒÎÙÍ ×Ù×ÏÄÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ËÁË

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (6). ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ × ×ÉÄÅ

ÎÅËÉÈ �ÐÒÉÎÃÉÐÏ×�; × ÕÐÒÏÝÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÁÍÙÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ

ÇÌÁÓÉÔ:

ÅÓÌÉ Ä×Å ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ�, ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÔÏ ÓÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ

ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÂßÅÍÙ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÉÎÃÉÐ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØ-

ÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ (7). ïÄÎÁËÏ ÓÕÔØ ËÁË ÒÁÚ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ëÁ×ÁÌØÅ-

ÒÉ ÂÙÌ ÅÝÅ ÄÁÌÅË ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ!

âÏÎÁ×ÅÎÔÕÒÁ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ (1598{1647) | ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË. åÇÏ ÕÞÉÔÅÌØ âÅÎÅÄÅÔÔÏ ëÁ-

ÓÔÅÌÌÉ (1577{1644) ÏÔÍÅÔÉÌ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÕÞÅÎÉËÁ É ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌ ÅÇÏ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÕÞÉ-

ÔÅÌÅÍ | çÁÌÉÌÅÏ çÁÌÉÌÅÅÍ. ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É çÁÌÉÌÅÊ ÓÔÁÌÉ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÁËÔÉ×ÎÕÀ ÐÅÒÅÐÉÓËÕ ÎÁ

ÐÏÞ×Å ÏÂÝÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÏÎÉ ÎÁÍÅÒÅ×ÁÌÉÓØ ÉÚÄÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÏÂ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ

�ÎÅÄÅÌÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁÈ�. ÷ 1629 Ç. çÁÌÉÌÅÊ ÐÏÄÄÅÒÖÁÌ ËÁÎÄÉÄÁÔÕÒÕ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅ-

ÎÉ ÕÖÅ ÚÁËÏÎÞÉ×ÛÅÇÏ Ó×ÏÊ ÔÒÕÄ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅÄÅÌÉÍÙÈ, ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÅ ËÁÆÅÄÒÙ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ

Ç. âÏÌÏÎØÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×Á× ÅÇÏ ËÁË �ÓÏÐÅÒÎÉËÁ áÒÈÉÍÅÄÁ�. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ

ÐÏËÒÏ×ÉÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÒÉÍÓËÉÈ ÐÁÐ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ õÒÂÁÎÁ VIII É éÎÎÏËÅÎÔÉÑ X | ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ
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ÕÞÅÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏ, ÅÇÏ ÎÁÚÎÁÞÉÌÉ ÅÝÅ É ÎÁÓÔÏÑÔÅÌÅÍ ÍÏÎÁÓÔÙÒÑ. ëÁË É ëÅÐÌÅÒ, ëÁ×ÁÌØÅÒÉ

ÚÁÏÄÎÏ ÂÙÌ É ÁÓÔÒÏÌÏÇÏÍ.

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÇÒÏÍÁÄÎÙÊ ÛÁÇ ×ÐÅÒÅÄ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÊ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ (ÒÁÚ-

ÒÁÂÏÔËÁ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅÄÅÌÉÍÙÈ�), ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÅÝÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ. óÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÏ×, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÕ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ,

ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ðØÅÒÁ æÅÒÍÁ (1601{1665) É âÌÅÚÁ ðÁÓËÁÌÑ (1623{1662), Á

ÔÁËÖÅ éÓÁÁËÁ âÁÒÒÏÕ (1630{1677) | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁ îØÀÔÏÎÁ É ìÅÊÂÎÉÃÁ

(ÏÂÏ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÞÅÎÙÈ ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÁÒÈÉ-

ÍÅÄÏ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÁ ÉÌÉ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÅÅ, ÐÏÌÕÛÁÒÁ

ÒÁÄÉÕÓÁ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ R É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÖÅ R. ÷Ï-

ÐÅÒ×ÙÈ, ×ÐÉÛÅÍ × ÎÅÇÏ ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÃÅÎÔÒÅ O ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÁ

É Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÎÉÖÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ (ÒÉÓ. 32). óÏÇÌÁÓÎÏ

ÆÏÒÍÕÌÅ �äÅÍÏËÒÉÔÁ{å×ÄÏËÓÁ�, ÏÂßÅÍ ËÏÎÕÓÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÔÉ ÏÂßÅÍÁ ÃÉÌÉÎÄÒÁ:

VË = 1
3
VÃ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÞÁÛÕ�, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ×ÙÒÅÚÁÔØ ÐÏ-

ÌÕÛÁÒ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ×ÅÒÈÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÅÅ

ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �x, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ É ÏÔÓÔÏÑÝÉÍÉ ÏÔ

×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 32). ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ

ËÏÌØÃÏÍ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÄÉÕÓÏ×

MK = R É MN =
√
ON2 −OM2 =

√
R2 − x2, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ

SÞ(x) = �R2 − �(R2 − x2) = �x2;

Ô. Å. ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ÐÌÏÝÁÄØ SË(x) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÎÕÓÁ (ÏÎÏ-ÔÏ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÒÕÇÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ x).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, ÏÂßÅÍÙ ËÏÎÕÓÁ É ÞÁÛÉ ÒÁ×ÎÙ, Á ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ

ÏÂßÅÍ ÞÁÛÉ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÍÏ× ÃÉÌÉÎÄÒÁ É ÐÏÌÕÛÁÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

VÞ = VÃ − VÐÛ = VË =
1

3
VÃ =⇒ VÐÛ =

2

3
VÃ;

| ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ áÒÈÉÍÅÄÁ. �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÞÉ É ÚÁÄÁÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å 2

ïÂÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ËÁË É ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ

ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ É ÐÒÁ×ÉÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ. íÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó

ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ �ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ� ÔÉÐÁ)

É ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ (ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÙÓËÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ,

ËÁË-ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ). îÁ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÑ (ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ, ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

×ÉÄÁ y′ = f(x)) ÎÕÖÎÏ �ÓÍÅÌÅÅ ÄÏÇÁÄÙ×ÁÔØÓÑ�, ËÁËÏÊ ×ÉÄ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÉÓËÏÍÙÅ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÄÏÇÁÄËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ. óÌÏ×Ï �ÎÁÊÔÉ�

× ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÕËÁÚÁÔØ�, ÎÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ

ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌ. îÁÞÎÅÍ Ó �ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ�.
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1. ðÏ ÇÒÁÆÉËÁÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ y = F ′(x) = f(x), ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎ-

ËÁÈ 33 (á{å), ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÎÙÊ ×ÉÄ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÁÍÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ y = F (x) (ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÐÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍÉ� ÔÏÞËÁÍÉ ÇÒÁÆÉËÏ× y = f(x) É

y = F (x), ×ÚÑ× ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÔÏÞÎÏ ÐÏÄ ÏÓÑÍÉ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ).

O x

(À)

O x

(Â)

O x

(Ä)

O x

(Á)

O x

(Ã)

O x

(Å)

òÉÓ. 33

2. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) y′ = 2x; 4) y′ = 6x2 − 2x;

2) y′ = 2x+ 1; 5) y′ = x3;

3) y′ = x2 + 1; 6) y′ = 8x3 + 6x2:

3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ1:

1) f(x) = 10x4; 4) f(x) = 8x3 + 6x;

2) f(x) = 5x4 − 6x2; 5) f(x) = x5;

3) f(x) = 5x4 + 6x2 − 1; 6) f(x) = 6x5 − 8x3 + 6x:

4. ðÕÓÔØ F (x) | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R. ëÁËÉÅ

ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù2?

1) åÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÎÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F , ÔÏ ÓÁÍÁ ÏÎÁ ÎÅÞÅÔÎÁ.

2) åÓÌÉ f ÎÅÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F ÞÅÔÎÁ.

3) åÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F , ÔÏ ÓÁÍÁ ÏÎÁ ÞÅÔÎÁ.

4) åÓÌÉ f ÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F ÎÅÞÅÔÎÁ.

5) åÓÌÉ f ÞÅÔÎÁ, ÔÏ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F ÎÅÞÅÔÎÁ.

1÷Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ �ÐÅÓÔÒÏÔÙ� ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÝÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

�ÑÚÙË ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ �. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÒÅÛÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ É × ÔÅÒ-

ÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
2åÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ

ÏÐÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.
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õËÁ Ú Á Î É Å. õÓÌÏ×ÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ É ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ h ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

ÔÏÖÄÅÓÔ× h(x)− h(−x) ≡ 0 É h(x) + h(−x) ≡ 0.
5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) É G(x) | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É g(x) (ÎÁ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Å D).
1) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f1(x) = �f(x) (� ∈ R r {0} |
ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
2) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ h1(x) = 2f(x) + 1.
3) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ h2(x) = f(x)− 2.
4) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ s(x) = f(x) + g(x).
5) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ d(x) = f(x)− g(x).
6) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÌÁÇÁ-
ÅÍÙÈ �? ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ
(Ô. Å. ×ÓÅÇÄÁ) ×ÅÒÎÙÍ?

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: �ÓÕÍÍÁ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ� ÉÌÉ �ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ
ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ�.
6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = 2x(x + 1); 4) f(x) = x2(x− 3);

2) f(x) = x(2x− 1); 5) f(x) = (x+ 1)(x− 1);

3) f(x) = 4x(x2 + 1); 6) f(x) = (2x+ 1)(3x+ 2):

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ëÁË É ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ�.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÃÉËÌ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÂÙÔØ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÉÎÏÍÏ× É ÐÏÈÏÖÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ
ÓÏ×ÅÔÕ �ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ� ÎÅ ÏÞÅÎØ-ÔÏ ÈÏÞÅÔÓÑ!).
7. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = (x+ 2)5; 4) f(x) = (2x+ 1)9;

2) f(x) = (1− x)6; 5) f(x) = 2x(x2 + 1)5;

3) f(x) = (1− x)7; 6) f(x) = x2(x3 − 5)5:

õËÁ Ú Á Î É Å. îÁÊÄÉÔÅ1 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ F (x) = (ax + b)n É G(x) =
= (axm + b)n (m;n ∈ N).
8. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) y = (2x+ 1)(x2 + x + 1)5; 4) y = x2(x3 − x + 5)5;

2) y = 2x(x2 + x + 1)5; 5) y = x(ax2 + bx + c)n;

3) y = (3x2 − 1)(x3 − x+ 5)5; 6) y = x2(ax3 + bx2 + cx + d)n:
(úÄÅÓØ a; b; c; d ∈ R, n ∈ N.)

õË Á Ú Á Î É Å. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÍÅÔÏÄÏÍ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ� (ÉÌÉ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ)!

1óÌÅÄÕÑ ìÅÊÂÎÉÃÕ(!) | ÏÎ ÄÏÇÁÄÁÌÓÑ (ÐÒÁ×ÄÁ, ÐÏÓÌÅ îØÀÔÏÎÁ), ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÏ ÂÙÌ ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (1675 Ç.).
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äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÃÉËÌÏ× ÚÁÄÁÞ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕ-

ÌÙ (Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ).

9. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = − cos x; 5) f(x) = sin x;

2) f(x) = 5 cos x; 6) f(x) = sin x
3
;

3) f(x) = cos 5x; 7) f(x) = sin 3x;

4) f(x) = 5 cos x
2
; 8) f(x) = 1

2
sin 2x:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÊ!

10. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = cos x + sin 5x; 4) f(x) = cos 5x + x5;

2) f(x) = 5 cos x− sinx + 2; 5) f(x) = 5 cos x− cos 5x;

3) f(x) = cos 5x− 5x; 6) f(x) = 5 sinx− sin 5x + 5:

11. ðÕÓÔØ F (x) | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R. ëÁËÉÅ

ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù?

1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F , ÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÐÅÒÉÏÄÉ-

ÞÅÓËÁÑ.

2) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F ÔÏÖÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

3) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄ T , ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄ T .

4) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ1 ÐÅÒÉÏÄ T , ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ

ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ T .

5) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F , ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-

ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

6) åÓÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ T ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-

ÓËÕÀ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ F , ÔÏ F ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ T .

(åÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÏÐÒÏ-

×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.)

õË Á Ú Á Î É Å. õÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ h Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

× ×ÉÄÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á h(x + T )− h(x) ≡ 0.

12. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = cos2 x; 7) f(x) = cos3 x;

2) f(x) = sin2 x; 8) f(x) = cos4 x;

3) f(x) = cos2 x− sin2 x; 9) f(x) = cos4 x+ sin4 x;

4) f(x) = cos2 x + sin2 x; 10) f(x) = (sinx + cos x)2;

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ (ÓÍ. Þ. 3,

�õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ� Ë § 7.2).
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5) f(x) = sinx · cos x; 11) f(x) = (sinx+ cos x)3;

6) f(x) = sin3 x; 12) f(x) = (sinx+ cos x)4:

õËÁ Ú Á Î É Å. ÷ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ

×ÉÄÁ a cos!x É a sin!x (É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎÓÔÁÎÔ).

13. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = sinx · cos 3x; 5) f(x) = cos x · sin2 x;
2) f(x) = cos x · cos 3x; 6) f(x) = cosmx · cosnx;
3) f(x) = sinx · sin 3x; 7) f(x) = sinmx · cosnx;
4) f(x) = cos 2x · sin 8x; 8) f(x) = sinmx · sinnx:

(úÄÅÓØ m;n ∈ R r {0}.)
14. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) =
1

cos2 x
; 5) f(x) =

1

sin2 2x
;

2) f(x) = tg2 x; 6) f(x) = tg2 2x;

3) f(x) =
1

sin2 x
; 7) f(x) =

1

cos2 x
2

;

4) f(x) = ctg2 x; 8) f(x) = ctg2 x
2
:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÔÌÉ-

ÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ , Á ÎÁ �ÐÓÅ×ÄÏËÏÎÓÔÁÎÔÕ�| ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Ĉ

(�Ó×ÏÀ� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×).

15. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = x cos(x2); 4) f(x) =
2x

sin2(x2)
;

2) f(x) = x sin(x2); 5) f(x) = x tg2(x2);

3) f(x) =
x

cos2(x2)
; 6) f(x) = x2 cos(x3):

õËÁ Ú Á Î É Å. õÇÁÄÁÊÔÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ. (îÁ×ÏÄÑÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ '(xm), ÇÄÅ ' | ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á m ∈ N?)
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∗ ∗ ∗

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ:

(1) R[x] | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ::: + anx

n

(ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 0);

(2) RT [x] | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

T (x) = a0 +

n∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx)

(n > 0 | ÌÀÂÏÅ).

(÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak, bk | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.)

16. ðÕÓÔØ M | ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É g(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ M, ÔÏ:

1) ÉÈ ÓÕÍÍÁ f(x) + g(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M;

2) ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ �f(x) + �g(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M;

3) ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f(x)g(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M.

17. ðÕÓÔØ M | ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ÅÒÎÏ

ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M, ÔÏ:

1) ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M?

2) ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F (x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M?

(äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄÁÊÔÅ ÏÔ×ÅÔ É ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ ÅÇÏ.)

18. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ∈ M × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÏ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ f(x) (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ) ÎÁÊÄÉÔÅ

ÚÁÐÉÓØ (ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ):

1) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x);
2) ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ F (x) ÄÌÑ f(x).

ëÁËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ∈ M ÄÌÑ ÔÏÇÏ,

ÞÔÏÂÙ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ M?

∗ ∗ ∗

19. úÁÐÉÛÉÔÅ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ:

1) Sn(x) = Sn
(
t
)x
0
; 6) Sn = Sn

(
sin t

)�
0
;

2) Sn(x) = Sn
(
t2

)x
0
; 7) Sn(x) = Sn

(
cos t

)x
0
;

3) Sn(x) = Sn
(
t3

)x
0
; 8) Sn = Sn

(
cos t

)�
0
;

4) Sn(x) = Sn
(
tm

)x
0
(m ∈ N); 9) Sn(x) = Sn

(
1
t

)x
1
;

5) Sn(x) = Sn
(
sin t

)x
0
; 10) Sn(x) = Sn

(
1
t2

)x
1
:
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óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÓÏÚÄÁÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ

ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÉÓÞÉ-

ÓÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. òÏÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(n) = fn,

ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÄÉ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ�, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÅ ÔÏÌØ-

ËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n, ÉÇÒÁÅÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn | Î Ï × Á Ñ Ð Ï Ó Ì Å Ä Ï × ÁÔÅ Ì Ø Î Ï ÓÔØ gn = g(n), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ

�f(n) = �fn

É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ:

g(n) = �f(n) = f(n+ 1)− f(n) (ÉÌÉ gn = �fn = fn+1 − fn):

îÁÐÒÉÍÅÒ,

�(const) ≡ 0; �(kn + b) ≡ k; �(n2) = 2n+ 1; �(qn) = (q − 1)qn

(ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, Ô. Å. ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).

20. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

1) fn = an2 + bn + c; 6) fn = 2kn;

2) fn = n3; 7) fn = n2n;

3) fn = n4; 8) fn = sin�n;

4) fn = 3n − 17 · 2n; 9) fn = cos�n;

5) fn = 2−n; 10) fn =
1
n
:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn: ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ Fn, ÞÔÏ

∀ n ∈ Z �Fn = fn:

21. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) åÓÌÉ Fn É Gn ÓÕÔØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn,

ÔÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: Gn = Fn + C.

2) ìÀÂÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ fn = f0 + dn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×Á-

ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Fn = an2 + bn+ c.

3) ìÀÂÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ fn = f0 · qn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Fn =

= Aqn + C (ÇÏ×ÏÒÑÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÎÕÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ).

4) åÓÌÉ Fn | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ

n ∈ N ÓÕÍÍÁ Sn = f0 + f1 + :::+ fn−1 ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Fn − F0.

îÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (Ô. Å. ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍ) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒ×ÙÈ n

ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ fn = aqn, Ô. Å. Sn= a+ aq+ :::+ aqn−1, ÎÁÊÄÅÍ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ Fn=Aqn ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �Fn = fn. ôÁË ËÁË �Fn = A(q − 1)qn,

ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÚÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ A ÒÁ×ÎÙÍ a
q−1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

a + aq + :::+ aqn−1 = Fn − F0 = Aqn − Aq0 =
a

q − 1
(qn − 1);

É × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.
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22. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ Sn =

n−1∑
k=0

fk ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

1) fn = n; 4) fn = cosn�;

2) fn = n2; 5) fn = sinn�;

3) fn = n3; 6) fn = nqn:

23. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ

ÓÕÍÍ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 22 (ËÒÏÍÅ ÐÐ. 4, 9, 10).

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ ÞÅÒÅÚ s(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÌÏÝÁÄØ S
(
f
)x
x0
ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-

ÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ Ox, ÇÒÁÆÉËÏÍ z = f(x) É ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ × ÔÏÞËÁÈ

(x0; 0) É (x; 0) ÏÓÉ Ox (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ

x < x0 ÐÌÏÝÁÄØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�).

24. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = s(x) ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f É ÔÏ-

ÞÅË x0:

1) f(x) = 1; x0 = 1; 6) f(x) = 1− x; x0 = 0;

2) f(x) = −1; x0 = 1; 7) f(x) = 1− x; x0 = 1;

3) f(x) = x; x0 = 0; 8) f(x) = |x|; x0 = 0;

4) f(x) = x; x0 = 1; 9) f(x) = |x|; x0 = −1;
5) f(x) = x; x0 = −1; 10) f(x) = 1− |x|; x0 = 0:

25. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) É ÔÏÞËÕ x0, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ:

1) s(x) = x+ 1; 4) s(x) = (x− 1)2;

2) s(x) = x2; 5) s(x) = (x + 1)2;

3) s(x) = x2 − 1; 6) s(x) = x2 + 1:

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ s(x) = F (x) ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ

ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ? ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f É �ÔÏÞËÁ ÏÔÓÞÅÔÁ� x0?

26. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = s(x) ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f É ÔÏÞÅË x0:

1) f(x) = �(x)1; x0 = −1; 4) f(x) = sgn(x); x0 = 0;

2) f(x) = �(x); x0 = 0; 5) f(x) = sgn(x); x0 = −1;
3) f(x) = �(x); x0 = 1; 6) f(x) = sgn(x); x0 = 1:

(÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ

ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ,

ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ x0 É x.)

27. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = |x|; 4) f(x) = 1− |x|;
1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ èÜ×ÉÓÁÊÄÁ: ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x < 0 É

ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ x > 0.
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2) f(x) = |x| − 1; 5) f(x) = sin |x|;
3) f(x) = |x− 1|; 6) f(x) = | sinx|; x ∈ [−2�; 2�]:
28. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ F (x) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F (0) = 0:

1) f(x) =
∣∣1− |x|∣∣; 4) f(x) =

{
1− x2; |x| 6 1;

1− |x|; |x| > 1;

2) f(x) = x+ |x|; 5) f(x) =

{
1− x2; |x| 6 1;

|x| − 1; |x| > 1;

3) f(x) = x− 3|x|; 6) f(x) =


1; x < 0;

1 + x; 0 6 x 6 1;

2x; x > 1:

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ y = f(x) É y = F (x).

ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÁ

ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á (× ÎÉÈ

ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ

É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ I ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∃ F ′(x) = f(x) ÎÁ ×ÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ

ÆÕÎËÃÉÉ f .

29. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ

ÏÓÉ):

1) f(x) = �(x); 4) f(x) = x+ sgn x;

2) f(x) = sgn x; 5) f(x) = sgn(x2 − 1);

3) f(x) = x+ �(x); 6) f(x) = sgn(1− x2):

30. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ

ÆÕÎËÃÉÉ f . äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ F (ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ). äÁÊÔÅ ÏÔ×ÅÔÙ (Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ) ÎÁ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ (ÎÅ ÔÏÒÏÐÉÔÅÓØ!).

1) íÏÖÅÔ ÌÉ f ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÁÚÒÙ×Á| ÓËÁÖÅÍ, x = 0? éÌÉM = {−1}?
x = 17?

2) íÏÖÅÔ ÌÉ f ÉÍÅÔØ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á | ÓËÁÖÅÍ, x = 0; 1? éÌÉ M = ±1?
M = {0; 200}?
3) íÏÖÅÔ ÌÉ f ÉÍÅÔØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á | ÓËÁÖÅÍ, 0; 1; 2? éÌÉM = {0; 2; 1000}?
4) íÏÖÅÔ ÌÉ f ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á? ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

5) íÏÖÅÔ ÌÉ F ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÁÚÒÙ×Á | ÓËÁÖÅÍ, x = 0? á x = 2?

á Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á?

2þÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÞÉ-

ÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ |

ÏÔ ÌÁÔ. discretus: �ÐÒÅÒÙ×ÉÓÔÙÊ�, �ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÊ�, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ; ÁÎÔÏÎÉÍ ÓÌÏ×Á

�ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ�).



�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ�. çÌÁ×Á 2 49

31. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) É G(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒ-

×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = [x] (ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ x) É g(x) = {x} (ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ x)
ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ F (0) = G(0) = 0.

1) ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÜÔÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ F É G?

2) îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F (1), F (2), F (10), F (−2).
3) îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ G(1), G(2), G(4), G(−8).
4) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ F (100), G(100), F (100)±G(100), F (200)±G(200).

ðÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

32. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ u(z) =
|z|
z

ÞÅÒÅÚ Sgn z (ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

ÚÎÁËÁ sgn z ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ z = 0). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) y′ = Sgn x; 12) y′ = Sgn(y − 2x);

2) y′ = Sgn x+ 1; 13) y′ = Sgn(xy);

3) y′ = Sgn(x− 1); 14) y′ = Sgn(−xy);
4) y′ = −Sgn x; 15) y′ = Sgn(xy − 1);

5) y′ = 2− Sgn x; 16) y′ = Sgn(1− xy);

6) y′ = Sgn y; 17) y′ = Sgn(x2 − y);

7) y′ = Sgn y − 1; 18) y′ = Sgn(x2 − y2);

8) y′ = Sgn(y + 1); 19) y′ = Sgn(x2 + y2 − 4);

9) y′ = −Sgn y; 20) y′ = Sgn(4− x2 − y2);

10) y′ = Sgn(x− y); 21) y′ = Sgn(sinx);

11) y′ = Sgn(x + y); 22) y′ = Sgn(sinx · sin y):
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y)

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy, ÇÄÅ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

33. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ É ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ:

1) y′ = x; 7) y′ = y − 1;

2) y′ = −x; 8) y′ = −y + 2;

3) y′ = x− 2; 9) y′ = x+ y;

4) y′ = −x + 1; 10) y′ = x− y;

5) y′ = y; 11) y′ = y − x;

6) y′ = −y; 12) y′ = −y − x:
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34. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ (Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ), ÞÔÏ:

1) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = '(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = f(x),

ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ yC = '(x) + C ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ;

2) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = '(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = g(y),

ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ yc = '(y + c) ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ;

3) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = '(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = k(x)y,

ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ yA = A'(x) ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ;

4) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = '(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = h
(y
x

)
,

ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ yA = A'
( x
A

)
ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.

éÚÏËÌÉÎÙ É ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ

35. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏËÌÉÎÙ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 33. éÚÏ-

ÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÉÚÏËÌÉÎÙ.

36. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′ =
= F (x; y)):

1) ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÅÇÏ ÉÚÏËÌÉÎ;

2) Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÞÁÓÔØÀ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÅÇÏ ÉÚÏËÌÉÎ?

37. íÏÖÅÔ ÌÉ ×ÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′ = F (x; y)) ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÅÇÏ ÉÚÏËÌÉÎ ÉÌÉ ÉÈ ÞÁÓÔÅÊ?

38. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ×ÉÄ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÚÏËÌÉÎ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (×ÓÀÄÕ u(z) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ):

1) y′ = u(x); 6) y′ = u(y − x2);

2) y′ = u(y); 7) y′ = u
(y
x

)
;

3) y′ = u(x− y); 8) y′ = u

(
x

y

)
;

4) y′ = u(x+ y); 9) y′ = u(xy);

5) y′ = u(y − 2x); 10) y′ = u(x2 + y2).

39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÚÏËÌÉÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

y′ = F (x; y) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

L : (x; y) 7→ (x1; y1)

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy (Ô. Å. ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍÏ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÉ1 | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ, ÐÏ×ÏÒÏÔÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÇÏÍÏÔÅ-

ÔÉÉ, ...), ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍÏ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ

× ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × ÄÒÕÇÕÀ) ÉÌÉ × ÎÅÓËÏÌØËÏ �ËÕÓÏÞËÏ×�

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÔÁË ÂÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ L ÇÒÁÆÉË y = y(x)

ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÒÉ×ÕÀ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ).

40. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
1éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÓÔØ� (ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ

ÉÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ); ÆÒ. invariant | �ÎÅÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊÓÑ�, ÏÔ

ÌÁÔ. in... | ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ �ÎÅ...�, varians, variantis | �ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊÓÑ�.
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1) y′ = x2; 12) y′ =
√|x|;

2) y′ = x2 + 1; 13) y′ = 3
√
x;

3) y′ = x2 − 1; 14) y′ =
1

x
;

4) y′ = x3; 15) y′ =
1

x2
;

5) y′ = −x2; 16) y′ = −1

x
;

6) y′ = −x2 + 1; 17) y′ = − 1

x2
;

7) y′ = −x2 − 1; 18) y′ =
1

x− 2
;

8) y′ = −x3; 19) y′ =
1

2− x
;

9) y′ = |x|; 20) y′ = sin x;

10) y′ = −|x|; 21) y′ = − sin x;

11) y′ = 1− |x|; 22) y′ = tg x:

41. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) y′ = y2; 9) y′ =
1

y
;

2) y′ = −y2; 10) y′ = −1

y
;

3) y′ = y2 + 1; 11) y′ =
1

y2
;

4) y′ = y2 − 1; 12) y′ =
√|y|;

5) y′ = y2 − y; 13) y′ = 3
√
y;

6) y′ = 1− y2; 14) y′ = cos y;

7) y′ = y3; 15) y′ = cos2 y;

8) y′ = −y3; 16) y′ = tg y:

42. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) y′ =
y

x
; 9) y′ =

x

2y
;

2) y′ =
2y

x
; 10) y′ = −x

y
;

3) y′ =
y

2x
; 11) y′ = −2x

y
;

4) y′ = −y

x
; 12) y′ = − x

2y
;
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5) y′ = −2y

x
; 13) y′ =

y + 1

x− 2
;

6) y′ = − y

2x
; 14) y′ =

x+ 1

y − 2
;

7) y′ =
x

y
; 15) y′ =

y2

x
;

8) y′ =
2x

y
; 16) y′ = 2xy:

*ðÅÒ×ÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ïÐÒ Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. æÕÎËÃÉÑ Y (x; y), ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ y = y(x), x ∈ I, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y), Ô. Å. ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

∀ x ∈ I Y (x; y(x)) ≡ C (∗)
(ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ó×ÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x)), ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ

ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) Y (x; y) = x2 − y, y′ = 2x; 4) Y (x; y) =
y

x
, y′ =

y

x
;

2) Y (x; y) = x +
1

y
, y′ = y2; 5) Y (x; y) = x2 + y2, y′ = −x

y
;

3) Y (x; y) = xy, y′ = −y

x
; 6) Y (x; y) = x2 − y2, y′ =

x

y
.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (∗) ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

44. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ Y (x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = F (x; y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ Y , Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

�C =
{
(x; y)

∣∣Y (x; y) = C
}
:

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12 É ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÈ ÇÒÁÆÉËÏ×.

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ y = '(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

ÍÎÏÇÉÍ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÍ!) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË-

ÃÉÑ y = x2 ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ x > 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

y′ = 2x; y′ = x +
y

x
; y′ = 17x− 15y

x
; y′ =

2y

x
; y′ = 2

√
y

É Ô. Ä. (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).

45. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = '(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ (á) ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ, (â) ÎÁ ×ÓÅÊ Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ (ÎÁÊÄÉÔÅ, ÐÒÉ-

ÄÕÍÁÊÔÅ, �ÕÇÁÄÁÊÔÅ�) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ y′ = g(y), ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁ

ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÂÙ:
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1) y = x3; 5) y =
1

x3
;

2) y =
√
x; 6) y =

1√
x
;

3) y =
1

x
; 7) y =

1
3
√
x
;

4) y = −1

x
; 8) y = tg x:

ëÁËÉÅ ÅÝÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ?

46. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = '(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ (á) ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ, (â) ÎÁ R r {0}, ÕËÁÖÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ y′ = k(x)y,

ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÂÙ:

1) y = x3; 5) y =
1

x
;

2) y = x4; 6) y = −1

x
;

3) y = x5; 7) y =
1

x2
;

4) y = 3
√
x; 8) y =

1

x3
:

ëÁËÉÅ ÅÝÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ?

47. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Z(x; y) (ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ Z(x; y) = C); ÚÁÐÉÛÉÔÅ (ÎÁÊÄÉÔÅ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

y′ = F (x; y) (ÉÌÉ F(x; y; y′) = 0)1, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ËÒÉ×ÙÅ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

(ÔÏÞÎÅÅ, ÔÅ ÉÈ �ÕÞÁÓÔËÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ-

ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

1) x− y = C; 10) xy2 = C;

2) x2 + y = C; 11) xyn = C; n ∈ N;

3) xn − y = C; n ∈ N; 12) x2y3 = C;

4) x− y2 = C; 13) x2 − y3 = C;

5) x− yn = C; n ∈ N; 14) x2 + y2 = C;

6) x + yn = C; n ∈ N; 15) 4x2 + y2 = C;

7) xy = C; 16) x2 + 4y2 = C;

8) x2y = C; 17) x2 − y2 = C;

9) xny = C; n ∈ N; 18) 2x2 − y2 = C:

1ôÁËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÒÁÚÒÅ-

ÛÅÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ y′.
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õËÁ Ú Á Î É Å. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ Z(x; y) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÉÓËÏÍÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

òÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ: ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ Ë ÒÁÚÎÏÓÔÑÍ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn, ËÒÏÍÅ �ÐÅÒ-

×ÏÊ� ÒÁÚÎÏÓÔÉ �fn, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÔÏÒÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ �2fn, ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ

ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ,

(�2f)n = �(�f)n;

É ÄÁÌÅÅ ÔÒÅÔØÑ, ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ É Ô. Ä. ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

48. úÁÐÉÛÉÔÅ ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

49. îÁÊÄÉÔÅ ×ÔÏÒÙÅ É ÔÒÅÔØÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

1) fn = n2; 4) fn = 2n;

2) fn = n3; 5) fn = 3n;

3) fn = n4; 6) fn = sinn�:

áÎÁÌÏÇÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚ-

ÎÏÓÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á

ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

åÓÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ yn É ×ÓÅ ÅÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �yn, �
2yn, ... ×ÈÏÄÑÔ

× ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ.

50. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

1) �yn = kyn; 3) �2yn = 0;

2) �yn = kyn + b; 4) �3yn = 0:

51. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ,

�2yn + p�yn + qyn = 0;

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ËÁË ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

yn+2 = ayn+1 + byn; (∗)
ÇÄÅ a; b ∈ R | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ?

ôÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏ ÓÕÔÉ Ó×ÏÅÊ ×ÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ (É

ÐÒÏÝÅ!) ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ ×

ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å. íÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓËÒÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ËÒÁÓÉ×ÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÀ, ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÉ×ÛÉÓØ ÏÄÎÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÙÍ × ÍÁÌÅÎØËÕÀ ÓÅÒÉÀ ÚÁÄÁÞ.

52. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ un É vn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÒÁÚ-

ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗), ÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ yn = �un + �vn (ÇÄÅ

�; � ∈ R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗).
53. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ�| ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅ-

ÎÏ× y0 = A, y1 = B | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ yn, n > 0, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗), É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,

ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ yn ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÎÄÅËÓÁ n?
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54. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (∗) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁ-

ÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅÓÑ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ qn = �n, ÔÏ ÅÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ � Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

�2 − a�− b = 0 (∗∗)
(a; b | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗)).
55. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗∗)

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÞÉÓÌÁ �1, �2 | ÅÇÏ ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(∗) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ
yn = ��n1 + ��n2 ;

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �; � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ y0 = A, y1 = B.

56. úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÉÂÏÎÁÞÞÉ:

yn+2 = yn+1 + yn:

57. îÁÊÄÉÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ fn: f0 = 0,

f1 = 1, f2 = 1, f3 = 2, f4 = 3, f5 = 5, ...; fn = fn−1 + fn−2.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ �2 − �− 1 = 0, ÅÇÏ ËÏÒÎÉ

�1;2 =
1±√5

2
=

∣∣∣�
�1
;

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � = 1+
√
5

2
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÚÏÌÏÔÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ�, Á ×ÔÏÒÏÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ

�1 = 1− � (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ). ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÉÂÏÎÁÞÞÉ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

yn = ��n + �(1− �)n:

äÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

y0 = f0 = �+ � = 0 =⇒ � = −�;
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y1 = f1 = �� − �(1− �) = �(2� − 1) = � ·
√
5 = 1 ⇒ � =

1√
5
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ fn ÐÁÒ ËÒÏÌÉËÏ× × �ÍÏÄÅÌÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ�

ÞÅÒÅÚ n ÍÅÓÑÃÅ× (ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÏÓÔÁ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ âÉÎÅ:

fn = �
(
�n − (1− �)n

)
=

(
1+
√
5

2

)n

−
(
1−√5
2

)n

√
5

:

(ðÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ!)

58. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÒÁ×ÅÎ �ÚÏÌÏ-

ÔÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ� � .
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úÄÅÓØ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ËÁË ÂÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÓÔÅÔÉËÉ |

ÏÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ ðÁÒÆÅÎÏÎÁ É âÏÔÉÞÅÌÌÉ ÄÏ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÌÏÄÏ× ÁÎÁÎÁÓÁ ÉÌÉ ËÏÒÚÉÎÏË

ÐÏÄÓÏÌÎÅÞÎÉËÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ �ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ�, ËÁË ÎÁÚ×ÁÌÉ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � : 1 ìÅÏÎÁÒÄÏ ÄÁ ÷ÉÎÞÉ É æÒÁ ìÕËÁ ðÁÞÏÌÉ (× ËÎÉÇÅ �De Divina Pro-

portione�, 1509 Ç.), ÔÁËÖÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ1.

ìÅÏÎÁÒÄÏ ðÉÚÁÎÓËÉÊ, ÏÎ ÖÅ æÉÂÏÎÁÞÞÉ (ÉÔ. �lius Bonacci | �ÓÙÎ ÄÏÂÒÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ�) |

ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ËÕÐÅÃ, ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË É ÐÉÓÁÔÅÌØ (1180{1240).

òÏÄÉÌÓÑ × Ç. ðÉÚÁ, ÕÞÉÌÓÑ Õ ÁÒÁÂÏ× × áÌÖÉÒÅ, ÎÁÐÉÓÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÅÊÛÉÈ

ÐÏ ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÒÁËÔÁÔÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | × �ëÎÉÇÅ ÏÂ ÁÂÁËÅ�

(ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ Ï ÓÁÍÏÍ ÁÂÁËÅ, Á Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ) | ÏÎ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÚÁÄÁÞÕ

Ï ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÒÏÌÉËÏ× (1202 Ç.).

îÁ Ó×ÑÚØ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ó ÚÏÌÏÔÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÕËÁÚÁÌ éÏÇÁÎÎ ëÅÐÌÅÒ × Ó×ÏÅÍ ÂÌÅÓÔÑ-

ÝÅÍ ÜÓÓÅ �ï ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÓÎÅÖÉÎËÁÈ � (1611 Ç.). îÁËÏÎÅÃ, ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË,

ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ðÏÌÉÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔ, ÁÓÔÒÏÎÏÍ É ÁÎÁÌÉÔÉËöÁË æÉÌÉÐÐ íÁ-

ÒÉ âÉÎ�Å (1786{1856) ÐÏÌÕÞÉÌ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÏÂÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1843 Ç.). þÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ É ìÁÇÒÁÎÖ, É ÍÎÏÇÉÅ

ÄÒÕÇÉÅ, É ÐÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ É ×ÅÓØÍÁ ÇÌÕÂÏËÉÅ

ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ... .

59. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ �ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ÉÎ-

ÔÅÇÒÁÌÁÍ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ âÁÒÒÏÕ

(ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ):

1)

∫ 2

−1
x dx; 4)

∫ 1

3

(x− 2) dx;

2)

∫ 2

1

x dx; 5)

∫ 3

1

(2− x) dx;

3)

∫ 3

1

(x− 2) dx; 5)

∫ −3

−1
(2− x) dx:

õËÁ Ú Á Î É Å. ëÁÖÄÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ËÕÓÏÞ-

ËÏ×�, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÎÏ ×ÚÑÔÙÈ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ

ÚÎÁËÁÍÉ.

60. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ� ÏÔ×ÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ âÁÒÒÏÕ.

61. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ É ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-

ÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ� (Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÚÎÁËÏ× ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÞÁÓÔÅÊ):

1)

∫ 2

−2
x2 dx; 4)

∫ 3

0

(x2 − 2x) dx;

2)

∫ 2

−2
(x2 − 1) dx; 5)

∫ 3

−2
x3 dx;

1óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÁÔØÀ á. é. ýÅÔÎÉËÏ×Á �ðÒÏÂÌÅÍÁ ÆÉÌÌÏÔÁËÓÉÓÁ�, íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÅ, �1(24), 2003 Ç. | ÐÒÉÍ. ÒÅÄ.
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3)

∫ 3

−2
x2 dx; 6)

∫ a

−a
x3 dx:

62. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÔÓÅËÁÅÍÕÀ ÏÔ I Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ (x > 0, y > 0) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÇÒÁÆÉËÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ

(ÚÁÐÉÓÁ× ÅÅ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ):

1) y = 1− x� (� > 0); 4) y = (a− x)m (a;m > 0);
2) y = (1− x)� (� > 0); 5) y = cos�x (� > 0);
3) y = am − xm (a;m > 0); 6) y = cos2 �x (� > 0):

63. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÄÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ (ÐÒÉ x > 0), É ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔÅ ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ (ÚÁÐÉÓÁ× ÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×):

1) y = x�; y = x (� > 0); 4) y = (1− x)�; y = 1− x (� > 0);
2) y = x�; y = x� (� > � > 0); 5) y = � sin�x; y = 2�x (� > 0);
3) y = 1−x�; y = 1−x (�>0); 6) y = � cos�x; y = � − 2�x (� > 0):

ïÂÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÆÉÇÕÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ

ÌÉÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÆÉÇÕÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ

ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ É ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÌÏ-

ÝÁÄØ ËÁË ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.

64. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÄÁÎÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÅÅ ÐÌÏ-

ÝÁÄØ:

1) y = x2; y = c2 (c > 0); 4) y = h− x2; y = 0 (h > 0);
2) y = ax2; y = ac2 (c > 0); 5) y = x2 − ax; y = 0 (a > 0);
3) y = ax2; y = kx (a; k > 0); 6) y = (x− �)(x− �); y = 0 (� < �):

ïÐÒ ÅÄ Å Ì Å Î É Å 5. ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÅÇÍÅÎÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ y = p2(x) = ax2 + bx + c É ÅÅ ÈÏÒÄÏÊ | ÏÔÒÅÚËÏÍ AB, ÓÏÅÄÉÎÑ-

ÀÝÉÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ A(xA; yA) É B(xB ; yB) ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, Ô. Å. ×ÅÌÉÞÉÎÁ d = |xB − xA|,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ ÓÅÇÍÅÎÔÁ, Á ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁMP ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ x = xA+xB

2

ÍÅÖÄÕ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ M ÈÏÒÄÙ AB É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ P ÐÁÒÁÂÏÌÙ | ÓÔÒÅÌ-

ËÏÊ ÓÅÇÍÅÎÔÁ.

ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÐÒÑÍÙÍÉ AB, x = xA, x = xB É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë

ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÅ AB, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÏËÏÌÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ABP .
65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ABP ÒÁ×ÎÁ:

1) 2
3
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÛÉÒÉÎÙ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÎÁ ÅÅ ÓÔÒÅÌËÕ;

2) 2
3
ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

òÁÎÅÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ x É

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÅÔÙÒÅÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ

(ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÅÌÅÎÉÑ), ÎÏ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ�ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ËÏÒÎÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅ-

ÎÉ n > 2, Á ÔÁËÖÅ ÐÕÔÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ

ÆÕÎËÃÉÊ (É ÐÏ×ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ

ÆÕÎËÃÉÑÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ). ÷ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÖÅ ÐÏËÁ-

ÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉÅÍÏ×.
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66. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = x(
√
x + 1); 4) f(x) =

√
x+ 4

4
x;

2) f(x) =
√
x(
√
x + 2); 5) f(x) =

√
x+ 5

10
√
x
;

3) f(x) =
√
x(x + 3); 6) f(x) =

x+ 6

12
√
x
:

67. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) =
√
x+ 2; 4) f(x) =

1√
x− 2

;

2) f(x) =
√
2x− 1; 5) f(x) =

2√
2x+ 1

;

3) f(x) = (2x+ 1)
√
4x+ 2; 6) f(x) =

4x− 6√
2x− 3

:

68. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = x( 3
√
x + 1); 4) f(x) = ( 3

√
x− 3)(

√
x− 2);

2) f(x) = 3
√
x( 3
√
x− 1); 5) f(x) =

3
√
x+ 1

x2
;

3) f(x) = 3
√
x · √x; 6) f(x) =

√
x− 1
3
√
x

:

69. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = x
√
x− 2; 4) f(x) =

2x√
x− 1

;

2) f(x) = (2x+ 3)
√
1− x; 5) f(x) =

2x+ 1√
2− x

;

3) f(x) = 3x 3
√
3x− 2; 6) f(x) =

3x− 2
3
√
x− 1

:

70. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) = 4x
√
x2 − 1; 4) f(x) =

x2√
1− x3

;

2) f(x) =
x√

x2 + 1
; 5) f(x) = 4x 3

√
1− x2;

3) f(x) = x2
√
x3 + 1; 6) f(x) =

x2

3
√
x3 + 17

:
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õËÁ Ú Á Î É Å. úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ F (x) =
(
p(x)

)�
.

ëÒÏÍÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x−1, ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ F (x) = ln |x|+ Ĉ (ÚÄÅÓØ ln z | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÅÞØ

× ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÁÎÓÃÅÎ-

ÄÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ: ËÁËÉÅ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ?

71. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) =
1

1 + x2
; 4) f(x) =

1

2 + 2x+ x2
;

2) f(x) =
x2

1 + x2
; 5) f(x) =

2x

1 + x4
;

3) f(x) =
1

4 + x2
; 6) f(x) =

ax2 + b

c2 + d2x2
(c; d > 0):

72. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) f(x) =
1√

1− x2
; 4) f(x) =

1√
2x− x2

;

2) f(x) =
1√

9− x2
; 5) f(x) =

x√
1− x4

;

3) f(x) =
1√

1− 4x2
; 6) f(x) =

ax + b

c2 − d2x2
(c; d > 0):

ëÁË ×Ù, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÄÏÇÁÄÁÌÉÓØ, ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ Ó×Ñ-

ÚÁÎÙ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: arctg x É arcsin x (ÉÌÉ Ó

arcctg x =
�

2
− arctg x É arccos x =

�

2
− arcsin x).

éÎÔÅÇÒÁÌÙ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ

73. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ∈ R ÆÕÎËÃÉÉ J(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÚÁÄÁÞÅ

34, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ J ′(x) × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

74. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÊ F (x) ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ F ′(x0) ×
ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ x0:

1) F (x) =

∫ x

1

du

lnu
; x0 = e; 4) F (x) =

∫ x

0

e−u
2

du; x0 =
√
ln 2;

2) F (x) =

∫ x

1

sin u

u
du; x0 =

�

2
; 5) F (x) =

∫ x

1

uu du; x0 = 4;

3) F (x) =

∫ x

1

eu

u
du; x0 = ln 2; 6) F (x) =

∫ x

17

uu du; x0 = 4:

75. äÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. îÁÊÄÉÔÅ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÊ F (x) (ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÓÉ):

1) F (x) =

∫ x

0

f 2(u) du; 4) F (x) =

∫ 2x

x

f(u) du;
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2) F (x) =

∫ 0

x

f(u) du; 5) F (x) =

∫ x2

0

f(u) du;

3) F (x) =

∫ 2x

0

f(u) du; 6) F (x) =

∫ x

−x
f(u) du:

76. ðÕÓÔØ F | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : (a; b)→
→ (�; �) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÆÕÎËÃÉÑ g : (�; �) → (a; b) | ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f .

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ G(x)=xg(x)−F (g(x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎË-

ÃÉÉ g ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�; �). ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ:

1) f(x) = xn; x ∈ (0;+∞); 3) f(x) = arcsinx; x ∈ (−1; 1);
2) f(x) = sinx; x ∈ (−�

2
;
�

2
); 4) f(x) = cos x; x ∈ (0; �):

äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ G(x) (ÏÔÄÅÌØÎÏ × ÓÌÕÞÁ-

ÑÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ É ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ; ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ

a = � = 0).

∗ ∗ ∗

77. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÕËÁ-

ÚÁÎÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ:

1) y = 2x− x2; y = 0; 10) y = x1=3; y = x1=5;

2) y = x2 − 3x; y = 0; 11) y = 4
x2
; y = 7− 3x;

3) y = x2 − 2; y = x; 12) y = x2; y = 2x− 1; y = −2x− 1;

4) y = x2; y = 2x; 13) y = x2; y = (x− 1)2; y = 1
9
;

5) y = x2; y = x+ 2; 14) y = sin2 x; y = 0; x = �
2
;

6) y = x2; y = x3; 15) y = x�; y = x� (0 < � < �);

7) y = −x2; y = x4 − 20; 16) y =
√
x; y = x− 2; x = 0:

8) y = −x2; y = x3 − 12x; 17) y =
√
a+ x; y =

√
a− x; y = 0;

9) y = x1=3; x = 0; y = 1; 18) y =
√
x; y =

√
4− 3x; y = 0:

78. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ:

1) y2 = x; y = 2− x;

2) y = x; y = x2 + 1; x = 0; y = 2;

3) y2 = x; y =
√
x(x2 − 1);

4) y = x3; y = 0; ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = x3 × ÔÏÞËÅ x = 1;

5) y =
√
x; y = 1

4
x; ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y =

√
x × ÔÏÞËÅ x = 1;

6) y = x3 − x; ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = x3 − x × ÔÏÞËÅ x = −1.
79. îÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:

1)
∫ 2

−2
∣∣|x| − 1

∣∣ dx; 4)
∫ 11�

−� sin x
3
dx;

2)
∫ 5

0
|{x} − 1

2
| dx; 5)

∫ 10

−10 x
5 cos13 x dx;

3)
∫ 0

−2
√
4− x2 dx; 6)

∫ �=2

0
cos2 x dx:

∗ ∗ ∗
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80. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÌÁ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x} ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy; ËÁ-

ÖÄÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÅ ÏÓÉ Ox | Ë×ÁÄÒÁÔ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ.

81. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÌÁ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x} ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy; ËÁ-

ÖÄÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÅ ÏÓÉ Ox, ÅÓÔØ ÐÏÌÕËÒÕÇ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂßÅÍ

ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ.

82. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÌÁ | ËÒÕÇ x2 + y2 6 1, ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÅ

ÏÓÉ Ox | Ë×ÁÄÒÁÔ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ.

83. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍÙ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ y = 1− x2 ÏÔ ÔÏÞËÉ

x = 0 ÄÏ ÔÏÞËÉ x = 1: 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox; 2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy.

84. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍÙ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÌÉÎÉÑÍÉ y =
√
x,

x = 0 É y = 1: 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox; 2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy.

85. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍÙ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÌÉÎÉÑÍÉ y =
√
1− x2,

y = x É y = 0: 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox; 2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy.

86. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÌÉÎÉÑÍÉ y = 4− x2 É

y = 3, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −1.
87. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÌÉÎÉÑÍÉ y = x3 É

y = x, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ x = −2.
∗ ∗ ∗

88. 1) îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÏ× ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ Ox É Oy

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÄÕÇÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ y = x2 ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0 ÄÏ

ÔÏÞËÉ x = a, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÏÓÑÍÉ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÍÉ Ë ÎÉÍ.

2) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = x�, � > 0.

3) òÅÛÉÔÅ ÔÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÉËÏ× y = Ax2 É y = Ax� (A; � > 0).

89. 1) îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÜÌÌÉÐÓÏÍ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a É b |

ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2
+
y2

b2
= 1:

2) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ | ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox.

3) îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÏ× ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏ× | ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ Ox É Oy.

90. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ

ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 1:

91. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍÙ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox:

1) ÄÏÌØËÉ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ 0 6 x 6 �, 0 6 y 6 sin x;

2) ËÒÕÇÁ x2 + (y − 2)2 6 11;

1ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÅÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÒÏÍ.
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3) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ x > 1, 0 6 y 6 1
x
.

92. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ, ×Ù×ÅÄÉÔÅ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÂÏËÏ×ÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÃÉÌÉÎ-

ÄÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R É ×ÙÓÏÔÙ H.

93. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏËÏÌÏ ÏÓÉ Oy

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ

0 6 a 6 x 6 b; 0 6 y 6 f(x)

(f(x) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ).

(ïÔ×ÅÔ: V = 2�

∫ b

a

xf(x) dx.)

94. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍÙ ÔÅÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏËÏÌÏ ÏÓÉ Oy:

1) ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 x� (� > 0);

2) ÓÉÎÕÓÏÉÄÁÌØÎÏÊ ÄÏÌØËÉ 0 6 x 6 �, 0 6 |y| 6 sin x;

3) ËÒÕÇÁ (x− 2)2 + y2 6 11;

4) ËÒÕÇÁ (x− 1)2 + y2 6 12;

5) ËÒÕÇÁ (x− 0; 5)2 + y2 6 13.

95. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÎÕÓÁ Ó

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÌÏÝÁÄÅÊ S1, S2 É ×ÙÓÏÔÏÊ h. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÅÞÅÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ [ÏÂÝÅÇÏ] ËÏÎÕÓÁ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ É

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÅÞÅÎÉÑ. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÉÚ �ÓÏ-

ÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÄÏÂÉÑ� É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ óÉÍÐÓÏÎÁ.)

(ïÔ×ÅÔ: V = 1
3
h(S1 +

√
S1S2 + S2).)

96. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ �ÞÅÒÄÁËÁ�, × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚ-

ÍÅÒÁ a× b, ×ÅÒÈÎÅÅ ÒÅÂÒÏ ÒÁ×ÎÏ c, Á ×ÙÓÏÔÁ | h.

97. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ �ÏÂÅÌÉÓËÁ�, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× A× B É a× b (Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ),

Á ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ h.

∗ ∗ ∗
98. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÏ×ÏÇÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R É

×ÙÓÏÔÙ H. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÛÁÒÏ×ÙÍ ÓÅÇÍÅÎÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ ÛÁÒÁ, ÏÔÓÅËÁÅ-

ÍÁÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÅÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ; ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÒÁÄÉÕÓ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ R, Á ×ÙÓÏÔÏÊ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ H ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÏ ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÅÇÍÅÎÔÁ [ÛÁÒÁ]. ÷ÏÐÒÏÓ: × ËÁËÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ

ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ×ÙÓÏÔÁ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R?)

99. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÏ×ÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÇÏ ÛÁÒÏ×ÏÍÕ ÓÅÇÍÅÎÔÕ ÒÁÄÉÕÓÁ R É ×ÙÓÏÔÙ H. (üÔÏÔ ÛÁÒÏ×ÏÊ ÓÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÅÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÛÁÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒ Ó ÔÏÞËÁÍÉ

ÓÆÅÒÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ÛÁÒÏ×ÏÍÕ ÓÅÇÍÅÎÔÕ [ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ

ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÅÇÍÅÎÔ]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÛÁÒÏ×ÏÊ ÓÅËÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÍ!)

1ôÅÌÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ | ÏÐÑÔØ ÔÏÒ.
2á ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÏÒ.
3óÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÏÒ!
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100. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÅÍ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ, ×Ù×ÅÄÉÔÅ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R É ×ÙÓÏÔÙ H.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÏÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ ÓÆÅÒÙ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ

Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ÅÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. óÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÆÅÒÙ R É ÅÝÅ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅ-

ÒÙ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÏ×. åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ

ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2 + y2 + z2 = R2, Á ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÏÓÉ Ox, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = a

É x = b; a; b ∈ (−R; R) É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ.

101. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a < b.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌÅÎ:

ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÏÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R É ÅÅ ×ÙÓÏÔÏÊ H,

Ô. Å. ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÓÅÞÅÎÉÊ!

∗ ∗ ∗
102. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ-

ÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÏÔ ÔÏÞËÉ x = a ÄÏ ÔÏÞËÉ x = b > a.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ�| ÆÕÎËÃÉÀ L(x), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ËÁË

ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ a ÄÏ ÔÏÞËÉ x; ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ L′(x).

(ïÔ×ÅÔ: L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.)

103. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÇÒÁÆÉËÏ× ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÅÖÄÕ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ:

1) y = x
√
x; x = 0; x = 1;

2) y = (x + 1)3=2; x = 3; x = 8;

3) y = x2=3 − 1; x = 8; x = 27;

4) y = 1
3
(x2 + 2)3=2; x =

√
2; x =

√
7;

5) y = 2
3
x
√
x− 1

2

√
x; x = 1; x = 4;

6) y = x4

4
+ 1

8x2
; x = 1; x = 2;

7) y =
√
x; x = 0; x = 1;

8) y = lnx; x =
√
3; x =

√
8:

∗ ∗ ∗
104. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÇÏÄÏÇÒÁÆÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞ-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r(t) = (x(t); y(t)) ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t = � ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t = � > � ÒÁ×ÎÁ

L =

�∫
�

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt:

105. ðÕÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÄÕÇÁ ÇÏÄÏÇÒÁÆÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ r(t) = OPt = (x(t); y(t)) ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t = � ÄÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t = � > � ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ

ÓÌÅ×Á ÏÔ ÓÅÂÑ (ÐÏ ÈÏÄÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ Pt ÐÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ t) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÉÇÕ-

ÒÕ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ
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ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÆÏÒÍÕÌ:

S =

∫ �

�

x(t)y′(t) dt; S = −
∫ �

�

y(t)x′(t) dt;

S =
1

2

∫ �

�

(
x(t)y′(t)− x′(t)y(t)

)
dt:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÄÕÇÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ r(�) = r(�).

106. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R: r(t) = (R cos t; R sin t); t ∈ [0; 2�].

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. úÁÄÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ËÁË ÇÏÄÏÇÒÁÆÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ r(t) = (x(t); y(t)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ

(ÉÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ). éÎÁÞÅ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÇÏÄÏÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ-

ÚÏ×ÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ-

ÃÉÀ r(t) ×ÍÅÓÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t ÌÀÂÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ R ÆÕÎËÃÉÀ

'(�), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó R (ÓËÁÖÅÍ, ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

t = '(�) = k� + b), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÄÒÕÇÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÔÏÊ ÖÅ ËÒÉ×ÏÊ | Ó

ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ �(�) = r('(�)).

107. ãÉËÌÏÉÄÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,

ËÁÔÑÝÅÊÓÑ ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÉËÌÏÉÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

x = a(t− sin t); y = a(1− cos t):

2) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ×ÉÔËÁ ÃÉËÌÏÉÄÙ r(t) =

= (x(t); y(t)), 0 6 t 6 2�.

3) îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ×ÉÔËÏÍ ÃÉËÌÏÉÄÙ É ÏÓØÀ Ox.

108. áÓÔÒÏÉÄÏÊ1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x
2

3 + y
2

3 = a
2

3 (a > 0):

1) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÁÓÔÒÏÉÄÙ.

2) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÁÓÔÒÏÉÄÙ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÄÌÉÎÕ.

3) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÁÓÔÒÏÉÄÙ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÏÊ ÅÀ ÆÉÇÕÒÙ.

109. ëÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x3 + y3 = 3axy (a > 0)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ ÌÉÓÔÏÍ2.

1) éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÄÅËÁÒÔÏ× ÌÉÓÔ (ÕÞÔÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÎÁ-

ËÌÏÎÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ [ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ]).

1âÕË×ÁÌØÎÏ | �Ú×ÅÚÄÏÏÂÒÁÚÎÁÑ�, ÏÔ ÇÒÅÞ. ����o� (astron) | �Ú×ÅÚÄÁ� (ÏÔÓÀÄÁ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ),

"�Æo� (eidos) | �×ÉÄ� (Á �o�o� [nomos] | �ÚÁËÏÎ�).
2üÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÁ äÅËÁÒÔÏÍ × ÐÉÓØÍÅ Ë æÅÒÍÁ (1638).
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2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

x =
3at

1 + t3
; y =

3at2

1 + t3

ÄÁÀÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÌÉÓÔÁ.

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÌÉÓÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t1, t2 É t3, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ t1t2t3 = −1.
110. ü×ÏÌØ×ÅÎÔÏÊ (ÉÌÉ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÏÐÉ-

ÓÙ×ÁÅÍÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ËÏÎÃÏÍ ÎÉÔÉ ÄÌÉÎÙ 2�a, ÒÁÚÍÁÔÙ×ÁÅÍÏÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ-

ÕÓÁ a.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ü×ÏÌØ×ÅÎÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁÍÉ

x = a(cos t + t sin t); y = a(sin t− t cos t) (0 6 t 6 2�):

2) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ×ÉÔËÁ Ü×ÏÌØ×ÅÎÔÙ.

3) îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ Ü×ÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (× ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ) É ÐÒÑÍÏÊ x = a, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ y 6 0.

ðÕÂÌÉËÁÃÉÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÁ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ

ÖÕÒÎÁÌÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�.
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îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ. . .

ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

ëÁËÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÉ-

ÇÕÒÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ), ËÏÇÄÁ ÄÒÕÇÉÅ ÅÅ ÔÏÞËÉ (ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ)

Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ (ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ)? üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÃÉÑÈ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ. íÁÔÅÒÉÁÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ

ÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ.

ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ, ÉÌÉ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ
ÎÁ ... ÏÇÏÒÏÄÅ

íÉÎÕ×ÛÉÍ ÌÅÔÏÍ ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÏÇÏÒÏÄÎÏ-ÄÁÞÎÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÓÌÕÞÉÌÁÓØ ÔÁËÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ.

äÌÑ ÓÔÒÏÉÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÄÏÐÒÏ×ÏÄÁ ÐÒÉ×ÅÚÌÉ ÔÒÕÂÙ, É ÍÙ ÐÒÉÎÑÌÉÓØ ÒÁÚÎÏÓÉÔØ ÉÈ ÐÏ

ÕÞÁÓÔËÕ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ÍÙ ÐÏ ÄÏÒÏÖËÁÍ, ÓÔÁÒÁÑÓØ ÎÅ ÐÏ×ÒÅÄÉÔØ ÒÁ-

ÓÔÅÎÉÑ. òÁÂÏÔÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÄÎÏÏÂÒÁÚÎÁÑ. ôÁË ×ÏÔ, ÏÓÔÏÒÏÖÎÏ ÓÔÕÐÁÑ ÐÏ ÄÏÒÏÖËÁÍ,

Ñ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÓÑ ÔÅÍ, ÐÏ ËÁËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÔÒÕÂÙ, ËÏÔÏÒÕÀ

ÍÙ ÎÅÓÌÉ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ×ÚÑ×ÛÉÓØ ÚÁ ËÏÎÃÙ ÜÔÏÊ ÓÁÍÏÊ ÔÒÕÂÙ. äÏÒÏÖËÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ

ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÚÁÄÁÞÁ Ú×ÕÞÁÌÁ ÔÁË:

ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË á÷ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔÓÑ ÐÏ

Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ó. ëÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ | ÔÏÞËÁ í?

òÉÓ. 1

÷Ï ×ÒÅÍÑ ÐÅÒÅÒÙ×Á × ÒÁÂÏÔÅ Ñ ÐÒÉ×ÑÚÁÌ Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÔÒÕÂÙ ÐÌÁÓÔÍÁÓÓÏ×ÕÀ ÂÕÔÙÌ-

ËÕ, ÐÒÏÄÅÌÁÌ × ÂÕÔÙÌËÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ É ÎÁÐÏÌÎÉÌ ÂÕÔÙÌËÕ ×ÏÄÏÊ. ôÅÐÅÒØ
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ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ÄÏÒÏÖËÁÍ ÎÁ ÚÅÍÌÅ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÓÌÅÄ { ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ í .

÷Ù ÓÅÊÞÁÓ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏÔ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ, ÔÏÌØËÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÁÓËÁÔØ ÔÒÕÂÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÒÁ×ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ É ÏÔÍÅÔÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÜÔÉÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× (ÒÉÓ. 1). é Õ ÎÁÓ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÚÅÍÌÅ, É Õ ×ÁÓ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ ÔÏÞËÉ í ÒÁÓÐÏÌÁ-

ÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÌÉÎÉÉ. åÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÞÅÒÔÅÖ É ×ÚÑÔØ ÍÎÏÇÏ

ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ í

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÏÅ.

÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÏÔÒÅÚÏË óí Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÏÊ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎ-

ÎÏÊ Ë ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ. äÌÉÎÁ ÜÔÏÊ ÍÅÄÉÁÎÙ ÒÁ×ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÄÌÉÎÙ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ. üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ íó ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ.

üÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ í Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÔÁÒÁÑ É ÏÞÅÎØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ôÁË, ×

ÏÄÎÏÊ ËÎÉÇÅ ÂÙÌÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ÌÅÓÔÎÉÃÁ, ÐÒÉÓÌÏÎÅÎÎÁÑ Ë ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÎÅ. îÁ

ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÜÔÏÊ ÌÅÓÔÎÉÃÙ ÓÉÄÅÌ ËÏÔÅÎÏË. óÐÒÁÛÉ×ÁÌÏÓØ, ÐÏ ËÁËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÂÕÄÅÔ

Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ËÏÔÅÎÏË, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÌÅÓÔÎÉÃÙ ÎÁÞÎÅÔ ÕÄÁÌÑÔØÓÑ ÏÔ ÓÔÅÎÙ.

÷ ÖÉÚÎÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏÔ ËÏÔÅÎÏË ÓÐÒÙÇÎÅÔ Ó ÜÔÏÊ ÌÅÓÔÎÉÃÙ ÐÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ-

ÐÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÎÏ Á×ÔÏÒÙ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÍÕÖÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÉÄÅÔØ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅÓÔÎÉÃÅ. ÷ ÏÔ×ÅÔÅ ÓÏÏÂÝÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÏÔÅÎÏË ÂÕÄÅÔ Ä×É-

ÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. íÙ Ó ×ÁÍÉ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×

ðÕÓÔØ × ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÔÏÞËÁ á Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1 Í/ÓÅË É \ÔÑÎÅÔ" ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÕ ÷. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ á÷ ÒÁ×ÎÁ 10 Í. ó

ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÷?

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÏÔ×ÅÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ: ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÷ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 1

Í/ÓÅË. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ | ÔÏÞËÉ á É ÷ | ÎÁÈÏ-

ÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÕÇÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË (É ÏÔÒÅÚÏË á÷ ÃÅÌÉËÏÍ)

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1 Í/ÓÅË. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÏÄÎÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÇÌÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ t = 0 ÔÏÞËÁ

á ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÕÇÌÁ É × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÐÅÒÅÅÚÖÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ

ÄÒÕÇÕÀ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ 0 6 t 6 10 (ÔÏ ÅÓÔØ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉ ÓÅËÕÎÄ) ÔÏÞËÉ á É ÷

ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ 10 Í,

ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ á | 1 Í/ÓÅË). úÁ ×ÒÅÍÑ t ÔÏÞËÁ á ÐÒÏÊÄÅÔ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ ÐÕÔØ,

ÒÁ×ÎÙÊ t Í. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÏÞËÁ ÷ ÂÕÄÅÔ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ ÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ:

S(t) =
√
100− t2:

ëÁËÏ×Á ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÷, Ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÔÏÞËÁ ÷ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë

×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ? ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØÀ Å£ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÐÕÔÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÷ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

v(t) = − t√
100− t2

:
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(óËÏÒÏÓÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, É ÜÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÕÂÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ S(t)Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ

×ÒÅÍÅÎÉ).

äÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÉ 0 6 t 6 10. ïÄÎÁËÏ, ÆÕÎËÃÉÑ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ,

ÐÒÉ t = 10 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ! ðÏ ÍÅÒÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÷ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ

ÕÇÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ t, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë 10, ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÷ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ,

ÉÌÉ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ! ÷ÏÔ É ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. . .

á×ÔÏÒ ÐÒÉÐÏÍÉÎÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÓÐÙÔÙ×ÁÌ, ÏËÁÚÁ×ÛÉÓØ × ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ÷.

ðÏ ÍÅÒÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÍÅÒÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë

ÔÏÞËÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ) ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÌÁÓØ ×ÅÓØÍÁ ÏÝÕÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É

× ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ Á×ÔÏÒÕ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ

ÐÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÖËÅ É ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÐÅÒÅÓËÏË.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ á ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ! äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ | ×ÅÌÉÞÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÁÑ, ÏÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ,

Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ, É ÞÉÓÌÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. ôÁË ×ÏÔ, ÚÄÅÓØ

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (1 Í/ÓÅË), ÎÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÇÌÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓËÏÒÏÓÔØ (ËÁË ×ÅÌÉÞÉÎÁ

×ÅËÔÏÒÎÁÑ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÎÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ t = 0 ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÷ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÏ ËÁËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
ÏÔÒÅÚËÁ?

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉÓØ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ í Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ×

ÐÒÑÍÏÍ ÕÇÌÅ ÏÔÒÅÚËÁ á÷, ÄÁ×ÁÊÔÅ ÉÚÕÞÉÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ S ÜÔÏÇÏ

ÏÔÒÅÚËÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁ×ÎÁ L, ÔÏÞËÁ S ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ

AS : SB = q : (1− q):

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 2).

ðÕÓÔØ ' { ÕÇÏÌ áBï. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ S ÉÍÅÅÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y):

x = qL cos'; y = (1− q)L sin':

O

f

òÉÓ. 2
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ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ' ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ
x2

(qL)2
+

y2

((1− q)L)2
= 1:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ S Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÕ, ÄÌÉÎÙ ÐÏÌÕÏÓÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ qL

É (1− q)L.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÒÁÔËÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÔÏ, Ó ÞÅÍ ÚÎÁËÏÍÉÌÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ { ÓÔÁÒÏÅ F (x; y) = 0

É ÎÏ×ÏÅ | F (kx; ly) = 0. ðÕÓÔØ k > 0, l > 0. ôÏÇÄÁ ÎÏ×ÙÊ ÇÒÁÆÉË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ

ÓÔÁÒÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÓÖÁÔÉÅÍ ×ÄÏÌØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ

2y = (x
3
)2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x2 ÓÖÁÔÉÅÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ OY Ë ÏÓÉ

OX É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × 3 ÒÁÚÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ OX ÏÔ OY. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x2

a2
+
y2

b2
= 1

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

x2 + y2 = 1;

ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÖÁÔÉÅÍ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÕÀ

ÌÉÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÌÌÉÐÓÏÍ (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÉÍ ÔÒÕÂÁÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ S ÕËÒÅÐÉÔØ ÂÕÔÙÌËÕ,

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÏÄÁ, ÔÏ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÅÍÌÉ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÄÕÇÁ ÜÌÌÉ-

ÐÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÏ×

÷Ï ×ÒÅÍÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÒÙ×Á × ÒÁÂÏÔÅ, ÌÅÖÁ ÎÁ ÚÅÌÅÎÏÊ ÔÒÁ×Å É ÇÌÑÄÑ × ÖÁÒËÏÅ

ÇÏÌÕÂÏÅ ÎÅÂÏ, Ñ ÐÏÄÕÍÁÌ: Á ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁÛÅÊ ÔÒÕÂÙ (ÔÏ ÅÓÔØ × ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ) ÕËÒÅÐÉÔØ ÔÁËÕÀ ÂÕÔÙÌËÕ Ó ×ÏÄÏÊ, ÔÏ ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÅÍÌÉ

ÂÕÄÅÔ ÓÍÏÞÅÎÁ ×ÏÄÏÊ? íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁË:

ëÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ. ïÔÒÅÚÏË ÏËÒÁÛÉ×ÁÅÔ

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ÎÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÏËÒÁÛÅÎÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉ-

ÎÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÓÔÒÏÉÄÏÊ. ÷Ù×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÓÔÒÏÉÄÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÎÃÏ× ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁË:

A(0;
√
L2 − a2); B(a; 0):
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÏÔÒÅÚÏË Ä×ÉÖÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ

ÚÄÅÓØ a - ÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÀÝÉÊ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ ÔÁËÏ×Ï:

y =
a− x

a

√
L2 − a2:

óÞÉÔÁÑ ÚÄÅÓØ x ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÎÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ y, ËÁË

ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ Á. ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ y′(a) É ÐÒÉÒÁ×ÎÑ× ÅÅ Ë ÎÕÌÀ, ÎÁÊÄÅÍ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ a = x
1

3L
2

3 . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ a ×ÅÌÉÞÉÎÁ y

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ

ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ y ÏËÁÖÅÔÓÑ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÍ.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

x
2

3 + y
2

3 = L
2

3 :

üÔÏ É ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÓÔÒÏÉÄÙ (ÒÉÓ. 4). ÷ÅÌÉÞÉÎÕ L ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ

ÁÓÔÒÏÉÄÙ ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÒÁÄÉÕÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ÷ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÞÁÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÁÓÔÒÏÉÄÏÊ, ÏÔÌÏÖÉÍ ÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÚÁ.

òÉÓ. 4

ðÏÓÌÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÏÔÄÙÈÁ ÎÁ ÓÏÌÎÙÛËÅ, ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÉ ÎÏÓÉÔØ ÔÒÕÂÙ, É ÓÔÁÌÉ

ÂÒÁÔØ ÔÒÕÂÙ ×ÓÅ ÄÌÉÎÎÅÅ É ÄÌÉÎÎÅÅ. ÷ÎÕÔÒÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÍÙ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ, ÒÏÓÌÁ ÑÂÌÏÎÑ. þÅÍ ÄÌÉÎÎÅÅ ÂÙÌÁ ÔÒÕÂÁ, ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ ÏÎÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÌÁÓØ

Ë ÜÔÏÊ ÑÂÌÏÎÅ ÐÒÉ ÎÁÛÉÈ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÈ. ÷ÏÐÒÏÓ ×ÏÚÎÉË ÓÒÁÚÕ: ËÁËÕÀ ÓÁÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ

ÔÒÕÂÕ ÕÄÁÓÔÓÑ ÎÁÍ ÐÒÏÎÅÓÔÉ?

é ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÊ. ÷ ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÏÓÏÂÉÉ [1] ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

ë ÒÅËÅ ÛÉÒÉÎÏÊ a ÐÒÏ×ÅÄÅÎ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ ËÁÎÁÌ ÛÉÒÉÎÏÊ b. ëÁËÕÀ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÄÁ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÊÔÉ × ÜÔÏÔ ËÁÎÁÌ?

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔÓÑ É × ÓÔÁÔØÅ [2]. úÄÅÓØ ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÄÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÔÏÎËÏÍ

ÂÒÅ×ÎÅ. (õ ÎÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÒÕÂÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÔÏÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÕÄÎÁ

É ÔÏÎØÛÅ ÂÒÅ×ÎÁ.)

ïÐÉÛÅÍ ËÒÁÔËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ËÒÁÓÉ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÒÉÓ. 5).
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);( ba

òÉÓ. 5

ðÕÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÒÕÂÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÎÅÓÔÉ ÐÏ ÄÏÒÏÖËÁÍ, ÎÅ ÚÁ-

ÄÅ× ÑÂÌÏÎÉ (ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÓÎÕ×ÛÉÓØ ÑÂÌÏÎÉ!), (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÓÕÄÎÁ ÉÄÉ ÂÒÅ×ÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÍÏÇÕÔ ÚÁÊÔÉ ÉÚ ÒÅËÉ × ËÁÎÁÌ) ÒÁ×ÎÁ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,

É ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ (a; b) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÑÂÌÏÎÉ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ

ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÒÑÍÕÀ y = k(x−a)+b, ÇÄÅ k ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÌÕÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÁÈ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ A(0;−ka + b)

É B(− b

k
+ a; 0). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ ÒÁ×ÅÎ

f(k) = (− b

k
+ a)2 + (−ka + b)2:

éÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÏ ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ËÏÒÁÂÌØ, ÐÒÏ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÂÒÅ×ÎÏ É ÓÁÍÕÀ

ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÒÕÂÕ ÔÅÐÅÒØ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ k ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f

ÒÁ×ÎÏ L2?

íÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ÏÂÄÕÍÁÔØ ÜÔÕ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f .

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(k)
É ÐÒÉÒÁ×ÎÑ× ÅÅ Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(ak − b2)(b+ ak3) = 0

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊk. ÷Ù ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ k ∈
(−∞; 0)? éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ

k = − b
1

3

a
1

3

:

÷ÙÞÉÓÌÉ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ (a
2

3 + b
2

3 )3.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f(x) → +∞ ÐÒÉ x → −∞, f(x) → +∞ ÐÒÉ x → 0, x < 0. óÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÁÊÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ

ÍÉÎÉÍÕÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, É ÐÏÔÏÍÕ

LÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ = (a
2

3 + b
2

3 )
3

2 :

üÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (a; b) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÓÔÒÏ-

ÉÄÁ. ôÁË ×ÏÔ, ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÜÔÕ ÁÓÔÒÏÉÄÕ, É ÚÁÄÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ

ÓÕÄÎÁ (ÂÒÅ×ÎÁ, ÔÒÕÂÙ).
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ïÔÒÅÚÏË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ 2 Í, É ÏÔ-

ÒÅÚÏË á÷ ÄÌÉÎÙ 1 Í. ïÔÒÅÚÏË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ

ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÔÒÅÚÏË ÓÏ×ÅÒÛÉÌ ÐÏÌÎÙÊ ÏÂÈÏÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÁËÏ×Á

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÏÊ á?

é ÚÄÅÓØ ÎÁ ÐÕÔÉ ÔÏÞËÉ á ÅÓÔØ ÕÇÌÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÓ ÂÙÔØ

ÏÓÔÏÒÏÖÎÙÍÉ. íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÏÔ×ÅÔ (Á

ÉÍÅÎÎÏ 6 ÍÅÔÒÏ×, | ÜÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ. ôÁË ÏÎÏ É

ÅÓÔØ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÞÉÔÁÔØ ÄÁÌØÛÅ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÞÅÒÔ£Ö É ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ

ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, × ÞÅÍ ÔÕÔ ÄÅÌÏ.

á ÄÅÌÏ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ á. ÷ ÔÏÔ

ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ á É ÷ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÔÒÅÚÏË

á÷ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÷,

ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ á ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ (ÒÉÓ. 6)! äÌÉÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÅÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ á ×ÙÎÕÖÄÅÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ ÐÏÐÑÔÎÏÅ,

×ÏÚ×ÒÁÔÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ! ôÏÞËÁ ÷, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,

ÔÑÎÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÕ á ÎÁÚÁÄ, Ë ×ÅÒÛÉÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÔÏÞËÉ á

\ÎÁÚÁÄ" ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ É ÒÁ×ÎÁ 2√
3
− 1. ôÁËÏÅ \ÌÉÛÎÅÅ"

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÞËÅ á ÐÒÏÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÛÅÓÔØ ÒÁÚ { ÐÏ Ä×Á ÒÁÚÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÐÕÔØ ÔÏÞËÉ

á ÚÁ ×ÒÅÍÑ ËÒÕÇÏÓ×ÅÔÎÏÇÏ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÑ ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ

6 + 6
(

2√
3
− 1

)
= 4

√
3(Í).

ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÐÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ á÷ó | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 3, ëíò |

ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. ôÏÞËÉ ë Éí ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ áó, ÔÏÞËÁ

ò { ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó: ðÕÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ëíò Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË,

ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ë É í ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

ëÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ëíò | ÔÏÞËÁ ï? îÁÊ-

ÄÉÔÅ Å£ ÄÌÉÎÕ.

ëÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ ò ? îÁÊÄÉÔÅ Å£ ÄÌÉÎÕ.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ë ÌÅÖÉÔ ÎÁ á÷, í | ÎÁ áó

(ÒÉÓ. 7).

A

B

òÉÓ. 6 òÉÓ. 7
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÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÒÅÚÏË ëí ×ÉÄÅÎ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 60◦ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË | á É ò . óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ á, ë, í, ò ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Å£

ÃÅÎÔÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÒÁ×ÅÎ 1√
3
. éÔÁË, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ áï ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ

ÍÅÎØÛÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏ Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ï Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ á ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ.

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÁ ï ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÒÅÔØ

ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÔÏÞËÁ ï ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÛÅÓÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉË. ôÒÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ { ÜÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ 2. ôÒÉ ÄÒÕÇÉÅ \ÓÔÏÒÏÎÙ" { ÜÔÏ

ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÒÁ×ÎÁ 6 + 2�√
3
.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ×ÅÒÛÉÎÙ ò , ×ÎÏ×Ø ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈ-

ÕÇÏÌØÎÉË áëíò . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ òáí É òëí ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. îÏ

ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÕÇÏÌ ÒÁ×ÅÎ 60�. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÕÇÏÌ íòó ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ òÄ×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑ-

ÍÏÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ: ÔÏÞËÁ ò ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ

ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2.

÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÂÕÍÁÇÉ, ×ÙÒÅÚÁÔØ

Ä×ÉÖÕÝÉÊÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏ-

ÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔÍÅÔÉÔØ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ï É ò .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

1. ëÁËÏÊ ÂÕÄÅÔ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ ò , ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ á÷ó É ëíò ÒÁ×ÎÙ

ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?

2. ÷ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á

ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ëÁËÏ×Á ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÃÅÎÔÒÁ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ?

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÕ

ðÕÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ëíò ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÎÕÔÒÉ ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 3. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Ä×Å ÅÇÏ

×ÅÒÛÉÎÙ ë É í ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ

ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÁ ò ? îÁÊÄÉÔÅ Å£ ÄÌÉÎÕ.

ïÔ×ÅÔ: ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2 É ÐÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍ ÕÇÌÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ.8). äÌÉÎÙ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÒÁ×ÎÙ 2√
3
− 1.
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úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ï (ÒÉÓ. 9). ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ í É ë ÌÅÖÁÔ ÎÁ Ä×ÕÈ

ÓÍÅÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ á, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË áíòë

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ. õÇÌÙ íáò É ëáò ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÕÇÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏ, ÜÔÉ ÕÇÌÙ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ò ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓ-

ÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ á ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

A

P

M

K
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úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

1. ðÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 10. ðÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Ä×Å

ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ë É í ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×ÔÏÒÏÇÏ. ëÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÏÐÉÓÙ-

×ÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ n = 4, n = 6.

2. ðÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÎÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 3. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÛÅÓÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ

ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÐÉÓÙ-

×ÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ 12-ÕÇÏÌØÎÉË.

úÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ. ëÁËÏ×Á ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÒÅÔØÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

ä×ÉÖÕÝÉÅÓÑ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ

óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÇÕÒÙ, Ä×ÉÖÕÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÏ ÔÅÐÅÒØ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ

ÂÕÄÕÔ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

1. äÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4 Í. ðÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Í ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ

ËÏÎÔÕÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÒÉÓ. 10). îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕ-

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ .
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úÄÅÓØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ËÏÎÃÙ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖ-

ÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. íÏÖ-

ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÔÅËÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ

ÓÔÏÒÏÎÕ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ { ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ. ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏ-

ÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÔÁÅÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀ "ÔÒÁÐÅÃÉÀ", × ËÏÔÏÒÏÊ

ÍÅÎØÛÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 2, ÂÏÌØÛÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ,

ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ { ÜÔÏ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÙÓÏÔÁ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÒÁ×ÎÁ 1. ÷ ÉÔÏÇÅ

ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÔÁÅÔ ÆÉÇÕÒÕ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 8 + 2�.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÁËÉÅ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ:

2. äÁÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4 Í. äÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × 240◦

ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ

ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ,

ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÄÕÇÏÊ.

3. äÁÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4 Í. äÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × 120◦

ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ

ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ,

ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÄÕÇÏÊ.

4. äÁÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4 Í. äÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × (720/n)◦

ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ

ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ,

ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÄÕÇÏÊ.

5. äÁÎÙ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÄÉÁÇÏÎÁ-

ÌÑÍÉ É ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ

ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÎÃÙ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏ-

ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ ÞÅÔÙ-

ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ ËÏÎÃÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ

ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÞÅÔÙ-

ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ, n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÈ.



76 ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

úÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ËÏÌÅÓÏ É ÛÁÒ

þÔÏÂ ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÌÅÄÏ×, ÐÏ×ÓÀÄÕ ÐÏÄÍÅÌÉ.

òÕÇÁÊÔÅ ÖÅ ÍÅÎÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

íÏÊ ÆÉÎÉÛ { ÇÏÒÉÚÏÎÔ, Á ÌÅÎÔÁ { ËÒÁÊ úÅÍÌÉ,

ëÔÏ ÚÁ ÍÅÎÑ? { íÙ ×ÙÉÇÒÁÅÍ Ó ×ÁÍÉ!

÷. ÷ÙÓÏÃËÉÊ

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÕÇ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÔÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ. îÁ ÐÕÔÉ ÅÍÕ

×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ \ËÏÞËÁ" × ÆÏÒÍÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a. ðÒÉ ËÁËÏÍ

ÒÁÄÉÕÓÅ ÄÌÉÎÁ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ËÒÕÇÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ?

ïÔ×ÅÔ: R > a
√
3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁ-

ÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÅÇÏ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÅ É ËÁÓÁÅÔÓÑ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,

ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (òÉÓ.11). îÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ R = a
√
3. õÖÅ

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÄÉÕÓÅ ÄÌÉÎÁ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ËÒÕÇÁ ÎÁ ËÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ëÒÕÇ ÂÕÄÅÔ ÐÏ×Ï-

ÒÁÞÉ×ÁÔØÓÑ ×ÏËÒÕÇ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁ ÎÅÍ ÓÌÅÄ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ëÒÕÇ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÂÕÄÅÔ ËÁÔÉÔØÓÑ ÐÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, É ÄÌÉÎÁ ÓÌÅÄÁ ÂÕÄÅÔ

ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ.
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2. ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ � ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. ûÁÒ

ÒÁÄÉÕÓÁ R ËÁÔÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ËÁÓÁÑÓØ ÜÔÏÊ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ

ÄÌÉÎÕ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ.

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÁÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÊ ÏÔ×ÅÔ: 2R · ctg�.
õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÇÄÁ ÛÁÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ, ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ R · ctg �
2
.

ëÏÇÄÁ ÖÅ ÛÁÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÉÍ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ É ÒÁ×ÎÏ R · tg �
2
. òÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ

ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R, ÏÓØÀ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁËÌÏÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ

ÃÉÌÉÎÄÒÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉ-

ÄÕ, ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ a. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ ËÁÔÉÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

É ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÉÒÁÍÉÄÏÊ. îÁ ÐÉÒÁÍÉÄÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄ { ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞ-

ËÁ. úÁÔÅÍ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÔÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÛÁÒ É ÏÔ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ ÓÌÅÄ { ÄÒÕÇÁÑ

ÔÏÞËÁ É Ô.Ä.

ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÌÅÄ ÏÔ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ { ×ÅÒÛÉÎÁ

ÜÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ?
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ïÔ×ÅÔ: R > a(
√
6+

√
2)

2
. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÛÁÒ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ

ÒÁÄÉÕÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÏËÏ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ × ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÅ.

P.S. ÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÓÔÁÔØÉ, ÐÒÉÚÎÁÀÓØ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÔÒÕÂ ÌÅ-

ÔÏÍ ÎÁ ÏÇÏÒÏÄÅ Ñ ÎÅ ÎÏÓÉÌ. îÏ, ÓÏÇÌÁÓÉÔÅÓØ, ÜÔÏ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇÌÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ. íÎÅ

ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ.
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ä×Á ÐÏÄÈÏÄÁ × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ×

ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ

ð. óÁÍÏ×ÏÌ, í. áÐÐÅÌØÂÁÕÍ

á×ÔÏÒÙ ××ÏÄÑÔ ÐÏÎÑÔÉÅ \ÛËÏÌØÎÏÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÁÏÊ ÚÁÄÁÞÉ" É ÁÎÁÌÉ-

ÚÉÒÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ. ÷ ËÁ-

ÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ É ÍÁÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÎÏÊ

× ÛËÏÌØÎÙÈ É ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÔÅÍÅ \ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á".

÷ÅÌÉËÏÅ ÎÁÕÞÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÅÒØÅÚÎÏÊ

ÛËÏÌØÎÏÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ,

ÞÔÏ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó×ÏÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÂÅÎÏË ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÒÁÔÉÔØ

ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÁÓÏ× ÄÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÎÅÊ, Á ÎÁ ÎÁÕÞÎÏÅ

ÏÔËÒÙÔÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÓÑ ÖÉÚÎØ.

á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ
ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÕÐÒÏÓÔÉÔØ... , ×ÙÞÉÓÌÉÔØ... , ÄÏËÁÚÁÔØ... , ÎÁÊÔÉ ÔÏ-ÔÏ É ÔÏ-ÔÏ... .

ïÄÎÁËÏ, × ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó
ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ÷ ÎÁÕÞÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ
ÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ, Á ×ÙÑÓÎÉÔØ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÏÂßÅËÔ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ?
úÁÄÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÏ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÍÉ.

I. ûËÏÌØÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÏÄ "ÛËÏÌØÎÙÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ" ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÕÂßÅË-

ÔÉ×ÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÁËÔÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ

Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.
üÔÏ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÅÎÉË ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ-

ÓÔØÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÎÅÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÉÇÕÒ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ
É ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÛËÏÌØ-

ÎÏÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ

ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÏÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. éÌÉ Ü×ÒÉ-

ÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÅÍ, ÎÁÕÞÎÁÑ ÉÄÅÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

78
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II. ðÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ

ÚÁÄÁÞ

1. ðÒÏÃÅÓÓ ÐÏÉÓËÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ ×ÏÓÓÏÚÄÁÅÔ ÁÔÍÏÓÆÅÒÕ ÒÁÂÏÔÙ ÕÞÅÎÏÇÏ ×ÏÏÂÝÅ É ÕÞÅÎÏÇÏ-

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÖÅ × ÛËÏÌØÎÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÅ ÒÅÂÅÎÏË ÍÏÖÅÔ

ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÓØÍÁ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÐÒÏÆÏÒÉÅÎÔÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

2. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÁÎÎÙÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÅ ×ÁÖÎÙÅ ÏÔËÒÙ-

ÔÉÑ ÕÞÅÎÙÅ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÏ×ÅÒÛÁÀÔ × ×ÏÚÒÁÓÔÅ 22-26 ÌÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÒÅ-

ÂÅÎËÁ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÛËÏÌØÎÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÅ ÍÅÔÏÄÁÍ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÏ.

3. ïÂÕÞÁÑÓØ ÒÅÛÁÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÛËÏÌØÎÉËÉ, ËÒÏÍÅ Ï×ÌÁÄÅÎÉÑ

ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÈ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÄÏÐÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÚÎÁÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÕÍÅÎÉÑ É ÎÁ×ÙËÉ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ

ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ.

4. ðÒÏÃÅÓÓ ÐÏÉÓËÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÔÒÅÂÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÅ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ
ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÍÏÝÎÙÊ ÉÍÐÕÌØÓ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ.

\÷ÅÄØ ÔÏ, ÞÔÏ ×Ù ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÏÔËÒÙÔØ ÓÁÍÉ, ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ × ×ÁÛÅÍ ÕÍÅ ÔÒÏÐÉÎ-

ËÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù ÓÍÏÖÅÔÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ". (ç. ìÉÔÅÎÂÅÒÇ, \Hphorismen" [Berlin, 1902-1906]).

5.ûËÏÌØÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁ-
ÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÉÎÔÅÎÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÇÏ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÛËÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁ. îÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÚÁÄÁÞ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÕÞÁÔØ

ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÎÁ×ÙËÁÍ ÓÁÍÏÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÕÞÎÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ.

6. òÅÛÅÎÉÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ ÐÅÒÅÄ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÅÍÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ×ÅÓØÍÁ ÃÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÌÉÞÎÏÓÔÉ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜÔÉ ÎÁ×ÙËÉ ÍÙÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÓÆÅÒÕ
ÎÁÕÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ.

÷ÓÅ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.

III. ä×Å ÍÅÔÏÄÉËÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÅÛÅÎÉÀ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ

1. ðÏÄÈÏÄ � 1

ðÅÄÁÇÏÇ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ É ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÛËÏÌØ-

ÎÉËÕ \ÐÏÉÇÒÁÔØ" × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÕÀ ÉÇÒÕ: ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÏ-ÔÏ, ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ ÔÏ-ÔÏ, Á ÎÅÔ ÌÉ ËÁËÏÊ -ÔÏ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ Õ ÔÏÇÏ-ÔÏ É Ô.Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÞÉÔÅÌØ
ÎÅ ÓËÏ×Ù×ÁÅÔ ÅÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÊ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. îÏ × ÓÌÕÞÁÅ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÔÁËÏ×ÏÊ, ÕÞÉÔÅÌØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ Ó×ÏÊ ÏÐÙÔ É ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÉÄÅÉ

ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÌÉ ÐÒÏÄÕËÔ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÙ.
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ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÛËÏÌØÎÉË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÄÁÔØ

ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ËÅÍ-ÔÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ. ÷ ÜÔÏÍ ÐÌÁÎÅ ÕÞÉÔÅÌØ Ó ÕÞÅÎÉËÏÍ

| \Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÈÕÄÏÖÎÉËÉ": ÓÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÚÏÎÕ ÐÏÉÓËÏ× É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÑ ÉÌÉ

ÎÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ. ôÏ ÅÓÔØ, ÄÁÀÔ ÓÁÍÏÏÃÅÎËÕ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÛËÏÌØÎÉË, (Á ÉÎÏÇÄÁ É ÕÞÉÔÅÌØ) ÎÅ ÚÎÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÒÁÎÅÅ.

ëÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ, ÐÒÅ-

ÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÅÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÌÀÂÏÐÙÔÓÔ×Á, ÆÁÎÔÁÚÉÉ, É ×ÓÅÇÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÆÅÒÅ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÉÓËÕÓÓÔ×Á.

2. ðÏÄÈÏÄ � 2

õÞÉÔÅÌØ ÓÔÁ×ÉÔ ÐÅÒÅÄ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÊÔÉ ÔÏ-ÔÏ

É ÔÏ-ÔÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏ-ÔÏ, ×ÙÑÓÎÉÔØ ÉÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ

ÔÏÇÏ-ÔÏ É Ô.Ä.. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Õ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ É ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ. ðÏÓËÏÌØËÏ ÒÅÂÅÎÏË

ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÍÅÔØ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÔÏ

ÐÅÄÁÇÏÇ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÑÓØ ÎÁ \ÚÏÎÙ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ" ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ (÷Ù-

ÇÏÔÓËÉÊ), ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÛËÏÌØÎÉËÕ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ Õ ÐÅÄÁÇÏÇÁ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÀÂÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉÄÁÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ ×ÉÄ É ÈÁÒÁËÔÅÒ.

äÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÐÏÎÑÔÎÏ × ÜÔÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ: ×ÏÔ ÅÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÚÁ-
ÄÁÞÁ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ, ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÉÄÅÉ É Ô.Ä. úÁÄÁÞÕ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÃÅÐÏÞËÕ ×ÓÐÏÍÏÇÁ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. óÁÍÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Õ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔÏÞÎÙËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, × ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÎÁÕÞÎÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á ÛËÏÌØÎÉËÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ×ÙÊ ÒÁËÕÒÓ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÉÄÅÉ É Ô.Ä. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ, ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÐÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ
ÏÔ×ÅÔÕ, Á ÔÁË ÖÅ ÐÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ.

÷ÁÖÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÐÏÄÈÏÄÁ ÎÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÎÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÉ ÓÁ-

ÍÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÛËÏÌØÎÏÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ É
ÏÂÏÇÁÝÁÀÔ ÏÐÙÔ, ËÁË ÛËÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË É ÐÅÄÁÇÏÇÁ. ðÒÉÞÅÍ, ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÜÔÁÐÁÈ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÕÞÎÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÏÂÅÉÈ ÐÏÄÈÏÄÁÈ.

ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÒÅÛÅÎÎÁÑ áÒÈÉÍÅÄÏÍ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÒÉ×ÅÄÛÁÑ Ë ÏÔËÒÙÔÉÀ ×ÙÔÁÌËÉ×ÁÀ-

ÝÅÊ ÓÉÌÙ ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ

ÐÒÉÍÅÒ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ. \ïÔ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ". á ×ÏÔ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ üÊÌÅÒÁ
Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÁÇÁÔÉ×ÛÉÅ ×ÓÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÕËÕ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×

ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÒÉ×ÅÄÝÉÅ Ë ÒÑÄÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÉÊ | ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÏÄÁ.
óÐÉÓÏË ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÌÖÉÔØ.

IV. ïÐÙÔ

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÔÅÍÙ \æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á". ÷ÙÂÏÒ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÙ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ:
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• ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÐÅÄÁÇÏÇÁ É ÛËÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÄÅÊ

ÄÌÑ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á.

• äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÌÁÄÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÉÍ

ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ.

• õÒÏ×ÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÉÊ ÌÅÇËÏ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-

ÓÔÅÊ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.

îÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÙÅ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ.

V. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

1. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÉÓ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÔÁÐÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ, ÒÁÚÕ-
ÍÅÅÔÓÑ, × ÕÐÒÏÝÅÎÎÏÊ, ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÆÏÒÍÅ: ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (ÎÅ-
ÑÓÎÙÈ) ÆÁËÔÏ×, ÐÏÄÌÅÖÁÝÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ (ÑÄÒÏ ÐÒÏÂÌÅÍÙ); ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÏÂÌÅÍÙ; ×ÙÄ×ÉÖÅÎÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚ; ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÌÁÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ; ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÐÌÁÎÁ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏ× É ÉÈ Ó×ÑÚÅÊ
Ó ÄÒÕÇÉÍÉ, ÐÒÏ×ÅÒËÁ ×ÙÄ×ÉÎÕÔÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ; ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ; ÏÃÅÎËÁ ÚÎÁ-

ÞÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.

2. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÄÁÇÏÇÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ï×ÒÅÍÑ ÐÅÒÅËÌÀÞÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÁ
ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ.

3. ðÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÅ É ÎÁÕÞÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÓÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÕÞÉÔÅÌÑ

ä. ðÏÊÁ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ×ÎÅÛÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚËÉ. ðÅÒ×ÙÅ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÏÎÉ

ËÁË ÂÕÄÔÏ ÉÚ×ÌÅËÁÀÔ Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÙÓÌÉ, ×ÔÏÒÙÅ (ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÙÅ)

ÐÏÄÓËÁÚËÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÌÉÛØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÓÎÉÍÁÑ ÐÏ-

ÔÒÅÂÎÏÓÔØ ÐÏÉÓËÁ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÐÏÉÓËÏÍ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ÈÏ-
ÒÏÛÅÊ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÌÁÎÉÒÕÅÍÏÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÏÐÒÏÓÏ× É ÕËÁÚÁÎÉÊ (ÐÏÄÓËÁÚÏË), \ÐÏÄ-

ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ" ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÐÏÉÓËÁ.

4. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÕÞÉÔÅÌØ ÍÏÇ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×,

ÐÏÄÏÂÎÏ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÓÔÉÍÕÌÉÒÕ-

ÀÝÉÅ ÉÈ ÏÔËÒÙÔÉÑ, ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÍ ÐÏÉÓËÏÍ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÙÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÕÞÅÂ-

ÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÉÍÅÔØ ÎÁ Ó×ÏÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÞÅÔÕ ÎÅÍÁÌÏ \ÏÔËÒÙÔÉÊ" (ÐÕÓÔØ É

ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÏÔËÒÙÔÉÊ ÄÌÑ ÓÅÂÑ).

5. ÷ÙÒÁÖÁÑÓØ ÓÌÏ×ÁÍÉ ä. ðÏÊÁ, ÕÞÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÓÁÍ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ "ÎÁÐÒÑÖÅÎ-

ÎÏÓÔØ ÐÏÉÓËÁ É ÒÁÄÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÉÑ", ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÍÏÇ ×ÙÚ×ÁÔØ ÉÈ Õ Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ×.
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îÅÌØÚÑ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÜÔÉÍÉ ÜÍÏÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ. õÞÁÝÉÊÓÑ, ÉÓ-

ÐÙÔÁ×ÛÉÊ ÒÁÄÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÉÑ, ÓÍÅÌÏ ÉÄÅÔ ÎÁ ÐÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ. ïÎ ÕÖÅ

ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÖÉÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÉÓËÁ ÓÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÁÄÏÓÔØÀ ÏÔËÒÙÔÉÑ.

âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÏÂÕÞÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ

ÚÁÍÅÔÉÔØ É ÏÃÅÎÉÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÏÓÐÉÔÁÔÅÌØÎÏÅ É ÒÁÚ×É×ÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÓËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ.

VI. ðÒÉÍÅÒÙ

úÁÄÁÞÁ � 1 (ÐÏÄÈÏÄ �1).

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÔÁË, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: f(0) = f(1) =

0, f
(
x+y

2

)
6 f(x) + f(y).

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ 1.1

íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ?

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ:
åÓÌÉ x = y ∈ [0; 1], ÔÏ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: f

(
x+y

2

)
6 f(x) + f(y) ⇒ f

(
x+x
2

)
6

f(x) + f(x) ⇔ f (x) 6 f(x) + f(x) ⇔ 0 6 f(x), Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ
ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ 1.2

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ x ∈ [0; 1]
ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:
éÍÅÅÍ: f

(
x+y

2

)
6 f(x) + f(y). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(0) = f(1) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ,

f
(
0+1
2

)
6 f(0) + f(1) ⇒

{
f

(
1
2

)
6 0

f (x) > 0
⇒ f

(
1
2

)
= 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

f(x) = 0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]
ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1 É x2 |Ä×Á ËÏÒÎÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f (x) = 0, ÔÏ f

(
x1+x2

2

)
=

0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,{
f

(
x1+x2

2

)
6 f (x1) + f (x2) = 0

f (x) > 0
⇒ f

(x1 + x2

2

)
= 0:

÷Ù×ÏÄ: ðÏÌÁÇÁÑ x1 = 0 = const É x2 ∈
{
1; 1

2
; :::; 1

2k

}
, ÐÒÉ k → ∞ ÐÏÌÕÞÉÍ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f (x) = 0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1].

úÁÄÁÞÁ 1.3*

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, x0 = x | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

f(x) = 0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1=2] É xn | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0, ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÅÍÙÅ ÐÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ xn = (1 + xn−1)=2, ÔÏ ÐÒÉ n ∈ N ÄÌÑ ÞÌÅÎÏ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

a)1− 1

2n
6 xn 6 1− 1

2n+1
; b)xn+1 > xn c)xn =

(2n − 1) + x

2n

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:
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÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ðÒÉ n = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

0 6 x 6 1

2
;⇒ 1− 1

2
= 0; 5 6 1 + x

2
6 1− 1

4
=
3

4
⇒




a)x1 =
1+x
2
∈ [

1− 1
21
; 1− 1

22

]
b)x1 > x0

c)x1 =
1+x
2

=
(21−1)+x

21
:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = k ∈ N ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:

a)1− 1

2k
6 xk 6 1− 1

2k+1
; b)xk > xk−1; c)xk =

(
2k − 1

)
+ x

2k
:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = (k + 1) ∈ N ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:

a)1− 1

2k+1
6 xk+1 6 1− 1

2k+2
; b)xk+1 > xk; c)xk + 1 =

(
2k+1 − 1

)
+ x

2k+1
:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:{
1− 1

2k
6 xk 6 1− 1

2k+1

xk+1 =
1+xk
2

⇒ 1 + 1− 1

2k
6 xk + 1 6 1 + 1− 1

2k+1
⇔

⇔ 2− 1
2k

2
6 xk + 1

2
6 2− 1

2k+1

2
⇔ 1− 1

2k+1
6 xk+1 6 1− 1

2k+2
⇔

⇔ a)xk+1 ∈
[
1− 1

2k+1
; 1− 1

2k+2

]
⇒ xk 6 1⇒

b) xk+1 =
1 + xk
2 > xk ⇔ xk < 1, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ;

c) xk =

(
2k − 1

)
+ x

2k
⇒ xk+1 =

1 + xk

2
=
1 +

(2k−1)+x

2k

2
=

(
2k+1 − 1

)
+ x

2k+1
⇔

⇔ xk+1 =

(
2k+1 − 1

)
+ x

2k+1
:

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ 1.4

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ × 1.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

x0 = x; 0 6 x 6 1

2
; xn =

1 + xn−1
2

=
(2n − 1) + x

2n
= 1− 1− x

2n

×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ b = 1 É ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏÍ a = 0; 5. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ 0 6 x 6 1
2 ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn; n ∈ N, ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ

ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ[
1

2
; 1

)
=

[
1− 1

21
; 1− 1

22

]
∪

[
1− 1

22
; 1− 1

23

]
∪

[
1− 1

23
; 1− 1

24

]
∪ :::
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∪
[
1− 1

2n
; 1− 1

2n+1

]
∪ :::

ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ:


:::f (xn+1) = f
(
1 + xn
2

)
6 f (1) + f (xn−1) = f (xn−1) = f

(
1 + xn−2

2

)
6 f (xn−2) 6 :::

::: 6 f (x1) 6 f (x) 6 A

a)12 6 1− 1
2n 6 xn 6 1− 1

2n+1 ; b)xn+1 > xn; c)xn = 1− 1− x
2n ; 0 6 x 6 1

2

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ á ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) 6 A ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1
2
], ÔÏ f(x) 6 A ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0,1].

÷Ù×ÏÄ: ÅÓÌÉ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A,

f(x) 6 A ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1
2
], ÔÏ f(x) 6 A ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1].

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ 1.5*

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ f (x) 6 2005 · (1−x) ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1].
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f (x) 6 2005 · (1− x). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f (x) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1].

• ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ L = lim
x→1

2005 · (1− x) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ

0 < " << a0 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ Æ (") > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (1− Æ; 1] ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ: f (x) 6 2005 · (1− x) < ". ôÏ ÅÓÔØ, f (x) < " ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (1− Æ; 1].

• ôÅÐÅÒØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ f (x) 6 2005 · (1−x) ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ x0 ∈ (0; 1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

f (x0) = a0 > 0: (∗)
ôÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x3 and x2 ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×Á ËÏÒÎÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f (x) = 0,

10
1

x
2

x
3

x

0
x

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x0 ∈ [x3; x2]. åÓÌÉ |x2 − x3| > Æ É ÔÁËÖÅ |x2 − x0| < |x3 − x0|, ÔÏ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x1 =

x2+x3
2

. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ 2 | ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

f
(x3 + x2

2

)
= f (x1) = 0

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, |x1 − x0| < |x3 − x0| É |x2 − x1| < |x2 − x3|. ôÏ ÅÓÔØ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕËÁÚÁÔØ Ä×Á ÞÉÓÌÁ xk and xp ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f (x) = 0,

x0 ∈ [xk; xp] É |xk − xp| < Æ.
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10
k

x
p

x

0
x

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

l1 = |x0 − xk| < Æ; l2 = |xp − x0| < Æ; Á ÔÁËÖÅ
Æ

2
6 max [l1; l2] = l0 < Æ:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

a0 = f (x0) = f

(
(x0 − l0) + (x0 + l0)

2

)
6 f (x0 − l0) + f (x0 + l0) =

f (xk) + f (x0 + l0) = f (x0 + l0) = f (x1) : (∗∗)
ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ, (x0 + l0) = x1, ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (∗∗) ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ:

f (x1) > a É
Æ

2
6 l0 = x1 − x0 < Æ:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× (ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ) ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ xS, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ 


xS ∈ (1− Æ; 1]

f (xS) > a >> "

f (x) < "; x ∈ (1− Æ; 1]

ôÏ ÅÓÔØ, ËÁË ×ÉÄÉÍ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á. (ðÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x0 ∈ (0; 1) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ f (x0) = a0 >

0 (∗)).
÷Ù×ÏÄ: ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É f(x) = 0.

úÁÄÁÎÉÅ 1.6

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:

ðÕÓÔØ {
f (x) = 0; x ∈ Q, x ∈ [0,1]

f (x) = const = a > 0; x ∈ I, x ∈ [0,1]

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, r ∈ Q & i ∈ I. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[0; 1]. ôÁËÖÅ, f(0) = f(1) = 0, f

(
x+y

2

)
6 f(x) + f(y) . é ÐÒÉ ÜÔÏÍ

1) f
(
r1+r2

2

)
= f (r) = 0 6 0 = f(r1) + f(r2);

2) f
(
i1+r2
2

)
= f (i) = a 6 a + 0 = f(i1) + f(r2);

3)1 f
(
i1+i2
2

)
= f (i) = a 6 a+ a = f(i1) + f(i2);

3)2 f
(
i1+i2
2

)
= f (r) = 0 6 a+ a = f(i1) + f(i2);
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úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ.

úÁÄÁÞÁ � 2 (ïÌÉÍÐÉÁÄÁ ÉÍ. ÐÒÏÆ. çÒÏÓÍÁÎÁ í. éÚÒÁÉÌØ, 2004 ÇÏÄ). (ðÏÄÈÏÄ

� 2).

αT

A B

C

D

X

Y

0 a bm
m m m0

x

1
x

2
x

3
x

n
x

1−n
x

2

α1

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ (x; y) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f (x) + f (y)

2
> f

(x + y

2

)
+ |x− y|? (∗)

òÅÛÅÎÉÅ.

úÁÄÁÎÉÅ � 2.1.

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.
ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:

åÓÌÉ f (x) = const = c0, ÔÏ ÄÌÑ (x− y) 6= 0

c0 + c0

2
> c0 + |x− y| 0 > |x− y| : úÎÁÞÉÔ; f (x) 6= const:

úÁÄÁÎÉÅ � 2.2

òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b], ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É

ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ.

ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (x; y) ∈ [a; b]. åÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÔÏ

ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ m = b−a
n
. ôÏÇÄÁ, ÄÌÑ 1 6 k 6 n a = x0; xk = a+ k ·m.
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îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f (x0) 6 f (x1). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

f (x2) > f (x1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f (x2) 6 f (x1), ÔÏ ÉÚ (∗) ÐÏÌÕÞÉÍ:
f (x0) + f (x2)

2
> f

(x0 + x2

2

)
+ 2m;

f (x0) + f (x2)

2
> f (x1) + 2m;

0 > f (x0)− f (x1)

2
+
f (x2)− f (x1)

2
> 2m > 0: (1)

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, f (x2) > f (x1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ {x1; x2; x3}
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f (x2) > f (x1), ÔÏ ÉÚ (∗) ÓÌÅÄÕÅÔ: f (x3) > f (x2). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ: f (x0) < f (x1) < f (x2) < ::: < f (xn).

úÁÄÁÎÉÅ � 2.3 .

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÉÓ �1, ÏÃÅÎÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 6 k 6 n É {xk; xk+1; xk+2} ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:

f (xk+1)− f (xk)

2
− f (xk)− f (xk−1)

2
> 2m; k > 1;

f (xk+1)− f (xk)

m
− f (xk)− f (xk−1)

m
> 4⇔ tg �k − tg �k−1 > 4

ôÏ ÅÓÔØ,

+




tg �1 − tg �0 > 4

tg �2 − tg �1 > 4
tg �3 − tg �2 > 4
::::::::::::::::::::::::::::::

tg �n−1 − tg �n−2 > 4

tg �n−1 − tg �0 > 4 · (n− 1)⇒
tg �n−1 > tg �0 + 4 · (n− 1) > 4 · (n− 1) :

úÁÄÁÎÉÅ � 2.4.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ f (b)− f (a).
ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ:

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

+




f (x1) = f (x0) +m · tg �0

f (x2) = f (x1) +m · tg �1

f (x3) = f (x2) +m · tg �2

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

f (xn) = f (xn−1) +m · tg �n−1

f (b) = f (xn) = f (x0) +m · (tg �0 + tg �1 + tg �2 + :::+ tg �n−1) >

> f (a) +m · (4 + 4 · 2 + 4 · 3 + :::+ 4 · (n− 1)) >
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> f (a) + 4 · b− a

n
· n · (n− 1)

2
= f (a) + 2 · (b− a) · (n− 1)⇒

⇒ f (b) > f (a) + 2 · (b− a) · (n− 1)→∞:

úÁÄÁÎÉÅ � 2.5.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ f (b) > f (a) + 2 · (b− a) · (n− 1) → ∞, ÓÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔ×ÅÔ.

ïÔ×ÅÔ: éÚ f (b) > f (a) + 2 · (b− a) · (n− 1) → ∞ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f (xn) = f (b) ÎÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. þÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ.

åÓÌÉ ÐÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ f (x0) > f (x1), ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [2a− b; a]. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ,

ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f (t1) > f (x0):

tk − tk−1 =
b− a

n
= m;

f (x0) < f (t1) < f (t2) < ::: < f (tn) ;

0 < 90◦ − �n−1 < "→ 0:

ôÏ ÅÓÔØ, ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ f (tn) = f (2a− b). ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ.

îÏ×ÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ,

úÁÄÁÞÁ 2.b*.
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ-

ÇÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x; y ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

f (x) + f (y)

2
> f

(x + y

2

)
+ |x− y|? (1)

òÅÛÅÎÉÅ.

A

B

C

D X

Y

MN
x t xt −2

xt − xt −
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1. åÓÌÉ f (x) = const = c0, ÔÏ ÄÌÑ (x− y) 6= 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ c0+c0
2

> c0 + |x− y|. ôÏ
ÅÓÔØ, 0 > |x− y|. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÌÑ x 6= y. úÎÁÞÉÔ, f (x) 6= const.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ t = x+y

2
, 2t − x = y > x. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÞÅË N (x; 0) É D (y; 0)

ÉÍÅÅÍ: MN = x+y

2
− x = y−x

2
= t− x, MD = y − x+y

2
= y−x

2
= t− x.

3. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1) ÄÌÑ y > x ÐÏÌÕÞÉÍ f(x)+f(2t−x)

2
> f (t) + 2 · (t− x).

úÎÁÞÉÔ,
f (2t− x)− f (t)

t− x
− f (t)− f (x)

t− x
> 4: (2)

åÓÌÉ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ ÔÅÐÅÒØ 0 < t−x = �x→ 0, ÔÏ 2t−x = t+�x; x = t−(t−x) = t−�x,
É ÐÏÌÕÞÉÍ: L =

f(t+�x)−f(t)

�x
− f(t)−f(t−�x)

�x
> 4, ÉÌÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÔÏÞËÅ t:

4 6 lim
�x→0

L = lim
�x→0

f (t+�x)− f (t)

�x
− lim

�x→0

f (t)− f (t−�x)

�x
= f ′ (t)− f ′ (t) = 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ÷Ù×ÏÄ: ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

úÁÄÁÞÁ � 2.c*

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ (x; y) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f (y) > f
(x + y

2

)
+ |x− y|? (1)

òÅÛÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ y > 0; x = 3y. ðÏÌÕÞÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ∀y > 0: f (y) > f (2y) + 2y. á

ÔÏÇÄÁ, ∀y > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:

f
(y
2

)
> f (y) + y: (2)

éÚ (1) ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ y > 0; x = 0 ÎÁÈÏÄÉÍ:

f (y) > f
(y
2

)
+ y: (3)

óÌÏÖÉÍ (2) É 3 ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÄÌÑ y > 0 É ÐÏÌÕÞÉÍ: 0 > 2y . ðÒÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÅÎÉÅ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ,

ÞÔÏ ÐÅÄÁÇÏÇ ÓÍÏÖÅÔ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ É ÉÓÐÏÌØÚÏ-

×ÁÔØ ÏÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÅ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ.

úÁÄÁÞÁ � 3 (ïÌÉÍÐÉÁÄÁ çÒÏÓÍÁÎÁ 2002 ÇÏÄ).

Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ g : < → < & f : < → <, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

∀x :
{

f (g (x)) = x2;

g (f (x)) = x3?

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ g : < → < & f : < → <, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
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∀x :
{

f (g (x)) = x2;

g (f (x)) = x4?

òÅÛÅÎÉÅ.

Á) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ g : < → < & f : < → <, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

∀x :
{

f (g (x)) = x2; (1)

g (f (x)) = x3: (2)

éÚ (1), (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

g (f (x)) = x3 ⇒ f
(
x3

)
= f (g (f (x)))⇒ f

(
x3

)
= [f (x)]

2
: (3)

ôÏ ÅÓÔØ,

[f (x)]2 = f (g (f (x))) = f (x3)⇒ [f (x)]2 = f (x3)⇒

⇒

 1) [f (0)]2 = f (0)⇒ f (0) ∈ {0; 1} ;
2) [f (1)]

2
= f (1)⇒ f (1) ∈ {0; 1} ;

3) [f (−1)]2 = f (−1)⇒ f (−1) ∈ {0; 1} :

ôÏÇÄÁ ÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a1 = f (0); a2 = f (−1); a3 = f (1) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÄÕÈÜÌÅÍÅÎÔ-

ÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {0; 1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ äÉÒÉÈÌÅ, ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ
{f(0); f(−1); f(1)}, ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ, ÞÔÏ 
 4) g (f (0)) = 0;

5) g (f (−1)) = −1;
6) g (f (1)) = 1:

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ f (0) ; f (−1) ; f (1) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÓÅ ÒÁÚÎÙÅ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔ×ÅÔ: îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ g : < → < & f : < → <, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

∀x :
{

f (g (x)) = x2;
g (f (x)) = x3:

b) ðÕÓÔØ ∀x :
{

f (g (x)) = x2; (7)

g (f (x)) = x4: (8)

ôÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ,


g (x) = 0; x = 0;

g (x) = eln
2|x|; |x| > 1;

g (x) = e− ln2|x|; |x| < 1;&x 6= 0;
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


f (x) = 0; x = 0;

f (x) = e2·
√

ln|x|; |x| > 1;

f (x) = e−2·
√

|ln|x||; |x| < 1;&x 6= 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:


f (g (0)) = f (0) = 02 = 0;

f (g (x)) = e
2·

√
ln|eln2|x|| = e2·

√
ln eln

2|x|
= e2·

√
ln2|x| = e2·|ln|x|| = e2·lnx = x2; |x| > 1;

f (g (x)) = e
−2·

√|ln|eln2|x||| = e
−2·

√|ln eln2|x|| = e−2·
√

ln2|x| = e−2·|ln|x|| = e2·ln|x| = x2;

|x| < 1; x 6= 0:




g (x) = 0; x = 0;

g (f (x)) = e
ln2

∣∣∣e2·√ln|x|
∣∣∣
= eln

2 e2·
√
ln|x|

= e

[
2·
√

ln|x|
]2
= e4·ln|x| = x4; |x| > 1;

g (f (x)) = e
− ln2

∣∣∣e−2·
√

|ln|x||
∣∣∣
= e

−
[
−2·
√

|ln|x||
]2
= e−4·|ln|x|| = e4·ln|x| = x4; |x| < 1; x 6= 0:

þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ç. âÅÌÉÔÓËÏÍÕ, (Ben-Gurion Uni-

versity of Negev, Beer- Sheva, Israel) ÚÁ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÄÁÎÎÏÊ
ÓÔÁÔØÉ.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

÷. ÷. é×ÌÅ×

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ

ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. ÷

ÒÁÂÏÔÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ \ÍÅÔÏÄ Ó×ÅÒÔÏË", ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÐÒÑ-

ÍÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×, ËÒÏÍÅ ×ÔÏÒÏÇÏ. íÅÔÏÄ

ÐÒÉÇÏÄÅÎ É ÄÌÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄ-

ËÏ×, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ

ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÒÉÅÍÏ× ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ É ÐÏÎÉ-

ÖÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

1. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

1.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = f(x1,...,xn) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ

x(0) = (È
(0)
1 ; : : : ; È

(0)
n ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ È(0) ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ

(ÍÉÎÉÍÕÍ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ È(0) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË
ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

f(x(0)) ≥ f(x) (f(x(0)) ≤ f(x)): (1:1)

ôÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ f(x). þÁÓÔÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÏÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.1), ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÓÔÒÏÇÏÍ ÜËÓ-

ÔÒÅÍÕÍÅ. ïÂÙÞÎÏ ÔÅÒÍÉÎÙ ÌÏËÁÌØÎÙÊ É ÓÔÒÏÇÉÊ ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÑÔÎÏ Ï

ÞÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ.
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × Ä×Á ÜÔÁÐÁ. îÁ

ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ
ÔÏÞËÉ, Ô.Å. ÔÏÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ È(0) ÉÓ-

ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÁ ÎÁÌÉÞÉÅ × ÎÅÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
×ÉÄ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x(0).
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ôÅÏÒÅÍÁ 1. (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ È(0), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÉÍÅÅÔ ×

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ È(0) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

f ′
x1
(x(0)) = f ′

x2
(x(0)) = ::: = f ′

xn
(x(0)) = 0: (1:2)

� 1 äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f ′
x1
(x(0)) = 0. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ È2,. . . ,Èn,

ÐÏÌÏÖÉ× ÉÈ ÒÁ×ÎÙÍÉ:

x2 = x
(0)
2 ,...,xn = x

(0)
n .

ðÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ f(x1,x
(0)
2 ,...,x

(0)
n ).

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x1,x
(0)
2 ,...,x

(0)
n ) ÏÄ-

ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ È1 ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ × ÔÏÞËÅ È
(0)
1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÙÞÎÁÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ È(0) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. üÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÁ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÏ È1 ÆÕÎËÃÉÉ f(x). éÔÁË:

df(x1; x
(0)
2 ; :::; x

(0)
n )

dx1

∣∣∣∣
x1=x

(0)
1

=
@f(x(0))

@x1
= 0:

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.2) ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �
õÓÌÏ×ÉÑ (1.2) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × Ä×ÕÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ:

df(x(0)) = 0 ÉÌÉ grad f(x(0)) = 0 (1:3)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.2), (1.3) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x,y) = x3y ÏÂÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÔÏÞËÅ (0,0)

ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÎÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-

ÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×, Ô.Å. É ÂÏÌØÛÉÅ É
ÍÅÎØÛÉÅ, ÞÅÍ f(0,0)=0.

îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ grad f(x(0)) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ

ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ~̀ × ÔÏÞËÅ È(0) ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å.

@f(x(0))

@`
= (grad f(x(0)); ~̀0) = 0;

ÇÄÅ (·; ·) | ÓÉÍ×ÏÌ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ~̀0 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
~̀.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË È(0) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1.2) ËÁË ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: 


f ′
x1
(x1; :::; xn) = 0;

::::::::::::::::::::::::::

f ′
xn
(x1; :::; xn) = 0:

(1:4)

1îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �, ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒÁ | �.
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1.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

1.2.1. óÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0) ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ

ÕÓÌÏ×ÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ×

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ.

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x,y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0,y0) É Ä×Á-

ÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x,y) ×

ÔÏÞËÅ (È0,Õ0):

�f(x0; y0) = f(x; y)− f(x0; y0):

úÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ �f(x0,y0) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (È0,Õ0)

ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ

(È0,Õ0) | ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ É f ′
x = f ′

y = 0 × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ

ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ �f(x,y) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

�f(x0; y0) =
1

2!
d2f(x0; y0) + o(�2); (1:5)

ÇÄÅ � =
√
�x2 +�y2, o(�2) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ÍÁÌÏÓÔÉ, ÞÅÍ �2 ÐÒÉ (È,Õ)→ (È0,Õ0).

éÚ (1.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË �f(x0,y0) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÚÎÁËÏÍ d2f(x0,y0). òÁÓËÒÏÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉ×

f ′′
x2(x0; y0) = a11; f

′′
y2(x0; y0) = a22; f

′′
xy(x0; y0) = a12 = a21:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÍÅÅÍ:

d2f(x0; y0) = a11�x2 + 2a12�x�y + a22�y2:

ðÕÓÔØ Á11 6=0. ÷ÙÄÅÌÉ× ÐÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ É ×ÙÎÅÓÑ ÚÁ ÓËÏÂËÉ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a−1

11 , ÐÏÌÕÞÉÍ:

d2f(x0; y0) =
1

Á11
[(a11�x + a12�y)2 +D�y2]; (1:6)

ÇÄÅ D=a11a22 − a212.

éÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (1.6) É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ D ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D > 0,

ÔÏ ÚÎÁË d2f(x0,y0) ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0,y0) É ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ:

1) ÐÒÉ Á11 > 0 É D > 0 × ÔÏÞËÅ (È0,Õ0)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ;

2) ÐÒÉ Á11 < 0 É D > 0 × ÔÏÞËÅ (È0; Õ0)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D < 0 É Á11 > 0. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ �È É �Õ ×ÏÚÍÏÖÎÙ

ÓÌÕÞÁÉ:

1) ÐÒÉ Á11�È + Á12�Õ = 0, d2f(x0; y0) < 0;

2) ÐÒÉ �Õ = 0, d2f(x0; y0) > 0.
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ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ É

ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. üËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ (È0,Õ0) ÎÅÔ. óÌÕÞÁÊ

D=0 ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, É ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÔÏÍÌÑÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÏÐÕÓÔÉÍ

ÅÇÏ.

éÔÁË, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2(ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ)2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x,y) ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ (È0,Õ0) É Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÒÕÅÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ

1) D > 0 × ÔÏÞËÅ (È0; Õ0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÍÁËÓÉÍÕÍ,

ÅÓÌÉ Á11 < 0, É ÍÉÎÉÍÕÍ, ÅÓÌÉ Á11 > 0;

2) ÐÒÉ D < 0 × ÔÏÞËÅ (È0; Õ0) ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ;

3) ÐÒÉ D = 0, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ.

1.2.2. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï Ë×Á-

ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÉÄÁ:

f(x1; :::; xn) =

n∑
i;j=1

aijxixj; i; j = 1; n (1:7)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ È1; : : : ; Èn.

þÉÓÌÁ aij | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (1.7).

ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (1.7) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ:

A = ‖aij‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
: : : :

an1 an2 ::: ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1:8)

åÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (1.8) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ aij = aji ÄÌÑ ×ÓÅÈ
i; j = 1; n, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (1.8) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÍÉ ÉÚ ×ÓÅÈ É ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.8)

�1 = a11;�2 =

∣∣∣∣ Á11 Á12
Á21 Á22

∣∣∣∣ ; : : : ;�n =

∣∣∣∣∣∣
Á11 ::: Á1n
: : :

an1 ::: ann

∣∣∣∣∣∣ :
îÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÅ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ) ÍÉÎÏÒÁÍÉ.

÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (1.7)

ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ∈ Rn ÐÒÉÎÑÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ.

2îÕÍÅÒÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÔÅÏÒÅÍ | ÓË×ÏÚÎÁÑ; ÆÏÒÍÕÌ | ÐÏ ÒÁÚÄÅÌÁÍ.
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ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (1.7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ: ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ È ∈è, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ (Ô.Å. È 6= 0 = (0; 0; : : : ; 0)), ÏÎÁ ÐÒÉ-

ÎÉÍÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ È ∈è, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ , ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ;

ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

ÚÎÁËÏ×; ÐÏÌÕÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ (Ë×ÁÚÉÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÂÏ ÎÅÏ-

ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉ-

ÍÁÀÔÓÑ É × ÔÏÞËÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ È = (È1; : : : ; Èn) = (0; 0; : : : ; 0).

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÚÎÁËÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ É ÎÕÖÎÙ ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ×ÐÒÅÄØ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓ-

ÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0). ÷ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ

f(x) × ÔÏÞËÅ È(0) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ dx i:

d2f(x(0)) =

n∑
i;j=1

aijdxidxj (1:9)

aij = aji =
@2f(x(0))

@xi@xj

=
@2f(x(0))

@xj@xi

:

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ
ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ (1.9). ðÒÉ×ÅÄÅÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍ ËÒÉ-

ÔÅÒÉÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔØÀ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌØÀ ÒÁÂÏÔÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÉÛØ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (1.7) ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.8)

ÂÙÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Ô.Å.

�1 = a11 > 0;�2 =

∣∣∣∣ Á11 Á12
Á21 Á22

∣∣∣∣ > 0; : : : ;�n =

∣∣∣∣∣∣
Á11 ::: Á1n
:::

an1

:::

:::

:::

ann

∣∣∣∣∣∣ > 0 (1:10)

ôÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (1.7) ÂÙÌÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁËÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÞÅÒÅÄÏ×Á-
ÌÉÓØ, ÐÒÉÞÅÍ Á11 < 0, Ô.Å.

�1 = a11 < 0;�2 =

∣∣∣∣ Á11 Á12
Á21 Á22

∣∣∣∣ > 0; : : : ;�n = (−1)n
∣∣∣∣∣∣
Á11 ::: Á1n
:::

an1

:::

:::

:::

ann

∣∣∣∣∣∣ > 0:



98 ÷. ÷. é×ÌÅ×

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ

ÔÏÞËÅ È(0). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ (1.9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÏÔÒÉ-

ÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ È(0)

ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ (ÍÁËÓÉÍÕÍ).

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × (1.10), (1.11) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÁÌÏ× ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×.

îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÅÔÏÄÕ, ÐÏ-

Ú×ÏÌÑÀÝÅÍÕ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ (1.10) É (1.11) ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ×, Á ÌÉÛØ ÉÈ ÚÎÁËÉ. üÔÏÔ ÆÁËÔ, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ

Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÕÀ

ÎÉÖÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏ-

ÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÍÅÎÉÍ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×.

2. íÅÔÏÄ Ó×ÅÒÔËÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÄÉÍ ÒÑÄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

�2 =

∣∣∣∣ Á11 Á12
Á21 Á22

∣∣∣∣ (2:1)

þÉÓÌÏ Á11 = Á11Á22 − Á12Á21, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÔËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (2.1). ñÓÎÏ,
ÞÔÏ Á11 ÅÓÔØ ÓÁÍÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (2.1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÁÑ ÄÌÉÎÙ n:

Á11 Á12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n

(2:2)

ó×ÅÒÔËÏÊ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË (2.2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ ÞÉÓÅÌ a11 a12 : : : a1(n−1)

ÄÌÉÎÙ (n−1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

a11 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ; a12 =

∣∣∣∣ a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ ; : : : ; a1(n−1) =

∣∣∣∣ a11 a1n
a21 a2n

∣∣∣∣ (2:3)

âÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó×ÅÒÔËÉ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË, ËÁÖÄÁÑ ÄÌÉÎÙ n, × ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ

ÄÌÉÎÙ (n−1) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
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-

ÐÒÉÞÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ \ÒÁÂÏÔÁÀÔ" ÌÉÛØ ËÒÁÊÎÉÅ ÓÔÏÌÂÃÙ: ÐÅÒ×ÙÊ |

×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, É ×ÔÏÒÏÊ | ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ n:

�n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : :

an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2:4)

ó×ÅÒÔËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (2.4) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (n−1) ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÅÒ-
×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ Ó×ÅÒÔËÁ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË (2.4); ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ { Ó×ÅÒÔËÁ
ÐÅÒ×ÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏË (2.4) É Ô.Ä; ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ | Ó×ÅÒÔËÁ ÐÅÒ×ÏÊ

É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏË (2.4), Ô.Å.

�n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1(n−1)

a21 a22 : : : a2(n−1)

: : : : : :

a(n−1)1 a(n−1)2 : : : a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2:5)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ó×ÅÒÔËÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (2.4) ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÔËÁ ÏÔ Ó×ÅÒÔËÉ �n−1 ×ÉÄÁ:

�n−2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1(n−2)

a21 a22 : : : a2(n−2)

: : : : : :

a(n−2)1 a(n−2)2 : : : a(n−2)(n−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2:6)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÅÒÔËÁ (n−1) ÐÏÒÑÄËÁ, Ô.Å. �1 ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ.

÷ÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÏ×Á Ó×ÑÚØ Ó×ÅÒÔÏË (2.5), (2.6) É Ô.Ä. Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉ-

ÔÅÌÅÍ (2.4).

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ Á11 × (2.4) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÐÒÉÂÁ×É× Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÒÕÇÕÀ Ó ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.

õÍÎÏÖÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ (2.4) ÎÁ Á21
Á11

É ×ÙÞÔÅÍ ÉÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÔÏ-

ÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ; ÕÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ Á31
Á11

É ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ É Ô.Ä.

ðÏÌÕÞÉÍ:
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�n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n
0 a22 − a12

a21
a11

: : : a2n − a1n
a21
a11

: : : : : :

0 an1 − a12
an1
a11

: : : ann − a1n
an1
a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2:7)

÷ÙÎÅÓÅÍ × (2.7) ÚÁ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a−1
11 ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÒÏËÁÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ

ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÒÉ n >2 ÉÍÅÅÍ:

�n =
1

an−2
11

�n−1 (2:8)

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ë �n−1. ôÏÇÄÁ

�n−1 =
1

an−3
11

�n−2

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �n−1 × (2.8), ÐÏÌÕÞÉÍ:

�n =
�n−2

an−2
11 an−3

11

(2:9)

äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÉ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

Á11 = Á1 | ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �n;

a11 = a2 | ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �n−1;

a11 = a3 | ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �n−2;

. . . . . .

a11
}n−1

= an = �1:

éÔÁË, Á1,. . . , Án | ÐÅÒ×ÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ó×ÅÒÔÏË
�n = �n; �n−1; : : : ;�1.

õÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏ, ÞÔÏ �n | Ó×ÅÒÔËÁ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ �n É ÒÁ×ÎÁÑ �n.

ôÅÐÅÒØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (2.8) | (2.9) (n−1) ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

�n =
an

an−2
1 · an−3

2 · · ·a1n−2 · a0n−1

=
an

a
(n−2)
1 · a(n−3)

2 · · ·an−2

: (2:10)

æÏÒÍÕÌÁ (2.10) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏ-

ÒÑÄËÏ×. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1,. . . ,an ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁ
ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ak=0, ÔÏ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒ×ÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

�4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 1
0 3 1 4

2 0 1 0

3 4 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:
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� óÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó×ÅÒÔÏË:

�4 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 1

0 3 1 4

2 0 1 0

3 4 5 1

∣∣∣∣∣∣∣ → �3 =

∣∣∣∣∣∣
3 1 4

0 −3 −2
4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ → �2 =

∣∣∣∣ −9 −6
−7 −22

∣∣∣∣ → 198− 42 = 156

äÁÌÅÅ Á1=1, Á2=3, Á4=156. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.10) ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ:

�4 =
156

12 · 3 = 52: �

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

�4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −6 −4
3 −1 −6 −4
2 3 9 2

3 2 3 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

� õÐÒÏÓÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÐÏÓÔÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ (2.8) É (2.9):

�4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −6 −4
3 −1 −6 −4
2 3 9 2

3 2 3 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1

∣∣∣∣∣∣
−4 12 8
1 21 10
−1 21 20

∣∣∣∣∣∣ = −1
4

∣∣∣∣ 96 −48
72 −72

∣∣∣∣ = 864: �

ïÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ: Ó×ÅÒÔËÁ ÏÔ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ aij = aji:ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó×ÅÒÔËÉ aij ÒÁ×ÅÎ:

aij = a11aij − a1jai1:

äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ aji ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ:

aji = a11aji − a1iaj1:

ôÁË ËÁË a1i = ai1, aj1 = a1j, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

aij = aji:

üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÞÔÉ ×Ä×ÏÅ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂßÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó×ÅÒÔÏË, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ×ÙÛÅ ÅÅ. îÉÖ-

ÎÑÑ ÖÅ ÞÁÓÔØ Ó×ÅÒÔËÉ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.
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3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÍÅÔÏÄÏÍ
Ó×ÅÒÔÏË

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÙ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ

ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÅÔÏÄÏÍ Ó×ÅÒÔÏË. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ È(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), x=(x1,. . . ,xn), ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÓÑ É Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÕÖÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n− k, ÇÄÅ k |

ÞÉÓÌÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÅ È(0).

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ×ÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0), ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÅÓÓÅ.

�n = �n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ::: a1n
a12 a22 ::: a2n
:::::::::::::::::::::::

an1 an2 ::: ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
(3:1)

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �n ÒÁ×ÎÙ:

aii =
@2f(x(0))

@x2i
; i = 1; n:

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Á11. ëÁËÏ× ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x)? úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x2 = x

(0)
2 ; :::; xn = x

(0)
n . ðÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ f(x1; x
(0)
2 ; :::; x

(0)
n ). îÏ ÔÏÇÄÁ ÚÎÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ Á11 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÔÉÐ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ:

ÐÒÉ a11 > 0 | min f(x) × ÔÏÞËÅ
(
x
(0)
1 ; :::; x

(0)
n

)
;

ÐÒÉ a11 < 0 | max f(x) × ÔÏÞËÅ
(
x
(0)
1 ; :::; x

(0)
n

)
.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÎÁË Á22 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÉÐ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f
(
x
(0)
1 ; x2; :::; x

(0)
n

)
É Ô.Ä. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ×Ù×ÏÄ: ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ È(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f(x1,. . . ,xn), ÔÏ ÜÔÏÔ ÖÅ ÔÉÐ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë

ÆÕÎËÃÉÑÍ

f(x1; x
(0)
2 ; :::; x(0)n ); f(x

(0)
1 ; x2; :::; x

(0)
n ); :::; f(x

(0)
1 ; x

(0)
2 ; :::; xn)

É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÎÁËÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× aii ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. âÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ (ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ), ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ @2f

@x2
×ÏÚÍÏÖÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÌÅÅ Ó×ÅÒÔËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (2.1), ÐÒÉÞÅÍ ×Ù-

ÐÉÛÅÍ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ:

�n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11a22 − a212::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

:::::::::::::::::::::::a11a33 − a213:::::::::::::::::::

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::a11ann − a21n

∣∣∣∣∣∣∣∣
(3:2)
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ðÅÒ×ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a11 = a11a22−a212 ÒÁ×ÅÎ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÕ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ È1 É È2 × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È
(0) É ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÇÏ ÔÉÐ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ Á11. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a22 = a11a33−a213
ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ È1 É È3 É Ô.Ä. ðÒÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÜËÓÔÒÅ-

ÍÕÍÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ aii; i = 1; n− 1 ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, Á ÉÍÅÎÎÏ

| ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. éÚ (2.2) ÔÁËÖÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ aii ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ

ÎÕÌÀ, ÔÁË ÜÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏ×

aii. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ó×ÅÒÔËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

�n−2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ �3 É Ô.Ä. íÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅ-

ÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ × Ó×ÑÚÉ Ó ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ aii É ÐÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ). åÓÌÉ × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0)

Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ, ÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÙÅ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó×ÅÒÔÏË �n = �n; �n−1; : : : ;�1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

� éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.10), Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÅÒ×ÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

Ó×ÅÒÔÏË Ó ÍÉÎÏÒÁÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ n =1,2,3,...

�1 = Á11 = Á1;

�2 = Á2;

�3 =
a3
a1
;

�4 =
a4
a21a

1
2

;

: : :

�n =
an

an−2
1 an−3

2 · · ·a1n−2

:

(3:3)

ôÁË ËÁË × (3.3) ×ÓÅ �1; :::;�n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ai ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. éÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÅÒÔÏË,

ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ Ó×ÅÒÔÏË.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ × ÔÏÞËÅ È(0) | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÔÏ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó×ÅÒÔÏË �n−1; :::;�1 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÙ �n, ÒÁ×ÎÙÅ aii; i = 1; n − ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ

ËÒÉÔÅÒÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ × (3.3) Á1 ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, × ÞÅÔÎÙÅ ÖÅ ÍÉÎÏÒÙ

�2; �4; : : : Á1 ×ÈÏÄÉÔ × ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÉÍ É ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ

Á2, Á4, . . . .

ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ-
×ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0).

1. óÔÒÏÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÅÓÓÅ × ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ È(0):

�n =

∣∣∣∣∣∣
a11 ::: a1n
::::::::::::::

an1 ::: ann

∣∣∣∣∣∣ :
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÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ aii ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É

ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ. ðÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ È(0) ÎÅÔ. åÓÌÉ

×ÓÅ Áii < 0 − × ÔÏÞËÅ È(0) ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÅÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ aii > 0 − × ÔÏÞËÅ

È(0)×ÏÚÍÏÖÅÎ ÍÉÎÉÍÕÍ.

óÔÒÏÉÔÓÑ Ó×ÅÒÔËÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ �n−1:

�n−1 =

∣∣∣∣∣∣
a11 ::: a1(n−1)

::::::::::::::::::::::::::::::::::

a(n−1)1 ::: a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣ :
÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aii ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ðÒÉ ÎÁÒÕÛÅ-

ÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ ÎÅÔ.

ðÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ó×ÅÒÔÏË ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ Ó×ÅÒÔËÉ �1,

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ó×ÅÒÔÏË É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ �1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ðÒÉ ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÉÍÅÅÍ × ÔÏÞËÅ È(0) ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÅÓÌÉ

aii < 0, É ÍÉÎÉÍÕÍ, ÅÓÌÉ aii > 0.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× aij, aij É Ô.Ä. ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ×ÙËÁÈ ÐÒÏ×ÏÄÉÔ-

ÓÑ ÕÓÔÎÏ ÉÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ
Ó×ÅÒÔÏË ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ËÒÉÔÅÒÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. ïÄÎÁËÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÁÍÉ Ó×ÅÒÔËÉ-ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÐÕÓÔÉÍ.

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ:

f(x; y; z) = x2 + 2y2 + z2 + zx + xy + x+ 2z:

� Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÅÒ×ÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x,y,z) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ.


f ′
x = 2x+ z + y + 1 = 0;
f ′
y = 4y + x = 0;

f ′
z = 2z + x + 2 = 0;

⇒



x = −4y;
−8y + z + y + 1 = 0;

2z − 4y + 2 = 0;
⇒

{
y = z

2 +
1
2 ;

z = −1:
x = 0; y = 0:

éÔÁË, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ (0; 0;−1).
Â) óÔÒÏÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÅÓÓÅ �3 = �3 × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ:

a11 = 2; a22 = 4; a33 = 2; a12 = 1; a13 = 1; a23 = 0;

�3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 4 0

1 0 2

∣∣∣∣∣∣ (∗)

÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (*) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ÷ ÔÏÞËÅ
(0; 0;−1) ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÍÉÎÉÍÕÍ.

×) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ Ó×ÅÒÔËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ �2:
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a11 =

∣∣∣∣ 2 −1
1 4

∣∣∣∣ = 7; a22 =

∣∣∣∣ 1 1

1 2

∣∣∣∣ = 1; a12 = a21 =

∣∣∣∣ 2 1

1 0

∣∣∣∣ = −1; �2 =

∣∣∣∣ 7 −1
−1 1

∣∣∣∣ :
üÌÅÍÅÎÔÙ a11 É a22 ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ. ÷ÏÚÍÏÖÅÎ ÍÉÎÉÍÕÍ.

Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ Ó×ÅÒÔËÕ �1:

�1 =

∣∣∣∣ 7 − 1

−1 1

∣∣∣∣ = 8 > 0:

÷Ù×ÏÄ: ÆÕÎËÃÉÑ f(x; y; z) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ (0; 0;−1) ÍÉÎÉÍÕÍ, ÒÁ×ÎÙÊ f(0; 0;−1) =
−1. �

ëÓÔÁÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x1; :::; xn) | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ

Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ),

ÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 5.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ Ó×ÅÒÔÏË. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÃÅÌÅÓÏ-
ÏÂÒÁÚÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÅÒÔÏË Ó ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, Ô.Ë. ÐÏ-
Ñ×ÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× aii; aii É Ô.Ä. ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ÏÂ ÏÔÓÕÔ-

ÓÔ×ÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÏÔÐÁÄÁÅÔ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
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ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × çÅÒÍÁÎÉÉ
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úÁÄÁÞÁ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÑ \ÐÒÉ×ÙÞËÉ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ" ×ÐÅÒ×ÙÅ

ÂÙÌÁ ÏÂßÑ×ÌÅÎÁ × íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÒÅÄ-

ÎÉÈ ÛËÏÌÁÈ çÅÒÍÁÎÉÉ. ÷ ÎÙÎÅÛÎÅÍ ÇÏÄÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔÓÑ 100 ÌÅÔ.

ðÕÂÌÉËÕÅÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÓÔÁÔØÉ ñ. ëÅÔËÏ×ÉÞÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ

ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË, Ó ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ ò. ú. çÕÛÅÌØ.

õÖÅ ÎÅ ÏÄÎÏ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÅ ËÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÐÒÏÎÉÚÁÎ ÉÄÅÅÊ ÆÕÎË-

ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÉÈ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ

× ÄÒÕÇÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ ÅÝÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛËÏÌÅ. îÏ ÔÁË

ÂÙÌÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ.

åÝÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ËÁË × òÏÓÓÉÉ, ÔÁË É × ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ

å×ÒÏÐÙ É óÅ×ÅÒÎÏÊ áÍÅÒÉËÉ, × ÃÅÎÔÒÅ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÙÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ òÏÓÓÉÉ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ

ÍÕÖÓËÉÈ ÇÉÍÎÁÚÉÊ, ÐÒÉÎÑÔÏÊ × 1890 ÇÏÄÕ É ÄÅÊÓÔ×Ï×Á×ÛÅÊ ÄÏ 1917 ÇÏÄÁ, ÄÁÖÅ ÓÌÏ-

×Ï \ÆÕÎËÃÉÑ" ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. é ÔÁËÏÅ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ × ÄÒÕÇÉÈ

ÓÔÒÁÎÁÈ.

îÏ Ë ËÏÎÃÕ ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÕÞÅÎÙÅ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÔÏÄÉÓÔÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ,

ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÎÏ×ÉÔØ ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÎÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÊ É ÇÒÁÆÉËÏ×.

á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÉ ××ÅÓÔÉ É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ÷ òÏÓÓÉÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÚÁ ××ÅÄÅ-

ÎÉÅ × ÇÉÍÎÁÚÉÑÈ ÐÒÏÆÉÌØÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÉ É ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÓÔÁÒÛÉÈ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÙÓËÁÚÁÌÓÑ ÷. ð. ûÅÒÅ-

ÍÅÔÅ×ÓËÉÊ [1].

âÏÌÅÅ ÄÒÕÇÉÈ × ÄÅÌÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÁËÉÈ ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒÓËÉÈ ÐÒÏÅËÔÏ× ÐÒÏÄ×ÉÎÕ-

ÌÉÓØ ÐÅÄÁÇÏÇÉ çÅÒÍÁÎÉÉ. ÷Ï ÇÌÁ×Å ÇÅÒÍÁÎÓËÉÈ ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒÏ× ×ÓÔÁÌ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉË æÅÌÉËÓ ëÌÅÊÎ (1849-1925).

ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÌÅÔ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ × 1905 ÇÏÄÕ ÎÁ ÓßÅÚÄÅ çÅÒÍÁÎ-

ÓËÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÉÓÐÙÔÁÔÅÌÅÊ É ×ÒÁÞÅÊ × Ç. íÅÒÁÎÅ ÂÙÌÁ ÐÒÉÎÑÔÁ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ

ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÇÉÍÎÁÚÉÊ, ÎÁÚ×ÁÎÎÁÑ \íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ" [2]. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ

ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÌÁ \ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ É ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ ÐÒÉ×ÙÞËÉ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÍÙÛ-

ÌÅÎÉÀ". ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ × ÇÉÍÎÁÚÉÉ ÏÓÎÏ×
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ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. âÙÌ

××ÅÄÅÎ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÕÓÉÌÅÎÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

íÅÒÁÎÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓËÏÒÏ ÓÔÁÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ × å×ÒÏÐÅ É ÏÂÒÅÌÁ ÔÁÍ ÍÎÏÇÏÞÉ-

ÓÌÅÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÎÉËÏ×. éÍÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁËÒÅÐÉÌÏÓØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ \ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ

ÍÙÛÌÅÎÉÅ".

÷ 1908 ÇÏÄÕ ÎÁ IV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ × òÉÍÅ ÂÙÌÏ ÐÒÉ-

ÎÑÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ÓÏÚÄÁÎÉÉ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ëÏÍÉÓÓÉÉ ÐÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÃÉÉ É ÏÂÍÅÎÁ ÏÐÙÔÏÍ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÁÎÁÍÉ × ÄÅÌÅ ÍÏÄÅÒÎÉÚÁÃÉÉ ÛËÏÌØÎÏ-

ÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ [3]. ðÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ ëÏÍÉÓÓÉÉ ÂÙÌ ÉÚÂÒÁÎ æ. ëÌÅÊÎ. åÇÏ ÉÚÂÒÁÎÉÅ |

ÐÒÉÚÎÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÛËÏÌØÎÙÈ ÒÅÆÏÒÍ ÉÍÅÎ-

ÎÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ëÌÅÊÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. üÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ ÏÚÎÁÍÅÎÏ×ÁÌÏ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÂÅÄÎÏ-

ÇÏ ÛÅÓÔ×ÉÑ ÐÏ ×ÓÅÍÕ ÍÉÒÕ \ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÉÉ" × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

× ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ.

ðÒÏÛÌÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ, É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ É ÉÈ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÔÁÌÏ ÎÅ-

ÏÔßÅÍÌÅÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ XX ×ÅËÁ ×

ÛËÏÌÅ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ É ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ.

ïÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÅÄÁÇÏÇÉ ÂÙÌÉ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÏÐÙÔÏÍ ÇÅÒÍÁÎÓËÉÈ ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒÏ×. ÷

ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÁÈ ÐÏÍÅÝÁÌÉÓØ ÓÔÁÔØÉ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÚÕ ÉÈ ÒÁÂÏÔÙ [5,

6, 7, 8]. íÅÒÁÎÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÙÌÁ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË.

÷ ÜÔÏÍ ÇÏÄÕ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔÓÑ 100 ÌÅÔ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉÎÑÔÉÑ íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍ-

ÍÙ. ïÎÁ ÏËÁÚÁÌÁ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÍÉÒÅ × XX ×ÅËÅ.

ôÁË, × òÏÓÓÉÉ × 1907 ÇÏÄÕ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ × ÒÅÁÌØÎÙÈ ÕÞÉÌÉ-

ÝÁÈ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÅ ÂÅÚ ×ÌÉÑÎÉÑ íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. ÷Ï-

ÐÒÏÓÙ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÉÍÎÁÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÁËÔÉ×ÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ, ÂÙÌ ÄÁÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ É ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÐÒÏÅËÔ

ÒÅÆÏÒÍÙ [4], ÎÏ ÓÏÂÙÔÉÑ 1917 ÇÏÄÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÜÔÕ ÒÁÂÏÔÕ.

÷ ÔÅÈ ÒÅÆÏÒÍÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ × ÎÁÛÅÊ ÛËÏÌÅ × ËÏÎÃÅ 60-È { ÎÁÞÁÌÅ 70-È

ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, É × ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÇÏÄÎÑ, ×ÉÄÎÁ ÐÒÅÅÍ-

ÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó×ÑÚØ Ó ÒÅÆÏÒÍÁÍÉ É ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒÓËÉÍÉ ÐÌÁÎÁÍÉ ÎÁÞÁÌÁ XX ×ÅËÁ.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÓÔÁÔØÉ ñ. ëÅÔËÏ×ÉÞÁ[7], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ

ÔÅËÓÔÁ íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.
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ñ. ëÅÔËÏ×ÉÞ

ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÐÒÕÓÓËÉÈ ÇÉÍÎÁÚÉÑÈ

... åÝÅ × ÎÁÞÁÌÅ 1900 Ç. \ïÂÝÅÓÔ×Ï ÎÅÍÅÃËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×" ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓßÅÚ-

ÄÁÈ ÏÂÓÕÖÄÁÌÏ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÅÆÏÒÍÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÑÔÙÅ

ÎÁ ÓßÅÚÄÁÈ, ÂÙÌÉ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ É Ó×ÅÄÅÎÙ × ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ËÏÍÉÓÓÉÅÊ, ÓÏÓÔÏÑ×ÛÅÊ ÉÚ ×Ù-

ÄÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÐÅÄÁÇÏÇÏ× çÅÒÍÁÎÉÉ. îÁ ÓßÅÚÄÅ × íÅÒÁÎÅ ÐÌÁÎ ÒÅÆÏÒÍÙ,

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÏÍÉÓÓÉÅÊ, ÂÙÌ ÅÄÉÎÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÑÔ. ðÏÓÌÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÉÑ ÏÎ ÐÏ-

ÌÕÞÉÌ × ÐÅÞÁÔÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ". ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÕÓÓËÏÇÏ

ÍÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÕÖÅ ××ÅÄÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÏÐÙÔÁ ×

ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÉÍÎÁÚÉÑÈ: × çÅÔÔÉÎÇÅÎÅ, íÀÎÄÅÌÅ, äÀÒÅÎÅ, ëÉÌÅ É çÁÎÎÏ×ÅÒÅ.

ïÐÙÔ ÄÁÌ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷ ×ÉÄÕ ÏÂÝÅÇÏ ÓÏÞÕ×ÓÔ×ÉÑ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ ÒÅ-

ÆÏÒÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ × ÂÌÉÚËÏÍ ÂÕÄÕÝÅÍ ÏÖÉÄÁÔØ ××ÅÄÅÎÉÑ \íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ"

ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÊ çÅÒÍÁÎÉÉ.

÷ÐÒÏÞÅÍ ÕÖÅ É ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ \íÅÒÁÎÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ"

ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÖÉÚÎØ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍÉ | ÅÓÌÉ ÎÅ × ÐÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ,

ÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ. ÷ çÅÒÍÁÎÉÉ ×ÅÄØ ÎÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÃÉÉ, É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ

ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÕÞÅÂÎÙÍÉ ÐÌÁÎÁÍÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ Ó×ÏÂÏÄÁ × ×ÙÂÏÒÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ

É × ÓÐÏÓÏÂÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.

÷ ×ÉÄÕ ÔÁËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ \íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ", ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÅ × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ

Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ.

íÅÒÁÎÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ × ÎÁÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÌÏÖÅ-

ÎÉÅ, ÞÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÅ; ÏÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÌÁ ÚÁ×ÏÅ×ÁÔØ ÓÅÂÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÏÒÇÁÎÉÚÍÅ, ÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØÓÑ Ë ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ

ÚÁÄÁÞÁÍ ÛËÏÌÙ, Á ÜÔÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØ-

ÓÔ×ÁÍÉ, ÓËÏÌØËÏ ÄÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÅËÏ×ÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÓÐÏÒÁ; ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÑÓÅÎ

ÕÖÅ ÉÚ ÐÒÕÓÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÌÁÎÏ× 1901 ÇÏÄÁ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÈÏÄ ÕÞÅÎÉÑ

ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÅÖÄÅ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÑÌÓÑ Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÈÏÄÕ ÄÕÈÏ×ÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ, ×ÅÚ-

ÄÅ ÉÍÅÌ Ó×ÑÚØ Ó ÄÁÎÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÞÁÝÉÈÓÑ; ÞÔÏÂÙ ÎÏ×ÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

ÉÍÅÌÉ ÏÒÇÁÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÖÄÅ ÕÓ×ÏÅÎÎÙÍÉ, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ Ó×ÑÚØ

Ú×ÅÎØÅ× ÏÄÎÏÊ ÎÁÕËÉ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÏÊ

É ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ÎÁÄÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ, ÐÒÉÚÎÁ×ÁÑ ×ÐÏÌÎÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ



ë 100-ÌÅÔÉÀ íÅÒÁÎÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × çÅÒÍÁÎÉÉ 109

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ

ÚÎÁÎÉÊ, ÌÉÛÅÎÎÙÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÓÔÁÒÁÔØÓÑ

Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ

ÎÁÓ ÍÉÒÁ Ñ×ÌÅÎÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ 2 ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÉ: ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ É ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ ÐÒÉ×ÙÞËÉ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÍÙÛ-

ÌÅÎÉÀ.

ôÁËÏ× ÐÒÉÎÃÉÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ×ÏÐÌÏÔÉÔØ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ. ðÒÏ-

ÇÒÁÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÁÌØÛÅ; ÅÊ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÅÎÙ ÏÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙÈ ÏÔÄÅÌÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÇÏÓÐÏÄÓÔ×ÏÍ ÒÕÔÉÎÙ, ËÁË × ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÂÓÔÒÁËÔ-

ÎÙÅ ÉÄÅÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÓÔÏÌØ ÞÁÓÔÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ, ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔÙ

ÎÁ ×ÙÓÛÉÅ ÓÔÕÐÅÎÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. îÏ ÎÅ ÎÁÄÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂ-

ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ É Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔÉ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ É ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÙÓÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ

ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅÈÏ-

ÄÉÔØ × ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÕ ÕÞÁÝÉÈÓÑ; ÚÄÅÓØ, ËÁË É × ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ

ÐÒÏÓÔÏÒ ÉÓËÕÓÓÔ×Õ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÁÍÏÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÓÔÅÓÎÑÑ ÅÇÏ ÂÅÓÃÅÌØ-

ÎÏ ÏÓÏÂÙÍÉ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÑÍÉ.

íÙ ÎÁÓÔÏÊÞÉ×Ï ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÛÉÒÏËÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÑ × ÐÏÄÒÏÂ-

ÎÏÓÔÑÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ | × ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÁÂÏÔ É

ÐÒÏÞ. | ËÏÎÅÞÎÏ, × ÒÁÍËÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÌÁÎÁ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÐÌÁÎÅ ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ

×ÁÖÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ | ÉÍÅÎÎÏ, × ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ É ËÁËÏÍ ÏÂßÅÍÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ

ÉÚÌÁÇÁÔØ ÁÎÁÌÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ, | × ×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÏÐÒÏÓ ÜÔÏÔ ÅÝÅ ÎÅÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ×ÙÑÓÎÅÎ × ÎÁÕÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ. íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ É ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÐÙÔÙ

× ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ × ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑÈ, ÄÁÄÕÔ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÉÔØ Ó ÂÏÌØÛÅÊ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÄÅÌÏ.

ãÅÌØÀ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÔÁÒÛÅÍ ËÌÁÓÓÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ÎÁÕÞÎÙÊ ÏÂÚÏÒ É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÉÏÂÒÅÔÅÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ; ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÅÅ ÄÌÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×; É,

ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÏÚÎÁÎÉÑ ÐÒÉÒÏÄÙ É ÄÌÑ ÓÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ. ÷ÓÅ ÜÔÏ ÄÁÓÔ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÃÅÎÎÏÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÎÏÅ ÚÎÁÎÉÅ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÐÏÞ×Õ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÅÓÌÉ

ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÐÒÉÚ×ÁÎÉÅÍ. òÅÚËÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ Ë

×ÙÓÛÅÊ, ÓÔÏÌØ ÚÁÍÅÔÎÙÊ ÓÅÊÞÁÓ, ÔÏÇÄÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÓÞÅÚÎÅÔ.

íÙ ÎÁÓÔÁÉ×ÁÅÍ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÏÒÍÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÇÉÍÎÁÚÉÊ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ

4 ÞÁÓÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÅÄÅÌÀ.

õÞÅÂÎÙÊ ÐÌÁÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÇÉÍÎÁÚÉÊ á. ðÅÒ×ÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ

I ËÌÁÓÓ

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ É ÏÔ×ÌÅÞÅÎÎÙÍÉ, × ÐÒÅ-

ÄÅÌÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ.
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îÅÍÅÃËÉÅ ÍÅÒÙ ÄÌÉÎÙ, ×ÅÓÁ É ÄÅÎÅÇ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ × ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÄÅÓÑ-

ÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É × ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ËÁË ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ Ë ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÑÍ ÎÁÄ ÄÒÏÂÑÍÉ.

II ËÌÁÓÓ

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÞÉ-

ÓÌÁÍÉ, Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÒÙ (É ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÅ); ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÄÌÉ-

ÎÙ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÏÄÁ (É ÎÁ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ); ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ

É ÏÂßÅÍÏ× Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ É ×ÅÓÏÍ.

(÷ÓÅÍ ÔÁËÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ).

äÅÌÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ. ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÒÏÂÉ (ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ËÁË ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

ðÒÏÐÅÄÅ×ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏÓØ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÌÁÎÉ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ðÒÏÔÑÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÉÉ, ÔÏÞËÉ

| ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÌÁÈ.

ðÌÏÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, | ÓÎÁÞÁÌÁ ËÁË ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÅÌ, ÚÁÔÅÍ ËÁË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ

ÏÂßÅËÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÕÇÌÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ × ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊËÉ É ÃÉÒËÕÌÑ; ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÒÉÓÏ×ÁÎÉÅ, ÞÅÒÞÅ-

ÎÉÅ É ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ.

III ËÌÁÓÓ

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ. óÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. óÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ)

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ). ôÒÏÊÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ Ó ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ×ÓÑËÏÊ ÓÈÅÍÁ-

ÔÉÚÁÃÉÉ É ÚÁÕÞÅÎÎÙÈ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÅÍÏ×. úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ, ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÃÅÎÔÏ×, ÐÒÉÂÙÌÉ, ×ÅËÓÅÌÅÊ. ðÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÅ Ë

ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÕÔÅÍ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÞ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕË×ÁÍÉ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÈ ÐÒÉ

ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÂÕË×. ó×ÑÚØ ÐÒÁ×ÉÌ ÕÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ

ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ ÓËÏÂÏË.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. õÞÅÎÉÅ Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÕÇÌÁÈ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ. éÚÍÅÎÑÅÍÏÓÔØ ÆÉÇÕÒ;

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÅÒÅÈÏÄÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ: ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÙÊ, ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÈ (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ).

IV ËÌÁÓÓ

áÌÇÅÂÒÁ (\Arithmetik"). óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ É ÐÏÑÓÎÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ

ÌÉÎÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÊ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ Ó ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÈÏÄÑÝÉÈ

ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. òÅÛÅÎÉÅ É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ I ÓÔÅÐÅÎÉ Ó 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ.
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òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÕÞÅÎÉÑ Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ. ôÒÁÐÅÃÉÑ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÒÕÇÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ×ÌÉÑÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

É ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÉÇÕÒÙ.

úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ × ÔÅÓÎÏÊ Ó×ÑÚÉ Ó ËÕÒÓÏÍ, Ó ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÚÁÄÁÞ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉÅÍÁÍÉ.

V ËÌÁÓÓ

áÌÇÅÂÒÁ. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÈ. òÅÛÅÎÉÅ É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ I ÓÔÅÐÅÎÉ Ó 1 É ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ. çÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ É ÓÌÏÖÎÙÍ ÐÒÑÍÏ-

ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÎÔÕÒÏÍ. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÒÉ×Ï-

ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÎÔÕÒÏÍ. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÌÏÝÁÄÅÊ É ÏÂßÅÍÏ×, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÙÈ

×Ï ×ÔÏÒÏÍ ËÌÁÓÓÅ. úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ËÁË × 4 ËÌÁÓÓÅ.

VI ËÌÁÓÓ

áÌÇÅÂÒÁ. óÔÅÐÅÎÉ É ËÏÒÎÉ. òÅÛÅÎÉÅ É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 2-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

Ó 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ËÏÒÎÑÍÉ. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ

ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ 2-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, Ó ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅÍ ÅÅ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ 2-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ Ó 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÙÈ Ó

ÐÁÒÁÂÏÌÁÍÉ. éÚÕÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÁË ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ

ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. õÞÅÎÉÅ Ï ÐÏÄÏÂÉÉ ÆÉÇÕÒ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁ ÐÏÄÏÂÉÅ ÐÏÌÏ-

ÖÅÎÉÑ. ðÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ × ËÒÕÇÅ. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

É ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÉÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. éÓÓÌÅÄÏ-

×ÁÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ. óÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ É ÉÓÐÙÔÁÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁ-

×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ËÁË ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ), Á ÚÁÔÅÍ | ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

(ÓßÅÍËÁ ÐÌÁÎÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÎÚÕÌÙ).

÷. ÷ÙÓÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ

VII ËÌÁÓÓ

áÌÇÅÂÒÁ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ; ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ÐÏÎÑÔÉÅ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ; ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÈ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÏÃÅÎÔÏ×

É ÒÅÎÔÙ (ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ×ÚÑÔÙÈ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ). çÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. óÞÅÔÎÁÑ ÌÉÎÅÊËÁ. òÅÛÅÎÉÅ Ë×Á-

ÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ËÁË ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÔÁË É ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÅ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅ-

ÎÉÑÍ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ

×ÚÁÉÍÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÕÇÌÏ× É ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
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ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÇÏÎÉÏÍÅÔÒÉÉ. çÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. òÅÛÅÎÉÅ

ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏ-

ÒÉÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÏÓÎÏ×Ù ÎÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÁË ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÌÁ-

ÎÉÍÅÔÒÉÉ.

VIII ËÌÁÓÓ

áÌÇÅÂÒÁ. óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÊ × ÉÈ ÉÚ-

ÍÅÎÅÎÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ËÒÉ×ÙÈ ÌÉÎÉÊ) ÐÏ ÉÈ ÐÁÄÅÎÉÀ

É ÐÏÄÎÑÔÉÀ (Ó ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ), Ó

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÆÉÚÉËÉ, Á × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÉÚ

ÍÅÈÁÎÉËÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÈ Ó ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÄÌÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ. óÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÑ. çÌÁ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÞÅÒÞÅÎÉÑ. õÐÒÁÖ-

ÎÅÎÉÑ × ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÞÅÒÞÅÎÉÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏ-

ÍÅÔÒÉÉ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÇÒÁÆÉÑ, ×ËÌÀÞÁÑ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ

ËÁÒÔ.

IX ËÌÁÓÓ

ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÌÉ ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ, Ó ÐÒÉÌÏ-

ÖÅÎÉÅÍ Ë ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ.

ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÄÅÌÏ× ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ

ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÂÛÉÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÅÛÁÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

É ÞÅÒÞÅÎÉÑ.

ïÂÚÏÒ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ Ó ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ É ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ïÂßÑÓÎÅÎÉÑ Ë ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÌÁÎÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

1. ÷ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÓÞÅÔÕ, ÎÁÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔØÀ ÞÉÓÅÌ. þÉÓÌÁ ÂÏÌÅÅ 100000 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÕÓÔÒÁÎÑÅÍÙ.

÷ ÕÓÔÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÎÁÄÏ ÕÐÒÁÖÎÑÔØ ÕÞÅÎÉËÏ× ËÁË ÍÏÖÎÏ ÞÁÝÅ. úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÐÒÁËÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ. ïÂÕÞÅÎÉÅ

ÓÞÅÔÕ ÅÓÔØ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÅ Ó ×ÅÝÁÍÉ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÍÉÒÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ

ÎÅÌØÚÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÏÔ ÄÅÔÅÊ ÚÎÁÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÕÐÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÚÒÏÓÌÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-

ÎÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÇÏÔÏ×-

ËÏÊ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ Ó ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ËÕÒÓÏÍ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉÍÙËÁÔØ Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÀ

É ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ; ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÁÒÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÐÅÄÁÎÔÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ×ÅÝÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÐÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÍÕ ÞÕ×ÓÔ×Õ, ËÁÖÕÔÓÑ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ, É ÔÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÉÈ ÄÁÖÅ

ÍÅÎÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍÉ; ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÎÁÄÏ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÐÏÄÙÓËÉ×ÁÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÅ Ë ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÛÉÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÁÍÏ-

ÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ × ÕÍÅ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ, ÎÏ É ÜÔÏ ÎÁÄÏ ÄÅÌÁÔØ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ËÏÎÇÒÕÜÎÃÉÑ1 ÆÉÇÕÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁ ËÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÏÓÔÒÏ-

1ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÐÒÉÍ. ò.ç.)
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ÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. ëÏÓ×ÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÎÁÄÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ;

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÐÒÑÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ, ÓÞÉÔÁÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ,

× ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ É ÔÁË ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ. ðÒÉ ÞÅÒÞÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÏÝÒÑÔØ

ÛÔÒÉÈÏ×ËÕ, ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÎÉÅ É Ô.Ð.; ÎÁÐÒÏÔÉ×, ×ÓÑËÉÈ ÏÓÌÏÖÎÅÎÉÊ ÞÅÒÔÅÖÁ, ÞÒÅÚ-

ÍÅÒÎÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÄÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ. ÷ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ, ÇÄÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,

ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÖÉ×ÕÀ Ó×ÑÚØ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,

ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ×ÏÄÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÖÉÚÎÉ. öÅÌÁ-

ÔÅÌØÎÏ É ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÅÊ.

2Á) ÷ ÓÒÅÄÎÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÓÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅÍ ÁÌ-

ÇÅÂÒÙ, ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÏÊ Ë ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ

× 3 ËÌÁÓÓÅ É ÎÁ×ÙË × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. ÷ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉËÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÎÁÄÏ ÉÚ-

ÂÅÇÁÔØ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÅÄÁÎÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÇÒÏÖÁÅÔ

ÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ \ÌÏÖÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ". îÁÐÒÏÔÉ×, ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ-

ÌÁÇÁÔØ × ÎÁÕÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

÷ÓÅÈ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× etc. ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÉÚÂÅÇÁÔØ; ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ; × ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÈ ÎÕÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÇÌÁ×ÎÅÊÛÉÍ, ÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ

É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÕÓ×ÏÅÎÏ ÏÞÅÎØ Ô×ÅÒÄÏ.

2b) îÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓÔÕÐÅÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ × ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÐÒÉ×ÙÞËÕ Ë ÆÕÎË-

ÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÉÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ÞÅ-

ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É Ô.Ð.), ÔÅÏÒÉÅÊ ÒÑÄÏ×,

ÐÒÅÄÅÌÏ× É Ô.Ð.

úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÕÒÓÏÍ; ÐÒÉ ÔÁË ÎÁÚÙ-

×ÁÅÍÏÍ \ÁÎÁÌÉÚÅ" ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÍÙÓÌÉ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏÔ ÁÎÁ-

ÌÉÚ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ.

îÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓÔÕÐÅÎÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÓÌÉÑÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ,

ÏÔÞÁÓÔÉ ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔÞÁÓÔÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙ-

ÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ

ÕÇÌÏ× (× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ).

3. úÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÄÕÔ ËÒÁÔËÉ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÎÑ-

ÔÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ (××ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ É ÄÒÏÂÎÙÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÅÓÔÉ ×

ÄÕÈÅ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ÞÅÓËÉÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ. ÷ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÓÔÏÒÏÎÅ ×ÓÅ

ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÌÏ-

ÖÅÎÉÑ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑÍ, É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÎÏ× ÎÁÕËÉ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ× ×ÙÓÛÅÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÔÏ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ï-

ÐÒÏÓÁ Ï ÓÐÏÓÏÂÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÏÂßÅÍÅ ÎÁ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, × ×ÉÄÕ

ÎÅ×ÙÑÓÎÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÇÁÈ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÚÄÅÓØ ÉÄÅÔ

ÒÅÞØ Ï ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ

ÆÉÚÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌØÀ Ó×ÑÚÁÔØ ÜÔÉ ÎÁÕËÉ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ

ÕÌÕÞÛÉÔØ ÉÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ.

÷ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ



114 ò. ú. çÕÛÅÌØ

ÏÓÏÂÅÎÎÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÎÁÄÏ ÐÒÉÄÁ×ÁÔØ ÈÏÒÏÛÅÍÕ ÉÓÐÏÌÎÅÎÉÀ ÞÅÒÔÅÖÁ.

éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÅÓÔÉ ËÁË ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÉ, ÔÁË É

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ, ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, × ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ.

÷ ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓ×ÑÝÁÔØ ÞÅÒÞÅ-

ÎÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÕÑÓÎÉÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔ ËÏÎÕÓÁ É

ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅËÕÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ É ÚÄÅÓØ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÔØ

ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÇÒÁÆÉÑ É ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÞÁ-

ÓÔÑÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ. ðÒÉ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÚÒÅÌÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ

ÕÞÅÎÉËÁ ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÓÔÕÐÑÔ ÏÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ |

ÒÅÛÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ: 1) Ó×ÑÚÎÏÅ

ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ (ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ), É 2)

ÐÏÌÎÏÅ, ÞÉÓÌÏ×ÏÅ É ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ðÒÉ ÕÓÔÎÏÍ

ÖÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁÕËÉ, Á ÎÅ ÎÁ ×ÎÅÛÎÅÅ

ÕÓ×ÏÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

ôÁËÏ×Á ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ \íÅÒÁÎÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ".

äÌÑ ÒÕÓÓËÉÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÏÎÁ ÃÅÎÎÁ ×ÁÖÎÙÍÉ É ÇÌÕÂÏËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ

ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ËÕÒÓÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÕËÁÚÁÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙ ÐÒÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É × ÒÕÓÓËÉÈ ÕÞÅÂ-

ÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑÈ.

çÕÛÅÌØ òÅ×ÅËËÁ úÁÌÍÁÎÏ×ÎÁ,

ÓÔÁÒÛÉÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ËÁÆÅÄÒÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ñÒÏÓÌÁ×ÓËÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.



ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ

ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ,

ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÌÕÞÛÉÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ É ×ÙÓÏËÏÇÏ

ËÁÞÅÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ

ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎ-

ÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÉÚÄÁÅÔ ÎÁÕÞÎÕÀ, ÕÞÅÂÎÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×

ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ: 111250, íÏÓË×Á, ÐÒ-Ä ÚÁ-

×ÏÄÁ \óÅÒÐ É íÏÌÏÔ", Ä. 3Á.

ôÅÌÅÆÏÎ/ÆÁËÓ: (095) 362-91-02.

üÔÏÔ ÖÅ ÁÄÒÅÓ É ÔÅÌÅÆÏÎ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ.

E-mail: fmop@dnttm.ru

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2005 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅ-

ÒÅÓÙÌËÉ) { 50 ÒÕÂÌÅÊ.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁ-

ÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ

×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁ-

ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2005 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:

ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:

Ò/Ó 40703810138120100114 × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÂÁÎËÅ óâ òæ, ìÅÆÏÒÔÏ×ÓËÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ

�6901/019 Ç. íÏÓË×Ù, Ë/Ó 30101810400000000225, âéë 044525225

÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ

ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ

ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏ-

ËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ, ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ

ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 40 ÒÕÂ., ÓÄ×ÏÅÎÎÙÈ

ÎÏÍÅÒÏ× 3-4 (6-7) ÚÁ 1998 Ç. É 2-3 (9-10) ÚÁ 1999 Ç. | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ

ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ 10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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