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þÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ
ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÎÁ ÄÏÓÔÕÐÎÏÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ ÏÂ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍ É ×ÁÖÎÏÍ ×
ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÎÑÔÉÉ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ,
ÏÐÉÓÁÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÆÕÎËÃÉÊ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ | ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ôÁËÏÅ ÖÅ ×ÁÖÎÏÅ, ËÁË ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ
ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÌÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ.

ëÁË ÍÙ ÕÚÎÁ£Í ÞÔÏ-ÔÏ ÎÏ×ÏÅ? äÁ×ÁÊÔÅ ×ÓÐÏÍÎÉÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÞÉÓÌÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ
Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÐÏÔÏÍ | Ï ÃÅÌÙÈ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ, ÐÏ-
ÔÏÍ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ... íÙ ÔÁË É ÇÏ×ÏÒÉÌÉ: ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É Ô.Ä. ðÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ... É ÔÏÌØËÏ
ÐÏÓÌÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÒÉÍÅÒÏ× ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÆÕÎËÃÉÉ (ÕÖÅ ÂÅÚ
×ÓÑËÉÈ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÙÈ).

äÁ×ÁÊÔÅ ÐÒÏÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÐÕÔØ É Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÇÒÕÐÐÁÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ. ðÏÔÏÍ ×Ù ÕÚÎÁÅÔÅ Ï ÄÒÕÇÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ, É ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ \ÖÉ×ÏÇÏ ÓÏÚÅÒÃÁÎÉÑ" ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÚÎÏ-
ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× Õ ×ÁÓ ÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ôÁËÏ×, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÌ
ÎÅÍÅÃËÉÊ ÆÉÌÏÓÏÆ çÅÇÅÌØ, ÏÂÝÉÊ ÐÕÔØ ÐÏÚÎÁÎÉÑ | ÏÔ ÖÉ×ÏÇÏ ÓÏÚÅÒÃÁÎÉÑ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ ÍÙÛ-
ÌÅÎÉÀ.

íÙ ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÕÐÎÏ ÄÅ×ÑÔÉËÌÁÓÓÎÉËÁÍ.
ðÒÉÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÅ ÄÅ×ÑÔÉËÌÁÓÓÎÉËÁÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ. äÌÑ
ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ô×ÅÒÄÏ ÚÎÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ (Ï ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ × ÛËÏÌÅ).
ðÅÒ×ÏÅ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ f(x) = x2 É ÌÉÎÅÊÎÏÊ
g(x) = 2x−1, | ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×Å ÓÌÏÖÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ f(g(x)) = (2x−1)2,
ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ (f ◦ g)(x), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ f ◦ g. äÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ g(f(x)) = 2x2 − 1,
ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ (g ◦ f)(x), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ g ◦ f . ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,
(f ◦g)(x) 6= (g◦f)(x). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ
(ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ | ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁ).

óÌÏÖÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ f , g, h ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h):
üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÏÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÏÂÅÉÈ ÞÁ-

ÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÒÁ×ÎÙ f(g(h(x))). ÷ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

÷ÔÏÒÏÅ, ÂÅÚ ÞÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ, | ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÙÓ-
ËÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) = 2x− 1 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y = 2x− 1
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x. ðÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y+1

2 É ÚÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ôÒÁÄÉÃÉ-
ÏÎÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕË×ÏÊ x, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ - ÂÕË×ÏÊ y, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g ÔÁËÏ×Á:

2



þÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ 3

g(−1)(x) = x+ 1
2 :

úÄÅÓØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ (−1) | ÜÔÏ ÎÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g. æÕÎËÃÉÑ f(x) = x2, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ. åÓÌÉ ÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ≥ 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É f (−1)(x) = √x.

úÁÄÁÞÁ. æÕÎËÃÉÑ y = x
2 + x

2+|x| ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ y = x− 2 +

√
x2 + 4 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ëÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ È?
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ y = ax. úÄÅÓØ
ÞÉÓÌÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÎÏÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁË:

fa(x) = ax: (G1)

ðÕÓÔØ a 6= 0. åÓÔØ ÔÒÉ ÐÒÉÞÉÎÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÙÍ.

ðÒÉÞÉÎÁ I. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ: f1(x) = x.
ðÒÉÞÉÎÁ II. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
fÁ É fb, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ:

(fa ◦ fb)(x) = fa(fb(x)) = fa(bx) = a(bx) = (ab)x = fc(x);

ÇÄÅ c = ab | ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ðÒÉÞÉÎÁ III. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ

ÜÔÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y = ax | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ fa ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ

x = 1
ay (Õ ÎÁÓ a 6= 0), ÉÌÉ × ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ y = 1

ax. á ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ É Å£ ÐÁÒÁÍÅÔÒ 1

a . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (−1)
a = f1=a.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ×ÓÑËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ. ôÁË,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ y = ax2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y = x. äÒÕÇÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

{
y = x+ ax2} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÐÒÉ a = 0), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ,

ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(fa ◦ fb)(x) = fa(fb(x)) = fb(x) + a(fb(x))2 = (x+ bx2) + a(x+ bx2)2

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÄÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï.
÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ:

fa(x) = x+ a: (G2)

ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ a = 0. óÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(fa ◦ fb)(x) = fb(x) + a = (x+ b) + a = x+ (a+ b) = fc(x)

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ É Å£ ÐÁÒÁÍÅÔÒ c = a+b. åÓÌÉ y = x+a | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á,
ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x = y − a, ÉÌÉ × ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ y = x − a.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (−1)

a = f−a.
ôÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÉ×ÙËÌÉ Ë ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÚÎÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÔÁËÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ
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ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ:
óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.
ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ.
ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Õ.
÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ.
ôÅÐÅÒØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÎÏ×ÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

fa(x) = (1 + a)x (G3)
ÐÒÉ a 6= −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ a = 0. íÙ
ÕÖÅ × ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.
óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(fa ◦ fb)(x) = fa(fb(x)) = (1 + a)fb(x) = (1 + a)(1 + b)(x) = (1 + c)(x) = fc(x)
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c = a+ b+ ab.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. òÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y = (1 + a)x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
x (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ a 6= −1), ÎÁÊÄÅÍ x = 1

1+ay, ÉÌÉ, ×ÙÄÅÌÑÑ ÅÄÉÎÉÃÕ (×ÁÍ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ó ËÁËÏÊ
ÃÅÌØÀ?), ÐÏÌÕÞÉÍ x = (1− a

1+a)y. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á fa ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ f (−1)

a = fc, ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ c = − a
1+a .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

fa(x) = x
1 + ax(a ∈ R) (G4)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ. ëÁË ÚÄÅÓØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ fa É fb ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ a É b? ïÔ×ÅÔ | × ÔÁÂÌÉÃÅ ÎÁ ÒÉÓ.1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ x = a−1 (ÔÁÍ,
ÇÄÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ). óÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ fb(fa) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝÅ É ÐÒÉ ÔÏÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÉ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ fa(x) = b−1. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÎÑÔÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÉÌÉ ÎÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ). ôÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ∞ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ fa(∞) = 1

a , fa(a−1) = ∞. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R ∪ {∞} ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. íÙ
ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ ÜÔÏÍ ××ÉÄÕ ×ÁÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ.
ðÕÓÔØ fa É fb | Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ, fÓ | ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ. âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ c = '(a; b)
É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ' ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ e: fe(x) = x. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G4 e = 0. äÌÑ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fa ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ a−1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
(fa(x))(−1) = f (−1)

a (x) = fa−1(x).
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� æÕÎËÃÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ úÎÁÞÅÎÉÅ e úÎÁÞÅÎÉÅ a−1

G1 fa(x) = ax '(a; b) = ab e = 1 1
a

G2 fa(x) = a+ x '(a; b) = a+ b e = 0 −a
G3 fa(x) = (1 + a)x '(a; b) = a+ b+ ab e = 0 − a

1+a
G4 fa(x) = x

1+ax '(a; b) = a+ b e = 0 −a
G5 fa(x) = 2ax '(a; b) = a+ b e = 0 −a

òÉÓ.1.

÷ÎÉÍÁÎÉÅ! úÄÅÓØ a−1 | ÜÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏ-
×ÓÅÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÌÕ a. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÔÁËÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

fa(x) = 2ax (G5)
ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÏ×ÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ a−1. ïÔ×ÅÔ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÎÁ
ÒÉÓ.1.

ëÁËÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÌÕÞÛÅ?

ðÒÉÓÍÏÔÒÉÔÅÓØ Ë ÇÒÕÐÐÁÍ G1, G3 É G5 ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁ ÒÉÓ.1. ëÁËÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÇÒÕÐÐ ×ÁÍ ÎÒÁ×ÉÔ-
ÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ? ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÏÐÒÏÓ Ú×ÕÞÉÔ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÎÏ ÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ÐÏÎÑÔÅÎ.
(ôÁË, ËÁÖÄÏÍÕ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÐÒÉÑÔÎÅÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÃÅÌÙÅ ËÏÒÎÉ,
ÞÅÍ ×ÏÚÉÔØÓÑ Ó ÒÁÄÉËÁÌÁÍÉ. . . )

éÚ ÔÒÅÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÁÍÁÑ ÐÒÉÑÔÎÁÑ (ËÁË ÓÁÍÁÑ ÌÁËÏÎÉÞÎÁÑ) | ÜÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ. îÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ
ÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÅ.
üÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ
ÌÉÛØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ. ÷ ÇÒÕÐÐÅ G3, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, É ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÌÏÖÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a−1. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ
ÔÅÐÅÒØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ G1 É G5, ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÄÁÔØ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ G5.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÁËÏÅ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ '(a; b) = a+ b,

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ e = 0 É (ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ!) a−1 = −a, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÎÏ-
ÎÉÞÅÓËÏÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕË×ÏÊ
� .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

f� (x) = (� + 3√x)3 (G6)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. f� (f�(x)) = (� + 3
√
f�)3 = (� + 3

√
(�+ 3√x)3)3 = (� + �+ 3√x)3.

óÌÅÄÓÔ×ÉÑ.
åÓÌÉ Ä×Å ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÕÐÐÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÔÏ

ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÁÒÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ä×ÕÈ
ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÉÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ! íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ | ÏÄÎÏ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ!)

ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 3 ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = (2004 + 3√x)3 | ÜÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ y = (−2004 + 3√x)3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ!
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ëÁË ÎÁÈÏÄÉÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ

íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÇÏÔÏ×Ù ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ | ÜÔÏ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÏÂßÅËÔ. îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ ÔÁËÖÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÈÏÒÏÛÏ,
ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÐÏÌÅÚÎÙ × ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÁÄÁ-
ÞÁÈ. îÏ ËÁË ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÈÏÄÉÔØ?

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ. ëÁË? ïÂ ÜÔÏÍ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ. ÷ÅÄØ Õ
ÍÎÏÇÉÈ ÎÁÛÉÈ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÌÁÓØ ÌÉÛØ ÐÅÒ×ÁÑ ×ÓÔÒÅÞÁ Ó ÎÏ×ÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ | ÇÒÕÐÐÁ ÆÕÎË-
ÃÉÊ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ. íÙ ÖÅ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ Ë ÄÏÓÔÕÐÎÏÓÔÉ ÎÁÛÅÇÏ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÅÒÅÇÒÕÖÁÔØ ÓÔÁÔØÀ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÅ ÏÂßÑÓÎÑÑ ÓÐÏÓÏÂÁ ÅÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ F | ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F (−1), ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ

f� (x) = F (−1)(� + F (x)) (1)

(� ∈ R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

F (y) = � + F (x); (2)

ÇÄÅ F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÐÒÏÓÔÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ
ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ÏÔ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÙËÌÁÄËÁ:

(f� ◦ f� )(x) = f�(f� (x)) = F (−1)(� + F (f� (x))) =

= (×ÓÐÏÍÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (1) ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á) =

F (−1)(� + (�+ F (x))) = F (−1)((� + �) + F (x)) = f�+� (x):

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ F (x) = x3. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï

f� (x) = 3
√
� + x3: (G7)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ H É W ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÉÍÅÀÔ
ÏÂÒÁÔÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ

h� (x) = H(−1)(e�H(x)) (3)

É

w� (x) = W (−1)( W (x)
1 + �W (x)) (4)

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � . (÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÞÉÓÌÏ e | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ,
e = 2; 718281828 : : :).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ (4) ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ïÂßÑÓÎÉÍ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4). ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ (2) ×ÙÐÏÌÎÉÍ
ÚÁÍÅÎÕ: ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ F ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÕÎËÃÉÉ W ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ F = 1

W . ðÏÌÕÞÉÍ
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1
W (y) = � + 1

W (x) :

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÓÌÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ (4).
æÏÒÍÕÌÁ (3) ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (2) ÚÁÍÅÎÏÊ F = lnH, ÇÄÅ ln | ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ

ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÂÒÁ× W (x) = x3, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÆÕÎËÃÉÊ

w� (x) = x
3√1 + �x3 : (G8)

æÏÒÍÕÌÙ (1)|(4) ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Õ ÇÒÕÐÐ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÌÅÇËÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. éÍÅÀÔ ÌÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á

f� (x) = tg(� + arctgx)
ÏÂÝÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ?

ðÒÉÍÅÒ. ëÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ

f� (x) = 2arctg(e� tgx2 ) (G9)

ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ −� < x < �; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ. üÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � .

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f� (x) = 3√� + x3. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÊ

f1 ◦ f2 ◦ ::: ◦ f100:
ïÔ×ÅÔ: äÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ G7, ÐÏÜÔÏÍÕ

f1 ◦ f2 ◦ ::: ◦ f100(x) = f1+2+:::+100(x) = f5050(x) = 3
√

5050 + x3:

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ fa = ax
ax+1−x . îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÄÅ×ÑÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ

f 1
2
◦ f 2

3
◦ f 3

4
::: ◦ f 9

10
:

ïÔ×ÅÔ: f1=10.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f(x) = x+1

3−x . îÁÊÄÉÔÅ X(x) = f(f(f(:::f(x):::))), ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ f ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ
100 ÒÁÚ.

ïÔ×ÅÔ: äÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f� (x) = (2−�)x+�
(2+�)−�x

Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � , ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÐÒÉ � = 1.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÔÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) | ÜÔÏ ÆÕÎË-

ÃÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � = 100, ÔÏ ÅÓÔØ

X(x) = f100(x) = −98x+ 100
102− 100x :

óÐÏÓÏÂ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÔÁÌ ÐÏÎÑÔÅÎ, É ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÑ, ÐÏÈÏÖÉÅ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.



8 ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÇÒÕÐÐÁ

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï G = {A;B;C; :::} ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ:
îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ A É B, ×ÚÑÔÙÍ ×

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ C ∈ G. üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ
ÔÁË: A ◦B = C.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ E ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ A ∈ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
A ◦ E = E ◦A = A. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ A−1ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ◦A−1 = A−1 ◦A = E. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÄÌÑ A.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ A ◦ (B ◦C) = (A ◦B) ◦C ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÇÒÕÐÐÏÊ. úÄÅÓØ E = 0, z−1 = −z.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. úÄÅÓØ E = 1, ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
1
z .

óÒÁ×ÎÉÔÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ.
ïÎÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ? ÷ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ-ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐ-
ÐÙ? îÅÔ, × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, × ÄÒÕÇÏÍ | ÞÅÔÙÒÅ. ðÏÞÅÍÕ? åÓÌÉ ÓÒÁÚÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔÅ ÄÁÔØ
ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÔ×ÅÔ, ÐÒÏÞÉÔÁ× ×ÓÅ ÅÝÅ ÒÁÚ. çÒÕÐÐÙ ×ÏÏÂÝÅ É ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÃÉÊ
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ!

ä×ÏÒÑÎÉÎÏ× óÅÒÇÅÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ
óÁÍÁÒÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.

E-mail: dvoryan@yandex.ru



ðÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ É ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÓÅÒÉÀ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÐÒÑÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ë×ÁÄÒÁÔÉËÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ×ÙÑ×ÉÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ üÊÌÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ É ÔÏÞËÁÍÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÜÔÏÇÏ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D É å ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÒÅÄÎÉÈ ÌÉÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍ, Ó ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, Á ÞÅÒÅÚ D1 É å1 |
ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ D É å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ í ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷.

ôÏÇÄÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË DED1E1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

¤ ðÕÓÔØ íÁ É íb | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ× ÷ó É áó (ÒÉÓ. 1). ôÏÇÄÁ ∠DB IMb = ∠CB IAI = 45�
É ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ DM bBI ∠M bDB I = 90� - 45� = 45�, ÎÏ ∠MDE = ∠M bDB I
= 45� É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË DMå | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ.

îÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ MD: MD = Míb +MbD = 1/2BC + MbBI = 1/2BC + MbC - CB I =
1/2(BC + AC ) - CB I = 1/2(a + b) − r. îÏ 1/2(a + b) = R + r (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ
[1]), ÐÏÜÔÏÍÕ MD =1/2(a+ b)− r = R+ r− r = R, ÇÄÅ R | ÄÌÉÎÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

òÉÓ. 1

ôÁË ËÁË í | ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ D ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÏÓËÏÌØËÕ íå = íD = R, ÔÏ ÔÏÞËÁ å ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ D1 É å1, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ D É å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ í ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

éÔÁË, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ DED1E1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ á÷ó. ôÁË ËÁË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ DED1E1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ
ÄÉÁÍÅÔÒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÜÔÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË | Ë×ÁÄÒÁÔ.
¤

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
AaBaBI , AbBbAI , AcBaBc, AbAcBc

Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.
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¤ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AbBbAI (ÒÉÓ.2). ÷ ÜÔÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ËÁ BI (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [1]). ðÕÓÔØ ïb | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbBbAI , a
D′ | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ AI ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ AbBb. ðÏÓËÏÌØËÕ ∠BbAbAI = 45◦,
ÔÏ ∠D′BbBI = ∠AbBbC = 45◦ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BbD′BI Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ D′ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ D ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÁ Ob ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ ÏÔÒÅÚËÏ× AbAI É AbBb,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ D É ó (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AbAID É AbBbC
| ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË CObDB I | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ É ÃÅÎÔÒ Eb ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbBbAI , ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ObBI cÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ
Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ DC.

ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÔÏÞËÁ D ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ Eb
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×
×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ó É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/2, Ô.Å. ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞËÁ å ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÖÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaBI , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaBI
ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

ðÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ D1 É å1 Ë×ÁÄÒÁÔÁ DED1E1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ áÓ÷Ó
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbAcBc. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ë É N | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óIc c ÐÒÑÍÙÍÉ
AIBI É áÓ÷Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ

KN = CN − CK = CBc√
2
− CBI√

2
= (CBc − CBI)√

2
= (p− r)√

2
= c√

2
= 2R√

2
=
√

2R = DE1 = ED1:

òÉÓ. 2

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ D É å ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AIBI , Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ AIBI É áÓ÷Ó
ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ DED1E1, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ D1 É å1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
áÓ÷Ó. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbAcBc ÞÅÒÅÚ O′b. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
Bb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbAcBc (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [1]).
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ðÏÓËÏÌØËÕ ∠AbAcBc = 45◦, ÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË BbE1O′bC | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ E′b ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbAcBc ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ óå1.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ å′Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ac÷Á÷Ó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ
CD1.

éÔÁË, ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ó É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/2 ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ DED1E1,
ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ EbEaE′aE′b, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÉÞÅÍ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ D É å | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÕÇ áó É ÷ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, Á D1 É å1
| ÔÏÞËÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ D É å, ÔÏ åÁ É Eb ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÄÕÇ íÁó
É MbC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, Á E′b É å′Á | Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÄÕÇ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ
ÄÕÇÁÍ íÁó É MbC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

AaBaBI , AaBaAI , BaBIAI , BIAaAI ; AbBbAI , AbBbBI , BbAIBI , AIAbBI ;
AcBaBc, AcBaAa, BaBcAa, BcAcAa; BcAcAb, BcAcBb, AcAbBb, AbBcBb

c ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

¤ óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÉÚ [1] ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË Aa, Ba, BI , AI ; Ab, Bb, AI , BI ; Ac, Ba, Bc, Aa; Bc,
Ac, Ab, Bb Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ, ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
×ÈÏÄÑÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÞÅÔ×ÅÒËÕ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ.3). ¤

òÉÓ. 3

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaAbBc É AÓBaBb Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×
ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁ-
ÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ á÷ó, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ BcC ⊥ AaAb É AbBI ⊥ BcAa (ÒÉÓ. 4), ÔÏ BI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaAbBc.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ï1 ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaAbBc ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AbBb.
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÇÏÌ BbAbCb | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ib, ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ
ÎÁ ÄÕÇÕ CbBb, Á ÕÇÏÌ BbCbA ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ CbA É ÈÏÒÄÏÊ CbBb, ÐÏÜÔÏÍÕ ∠BbAbCb =
∠BbCbA = �/2.

äÁÌÅÅ, ∠BIAbC = ∠IAB (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [2]), ÏÔËÕÄÁ ∠BIAbC = �/2 = ∠BbAbCb, ÎÏ BI
| ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaAbBc, ÐÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒ ï1 ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
AaAbBc ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AbBb.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÁ ï1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ O1S ÏÔÒÅÚËÁ AaAb, ÇÄÅ S
| ÓÅÒÅÄÉÎÁ AaAb. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÃÅÎÔÒ å1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaAbBc ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ BIO1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, MbE1 | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BbBIO1 É
MbE1||BbO1, ÎÏ ∠O1BbBI = ∠AbBbC = 45◦(BbC = Cáb), ÐÏÜÔÏÍÕ É ∠E1MbBI = 45◦.

òÉÓ. 4

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AbCB b É áÁó÷Á | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÉË AbBaAaBb Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ AbBb É ÷ÁáÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ áó÷.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AbBb É ÷ÁáÁ Ó ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ á÷ ÞÅÒÅÚ B′b É á′Á ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó á÷ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ S ÏÔÒÅÚËÁ áÁAb
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ AbBb É ÷ÁáÁ | ÞÅÒÅÚ S′. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ S′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ
B′bA′a. îÏ A÷b = Báa = r, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ A÷b É ÷áÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ É
AB′b = A′aB (ÓÍ. ÒÉÓ. 5), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ S′ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ í ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷.

òÉÓ. 5

ðÕÓÔØ ò | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ MS Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ ACAb. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ å1ò
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ BIC ËÁË ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÁÐÅÃÉÉ O1BICC ′ (ó ′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ
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ÕÇÌÁ ACAb c ÐÒÑÍÏÊ SO1), Ô.Å. å1ò ||MbC É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, å1òóíb | ÒÁ×ÎÏÂÏËÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ
(∠å1MbC = ∠PCM b = 45◦).

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ Mb, ó, ò ÒÁ×ÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ MbCòå1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÏËÒÕÇ ÒÁ×ÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ, ÔÏ É ÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ å1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÁÌÅÅ, ∠íå1ó = 90◦ ËÁË ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒ íó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ∠å1íó = ∠å1MbC = 45◦ (ÕÇÌÙ å1íó É E1MbC ×ÐÉÓÁÎÙ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
üÊÌÅÒÁ É ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÕÇÕ å1ó), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
íå1ó | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É, ÚÎÁÞÉÔ, å1å ⊥íó (å | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó).

ôÁË ËÁË íó | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÃÅÎÔÒ å1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÁAbBc ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÎÃÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcBaBb ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÏÓØÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×:
AaAbBc, AaAbBI , AbBcBI , BcAaBI ; AcBaBb, AcBaAI , BaBbAI , BbAcAI

Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

AaBaBI , AaBaAI , BaBIAI , BIAaAI ; AbBbAI , AbBbBI , BbAIBI , AIAbBI ;
AcBaBc, AcBaAa, BaBcAa, BcAcAa; BcAcAb, BcAcBb, AcAbBb, AbBcBb

Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

¤ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ AI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaBI , Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 (ÓÍ. ËÏÎÅÃ ÅÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÃÅÎÔÒ åÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaBI ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÄÕÇÉ
íÁó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 6). ôÁË ËÁË AI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
áÁ÷ÁBI , ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AaBaBI , AaBaAI , BaBIAI , BIAaAI ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ
AIEa, BIEa, AaEa, BaEa.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 2 ÉÚ [3] ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï2 Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ï1 É ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ï1, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÄÎÏÊ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÑÍÁÑ l ÄÅÌÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ï1.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ áÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ia c ËÁÔÅÔÏÍ ÷ó É ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ Fa ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó, ÐÒÏÊÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ åÁ ÄÕÇÉ íÁó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÉ áÁ, Fa É åÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÏ áÁåÁ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ üÊ-
ÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BaBIAI , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BaBIAI
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ
üÊÌÅÒÁ AIEÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AÁBaBI ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
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òÉÓ. 6

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÑÍÕÀ üÊÌÅÒÁ ÷ÁåÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BIAaAI (ÒÉÓ. 7). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ.

òÉÓ. 7

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ áÓFc. ðÏÓËÏÌØËÕ áÓ É Fc | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ic
cÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÐÒÑÍÏÊ ó÷ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ áÓFc ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ E′b ÅÅ ÄÕÇÉ CF cMa. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞËÉ Fc É ÷Á
ÏÔÒÅÚËÏÍ ÐÒÑÍÏÊ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 6 ÉÚ [1] ÔÏÞËÁ Fc ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓó÷Á, ÐÏÜÔÏÍÕ ∠BaFcAc = 90◦. ôÏÇÄÁ ∠E′bFcBa = 180◦−∠BaFcAc = 180◦−90◦ = 90◦.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ FcBa Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÞÅÒÅÚ ò .

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ E′b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ É ∠å′bFcP = ∠E′bFcBa = 90◦, ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË
E′bP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÁ ò ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÐÏÌÏÖÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÅ E′b ÄÕÇÉ CF cMa ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ åÁ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ Fc, åÁ, ÷Á ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ
÷ÁåÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaAIBI ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. äÌÑ ×ÓÅÈ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ
ÚÄÅÓØ Ä×ÕÍ ÓÌÕÞÁÑÍ. ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. éÚ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ËÁÔÅ-
ÔÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ× ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÛÅÓÔÎÁ-
ÄÃÁÔØ ÔÒÏÅË, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅ × ÔÏÞËÁÈ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBaAI , AbBbBI É óáî÷î ,
ÇÄÅ áî É ÷î | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI , ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ AI É BI , ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×áÁ÷Á÷Ó, AbAcBb É óá1÷1, ÇÄÅ
á1 É ÷1 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷ÓîÓ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ áÓ É ÷Ó, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ó, ÓÒÅÄ-
ÎÑÑ ÌÉÎÉÑ (ÉÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ), ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ËÁÔÅÔÕ áó, ÐÒÑÍÁÑ BICI , ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ BI É óI ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ËÁÔÅ-
ÔÏÍ áó É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ á÷, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÁÑ áÁóÓ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ËÁÔÅÔÏÍ ÷ó É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ á÷,
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O′b ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
AcAbBc, ÇÄÅ áÓ É ÷Ó | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ic Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁÔÅÔÏ×
ó÷ É óá, Á Ab | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ib Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÁÔÅÔÁ ÷ó.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ó, ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ (ÉÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ), ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÁÑ ËÁÔÅÔÕ ÷ó, É ÐÒÑÍÙÅ AICI É BbCc ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
ï′Á ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷Á÷Ó.

¤ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÎÔÒ O′b ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓáb÷Ó (ÒÉÓ. 8). ôÁË ËÁË áÓ÷ =
óáb = p−a, ÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ÷ó É áÓAb ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÎÏ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcAbBc ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ ÓÔÏÒÏÎÙ AcAb.

òÉÓ. 8
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O′b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

á÷ó, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ËÁÔÅÔÕ áó.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÓÔÏÒÏÎÙ áÓ÷Ó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ ó ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÃÅÎÔÒ O′b ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓáb÷Ó ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. äÁÌÅÅ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÔÏÞËÉ ÷Ó, óÓ, áÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ É ∠Ab÷Óó = ∠áÓ÷ÓáÁ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [2]), ÎÏ ÷Óó | ×ÙÓÏÔÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓáb÷Ó,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒ O′b ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcAbBb ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÷ÓáÁ, ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÀÝÅÊ Ó ÐÒÑÍÏÊ áÁóÓ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÁË ËÁË Bb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcAbBc (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [1]), ÔÏ Abå1 |
×ÙÓÏÔÁ É ∠÷ÓAbå1 = 90◦−∠AbBcE1 = 90◦− (∠E1BcC+∠CBcAb) = 90◦−45◦−�=2 = 45◦−�=2 =
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�=2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∠O′bAbAc = ∠ BcAbBb = �/2, ÎÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [2]
ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Ab, BI , CI ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Ó ÐÒÑÍÏÊ AbAc ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ
�/2, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O′b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ BICI .

äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ ï′Á ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷Á÷Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ãÅÎÔÒÙ ï1 É ï2 ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷Á÷Ó É BbAbAc

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁîÓCb, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ óÁ É Cb ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ áÁ | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷Á÷Ó (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [1]), ÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ï′Á É ï1
ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÓ÷Á÷Ó É áÁ÷Á÷Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
÷Á÷Ó. îÏ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÃÅÎÔÒ ï′Á ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷Á÷Ó ÌÅÖÉÔ ÎÁ
ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ áó÷, ÐÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒ ï1 ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÁ÷Á÷Ó ÌÅÖÉÔ
ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ.9).

ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ∠ï1÷Ó÷Á = ÷Á÷ÓO′Á = ∠AaBcAc = �/2, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ
ï1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÷ÓîÓ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [2]), ÎÏ ÔÏÞËÁ Cb ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÷ÓîÓ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ï1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ CbîÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CaHcCb.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ï2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ óÁîÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁîÓCb. ôÁË ËÁË ï2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓ-
ÓÅËÔÒÉÓÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ï1ï2
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ó É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ
×ÅÒÛÉÎÕ.

òÉÓ. 9

îÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ íï1, ÇÄÅ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ á÷: íï1 = ííb + MbO1. ðÏÓËÏÌØËÕ óï1
| ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ áóáb, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË O1MbC (Mb | ÓÅÒÅÄÉÎÁ
áó) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ É MbO1 = MbC = 1/2AC = b/2. äÁÌÅÅ, MM b = 1/2BC = a/2 ËÁË
ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ MO1 = MM b + MbO1 = a/2 + b/2 =
(a+ b)/2 = R+ r (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÉÚ [4]).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, íï2 = R + r = íï1. îÏ Aób = AB b = r É ÷CÁ = ÷AÁ= r, Á íá = í÷ = R,
ÏÔËÕÄÁ MC b = R+ r = MC a = MO1 = MO2.
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éÔÁË, ÔÏÞËÉ ï1 É ï2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ CbCa ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ
∠óÁï1Cb = ∠CbO2Ca = 90◦ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ï1 É ï2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÙÓÏÔ
óÁï1 É CbO2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CaHcCb. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË áÓ÷Óï1ï2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áÓï1 É ÷Óï2
ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷Á÷Ó É BbAbAc.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, áÓ É ÷Ó | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÅÇÏ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ic c ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ
ËÁÔÅÔÏ× ó÷ É óá, Fa É Fb | ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áÓFaí É BcFbí ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ (AcFa = AcM É BcFb = BcM).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷Á÷Ó É
BbAbAc ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BbAbBI
É áÁ÷ÁAI .

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AIBIO1O2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AIï1 É BIï2
ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BbAbBI É AaBaAI .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.
éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 3 É 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÞÅË æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É Fb ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 10.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ Ob, Oa, O′a, O′b | ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
AbAIBb, BaBbAa, AcBaBc, AcAbBc ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ BbObAIO′a É AaOaBIO′b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÙ HI É îÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AIBICI É áÓ÷ÓóÓ, ÃÅÎÔÒÙ ï1 É ï2 ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷Á÷Ó É BbAbAc, ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É Fb ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sc, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-
ËÅ HIHc ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÒÅÄÎÉÈ ÌÉÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÔÅÔÁÍ ÷ó É áó, × ÔÏÞËÁÈ ï1 É ï2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ CaBI ⊥ CbHc É CbAI ⊥ CaHc (ÒÉÓ. 11), ÔÏ ×ÙÓÏÔÙ óÁï1 É óbï2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
óÁîÓCb ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ HI . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ï1 É ï2 ÜÔÉÈ ×ÙÓÏÔ ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sc, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ HIHc ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ.
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ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ∠HIFaHc = 90◦. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ∠HIFaHc = 360◦ − ∠HcFaBa − ∠BaFaAa −
∠AaFaHI . ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ Bc, Fa, Ba, Hc ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË S′b (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6 ÉÚ
[1]), ÔÏ ∠HcFaBa = ∠HcBcBa = �/2.

äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∠BaIaAa = 90◦, ÔÏ ÄÕÇÁ áÁ÷Á ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ia ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÅÔ ÐÒÑÍÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ BaFaAa ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÏ×ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÉ, Ô.Å. ÒÁ×ÅÎ 1=2(360◦ − 90◦) = 135◦.

õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Fa, HI , AI , Aa ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sa (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÉÚ
[1]), ÐÏÌÕÞÉÍ ∠AaFaHI = ∠HIAIAa = ∠AICBb + ∠AIBbC = 90◦ +�=2 (ÕÇÏÌ HIAIAa | ×ÎÅÛÎÉÊ
ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBbC).

éÔÁË, ∠HIFaHc = 360◦−∠HcFaBa−∠BaFaAa−∠AaFaHI = 360◦−�=2− 135◦− (90◦+�=2) =
135◦ − �=2− �=2 = 135◦ − (�+ �)=2 = 135◦ − 45◦ = 90◦, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. äÌÑ ÔÏÞËÉ
Fb ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sc ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÒÅÄÎÉÈ ÌÉÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÔÅÔÁÍ ÷ó É áó, × ÔÏÞËÁÈ ï1 É ï2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ï1íï2, ÇÄÅ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ á÷, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ, ÎÏ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∠ï1îÓï2 = 45◦,
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ï1Scï2, ÇÄÅ Sc | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sc, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË MO1ScO2 | Ë×ÁÄÒÁÔ, Ô.Å. ScO1 ⊥ O1M É ScO2 ⊥ O2M .
á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sc ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÈ íï1 É íï2, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÒÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ ï1 É ï2. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. äÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sc ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ËÁÔÅÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

¤ óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÉÚ [2] ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷ÓîÓ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ó ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 11), ÐÏÜÔÏÍÕ óîÓ = óáÓ = Ò. ôÏÞËÁ
ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÃÅÎÔÒÕ I ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIHIBI ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
AIBI , Ô.Å. CHI = CAI = r.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ îÓHI , ÒÁ×ÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sc:
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HcHI = HcC + CHI = p+ r = p+ p− c = 2p− c = a+ b+ c− c = a+ b: ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. äÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sc ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ic ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ËÁÔÅÔÏ× óá É ó÷ × ÔÏÞËÁÈ óÓ, ÷Ó, áÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
Á ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ia É Ib ËÁÓÁÀÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
× ÔÏÞËÁÈ óÁ É Cb; îÓ | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áÓ÷ÓóÓ.

ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ åÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CaHcCb ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅ-
ÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÔÅÈ Ä×ÕÈ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ á÷.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ ∠CaHcCb = 45◦, ÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÓÔÏÒÏÎ óÁîÓ É CbHc ÐÒÏÈÏÄÑÔ
ÞÅÒÅÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ï1 É ï2 ×ÙÓÏÔ óÁï1 É CbO2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óaHcCb (ÒÉÓ. 12), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË OcO1HIO2 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ (ïÓ | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁîÓCb, HI | ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ).

òÉÓ. 12

ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ åÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CaHcCb, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔ-
ÒÅÚËÁ OcHI , ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ É Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ï1ï2. îÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÐÏËÁÚÁÎÏ,
ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË íï1ScO2 | Ë×ÁÄÒÁÔ (í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ á÷), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÑÍÁÑ ï1ï2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2), ÐÏÜÔÏÍÕ íåÓ ⊥ ï1ï2 ÉÌÉ ∠íåÓó = 90◦.

ôÁË ËÁË íó | ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ åÓ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ò | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óåÓ
Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 13). âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ áó÷ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó × ÓÅÒÅÄÉÎÅ S1 ÄÕÇÉ á÷, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ ó, ÎÏ
òó ⊥ óS1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ò ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁ S1 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ S2 ÄÕÇÉ áó÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
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òÉÓ. 13

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ × ÔÏÞËÅ ó É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/2, ÔÏ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÅÒÅÄÉÎÁ S2
ÄÕÇÉ áó÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÕÇÉ MbCM a (Mb É
Ma | cÅÒÅÄÉÎÙ áó É ÷ó) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

îÏ ÔÏÞËÉ S2, åÓ É ó ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á åÓ | ÅÝÅ É ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ á÷ó, Ô.Å. S2 ÐÅÒÅÊÄÅÔ × åÓ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÃÅÎÔÒ åÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
óÁîÓCb ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÄÕÇÉ MbCM a ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ãÅÎÔÒÙ ï′Á É ï′b ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÓ÷Á÷Ó É ÷ÓAbáÓ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ HaHbCc, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒ-
ÛÉÎ îÁ É Hb, ÇÄÅ îÁ É Hb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷aCa É AbBbCb (ÒÉÓ. 14).

òÉÓ. 14

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÙ îÁ É Hb ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷ÁCa É ábBbCb, ÃÅÎÔÒÙ ï′Á É O′b ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÓ÷Á÷Ó É BcAbAc, ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F, ×ÎÅÛÎÑÑ
ÔÏÞËÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ FÓ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË
S′c, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ HaHb ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÌÉÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÷ó, × ÔÏÞËÅ ï′Á É ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ áó, ×
ÔÏÞËÅ ï′b (ÒÉÓ. 15).
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òÉÓ. 15

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 7.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8. äÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË S′c ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ É ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÁÔÅÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ îÁ É Hb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× áÁ÷ÁCa É AbBbCb Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
× ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ia É Ib ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó
ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ, óÓ | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ic
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ó ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ á÷.

ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ îÁHbCc ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÔÅÈ Ä×ÕÈ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ á÷.

¤ ôÁË ËÁË ï′Á É O′b ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÙÓÏÔ îÁï′Á É HbO′b
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ HaHbCc (ÒÉÓ. 16), Á ∠HaCcHb = ∠HaCcH + HC cHb = �/2 +�/2 = (�+ �)=2 = 45◦
(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÉÚ [1] ÔÏÞËÉ îÁ É Hb ÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ
óÓáÁ É óÓáÓ), ÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË O′bO′cO′aCI , ÇÄÅ ï′Ó | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ îÁHbCc; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒ å′Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
HaHbCc, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ CIï′Ó, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ O′bO′a.

îÏ ÔÏÞËÉ O′b É ï′Á ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ áó÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÓÍ.
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ óï′Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ áó÷ É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó × ÓÅÒÅÄÉÎÅ S1 ÄÕÇÉ á÷, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÉ ó.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÅÒÅÄÉÎÁ í ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ á÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ
CICc, É ∠îÁï′ÁóÓ = ∠ HbO′bCc = 90◦, ÔÏ ÔÏÞËÉ ï′Á É O′b ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ
ÏÔÒÅÚËÅ CICc ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ
å′Ó ÈÏÒÄÙ O′bO′a, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÅÊ.

ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ME′c ⊥ O′bO′a ÉÌÉ íå′Ó ⊥ CS1, Ô.Å. ÄÉÁÍÅÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ å′Ó, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÈÏÒÄÅ CS 1 ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
É ÐÏÜÔÏÍÕ å′Ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÈÏÒÄÙ CS1.

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ S1 | cÅÒÅÄÉÎÁ ÄÕÇÉáS1÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁá÷ó, Á ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ó É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1/2, ÔÏ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÅ-
ÒÅÄÉÎÁ S1 ÄÕÇÉ áS1÷ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÕÇÉ íî ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó,
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ CS 1.
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òÉÓ. 16
á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ å′Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ îÁîbóÓ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅ-

ÄÉÎÏÊ ÄÕÇÉ íå′Óî ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
ôÅÏÒÅÍÁ 9. ðÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× óÁîÓCb, CaHcHI , HcCbHI , CbCaHI ; HaCcHb,

HaCcCI , CcHbCI , HbHaCI ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ HI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁîÓCb, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ CaHcCb, CaHcHI ,
HcC bHI , CbCaHI ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 Ó
ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ åÓ ÄÕÇÉ íóî ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 17).

òÉÓ. 17
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÃÅÎÔÒ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× HaCcHb, HaCcCI , CcHbCI ,

HbHaCI ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ å′Ó ÄÕÇÉ íå′Óî ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÓÍ.
ÔÅÏÒÅÍÕ 8).
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ôÁË ËÁË óÁ É Fa | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ia Ó ÐÒÑÍÏÊ á÷ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ
üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ óÁFa ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ åÓ ÄÕÇÉ íóî ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

îÏ ÐÒÑÍÁÑ óÁåÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁîÓCbHI , ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ óÁåÓ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ HcCbHI ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ CbEc, CIE′c, CcE′c ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× CaHcHI ,
HaCcHb, HbHaCI ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fb, F , Fc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ HIEc É îÓåÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× óÁîÓCb É CaHICb ÐÒÏÈÏÄÑÔ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F É Fc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ F ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ CIE′c ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ HaCcHb, ÎÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× îÁóÓHb É óÁîÓCb ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÉ ÐÏÄÏÂÎÙ É ÉÈ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

éÔÁË, ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ CIE′c É HIEc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× HaCcHb É CaHcCb ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ å′Ó É åÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ CIE′c É HIEc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× HaCcHb É CaHcCb ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÕÖÅ
ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ CIE′c Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F , ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ F É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÙÈ CIE′c É HIEc.

éÔÁË, ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ HIEc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ HaCcHb ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. äÌÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBaBI
É BcAcAb, AbBbAI É áÓ÷Á÷Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9. ôÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F É Fc ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ CIHI É óÓîÓ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10. ôÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É Fb ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ îÁóÁ É HbCb ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍ 2, 3, 4, 6, 8, 9 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1:
ôÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ I, Ia, Ib, Ic | ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ É ÔÒÉ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅ-

ÄÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AI , Aa, Ab, Ac; BI , Ba; Bb; Bc;CI ; Ca; Cb; Cc ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ I; Ia; Ib; Ic Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÷ó, óá, á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ HI ;Ha;Hb;Hc |
ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AIBICI , AaBaCa, AbBbCb, AcBcCc.

ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÉÄÃÁÔÉ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
AaBaBI ; AaBaAI ; BaBIAI ; BIAaAI ;
AbBbAI ; AbBbBI ; BbAIBI ; AIAbBI ;
AcBaBc; AcBaAa; BaBcAa; BcAcAa;
BcAcAb; BcAcBb; AcAbBb; AbBcBb;
CaHcCb; CaHcHI ; HcCbHI ; CbCaHI ;
HaCcHb; HaCcCI ; CcHbCI ; HbHaCI ;
AaAbBc; AaAbBI ; AbBcBI ; BcAaBI ;
AcBaBb; AcBaAI ; BaBbAI ; BbAcAI

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÐÅÒ-
×ÙÈ Ä×ÁÄÃÁÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞ-
ËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÐÏ ÛÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ üÊÌÅÒÁ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË
æÅÊÅÒÂÁÈÁ F; Fa; Fb; Fc.
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çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚÎÁËÁ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

æ. ë. îÉÌÏ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÓÅÒÉÀ ÚÁÍÅÔÏË Ï ÐÒÉÚÎÁËÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÞÁÔÕÀ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑÍÉ
÷. â. äÒÏÚÄÏ×Á, �4, 2004 Ç. É â. ò. æÒÅÎËÉÎÁ, �2, 2007 Ç. ÷ ÚÁÍÅÔËÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÞÉÓÔÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÉÚÎÁËÁ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ (â. ò. æÒÅÎËÉÎ)

÷ ÖÕÒÎÁÌÅ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ" ÂÙÌÉ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ ÓÔÁÔØÉ ÷. â. äÒÏÚÄÏ×Á (\ôÒÉ
ÚÁÍÅÔËÉ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ", 2004 Ç., � 4, Ó. 2|18) É â. ò. æÒÅÎËÉÎÁ (\çÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ", 2007 Ç., � 2, Ó. 61|62), × ËÏÔÏÒÙÈ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁ-
ËÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

ðÕÓÔØ p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, R É r | ÒÁÄÉÕÓÙ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ p − 2R − r ÒÁ×ÎÁ 0 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË |
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ, ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏÓÔÉ.

îÉÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁËÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ
æ. ë. îÉÌÏ×ÙÍ. ðÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÷. â. äÒÏÚÄÏ×Á ÉÍÅÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÁÑ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Á × ÍÏÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å | ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ
Ä×Å, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï æ. ë. îÉÌÏ×Á ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, Ô.Å. ÎÁ
ÔÏÍ ÑÚÙËÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á | ÛËÏÌØÎÉË. óÅÊÞÁÓ æ£ÄÏÒ îÉÌÏ× ÕÞÉÔÓÑ
× 11 ËÌÁÓÓÅ ÌÉÃÅÑ \÷ÔÏÒÁÑ ÛËÏÌÁ" Ç. íÏÓË×Ù. ïÎ Ó ÕÓÐÅÈÏÍ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. üÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ. èÏÔÅÌÏÓØ
ÂÙ ÐÏÖÅÌÁÔØ æ£ÄÏÒÕ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÌØ ÕÄÁÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÕÄÁÞÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×
×ÉÄÅ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ × ÓÆÅÒÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

ðÒÉÚÎÁË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (æ. ë. îÉÌÏ×)

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ, ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
É ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ p, R É r.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: p < 2R+ r.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ C ÔÕÐÏÊ. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-

ÌÑÒ Ë ÐÒÑÍÏÊ AC × ÔÏÞËÅ ó. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ó ÐÒÑÍÏÊ AB
ÞÅÒÅÚ D, Á ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACD ÞÅÒÅÚ r′. ôÏÇÄÁ
r′ = (AC + CD −AD)=2.
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26 æ. ë. îÉÌÏ×

D

B

CA

r'r

òÉÓ. 1

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÇÏÌ C ÔÕÐÏÊ, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, r > r′. éÍÅÅÍ

2R+r > 2R+r′ = 2R+(AC+CD−AD)
2 > AB+(AC+CD−AD)

2 = (AB+AC+CD+DB)
2 > (AB+AC+BC)

2 = p.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: p > 2R+ r.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC
ÞÅÒÅÚ O, ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ AC ÞÅÒÅÚ M . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÚ ÔÒ£È ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ, ÍÅÎØÛÅÅ r. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ OM < r.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ X É Y ÎÁ ÌÕÞÁÈ BA É BC ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ XB = 2R É ÕÇÏÌ XY B { ÐÒÑÍÏÊ.
ôÁË ËÁË ÕÇÌÙ ABC É AOM ÒÁ×ÎÙ É AO = R, ÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË XBY ÐÏÄÏÂÅÎ
AOM Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2, ÏÔËÕÄÁ XY = 2AM = AC É BY = 2OM .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÞÅÒÅÚ I, Á ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB É BC ÞÅÒÅÚ P É Q.

ôÏÇÄÁ p = BP +AC.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ I ÎÁ XY ÞÅÒÅÚ Z. ôÏÇÄÁ XZ = XY − QI = AC − r É XP =
2R − BP . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ XI2 = XP 2 + PI2 = XZ2 + IZ2. úÎÁÞÉÔ, PI2 − IZ2 = XZ2 − XP 2 =
(AC − r)2 − (2R−BP )2 = (AC − r− 2R+BP ) · (AC − r+ 2R−BP ) = (p− 2R− r) · (XP +XZ).
ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÔÏÇÄÁ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ, Ô.Å. p > 2R+ r). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ PI > IZ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ BQ < BY .
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òÉÓ. 2

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, BY = 2OM < 2r. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, BQ > IQ = r, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÕÇÏÌ QBI ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÐÒÑÍÏÇÏ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ). úÎÁÞÉÔ, IZ = BY −
BQ < r = PI, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ BQ > BY .
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ BX > BA > BP . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ XY , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ QI, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË

PI × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ N . ôÏÇÄÁ PI > NI > IZ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

îÉÌÏ× æÅÄÏÒ,
ÕÞÁÝÉÊÓÑ 11 ËÌÁÓÓÁ
ÌÉÃÅÑ \÷ÔÏÒÁÑ ÛËÏÌÁ" Ç. íÏÓË×Ù.
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íÁÔÅÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ
á. æ. ìÑÈÏ×

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎ ÒÑÄ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÂÙ-
ÔÉÊ, ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÄÅÌÁÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÎÅÐÒÅÄ×ÚÑÔÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÏÂ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÑÈ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÌÁ É ÇÌÕÂÉÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÓÁÍÏÊ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ. ïÄÎÁËÏ × ÓÉÌÕ ÒÑÄÁ ÐÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÞÉÎ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ Ó ÔÒÕÄÏÍ ÎÁÈÏÄÑÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ. ÷
ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁ ÒÑÄÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅ-
ÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÃÅÌÙÊ ÒÑÄ
ÓÐÏÒÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÏÑ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ
ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÈÏÄÙ [1].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÂÏÑ. ðÕÓÔØ × ÂÏÀ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ. ÷ ÓÏÓÔÁ×Å
ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ | N2 ÂÏÅ-
×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n1(t) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ, × ÍÏ-
ÍÅÎÔ t, �1 | ÓÒÅÄÎÀÀ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØ (ÞÉÓÌÏ ×ÙÓÔÒÅÌÏ× × ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÂÏÅ×ÏÊ
ÅÄÉÎÉÃÙ, p1 | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ×ÙÓÔÒÅÌ ÐÏÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ××ÅÄÅÍ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ: n2(t), �2, p2. ðÏÓÌÅ ÐÏÒÁÖÅÎÉÑ ÃÅÌÉ
ÏÇÏÎØ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÏÒÁÖ£ÎÎÙÅ ÃÅÌÉ.

óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÂÏÒÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

dn1
dt = −�2n2;

dn2
dt = −�1n1;

ÇÄÅ �i = �ipi, i = 1; 2; n1 = N1, n2 = N2 ÐÒÉ t = 0.
ðÏÌÁÇÁÑ �1, �2 ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÏÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

n1(t) = N1 ch
√

�1�2t−N2
√

�2=�1 sh
√

�1�2t;
n2(t) = N2 ch

√
�1�2t−N1

√
�1=�2 sh

√
�1�2t:

ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ Ë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ �1 = n1=N1, �2 = n2=N2,
ÉÓËÌÀÞÁÑ ×ÒÅÍÑ É ××ÅÄÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á � = N1=N2

√
�1=�2, ÐÏÌÕÞÉÍ Ó×ÑÚØ ÞÉÓÌÅÎ-

ÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË × ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÏÑ

�2 =
√

1− �2(1− �2
1): (1)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÇÎ£Í. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÎÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÇÎ£Í
ÉÌÉ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÔ ÏÇÎ£Í.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÁÓÞÅÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, × ÒÁÚÍÅÒÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ, ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÕÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÍ ÏÇÎÅÍ.

1. õÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÂÏÊ. ïÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅ ÐÏÒÁÖÅÎÉÑ ÃÅÌÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔ ÏÇÏÎØ ÎÁ ÎÅÐÏÒÁÖ£ÎÎÙÅ
ÃÅÌÉ.

�2p2(N2
2 − n2

2) = �1p1(N2
1 − n2

1): (2)
28
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1. ïÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÏÇÎÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÎÅÔ.

n2 = N2 − �1p1
2N2�2p2

(N2
1 − n2

1): (3)

1. ïÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÔ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÏÇÎÑ.

�1p1N1(N1 − n1) = �2p2N2(N2 − n2): (4)

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] å. ó. ÷ÅÎÔÃÅÌØ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | í.: îÁÕËÁ, 1988. | 208 Ó.

áÎÁÌÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÕÓÓËÉÈ É ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÈ ÐÏÔÅÒØ
× âÏÒÏÄÉÎÓËÏÍ ÓÒÁÖÅÎÉÉ

âÏÒÏÄÉÎÓËÏÅ ÓÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÎÅ×ÉÄÁÎÎÏÊ ÏÖÅÓÔÏÞÅÎÎÏÓÔÉ É ÇÉÇÁÎÔÓËÉÈ ÌÀÄÓËÉÈ ÐÏÔÅÒÑÈ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÏÄÅ ÐÒÅÄ×ÅÓÔÎÉËÏÍ ÂÕÄÕÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÈ ÂÉÔ×. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÚÉÃÉÑ
ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ. æÒÁÎÃÕÚÙ ÓÕÍÅÌÉ ÐÏÔÅÓÎÉÔØ ÒÕÓÓËÕÀ ÁÒÍÉÀ ÎÁ ÎÅ-
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÅ ÁÒÍÉÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÏÂÅÓËÒÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ [1, 2].

óÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÓÔØ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÍÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ × ÈÏÄÅ ÓÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÀÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÁÒÍÉÊ.

÷ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÈ ÏÒÕÄÉÊ É ÏÇÎÅÓÔÒÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÏÒÕÖÉÑ ÐÅÈÏÔÙ ÒÕÓÓËÏÊ É ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÊ [3, 4] .

ëÁÌÉÂÒ ÷ÅÓ ÑÄÒÁ ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÄÁÌØÎÏÓÔØ
(ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÅÌØÂÁ)

óËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØ

12 ÆÕÎÔÏ×(121ÍÍ.) 5,88 ËÇ ñÄÒÏ 2700 Í (1200 Í)
ëÁÒÔÅÞØ 500{600 Í.

1 ×ÙÓÔÒ. × 1 ÍÉÎ. 2 ×ÙÓÔÒ. × 1 ÍÉÎ

8 ÆÕÎÔÏ× (106 ÍÍ.) 3,92 ËÇ 1000{800 Í
ëÁÒÔÅÞØ 500{600 Í.

1 ×ÙÓÔÒ. × 1 ÍÉÎ.

6 ÆÕÎÔÏ× (96 ÍÍ.) 2,94 ËÇ ñÄÒÏ 2100 Í (1000{800 Í)
ëÁÒÔÅÞØ 500{600 Í.

1 ×ÙÓÔÒ. × 1 ÍÉÎ. 2 ×ÙÓÔÒ. × 1 ÍÉÎ.

4 ÆÕÎÔÏ× (84 ÍÍ.) 1,96 ËÇ | |
3 ÆÕÎÔÏ× (71ÍÍ.) 1,47ËÇ | |

òÕÖØÑ 19,5{17,8 ÍÍ 23{25 Ç 200 Í
(ÜÆÆÅËÔÉ×Î. ÏÇÏÎØ 75{50 Í)

1 ×ÙÓÔÒ. 1 ÍÉÎ.

ûÔÕÃÅÒ 13,5{16 ÍÍ 20{17 Ç 700 Í 1 ×ÙÓÔÒ. 4{5 ÍÉÎ.

÷ ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÅÒÅÄ ÓÒÁÖÅÎÉÅÍ ÂÙÌÏ N1 = 640 ÏÒÕÄÉÊ (12 ÆÕÎÔÏ×ÙÈ ÏÒÕÄÉÊ | 160) ×Ï
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ N2 = 590 ÏÒÕÄÉÊ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÁÒË ÎÁÐÏÌÅÏÎÏ×ÓËÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ 6-,
4- É 3-ÆÕÎÔÏ×ÙÅ ÐÕÛËÉ, (12-ÆÕÎÔÏ×ÙÅ ÏÒÕÄÉÑ ∼ 60) [1].

÷ ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ (5,5 ÏÒÕÄÉÊ ÎÁ 1000 ÓÏÌÄÁÔ) ÂÙÌÁ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ ×Ï
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ (4,5 ÏÒÕÄÉÑ ÎÁ 1000 ÓÏÌÄÁÔ).

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ
×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ.

÷ÅÓÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÚÁÌÐÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÓ ÓÎÁÒÑÄÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ×ÙÓÔÒÅÌÉÔØ ×ÓÑ
ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎÙ ÚÁ ÏÄÉÎ ×ÙÓÔÒÅÌ.

÷ÅÓ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÚÁÌÐÁ
òÒ = 160 · 5;88 + 480 · 2;94 = 2352 ËÇ:



30 á. æ. ìÑÈÏ×

÷ÅÓ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ ÚÁÌÐÁ1

òÆ = 60 · 5;88 + 530 · 2;94 = 1911 ËÇ:

óÄÅÌÁÅÍ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÛÎÏÇÏ ×ÙÓÔÒÅÌÁ É ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÕÓÓËÏÊ É
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÒÁ×ÎÙ. üÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÐÏÌÎÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÙ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÁÒÍÉÉ Ë
ÎÁÞÁÌÕ ×ÏÊÎÙ ÉÍÅÌÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÂÏÅ×ÏÊ ÏÐÙÔ.

2. ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÁÖÁÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ ÒÕÖÅÊÎÏÇÏ ÏÇÎÑ É ÆÁËÔÏÒ
ÒÕËÏÐÁÛÎÙÈ ÐÅÈÏÔÎÙÈ É ËÁ×ÁÌÅÒÉÊÓËÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÓÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÉÌÉ ÏÖÅÓÔÏÞÅÎÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÒÅÌËÉ É ÒÕËÏÐÁÛÎÙÅ ÂÏÉ, ÎÏ ÐÏÔÅÒÉ × ÜÔÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ
ÂÙÌÉ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÔÅÒØ ÏÔ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÇÏ ÏÇÎÑ.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉ ××ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÒÅÄÎ£ÎÎÏÅ ÜÔÁÌÏÎÎÏÅ ÏÒÕÄÉÅ, ×ÅÓ ×ÙÓÔÒÅÌÁ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: p0 = Pp=N1 = 3;62 ËÇ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÜÔÁÌÏÎÎÙÈ
ÏÒÕÄÉÊ × ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ N1 = 640; ×Ï ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ N0

2 = PÆ=p0 = 528. ðÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Ï ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÏÄÅÌØÀ ÂÏÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ � =

(
N1=N0

2
) √

�1pp=�2pÆ , ÉÌÉ � = 1;23.
äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÔÅÒØ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ×ÏÚØÍÅÍ ÚÁ ÏÓÎÏ×Õ ÐÏÔÅÒÉ ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ, ÐÏÄ-

Ô×ÅÒÖÄÅÎÎÙÅ ÄÏËÕÍÅÎÔÁÍÉ. üÔÉ ÐÏÔÅÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÏËÏÌÏ 15 ÔÙÓÑÞ ÕÂÉÔÙÈ É 30 ÔÙÓÑÞ ÒÁÎÅÎÙÈ.
ðÏÔÅÒÉ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ. ðÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÉ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙ ÂÅÚ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÍ ÐÏÔÅÒÑÍ × ÌÉÞÎÏÍ ÓÏÓÔÁ×Å (≈ 15 ÔÙÓÑÞ), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÂÙÌÏ
×Ù×ÅÄÅÎÏ É ÐÏÔÅÒÑÎÏ ÏËÏÌÏ 82 ÏÒÕÄÉÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÍÏÍÅÎÔ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÂÏÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ 558
ÏÒÕÄÉÊ ÉÌÉ �(k)

1 = 558=640 ≈ 0;87. éÚ (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ �(k)
2 =

√
1− �2(1− �(k)2

1 ) ÉÌÉ �(k)
2 ≈ 0; 8,

Ô. Å. ×Ï ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏËÏÌÏ 528�(k)
2 = 423 ÜÔÁÌÏÎÎÙÈ ÏÒÕÄÉÊ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×Ï×ÁÔØ n2 = 590 · 423=528 ≈ 471 ÏÒÕÄÉÑÍ. ðÏÔÅÒÉ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÏ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ
119 ÏÒÕÄÉÊ. åÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ × ÁÒÍÉÉ îÁÐÏÌÅÏÎÁ ÎÁ ÔÙÓÑÞÕ ÞÅÌÏ×ÅË ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ 4,5 ÏÒÕÄÉÑ, ÔÏ,
ÐÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÑ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÅ ÐÏÔÅÒÉ ÎÁ ÐÏÔÅÒÉ ÌÉÞÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ 119=4;5 ≈ 26;4 ÔÙÓ. ÞÅÌ.

íÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÅÚ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ ÐÏÔÅÒÉ ÁÔÁËÕÀÝÅÊ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÒÉ ÒÁÓÞÅÔÅ ÐÏ
ÍÏÄÅÌÉ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÇÏ ÂÏÑ × ∼ 1;4{1,8 ÒÁÚÁ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÐÏÔÅÒÉ ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ. ðÏÔÅÒÉ ÆÒÁÎ-
ÃÕÚÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÒÁÎÅÎÙÍÉ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 40 ÔÙÓÑÞ ÞÅÌÏ×ÅË.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÔÅÒØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÏËÕÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÐÏ-
ÔÅÒÑÍ ÏÆÉÃÅÒÓËÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. îÁÐÏÌÅÏÎÏ×ÓËÁÑ ÁÒÍÉÑ ÐÏÔÅÒÑÌÁ 1 ÔÙÓ. 800 ÏÆÉÃÅÒÏ×, 47 (49) ÇÅÎÅ-
ÒÁÌÏ×, × ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÏÇÉÂÌÏ 23 ÇÅÎÅÒÁÌÁ É 851 ÞÅÌÏ×ÅË ÏÆÉÃÅÒÏ×.
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áÎÁÌÉÚ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÍ ÏÇÎÅÍ × ãÕÓÉÍÓËÏÍ ÓÒÁÖÅÎÉÉ

ðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÒÁÖÅÎÉÑ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÉÓÔÏÒÉËÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÐÏÒÁÖÅÎÉÀ. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
É ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Ï, ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÔÉÞÅÓËÉÅ É ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÕÓÓËÏÇÏ
É ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ËÏÍÁÎÄÏ×ÁÎÉÑ, ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÂÏÑ.

ðÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ ÒÁÚÇÒÏÍÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÓÔÏÒÉËÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔ Ó×ÏÉ ÐÒÏÄÉËÔÏ×ÁÎ-
ÎÙÅ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÉÞÉÎÁÍÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÓÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÍ ÏÇÎ£Í.

áÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÊ ÂÏÊ Ä×ÕÈ ÜÓËÁÄÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ìÁÎÞÅÓÔÅÒÓËÏÊ
ÍÏÄÅÌÉ. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÒÁÖÅÎÉÑ ÜÓËÁÄÒÙ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÕÒÓÁÍÉ, Ô. Å.
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ÷ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÒÁ×-
ÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÜÓËÁÄÒ, ×ÚÑÔÙÅ ÉÚ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ [2, 3].

6{12 ÄÀÊÍÏ× òÕÓÓËÉÊ ÆÌÏÔ ñÐÏÎÓËÉÊ ÆÌÏÔ
ïÒÕÄÉÊ ÎÁ ÂÏÒÔ (ÏÂÝ.) 87 128
÷ÅÓ ×ÙÓÔÒÅÌÁ (ÓÒ.), ËÇ. 14323 (164,6) 13462 (105,2)

óËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØ(ÓÒ.) ×ÙÓ./ÍÉÎ. 161 376-640
÷ÙÐÕÝÅÎÏ ÓÎÁÒÑÄÏ× 1200 5748

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ 47 326
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ 0,039 0,05

ðÏÔÅÒÉ (ÐÕÛÅË ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ) 70 30

ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÐÅÒÅÓÞÅÔ ÑÐÏÎÓËÉÈ ÏÒÕÄÉÊ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÕÓÓËÉÈ ÏÒÕÄÉÊ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ×ÅÓ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÚÁÌÐÁ ÎÁ ×ÅÓ ×ÙÓÔÒÅÌÁ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÏÒÕÄÉÑ N2 = 13462=164;6 ≈ 82.
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÒÕÓÓËÏÊ É ÑÐÏÎÓËÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ p1 = 0;04, p2 = 0;05 É ÐÏÔÅÒÉ ÒÕÓÓËÏÇÏ
ÆÌÏÔÁ | 70 ÏÒÕÄÉÊ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉÃÅ, Ô. Å. ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÕÄÉÊ N1 = 87, ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ | n1 = 17.

ðÒÏ×ÅÄÑ ÒÁÓÞÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÇÏ ÂÏÑ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÉ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÂÙ 35 ÒÅÁÌØÎÙÈ ÏÒÕÄÉÊ. ðÒÉ ÒÁÓÞÅÔÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØÀ ÑÐÏÎÓËÉÊ
ÆÌÏÔ, ÐÏÔÅÒÑÌ ÂÙ 25 ÏÒÕÄÉÊ.

äÌÑ ÒÁÓÞÅÔÁ ÐÏÔÅÒØ ÐÌÏÈÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÇÏ ÂÏÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ (3).

ðÒÉ ÐÌÏÈÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÇÎÅÍ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ É ÈÏÒÏÛÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÇÎÅ
ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÏÔÅÒÉ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÑÔ 15 ÏÒÕ-
ÄÉÊ, ÐÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ | 7 ÏÒÕÄÉÊ.

ðÒÉ ÈÏÒÏÛÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÇÎÅÍ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ É ÐÌÏÈÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÇÎÅ
ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÏÔÅÒÉ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÑÔ 49 ÏÒÕ-
ÄÉÊ, ÐÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ | 27 ÏÒÕÄÉÊ.

åÓÌÉ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÇÎ£Í ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÏ ÐÌÏÈÏ Õ ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÐÏÌÕÞÉÍ:
ÐÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ ÑÐÏÎÓËÏÇÏ ÆÌÏÔÁ ÐÏÔÅÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÂÙ 39 ÏÒÕÄÉÊ, Á ÐÒÉ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ | 24 ÏÒÕÄÉÑ.

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ × ÔÁÂÌÉÃÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ:

• ËÁÞÅÓÔ×Ï ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÍ ÏÇÎ£Í ÒÕÓÓËÏÊ ÜÓËÁÄÒÙ ÂÙÌÏ ÎÅ ÈÕÖÅ, Á ÓËÏÒÅÅ ÄÁÖÅ
ÌÕÞÛÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÇÎ£Í ÑÐÏÎÓËÏÊ ÜÓËÁÄÒÙ;

• ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÅ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ×ÙÚ×ÁÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×ÏÍ
ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÎÁ ÑÐÏÎÓËÉÈ ËÏÒÁÂÌÑÈ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÔÏÞÎ£Î ÚÁ ÓÞ£Ô ÂÏÌÅÅ ËÏÒ-
ÒÅËÔÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÓÔÏÑÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ
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ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÙÅ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÈ ÓÎÁÒÑÄÏ×, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ × ÔÁÂÌÉÃÅ. éÚ ÎÅ£ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÑÐÏÎÓËÉÊ ÆÌÏÔ ×ÙÐÕÓÔÉÌ ÏËÏÌÏ 603,5 ÔÏÎÎ ÓÎÁÒÑÄÏ×, ÒÕÓÓËÉÊ ÆÌÏÔ | 197,4 ÔÏÎÎ, Ô. Å.
ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔØ ÑÐÏÎÓËÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ×ÙÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÕÓÓËÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] å. ó. ÷ÅÎÔÃÅÌØ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. | í.: îÁÕËÁ, 1988. | 208 Ó.

[2] ÷. ëÏÆÍÁÎ. ãÕÓÉÍÁ: ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÏÔÉ× ÍÉÆÏ×. | ÷ ÖÕÒÎÁÌÅ �îÁ×ÁÌØ� N1/92.

[3] ëÒÅÓÔØÑÎÉÎÏ× ÷. ñ. ãÕÓÉÍÓËÏÅ ÓÒÁÖÅÎÉÅ 14{15 ÍÁÑ 1905 Ç. óðÂ: �çÁÌÅÒÅÑ ðÒÉÎÔ�, 1998.
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ÁÒÍÉÉ × ÏÂÏÒÏÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÁÚÅ ëÕÒÓËÏÊ ÂÉÔ×Ù
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ÄÁÎÎÙÅ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÓÉÌ É ÐÏÔÅÒÑÈ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ ÎÁ×ÑÚÙ×ÁÀÔ ÌÏÖÎÏÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓ ÎÅÐÏÌÎÏÃÅÎÎÏ-
ÓÔÉ ×ÉÄÅÎØÅ ÉÓÔÏÒÉÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÆÁÌØÓÉÆÉËÁÃÉÉ Ó×ÑÚÁÎ Ó ×ÏÓÈ×ÁÌÅÎÉÅÍ ÎÅÍÅÃËÏÊ
ÁÒÍÉÉ É ÎÅÍÅÃËÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ É ÐÒÉÎÉÖÅÎÉÅÍ ËÁÞÅÓÔ×Á ëÒÁÓÎÏÊ áÒÍÉÉ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Å ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÔÁÎËÏ× × ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Á ÉÍÅÎ-
ÎÏ × ÏÂÏÒÏÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÁÚÅ ëÕÒÓËÏÇÏ ÓÒÁÖÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ËÁÞÅÓÔ×Ï� ÔÁÎËÁ ÎÁ ÐÏÌÅ
ÂÏÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÁÍÏÊ ÔÅÈÎÉËÏÊ, ÜËÉÐÁÖÅÍ, ËÏÍÁÎ-
ÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÁÎËÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÅÇÏ Ó ÐÅÈÏÔÎÙÍÉ, ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÉÍÉ ÐÏÄ-
ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É Ô. Ä. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ × ×É-
ÄÅ � =

√
(�2

2 − 1)=(�2
1 − 1), ÉÌÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÒÁÚÍÅÒÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ � = N1=N2�1,

�1 =
√

(N2
2 − n2

2)=(N2
1 − n2

1).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Á ÔÁÎËÏ× ëÒÁÓÎÏÊ áÒÍÉÉ × ÏÂÏÒÏÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÁÚÅ ÓÒÁ-

ÖÅÎÉÑ Ó 5 ÐÏ 12 ÉÀÌÑ 1943 ÇÏÄÁ ÎÁ ÷ÏÒÏÎÅÖÓËÏÍ ÆÒÏÎÔÅ.
îÁ 5 ÉÀÌÑ 1943 ÇÏÄÁ ÷ÏÒÏÎÅÖÓËÉÊ ÆÒÏÎÔ ÉÍÅÌ × Ó×Ï£Í ÓÏÓÔÁ×Å ÏËÏÌÏ 2100 ÔÁÎËÏ× (×ËÌÀÞÅÎÙ

ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ 2 É 10 ÔÁÎËÏ×ÙÅ ËÏÒÐÕÓÁ), ÇÒÕÐÐÁ ÁÒÍÉÉ �àÇ� | ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1700 ÔÁÎËÏ× (×ËÌÀÞÅÎ 24
ÒÅÚÅÒ×ÎÙÊ ÔÁÎËÏ×ÙÊ ËÏÒÐÕÓ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ 10 %.

õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÅ ÐÏÔÅÒÉ ÐÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÁÍ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÔÁÎËÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ
ÒÅÍÏÎÔÉÒÏ×ÁÌÉÓØ, ÐÏÄÈÏÄÉÌÉ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ ÒÅÚÅÒ×Ù (5 %), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Å ÂÏÅÇÏÔÏ×ÙÈ ÔÁÎËÏ× ÎÁ 12 ÉÀÌÑ 1943 ÇÏÄÁ [1, 2].

÷ÏÒÏÎÅÖÓËÉÊ ÆÒÏÎÔ ÉÍÅÌ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1600 ÔÁÎËÏ×. úÄÅÓØ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ 5-Ñ ç×ÁÒÄÅÊÓËÁÑ ôÁÎ-
ËÏ×ÁÑ áÒÍÉÑ (818 ÔÁÎËÏ×), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ × ÓÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ðÒÏÈÏÒÏ×ËÏÊ 12 ÉÀÌÑ ÉÚ ÓÔÒÁ-
ÔÅÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÅÒ×Ï× ëÒÁÓÎÏÊ áÒÍÉÉ. çÒÕÐÐÁ ÁÒÍÉÊ �àÇ� ÎÁ 12 ÉÀÌÑ ÉÍÅÌÁ × Ó×Ï£Í ÓÏÓÔÁ×Å
ÏËÏÌÏ 700 ÔÁÎËÏ×.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ �1 ≈ 1;3,
� = 1;6.

ðÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ × ÏÂÏÒÏÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÁÚÅ ëÕÒÓËÏÇÏ ÓÒÁ-
ÖÅÎÉÑ (Ó 5 ÐÏ 12 ÉÀÌÑ) ÎÁ ÷ÏÒÏÎÅÖÓËÏÍ ÆÒÏÎÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×Á ëÒÁÓÎÏÊ ÁÒÍÉÉ ÂÙÌ
ÒÁ×ÅÎ 1,6, Á ÏÄÉÎ �ÕÓÒÅÄÎ£ÎÎÙÊ� ÔÁÎË ëÒÁÓÎÏÊ ÁÒÍÉÉ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌ �ÕÓÒÅÄÎ£ÎÎÙÊ� ÔÁÎË ÎÅÍÅÃËÏÊ
ÁÒÍÉÉ × 1,3 ÒÁÚÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ì. ìÏÐÕÈÏ×ÓËÉÊ. ðÒÏÈÏÒÏ×ËÁ ÂÅÚ ÇÒÉÆÁ ÓÅËÒÅÔÎÏÓÔÉ. | í.: üëóíï, 2005 Ç. Ó. 616.

[2] óÔÉ×ÅÎ îØÀÔÏÎ. ëÕÒÓËÁÑ ÂÉÔ×Á. îÅÍÅÃËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ | í.: üëóíï, 2006 Ç. Ó. 574.



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÓÒÅÄÎÉÈ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ
á. æ. ìÑÈÏ×, æ. á. ìÑÈÏ×

ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÓÐÏÓÏÂ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÂÏÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÊ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÎÁ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÁÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÛÉÒÏËÏ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÓÒÅÄÎÉÈ [1, 2]. þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÌÁÎÞÅÓÔÅÒÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÂÏÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÎÁ ÍÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÂÏÅ×ÙÈ
ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË.

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÙ ÂÏÅ×ÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÂÏÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙ, ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ-
ÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÐÏÒÁÖÅÎÁ { ÎÅ ÐÏÒÁÖÅÎÁ; ×ÙÓÔÒÅÌÉÌÁ {
ÎÅ ×ÙÓÔÒÅÌÉÌÁ), ÍÁÌÏ ÓËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÙ × ÃÅÌÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ
ÞÉÓÅÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÈÓÑ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ Ó ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÕÄÅÔ ÂÌÉÚ-
ËÏ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, Ô. Å. Ë ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉÄÁÎÉÀ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÇÒÕÐÐ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÚÄÁÎÙ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÕÞÅÔÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ
ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÂÏÅ×ÏÊ
ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÉÚÕÞÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×Á ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ × ÃÅÌÏÍ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÂÏÑ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ××ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÙÈ ÌÏ-
ËÁÌØÎÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÏÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ××ÅÄ£Í ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÏÑ | Ä×ÕÍÅÒ-
ÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ � ⊂ R3 (ÒÅÌØÅÆ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ)1. ÷ÍÅÓÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×
ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÐÌÏÛÎÙÅ ÓÒÅÄÙ ÉÚ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. ðÒÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÁÌÉÚÁÃÉÑ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ×ÓÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÏÑ.

ðÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÏÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅÒÅÚ �i =

{
�1
i ; �2

i ; �3
i
}

, i = 1; 2 (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×-
ËÉ); � ⊂ R2 | ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÌÑ �, � =

{
�i = 'i(u); u =

{
u1; u2} ∈ �

}
. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ

ËÁÖÄÏÊ ÂÏÅ×ÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ xi =
{
x1
i ; x2

i ; x3
i
}

, xi = xi(�i; t),
ÇÄÅ t ∈ T = [t1; t2], t1; t2 ∈ R ∪ {+∞;−∞} | ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ.

÷×ÅÄÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÏÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË. ðÌÏÔÎÏÓÔÉ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: �i = �i(xi; t), ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓËÏÒÏÓÔÒÅÌØÎÏÓÔÉ { �i = �i(xi; t). �ðÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔÎÙÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ� ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÒÁÖÅÎÉÑ ÂÏÅ×ÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ

pi = pi(x1; x2; t; �1(x1; t); �2(x2; t)):

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÇÎÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÐÏ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ×Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ÂÏÅ×ÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÚ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÃÅÌÉ: �i =
= �i(x1; x2; t; �1(x1; t); �2(x2; t)). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×ÙÂÏÒ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÃÅÌÉ ÔÏÞÅË ÎÁ �, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÌÏÔ-

ÎÏÓÔØ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÚÁÐÒÅÝ£Î:

�1(x1; x2; t; �1(x1; t); �2(x2; t)) =
{
nu1(x1; x2; t; �1(x1; t); �2(x2; t)); �2(x2; t) 6= 0;

0; �2(x2; t) = 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ �2.
1âÕÄÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ � | ÐÒÏÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ k-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ × Rn, Ô. Å. ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ

ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ, ÜÔÏÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ � ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ É ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ k = 2, n = 2; 3.
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õÓÌÏ×ÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ2

(∀x1)(∀t)
∫

�

�1dx2 = 1;

(∀x2)(∀t)
∫

�

�2dx1 = 1:

íÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÏÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË × ×ÉÄÅ ÓÐÌÏÛÎÙÈ ÓÒÅÄ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ
ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÌÁÎÞÅÓÔÅÒÓËÉÍ ÍÏÄÅÌÑÍ, ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÍ ÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒ.

÷ [1] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÏÅ×ÁÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ ÐÏÔÏË ÕÓÐÅÛÎÙÈ
×ÙÓÔÒÅÌÏ×, ÜÔÏ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÍÓÑ × ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ. ÷×ÅÄ£Í �ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔ-
ÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ� ÓÒÅÄÎÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ÐÏÔÏËÏ× ×ÙÓÔÒÅÌÏ× !i = �ipi�i.

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ × ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ-
ÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ: ~vi = @xi(�i;t)

@t |�i = �i(xi; t). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ �ÏÂßÅÍ� S1 ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ3.
úÁÐÉÛÅÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÚÁËÏÎ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÍÁÓÓÙ�4. åÓÌÉ ÂÙ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÎÅ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×Ï-
×ÁÌÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅÍ, ÔÏ ÉÍÅÌ ÂÙ ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÍÁÓÓÙ�. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÂÏÑ
�ÍÁÓÓÁ� ÕÂÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

dm1(t; S1)
dt = −

∫

S1

dx1

∫

�

!2(x1; x2)�2(x2; t)dx2:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ.
ðÏÌÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ �ÍÁÓÓÙ�, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÏÂßÅÍÁ�

ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:
d
dt

∫

S(t)

� =
∫

S(t)

(@�
@t + div(�~v)

)
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ �ÏÂßÅÍ� S | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÂÏ-
Å×ÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË: 




@�1
@t + div(�1~v1) +

∫
�
!2�2dx2 = 0;

@�2
@t + div(�2~v2) +

∫
�
!1�1dx1 = 0: (1)

÷ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1).
ðÕÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ: ~v1;2 ≡ ~0. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: dim {xi} = 1.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÉÍÕÔ ×ÉÄ: 



@�1
@t +

∫


!2�2dx2 = 0;

@�2
@t +

∫


!1�1dx1 = 0; (2)

ÇÄÅ 
 = (−∞;+∞). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ !1 = !0
1f1(�2), !2 = !0

2f2(�1), !1;2 ≡ const. óÉÓÔÅÍÁ (2)
ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ: { @�1

@t + !0
1f2(�1)T2(t) = 0;

@�2
@t + !0

2f1(�2)T1(t) = 0; (3)

2÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ìÅÂÅÇÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÏÎÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ òÉÍÁÎÁ:

R
�
�1dx2 =

R


�1(x1; x2(�2(u); t); �1(x1; t); �2(x2(�2(u); t); t)

p
detG(u)du, ÇÄÅ G(u) |

ÐÅÒ×ÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �.
3éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÍ �ÏÂßÅÍÏÍ� ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÂÏÅ-

×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.
4íÁÓÓÏÊ �ÏÂßÅÍÁ� S ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ m =

R
S
�.



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ 35

ÇÄÅ Ti(t) =
∫


�i(xi; t)dxi. úÁÄÁÄÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ ÆÕÎËÃÉÊ f . ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ fi ≡ Id, Ô. Å.

fi(�) ≡ �, ÓÉÓÔÅÍÕ (3) ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ÙÒÁÚÉ× ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �1(x; t)

�1(x;t)∫

�0
1(x)

d�1
�1

= −
t∫

0

!0
1T2dt⇒ �1(x; t) = �0

1(x) exp


−

t∫

0

!0
1

∫




�2dx2dt


 ;

ÚÄÅÓØ �0
1(x) | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ 1-ÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ É ÐÏÄÓÔÁ×É× ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ (3), ÐÏÌÕÞÉÍ:

−@�2
@t = �2!0

2 exp


−

t∫

0

!0
1T2dt




∫




�0
1(x)dx:

ðÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×Á× ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á× ÉÈ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÏËÏÎ-
ÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

�2tt
�2t

= �2t
�2

− !0
1

∫




�2dx (4)

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×.
áÎÁÌÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ� ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ÐÏÔÏËÏ× ×ÙÓÔÒÅÌÏ×

ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÞ£ÔÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÂÏÅ×ÙÅ ÅÄÉ-
ÎÉÃÙ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f ×ÙÂÒÁÔØ × ×ÉÄÅ fi(�) = 1, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (3) ÕÔÒÁÞÉ×Á-
ÅÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ f ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÂÕÄÕÔ ×ÅÓÔÉ ÏÇÏÎØ ÐÏ ÏÂÌÁ-
ÓÔÑÍ, ÇÄÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË × ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÐÒÉ-
ÍÕÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷×ÅÄÅÍ �ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ� (ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ x) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÐÌÏÔÎÏ-
ÓÔÅÊ: 
i(t) = supp

x
�(x; t) ≡ {x; �(x; t) 6= 0}. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ t ∈ T ,

T = {t; 
i(t) ≡ 
i(0)}. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (2) ÎÁ ÔÅÈ ×ÒÅ-
ÍÅÎÁÈ, ËÏÇÄÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÅÝÅ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÏÌØ (ËÒÏÍÅ ÔÅÈ
ÔÏÞÅË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ÐÒÉ t = 0). éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ 
 ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÅÎÏ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ 
i = 
i(0):





@�1
@t + !0

2
∫


2

�2dx2 = 0;
@�2
@t + !0

1
∫


1

�1dx1 = 0: (5)

éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (5) ÐÏÌÕÞÉÍ:

�1(x1; t) = �0
1(x1)−

t∫

0

!0
2

∫


2

�2(x2; �)dx2d�;

ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÇÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ5:

�2(x2; t) = mes(
1)!0
1!0

2

t∫

0

d�
�∫

0

d�
∫


2

�2(�; �)d�−!0
1t

∫


1

�0
1(�)d� + �0

2(x2):

÷ÉÄ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (5)
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: {

�1(x1; t) = �0
1(x1) + T1(t);

�2(x2; t) = �0
2(x2) + T2(t):

5ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 
i(0) | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
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üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ Ó×ÏÄÉÔ (5) Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:




T ′1 + !0
2mes(
2)T2 + !0

2
∫


2

�0
2(x)dx = 0;

T ′2 + !0
1mes(
1)T1 + !0

1
∫


1

�0
1(x)dx = 0: (6)

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: �i = !0
i mes(
i), �i = !0

i
∫

i
�i(x)dx:

{
T ′1 + �2T2 + �2 = 0;
T ′2 + �1T1 + �1 = 0: (7)

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (7) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:
{
T1 = a1e�t + b1e−�t + c1;
T2 = a2e�t + b2e−�t + c2;

ÚÄÅÓØ � = √�1�2, ci = − �i
�i , a1 = −
a2, b1 = 
b2, 
 =

√
�2
�1

.
îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ (7) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

{
T1(0) = 0;
T2(0) = 0;

ÉÚ ÎÉÈ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ:

a1 = 1
2

(�1
�1

− �2
�

)
; b1 = 1

2

(�1
�1

+ �2
�

)
; a2 = 1

2

(
−�1
� + �2

�2

)
; a2 = 1

2

(�1
� + �2

�2

)
:

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3) ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. ðÒÏ-
×ÅÄ£Í ÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÂÏÑ Ä×ÕÈ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÔÁËÏÇÏ ÂÏÅ×ÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ (ÒÉÓ. 1).

òÉÓ. 1. l1 | ÄÌÉÎÁ ÌÉÎÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÂÏÅ×ÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ; l2 | ÄÌÉÎÁ
ÌÉÎÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÂÏÅ×ÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ; S0 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁÍÉ

÷ÅÄÕÝÉÅ ÂÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÎÔÅÇÒÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:




l1∫
−l1

�1�1(x1; t)p1(x1; x2)�1(x1; x2)dx1 = − @
@t�2(x2; t);

l2∫
−l2

�2�2(x2; t)p2(x1; x2)�2(x1; x2)dx2 = − @
@t�1(x1; t):

(8)

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ (2) ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÁÕÓÓÁ ÄÌÑ ÐÑÔÉ ÕÚÌÏ×.





d
dt�2(zj ; t) = −

5∑
i=1

ci!1(zi; zj)�1(zi; t);

d
dt�1(zj ; t) = −

5∑
i=1

ci!2(zi; zj)�2(zi; t);
(9)

j = 1; :::; 5; ÚÄÅÓØ Ói | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ:

c1 = c5 = 161
450 −

13
√

70
900 ; c2 = c4 = 161

450 + 13
√

70
900 ; c3 = 128

225 ;

zi | ÕÚÌÙ ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ;
!1(zi; zj) = �1 · p1(zi; zj) · �1(zi; zj);
!2(zi; zj) = �2 · p2(zi; zj) · �2(zi; zj):
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äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (9) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ ÐÒÏÇÎÏÚÁ-ËÏÒÒÅËÃÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ
ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË:

{ �0
1(zj ; tn) = �1(zj ; tn−2) + 2 · � · F1(�2(zi; tn−1));
�1(zj ; tn) = �1(zj ; tn−1) + �

2 ·
(
F1(�0

2(zi; tn)) + F1(�2(zi; tn−1))
)
;

{ �0
2(zj ; tn) = �2(zj ; tn−2) + 2 · � · F2(�1(zi; tn−1));
�2(zj ; tn) = �2(zj ; tn−1) + �

2 ·
(
F2(�0

1(zi; tn)) + F2(�1(zi; tn−1))
)
;

ÇÄÅ

F1(�2(zi; t)) = −
5∑

i=1
ci · !2(x1(zi); x2(zi)) · �2(x2(zi); t);

F2(�1(zi; t) = −
5∑

i=1
ci · !1(x1(zi); x2(zi)) · �1(x1(zi); t);

j = 1; 2, i = 1; 5.
òÁÚÇÏÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ �k(zj ; t0), �k(zj ; t1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ É ÐÏ ÓÈÅÍÅ òÕÎÇÅ-

ëÕÔÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:
{
�1(zj ; t1) = �1(zj ; t0) + � · F1(�2(zi; t0) + �

2 · F2(�1(zi; t0)));
�2(zj ; t1) = �2(zj ; t0) + � · F2(�1(zi; t0) + �

2 · F1(�2(zi; t0))):

îÁ ÒÉÓ. 2 ÐÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÐÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÂÏÑ É ÐÏÓÌÅ
ÂÏÑ, ÐÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×: í1 = 200, í2 = 220, S0 = 45, �1 = 22, �2 = 21, l1 = 40,
l2 = 30, p1 = 1=(x1 − x), p2 = 2=(x1 − x), q1 = 3=(x1 − x), q2 = 1=(x1 − x) .

òÉÓ. 2. ðÕÎËÔÉÒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË,
ÓÐÌÏÛÎÙÅ ÌÉÎÉÉ | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÏÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË ÐÏÓÌÅ ÂÏÑ.

÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ
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ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÕÞÉÔÅÌÑÍ
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ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÕÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÊ ÄÏÓÔÕÐÎÏÅ ÛËÏÌØ-
ÎÉËÁÍ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ×ÙÐÕÓËÅ ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
ÐÏÓÏÂÉÑ. ïËÏÎÞÁÎÉÅ | × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

ïÔ Á×ÔÏÒÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÎÁÛÉÍÉ ÐÒÅÄËÁÍÉ ÕÖÅ ÓÔÏÌÅÔÉÅ ÎÁÚÁÄ | × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÍ ÕÞÅÂÎÉ-
ËÅ áÎÄÒÅÑ ðÅÔÒÏ×ÉÞÁ ëÉÓÅÌÅ×Á �üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ� ÉÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÃÅÌÁÑ ÇÌÁ×Á. ÷ÙÐÕÓËÎÉËÉ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÛËÏÌ 1973 ÇÏÄÁ ÚÁÓÔÁÌÉ ÅÝÅ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË ëÏÞÅÔËÏ×ÙÈ �áÌÇÅÂÒÁ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ�, ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

îÏ ×ÓËÏÒÅ ÇÒÑÎÕÌÁ ÒÁÚÒÕÛÉÔÅÌØÎÁÑ �ÒÅÆÏÒÍÁ� ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
ÐÒÉÎÅÓÛÁÑ ÎÏ×ÙÅ, �ÎÁÕÞÎÙÅ� ÕÞÅÂÎÉËÉ. é ÏÔËÒÙÌÏÓØ: ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÎÅ ÞÉÓÌÏ É ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
Á ÅÓÔØ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÅ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÚ×ÁÔØ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ�
ÁËÁÄÅÍÉË-ÎÏ×ÁÔÏÒ ÎÅ ÒÅÛÉÌÓÑ, ÐÒÏÑ×ÉÌ ÎÅÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÉÓËÕÔÉÒÏ×ÁÌÓÑ ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÉÊ
×ÏÐÒÏÓ: ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÅÍÕ ÉÌÉ ÎÅÔ? áÂÓÕÒÄ ÕÓÕÇÕÂÌÑÌÁ ÎÅÕÄÏÂÎÁÑ ÓÉÍ×Ï-
ÌÉËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

�èÏÔÅÌÉ ËÁË ÌÕÞÛÅ, Á ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ËÁË ×ÓÅÇÄÁ. . . � ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÒÅÚËÏ ÕÐÁÌ ÕÒÏ×ÅÎØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ÓÅÏÂÝÅÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÏ �ÒÅÆÏÒÍÕ�. îÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÅÅ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏ×ÁÌ
ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÒÅÛÉÌÉÓØ, É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÐÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÎÅ ×ÅÒÎÕÌÉÓØ × ÛËÏ-
ÌÕ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÖÅÒÔ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ �ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ� ÓÔÁÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÉÈ ÓÔÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ
ÔÏÌØËÏ × ÓÐÅÃÛËÏÌÁÈ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÎÉÇÉ É ÂÒÏÛÀÒÙ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÉÚÄÁ×ÁÌÉÓØ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ
É × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÉÓØ × ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÄËÏÓÔØ, ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÒÅÄ-
ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÓÏÂÉÅ �ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÛËÏÌØÎÉËÁÍ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÕÞÉÔÅÌÑÍ�, ÔÅËÓÔ ËÏÔÏÒÏÊ
ÕÄÏÓÔÏÅÎ ðÏÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÍÏÔÙ íÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ.

ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ: ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ
× ÁÌÇÅÂÒÅ É ÁÎÁÌÉÚÅ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÆÉÚÉËÅ. äÁÎÁ ÒÁÚÎÏÕÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. úÁÔÒÏÎÕÔÙ
ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, Á ÔÁËÖÅ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ïÎÁ ÁÄÒÅÓÕÅÔÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÛÉ-
ÒÑÅÔÓÑ; ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ; ÕÞÉ-
ÔÅÌÑÍ, ×ÅÄÕÝÉÍ ËÒÕÖÏË, ÜÌÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÍ ÌÀÂÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

§ 1. ÷ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

åÝ£ × ÁÎÔÉÞÎÏÍ ÍÉÒÅ ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×-
ÎÏÊ 1, ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Ô. Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,
Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ 2. üÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏ ÐÏÌÑ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÌÀÂÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ ÆÉ-
ÚÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ. ðÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÉÌÏÓØ ÔÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÏÚÎÉËÌÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÒÑÄÕ ÐÒÉÞÉÎ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ
× ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ ÄÁÖÅ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
××ÅÄÅÎÉÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ, ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔ-
ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÏÂÓÔÏÑÌÏ ÄÅÌÏ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax = b, ËÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ
ÎÁÊÔÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. òÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x = b

a , É ××ÅÄÅÎÉÅ ÄÒÏÂ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÒÁÚ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÃÅÌÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÐÒÉ a 6= 0) ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÒÏÄÅ x2 = 2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏ×ÏÅ
× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÐÏÌÅ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏ ÄÁÖÅ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÏÂÛÉÒÎÏ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅÍ ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÌÀÂÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = −1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.

æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x2+2x+3 = 0
ÄÁÅÔ: x1;2 = −1 ± √−2. íÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÓËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ

√−2, ÏÄÎÁËÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (√a)2 = a ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ a É ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ b− b = 0. ôÏÇÄÁ

x1 + x2 = (−1−√−2) + (−1 +
√−2) = −1− 1 + (−√−2 +

√−2) = −2:
x1 · x2 = (−1−√−2) · (−1 +

√−2) = 1−√−2 +
√−2− (−2) = 3:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉ-
ÎÁÎÔÏÍ.

íÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÑÚÁÎÙ Ó×ÏÉÍ ÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ | ÒÅÛÅÎÉÀ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 − 15x − 4 = 0. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ x = 4. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÙÔÁÔØ ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ
ÞÌÅÎÁ: (−4). äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ x3 + px + q = 0, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÌÀÂÏÅ
ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax3 + bx2 + cx + d = 0 (a 6= 0), × ÓÅÒÅÄÉÎÅ èVI ×ÅËÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ:

x = 3

√
−q2 +

√(q
2
)2

+
(p

3
)3

+ 3

√
−q2 −

√(q
2
)2

+
(p

3
)3
:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:

x = 3
√

2 +
√−121 + 3

√
2−√−121 = 3

√
2 + 11

√−1 + 3
√

2− 11
√−1:

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2+11
√−1 É 2−11

√−1,
Ô. Å. ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÉÄÁ a+ b

√−1, ÇÄÅ a É b | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
ðÒÏ×ÅÄÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(2 +
√−1)3 = 8 + 3 · 22√−1 + 3 · 2(

√−1)2 + (
√−1)3 = 8− 6 + 12

√−1 + (−1)
√−1 = 2 + 11

√−1;

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
(2−√−1)3 = 2− 11

√−1;
ÔÁË ÞÔÏ

x = 3
√

(2 +
√−1)3 + 3

√
(2−√−1)3 = 2 +

√−1 + 2−√−1 = 4 + (
√−1−√−1) = 4:

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÏÂßÑ×ÌÑÌÏÓØ, ÞÔÏ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

√−1 (ÉÌÉ
√
B, ÇÄÅ B < 0), ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ. é ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏÓØ ×ÐÏÌÎÅ ÒÁÚÕÍ-

ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ:

x2 + px+ q =
(
x+ p

2
)2

+ q − p2

4 =
(
x+ p

2
)2
−D > 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÔÁË ËÁË D = p2

4 − q < 0 É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x2 + px+ q 6= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.
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ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÍÁÈÎÕÔØÓÑ
ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÉÄÁ a+b

√−1,
ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ ÎÅÑÓÅÎ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÒÉ×ÅÌÉ Ë ×ÅÒÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ËÒÁÊÎÅ ÎÅÏÈÏÔÎÏ ÛÌÉ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ a+b
√−1. ïÎÉ

ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÉÈ �ÍÎÉÍÙÍÉ� ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ, �ÞÉÓÔÏ ÓÏÆÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ�
ÞÉÓÌÁÍÉ, �ÐÏÔÁÊÎÙÍÉ� ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÞÉÔÁÌÏÓØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÉËÁËÏÇÏ
ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ.

ïÄÉÎ ÉÚ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÍÉÒÁ çÏÔÆÒÉÄ ÷ÉÌØÇÅÌØÍ ìÅÊÂÎÉÃ (1646{1716), ÏÔÎÏÓÉ×-
ÛÉÊÓÑ Ë ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÁÍ Ó ×ÏÓÈÉÝÅÎÉÅÍ, × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÉÈ �×ÙÒÏÄËÏÍ ÍÉÒÁ ÉÄÅÊ�,
�ÐÏÞÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÏÍ�, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÍÅÖÄÕ �ÂÙÔØ� É �ÎÅ ÂÙÔØ�; ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÏÎ ÄÁÖÅ
ÚÁ×ÅÝÁÌ ÎÁÞÅÒÔÁÔØ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÍÏÇÉÌÅ ÚÎÁË

√−1 ËÁË ÓÉÍ×ÏÌ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ �ÍÉÒÁ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ� × �ÍÉÒ
ÐÏÔÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ�. åÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÌÏ×Á:

�éÚ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ, ÉÌÉ ÍÎÉÍÙÅ, ÕÄÉ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÎÏ ÐÏÌØÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÔÒÉÃÁÔØ. . . üÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÎËÏÅ
É ÞÕÄÎÏÅ ÐÒÉÓÔÁÎÉÝÅ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÄÕÈÁ, ÎÅÞÔÏ ÐÒÅÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÍÅÖÄÕ ÂÙÔÉÅÍ É ÎÅ-
ÂÙÔÉÅÍ.�

ïÄÎÁËÏ ÅÝÅ × XVII{èVIII ×ÅËÁÈ ÂÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÓÌÏÖÎÙÅ É ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÑ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÅÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÎÉÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÏ ÎÅÄÏ×ÅÒÉÅ Ë ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÁÍ ÂÙÌÏ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÅÄËÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÓÔÕÐÁÌÉ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÉ-
ÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÓÔÒÏÇÏ�, ÂÅÚ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ
ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ.

÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ 200 ÌÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÔÁË ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ
×ÅÌÉËÉÊ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ë. æ. çÁÕÓÓ) ÎÁÛÌÉ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ çÁÕÓÓ × 1796 ÇÏÄÕ ÓÕÍÅÌ ÎÁÊÔÉ ÏÔ-
×ÅÔ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ
É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË.

óÅÊÞÁÓ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÝÎÙÍ ÏÒÕÄÉÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ É ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ
× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÈ, Á ÔÁË ÖÅ × ËÁÒÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÜÌÅËÔÒÏÔÅÈÎÉËÅ, ÇÉÄÒÏÄÉ-
ÎÁÍÉËÅ, ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ, × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ á. üÊÎÛÔÅÊÎÁ É ÒÅ-
ÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ, × ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. úÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁÛÌÉ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÂÅÓÎÙÈ ÔÅÌ É ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÐÕÔ-
ÎÉËÏ× úÅÍÌÉ ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÓÉÌÙ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë �ÓÐÌÀÓÎÕÔÏÍÕ ÓÆÅÒÏÉÄÕ�, ÆÏÒÍÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ
ÚÅÍÎÏÊ ÛÁÒ.

§ 2. ðÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b. ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÅ ÞÉÓÅÌ
a É b, ×ÚÑÔÙÈ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÏ×ÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÏ×£Í ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ a+ ib. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a + bi, Á ÞÉÓÌÏ bi | ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÍ×ÏÌ
a+bi ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÃÅÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ É ÚÎÁË �+�, ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ × Î£Í, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÅÝ£ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
bi ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ b ÎÁ i.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a1 + b1i, É a2 + b2i ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁ×ÎÙÍÉ É ÚÁÐÉÛÅÍ a1 + b1i = a2 + b2i, ÅÓÌÉ
a1 = a2 É b1 = b2. ãÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ É ÄÁÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ
ÐÏËÁÚÁÎÁ × § 3.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a+ bi É a− bi ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ.
áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ

√
a2 + b2 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ a+ bi.



42 ÷. â. äÒÏÚÄÏ×

åÓÌÉ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a+0i, ÔÏ ÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ
ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 0 + 0i = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÉ ×ÓÑËÏÅ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÁÚÏ×£Í ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.
åÓÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÎÉÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 0 + bi, ÅÇÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ

ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ bi. þÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ 0 + 1i = i ÎÁÚÏ×£Í ÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.
ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a+ bi É −a− bi ÎÁÚÏ×£Í ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ.
ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ É ÔÒÁÎ-

ÚÉÔÉ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×.
ôÁË ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a+bi ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ (a; b), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a; b) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ.

ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ × ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ | ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÏ ÏÓÉOX, ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚÏÂÒÁ-
ÖÁÅÍÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY .

ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ × ÄÁÌØÎÅÊ-
ÛÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙ ÐÏÌÅÍ,
×ËÌÀÞÁÀÝÉÍ × ÓÅÂÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÐÏÌÑ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, Ô. Å.
ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÅÇÍÅÎÔÁ [0; 1].

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÇÒÁÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÑÚÙËÅ
ÐÁÒ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÓÉÍ×ÏÌÁ a+ bi. ÷ÅÄØ ÒÁÎÅÅ
ÉÚÕÞÁÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÉÚÕ-
ÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÔÏÞÅË ÏÓÉ OX.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÐÁÒ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ ÐÁÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Á×-
ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ ÂÙ × ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÉÄÁ a+ bi, ÇÄÅ a É b | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÎÁÞÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÁÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÂÕÄÕÔ ××ÅÄÅÎÙ × § 3, Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

§ 3. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ

óÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1 + b1i É a2 + b2i ÎÁÚÏ×£Í ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ

(a1 + a2) + (b1 + b2)i; Ô. Å. (a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i:

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1 + b1i É a2 + b2i ÎÁÚÏ×£Í ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ
(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i, Ô. Å.

(a1 + b1i) · (a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i:
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éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a+ bi ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ bi. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(a+ 0i) + (0 + bi) = (a+ 0) + (0 + b)i = a+ bi:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ bi ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ b ÎÁ ÍÎÉÍÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(b+ 0i) · (0 + 1i) = (b · 0− 0 · 1) + (b · 1 + 0 · 0)i = 0 + bi = bi:

ôÅÐÅÒØ ÓÉÍ×ÏÌ a+bi ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
a Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ b, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ ÍÎÉÍÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0 + 0i = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ �ÔÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ� ÓÉÍ×ÏÌ i, ××ÅÄ£ÎÎÙÊ ÂÅÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ i2 ÐÏ ××ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

i2 = i · i = (0 + 1 · i)(0 + 1 · i) = (0 · 0− 1 · 1) + (0 · 1 + 1 · 0)i = −1 + 0i = −1:

éÔÁË, i | ÜÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ i2 = −1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
(−i)2 = −1

÷ ÐÏÌÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 0. ðÏÄÏÂÎÙÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÊ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÎÅ ÒÅÛÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÏÄ ÎÏ×ÙÍ ÕÇÌÏÍ ÚÒÅÎÉÑ
×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ××ÅÄÅÎÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
i2 = −1. ÷ÅÄØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÙ
×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Ó ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ A+B

√−1 ÔÏÇÄÁ ÅÝ£ ÎÅ ÚÎÁÑ, ËÁË ÐÏÎÑÔØ ××ÅÄÅÎÎÙÊ ÐÏ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÄÁÎÏ) ÓÉÍ×ÏÌ

√−1, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ, Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑ-
ÄÁ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. ôÅÐÅÒØ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁ a + bi, ÇÄÅ, ËÁË ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ,
i2 = −1, ÐÏÎÑÔÎÁ.

äÅÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ. üÔÁ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÐÕÓÔØ ÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÉ ÂÅÚÕÐÒÅÞÎÁÑ, ÐÒÏÄÉËÔÏ×ÁÎÁ ËÁË ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ, ÔÁË É ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ É
Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

(a1 + b1i = a2 + b2i) ⇔ (a1 = a2 É b1 = b2):

åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉ b1 6= b2, ÔÏ ÐÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, Ë ÞÅÍÕ ÍÙ É ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

i = a1 − a2
b1 − b2

;

Ô. Å. i ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ b1 = b2, ÎÏ ÔÏ-
ÇÄÁ a1 = a2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÌØÚÑ ÄÁÔØ ËÁËÉÍ-
ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ
×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÙÍ: Ä×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ,
ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀ-
ÝÉÍÉ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÈ É ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÒÏ-
ÑÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ÷×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÄÉËÔÕÀÔÓÑ ÖÅÌÁÎÉÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÖÅÌÁÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ
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ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÙ ××ÏÄÉÍ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÏÓØ × ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏÌÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÙ ×ÉÄÁ a+ bi ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ
ÔÁË, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

(a1 + b1x) + (a2 + b2x) = (a1 + a2) + (b1 + b2)x;
(a1 + b1x)(a2 + b2x) = a1a2 + a1b2x+ b1a2x+ b1b2x2 = a1a2 + b1b2x2 + (a1b2 + b1a2)x:

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×Å ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÚÁËÏÎÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ.) ðÏÌÏÖÉ× x = i, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ
×ÉÄÁ a+ 0i, Ô. Å. Ë ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ:

(a1 + 0i)(a2 + 0i) = (a1a2 − 0 · 0) + (a1 · 0 + a2 · 0)i = a1a2 + 0i:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

(a1 + 0i) + (a2 + 0i) = (a1 + a2) + (0 + 0)i = (a1 + a2) + 0i:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
âÌÁÇÏÄÁÒÑ ××ÅÄ£ÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ

ÎÉÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÚÁËÏÎÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÄÉÓ-
ÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ
ËÁË ÒÁÚ É ÂÙÌÏ ÖÅÌÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ × ÎÏ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÔÁÒÙÅ ÚÁËÏÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÉ É ÓÏ-
×ÅÒÛÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ. åÓÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË-ÌÉÂÏ
ÉÎÁÞÅ, ÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÎÅ ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

÷ÙÞÉÔÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:
ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z3, ËÏÔÏÒÏÅ × ÓÕÍÍÅ
Ó z2, ÄÁÅÔ z1.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 É ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ z3 = z1 − z2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ z2 +z3 = z1. ðÕÓÔØ z1 = a1 +b1i, z2 = a2 +b2i, z3 = a3 +b3i. ôÏÇÄÁ

(a2 + x) + (b2 + y)i = a1 + b1i;

ÏÔËÕÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÍ: a2 + x = a1 É b2 + y = b1. ôÏÇÄÁ
z3 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i.

äÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÞÁÓÔÎÙÍ
ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z1 ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z2 6= 0+0i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ z3, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ z2 ÄÁÅÔ z1.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 = a1 + b1i É z2 + b2i (z2 6= 0 + 0i) ÉÈ ÞÁÓÔÎÏÅ z3 = z1
z2

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

z3 = a1 + b1i
a2 + b2i

= a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+ b1a2 − a1b2

a2
2 + b22

i:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, z2 · z3 = z1, ÉÌÉ (a2 + b2i) · (x+ yi) = a1 + b1i.

(a2x− b2y) + (a2y + b2x)i = a1 + b1;

ÏÔËÕÄÁ {
a2x− b2y = a1;
a2y − b2x = b1:
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éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x = a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
; y = b1a2 − a1b2

a2
2 + b22

:

ôÁË ËÁË z2 6= 0 + 0i, ÔÏ a2 6= 0 ÉÌÉ b2 6= 0, ÔÏÇÄÁ a2 + b2 6= 0, É x É y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ.
ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-

ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:
(a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 = |a+ bi|2 = |a− bi|2:

a1 + b1i
a2 + b2i

= (a1 + b1i)(a2 − b2i)
(a2 + b2i)(a2 − b2i)

= a1a2 + b1b2 + (b1a2 − a1b2)i
a2

2 + b22
= a1a2 + b1b2

a2
2 + b22

+ b1a2 − a1b2
a2

2 + b22
i:

éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ
É ÞÁÓÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÔÏÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ô. Å. × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ ×ÙÐÏÌÎÉÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ
ÚÁËÏÎÁÍ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÕÌØ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ × ÓÅÂÑ ÐÏÌÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ �ÂÏÌØ-
ÛÅ� É �ÍÅÎØÛÅ� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ × ÓÉÌÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÁÎÅÅ Ó×ÑÚÉ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ Ó ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ É ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁ×ÁÌÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÌÉ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ �ÂÏÌØÛÅ� ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÏÄÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ. ôÏÇÄÁ i > 0 ÉÌÉ i < 0. åÓÌÉ i > 0, ÔÏ i · i > 0 · i, Ô. Å.
i2 > 0, ÏÔËÕÄÁ −1 > 0 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. åÓÌÉ i < 0, ÔÏ i · i > 0 · i É i2 > 0, ÏÔËÕÄÁ −1 > 0 | ÔÏÖÅ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÕÄÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑÍÉ ×ËÌÀÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ 0? ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÍÎÉÍÙÍ, ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, 0, ËÏÎÅÞÎÏ,
| ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, 0 = 0 + 0i ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÔÁË
ËÁË ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 0 + bi, ÇÄÅ b | ÌÀÂÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
(× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 0). ïÄÎÁËÏ 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÔÁË ËÁË, ÓÏÇÌÁÓ-
ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0, Ô. Å. ÍÎÉÍÏÅ
ÞÉÓÌÏ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ.

ïÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ×ÅÒÎÙ ÏÎÉ ÉÌÉ ÎÅÔ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ, ÏÎÏ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍ. ÷ Ó×ÅÔÅ ÜÔÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 0 × ÞÉ-
ÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ, ÞÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ. ïÎÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ×ÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ; ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏ-
ÌÏÖÎÙ Ó×ÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ; ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ, É Ô. Ä. ðÒÉÎÑÔÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ É
× �×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÒÑÄÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÔÁËÉÈ ËÁË:

1) |z1 · z2 · · · zn| = |z1| · |z2| · · · |zn|, ÏÔËÕÄÁ |zn| = |z|n.

2)
∣∣∣ z1z2

∣∣∣ = |z1|
|z2| , ÅÓÌÉ z2 6= 0 + 0i.

3) |z1 + z2 + · · ·+ zn| ≤ |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|.
4) |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2|.
5) ||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2|.
6) ||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2|.
7) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÕ z = a+bi, Ô. Å. a−bi ÞÅÒÅÚ �z. ôÏÇÄÁ ��z = a−(−bi) = a+bi,

Ô. Å. z É �z | ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÅ.
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8) (z = �z) ⇔ (z ∈ R).

9) z + �z ∈ R,

10) z · �z ∈ R.

11) |�z| = |z|.
12) |z| =

√
z · �z.

13) z1 ± z2 = �z1 ± �z2 É ×ÏÏÂÝÅ z1 + z2 + · · ·+ zn = �z1 + �z2 + · · ·+ �zn.

14) z1 · z2 · · · zn = �z1 · �z2 · · · �zn, ÏÔËÕÄÁ zn = (�z)n.

15)
(
z1
z2

)
= �z1

�z2 .

äÏËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×, Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3). (òÑÄ ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ ×
§ 5.) ðÕÓÔØ zj = aj + bj · i, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1
zj

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1
aj + i

n∑

j=1
bj

∣∣∣∣∣∣
=

√√√√√



n∑

j=1
aj




2

+




n∑

j=1
bj




2

:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ √√√√√



n∑

j=1
aj




2

+




n∑

j=1
bj




2

≤
n∑

j=1

√
a2
j + b2j =

n∑

j=1
|zj |

ÉÌÉ 


n∑

j=1
aj




2

+




n∑

j=1
bj




2

≤



n∑

j=1

√
a2
j + b2j




2

:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

1) n = 1, 2: |z1| ≤ |z1| | ×ÅÒÎÏ, |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| | ×ÅÒÎÏ;

2) n = k: ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ |z1 + z2 + · · ·+ zk| ≤ |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zk|;
3) n = k + 1 (ÄÏËÁÖÅÍ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ (2))

|z1 + z2 + · · ·+ zk+1| = |(z1 + z2 + · · ·+ zk) + zk+1| ≤
≤ |z1 + z2 + · · ·+ zk|+ |zk+1| ≤ |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zk|+ |zk+1|;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÏÔËÕÄÁ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:



n∑

j=1
aj




2

+




n∑

j=1
bj




2

≤



n∑

j=1

√
a2
j + b2j




2

:

éÚ Ó×ÏÊÓÔ× (13) É (14) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ: ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍ ÅÍÕ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÔÏÖÅ ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍ ÅÍÕ ÞÉÓÌÏÍ.

éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |z1z2| = |z1| · |z2| ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

|(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i| = |a1 + b1i| · |z2 + b2i|;

ÏÔËÕÄÁ
(a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 = (a2

1 + b21) · (a2
2 + b22);
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Ô. Å. ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.

ðÏÌÏÖÉ× z1 = z2, Ô. Å. a1 = a2 = a É b1 = b2 = b, ÉÍÅÅÍ:

(a2 − b2)2 + (2ab)2 = (a2 + b2)2:

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁ£Ô ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÒÉ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ a É b.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ a = 2, b = 1 ÉÍÅÅÍ: 32 + 42 = 52. ðÒÉ a = 3, b = 2 | 52 + 122 = 132 É Ô. Ä.
ôÁË ËÁË (a1a2 − b1b2)2 ≥ 0, ÔÏ (a2

1 + b21)(a2
2 + b22) ≥ (a1b2 + a2b1)2 | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ: ( n∑

i=1
a2
i

)
·
( n∑

i=1
b2i

)
≥

( n∑

i=1
aibi

)2

:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ z = a+bi | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÞÉÓÌÁ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ! ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ !2 = z. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÉÛÕÔ ! = √z. îÁÊÄ£Í ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

√
a+ bi ÞÅÒÅÚ a É b. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ! = u + vi, ÔÏÇÄÁ

(u+ vi)2 = a+ bi ÉÌÉ u2 − v2 + 2uvi = a+ bi, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
u É v: {

u2 − v2 = a;
2uv = b;

ÏÔËÕÄÁ v = b
2u . ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

u2 − b2
4u2 = a ÉÌÉ 4u4 − 4au2 − b2 = 0;

ÏÔËÕÄÁ (D > 0)

u2
1 = a+

√
a2 + b2
2 ; u2

2 = a−√a2 + b2
2 :

ôÁË ËÁË u ∈ R, ÔÏ u2 > 0 É ÚÎÁÞÅÎÉÅ u2
2 ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ

u1;2 = ±
√
a+

√
a2 + b2
2 :

ôÏÇÄÁ

v1 = b
2u1

= b

2
√

a+
√
a2+b2
2

= b√
2(a+

√
a2 + b2)

= b
√√

a2 + b2 − a√
2(a+

√
a2 + b2)(

√
a2 + b2 − a)

=

= b
√√

a2 + b2 − a√
2(a2 + b2 − a2)

= b
|b|

√√
a2 + b2 − a:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
v2 = b

2u2
= − b

|b|
√√

a2 + b2 − a;

ÎÏ
b
|b| =

{
1; ÅÓÌÉ b > 0;
−1; ÅÓÌÉ b < 0;

Ô. Å. b
|b| = sign b. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ:

!1 = u1 + iv1 =

√
a+

√
a2 + b2
2 + i · sign b

√√
a2 + b2 − a

2 ;

!2 = u2 + iv2 = −
√
a+

√
a2 + b2
2 − i · sign b

√√
a2 + b2 − a

2 :
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
√
a+ bi = ±




√
a+

√
a2 + b2
2 + i · sign b

√√
a2 + b2 − a

2


 :

éÔÁË, ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = a+ ib ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ
z 6= 0, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁËÏÍ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = a + ib:
! = 3√z, ÅÓÌÉ !3 = z. ðÏÌÏÖÉ× ! = u+ iv, ÉÍÅÅÍ: (u+ iv)3 = a+ bi, ÏÔËÕÄÁ

{
u3 − 3uv2 = a;
3u2v − v3 = b:

éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ u =
√

v3+b
3v , ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
√
v3 + b

3v · v
3 + b
3v − 3v2 ·

√
v3 + b

3v = a;

ÉÌÉ
v3 + b

3v

(b− 8v3

3v

)2
= a2; Ô.Å. (v3 + b)(b− v3) = 27v3a2:

ïÂÏÚÎÁÞÉ× v3 = t É ×ÙÐÏÌÎÉ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

t3 − 3
4bt

2 − 27a2 + 15b2
64 t+ b3

64 = 0:

äÌÑ ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÑ ÞÌÅÎÁ −3
4bt2 ÐÏÌÏÖÉÍ t = t1 −

3
4 b
3 = t1 − b

4 . ôÏÇÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t1 ÐÏÌÕÞÉÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

t31 −
27
64(a2 + b2)t1 + 27b

4 · 64(a2 + b2) = 0:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÁÒÄÁÎÏ:

x = 3

√
−q2 +

√(q
2
)2

+
(p

3
)3

+ 3

√
−q2 −

√(q
2
)2

+
(p

3
)3

äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ
D = 36

643 (a2 + b2)2(b2 − a2 − b2) = − 36

643 (a2 + b2)2 · a2 ≤ 0:

t1 = 3
√
−27b(a2 + b2)

8 · 64 + 33

83 (a2 + b2)ai+ 3
√
−27b(a2 + b2)

8 · 64 − 33

83 (a2 + b2)ai =

= 3
8

3
√
a2 + b2 · 3√−b+ ai− 3

8
3
√
a2 + b2 · 3√b+ ai = 3

8
3
√
a2 + b2

(
3√−b+ ai− 3√b+ ai

)
:

t = 3
8

3
√
a2 + b2

(
3√−b+ ai− 3√b+ ai

)
− b

4;

v = 3√t = 3
√

3
8

3
√
a2 + b2

(
3√−b+ ai− 3√b+ ai

)
− b

4 :

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ v ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ±b + ai,
Ô. Å. ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ ÏÐÑÔØ Ë ÒÁÎÅÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÓÑ ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÉÚ×ÌÅÞØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
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ä×Á ÒÁÚÁ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ:

4√−7 + 24i =
√√−7 + 24i;

√−7 + 24i = ±
(√

25− 7
2 + i

√
25 + 7

2

)
= ±(3 + 4i);

√
3 + 4i = ±

(√
5 + 3

2 + i
√

5− 3
2

)
= ±(2 + i);

√−3− 4i = ±i
(√

5 + 3
2 + i

√
5− 3

2

)
= ±i(2 + i) = ±(−1 + 2i):

éÚ×ÌÅËÁÔØ ËÏÒÎÉ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

§ 4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ
ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

òÉÓ. 1.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ: ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏ-
ÞÅË ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.
ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a + bi ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ a É b ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ
z = a + bi ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÑËÕ (a; b) É ÏÂÒÁÔÎÏ (ÒÉÓ. 1).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ, ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, Á ÞÉÓÔÏ
ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÁÍ | ÔÏÞËÉ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÕ i ÓÔÁ×ÉÔÓÑ
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÁ (0; 1).

÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁÍÉ −−→OM .

éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÏ× ÕÄÏÂÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É
×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ.

òÉÓ. 2.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z1 = a+bi ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ −−→OM = a−→i + b−→j , Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z2 = c+ di
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ −−→ON = c−→i + d−→j (ÒÉÓ. 2).

ôÁË ËÁË z1 ± z2 = (a± c) + (b± d)i É −−→OM ±−−→ON = (a± c)−→i +
+(b±d)−→j , ÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÕ z1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ −−→OM , Á ÞÉÓÌÕ z2
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ −−→ON , ÔÏ ÞÉÓÌÕ z1 + z2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ−−→OM +−−→ON , Á ÞÉÓÌÕ z1 − z2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ −−→OM −−−→ON .

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÍÏÄÕÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 = x1 + y1i É z2 = x2 + y2i:
|z1 − z2| = |(x1 − x2) + (y1 − y2)i| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2;

Ô. Å. ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ
ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ
ÐÏÌÑÒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ O (ÐÏÌÀÓ) É ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞ-
ËÉ ÌÕÞ l (ÐÏÌÑÒÎÕÀ ÏÓØ). ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ M ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ | ÄÌÉÎÏÊ
×ÅËÔÏÒÁ −−→OM É ÕÇÌÏÍ ', ËÏÔÏÒÙÊ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓØÀ (ÒÉÓ. 3). õÇÏÌ ' ÏÔÓÞÉÔÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ É ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ. þÉÓÌÏ r ≥ 0 É r ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏËÉ M .
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òÉÓ. 3. òÉÓ. 4.

õÇÏÌ ' ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ M ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÏÇÏ 2�.
åÓÌÉ 0 ≤ '0 < 2�, ÔÏ ' = '0 + 2�n, ÇÄÅ n ∈ Z. äÌÑ ÔÏÞËÉ O ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ' ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. óÏ-
×ÍÅÓÔÉÍ ÐÏÌÀÓ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O(0; 0) É ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÐÏÌÑÒÎÕÀ ÏÓØ l ×ÄÏÌØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ Ox (ÒÉÓ. 4). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-
ÍÉ (x; y) É ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (r; '):

{
x = r cos';
y = r sin':





r =
√
x2 + y2;

cos' = x
r ;

sin' = y
r :

ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M(x; y) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x + yi.
éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ É ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ z, ×ÙÒÁÚÉ× ÅÇÏ
ÞÅÒÅÚ r É ':

z = r cos'+ i sin' = r(cos'+ i sin'):
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z

|z| =
√
x2 + y2 =

√
r2 cos2 '+ r2 sin2 ' = r

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
òÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ

ÁÂÓÃÉÓÓ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z: ' = Arg z, |z| ≥ 0 É (|z| = 0) ⇔ (z = 0).
áÒÇÕÍÅÎÔ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z 6= 0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ

ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÔÎÙÅ 2�. úÎÁÞÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ 0 ≤ '0 < 2� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ '0 = arg z; ÔÏÇÄÁ Arg z = arg z + 2�n, ÇÄÅ n | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ
ÞÉÓÌÏ.

úÁÐÉÓØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = r(cos' + i sin') ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ
ÞÉÓÌÁ z.

éÚ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ-
ÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÌÅÇÞÅ ÒÅÛÉÔØ,
ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁ× ÉÈ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

§ 5. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ:

z1 = r1(cos'1 + i sin'1) É z2 = r2(cos'2 + i sin'2):

îÁÊÄ£Í z1 · z2:

z1 · z2 = r1r2
(
(cos'1 cos'2 − sin'1 sin'2) + i(sin'1 cos'2 + sin'2 cos'1)

)
=

= r1r2
(
cos('1 + '2) + i sin('1 + '2)

)
:

ïÔÓÀÄÁ
|z1z2| = r1 · r2 = |z1| · |z2|; Arg (z1 · z2) = Arg z1 + Arg z2;
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z1z2z3 = (z1z)2)z3 = r1r2
(
cos('1 + '2) + i sin('1 + '2)

) · r3(cos'3 + i sin'3) =
= r1r2r3

(
cos('1 + '2 + '3) + i sin('1 + '2 + '3)

)
:

íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

z1 · z2 · · · zn = r1 · r2 · · · rn
(
cos('1 + '2 + · · ·+ 'n) + i sin('1 + '2 + · · ·+ 'n)

)
;

ÏÔËÕÄÁ

|z1 · z2 · · · zn| = |z1| · |z2| · · · |zn|; Á Arg (z1 · z2 · · · zn) = Arg z1 + Arg z2 + · · ·+ Arg zn:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2�.
îÁÊÄÅÍ z1

z2 ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ z2 6= 0.

z1
z2

= r1(cos'1 + i sin'1)
r2(cos'2 + i sin'2) = r1(cos'1 + i sin'1)(cos'2 − i sin'2)

r2(cos'2 + i sin'2)(cos'2 − i sin'2) =

= r1
r2

(
cos('1 − '2) + i sin('1 − '2)

)
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∣∣∣∣
z1
z2

∣∣∣∣ = r1
r2

= |z1|
|z2| ; Arg z1

z2
= Arg z1 −Arg z2:

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÔÒÉ-
ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÍÍÙ (ÒÁÚÎÏ-
ÓÔÉ) ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ (ÒÁÚÎÏÓÔÉ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÍÍÙ (ÒÁÚÎÏÓÔÉ)
ÒÁ×ÎÁ (ÒÁÚÎÏÓÔÉ) ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô. Å. ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ
ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÅ.

÷ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ É ÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÞÁÓÔÎÏÇÏ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÄÅÌÉÍÏÇÏ É ÄÅÌÉÔÅÌÑ) É ÍÉÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÞÁÓÔÎÏÇÏ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÄÅÌÉÍÏÇÏ É ÄÅÌÉÔÅÌÑ); ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ:

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i;
a+ bi
c+ di = ac+ bd

c2 + d2 + bc− ad
c2 + d2 i:

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÅ: ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÄÕÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ | ÏÔÄÅÌØÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÈ ÚÁÐÉÓØ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÅ:

z1 · z2 · · · zn = �z1 · �z2 · · · �zn:
ðÕÓÔØ zk = rk(cos'k + i sin'k), ÔÏÇÄÁ �zk = rk(cos'k − i sin'k) = rk(cos(−'k) + i sin(−'k)).

z1 · z2 · · · zn = r1 · r2 · · · rn
(

cos
n∑

k=1
'k + i sin

n∑

k=1
'k

)
= r1 · r2 · · · rn

(
cos

n∑

k=1
'k − i sin

n∑

k=1
'k

)
:

�z1 · �z2 · · · �zn = r1 · r2 · · · rn
(
cos(−'1 − '2 − · · · − 'n) + i sin(−'1 − '2 − · · · − 'n)

)
=

= r1 · r2 · · · rn
(
cos('1 + '2 + · · ·+ 'n)− i sin('1 + '2 + · · ·+ 'n)

)
;

ÏÔËÕÄÁ z1 · z2 · · · zn = �z1 · �z2 · · · �zn:
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ðÕÓÔØ zk = rk(cos'k + i sin'k), ÔÏÇÄÁ

|z1| · |z2| · · · |zn| = r1 · r2 · · · rn
É

|z1 · z2 · · · zn| =
∣∣∣∣∣r1 · r2 · · · rn

(
cos

n∑

k=1
'k + i sin

n∑

k=1
'k

)∣∣∣∣∣ = r1 · r2 · · · rn:

ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
|zn| = |z|n:

÷ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å |zn| = |z|n ÐÏÌÏÖÉÍ z = a + bi, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: |(a + bi)n| = (
√
a2 + b2)n,

ÏÔËÕÄÁ

(an−C2
nan−2b2 +C4

nan−4b4−C6
nan−6b6 + · · · )2 +(C1

nan−1b−C3
nan−3b3 +C5

nan−5b5−· · · )2 = (a2 +b2)2n:

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
æÏÒÍÕÌÁ z1 · z2 = |z1| · |z2|

(
cos('1 + '2) + i sin('1 + '2)

)
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ z1 ·z2 ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÍÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ z1 × |z2| ÒÁÚ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ,
Á ÚÁÔÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ Arg z2, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |z2|
Á ×ÔÏÒÁÑ | ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ Arg z2.

òÉÓ. 5.

åÓÌÉ z2 = r2(cos'2 + i sin'2), ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ z1 ÎÁ r2 ÄÁÅÔ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÕÀ ÚÄÅÓØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ
(cos'2 + i sin'2) | ÐÏ×ÏÒÏÔ.

óÞÉÔÁÑ z2 = const = c, z1 6= const = z, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁË: ÆÏÒÍÕÌÁ ! = cz ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |c|)
É ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ O (ÎÁ ÕÇÏÌ Arg c).

ôÁË ËÁË
z1
z2

= 1
|z2| · |z1|

(
cos('1 − '2) + i sin cos('1 − '2)

)
;

ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ |z1| ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ × |z2| ÒÁÚ É ÐÏ×ÏÒÏÔ ÔÏÞËÉ z′ = |z1|

|z2|(cos'1 +
+ i sin'1) ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ (−'2), ÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ '2 ÐÒÏÔÉ×

ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÒÉÓ. 5).

§ 6. æÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ É Å£ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ (

r(cos'+ i sin')
)n = rn(cosn'+ i sinn');

Ô. Å.
|zn| = |z|n É Arg (zn) = nArg z:

ôÁË ËÁË
(
r(cos'+ i sin')

)n = rn(cos'+ i sin')n, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(cos'+ i sin')n = cosn'+ i sinn'

| ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ íÕÁ×ÒÏÍ × 1707
ÇÏÄÕ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ:
1. n = 1:

(cos'+ i sin')n = (cos'+ i sin')1 = cos'+ i sin';
cosn'+ i sinn' = cos 1 · '+ i sin 1 · ' = cos'+ i sin';
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2. n = k: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = k > 1 ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ ×ÅÒÎÁ:

(cos'+ i sin')k = cos k'+ i sin k';

3. n = k + 1: ÄÏËÁÖÅÍ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ (2), ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÁ É ÐÒÉ n = k + 1.

(cos'+ i sin')n = (cos'+ i sin')k+1 = (cos'+ i sin')k(cos'+ i sin') =
= (cos k'+ i sin k')(cos'+ i sin') = cos(k + 1)'+ i sin(k + 1)' = cosn'+ i sinn':

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ n = 0

(cos'+ i sin')0 = 1; cos 0 · '+ i sin 0 · ' = cos 0 + i sin 0 = 1:

ðÕÓÔØ n > 0, ÔÏÇÄÁ −n < 0

(cos'+ i sin')−n = 1
(cos'+ i sin')n = cos 0 + i sin 0

cosn'+ i sinn' = cos(−n') + i sin(−n'):

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÀ ËÏÒÎÑ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
ëÁË É ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÒÎÅÍ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ !, ÞÔÏ !n = z.
ôÅÏÒÅÍÁ. ëÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÅÔ

× ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

n
√
r(cos'+ i sin') = n√r

(
cos '+ 2�k

n + i sin '+ 2�k
n

)
;

ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : ;n− 1.

üÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ.

åÓÌÉ z = 0, ÔÏ n√z = 0 | ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÔÁË ËÁË × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 2 ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÌØÚÑ: z = r(cos' + i sin').
ðÕÓÔØ ! = �(cos + i sin ), ÔÏÇÄÁ

!n = �n(cosn + i sinn ) = z = r(cos'+ i sin');

ÏÔËÕÄÁ
�n cosn + i�n sinn = r cos'+ ir sin';

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, {
�n cosn = r cos';
�n sinn = r sin': (∗)

�2n(cos2 n + sin2 n ) = r2(cos2 '+ sin2 ');
Á ÔÁË ËÁË r > 0 É ÚÎÁÞÉÔ � > 0, ÔÏ � = 2n√r2 = n√r.

þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ � = n√r ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÒÁ×ÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÍÏÄÕÌÉ ÒÁ×ÎÙ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗) ÄÁÀÔ: {
cosn = cos';
sinn = sin': (∗∗)

éÚ (∗∗) ÉÍÅÅÍ: { −2 sin n −'
2 · sin n +'

2 = 0;
2 sin n −'

2 · cos n +'
2 = 0:
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üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÉÓÔÅÍ

{
sin n −'

2 = 0;
sin n −'

2 ; (1)

{
sin n +'

2 = 0;
cos n +'

2 ; (2)

{
sin n −'

2 = 0;
cos n +'

2 ; (3)

{
sin n +'

2 = 0;
sin n −'

2 : (4)

éÚ 1 n −' = 2�k, ÏÔËÕÄÁ  = '+2�k
n , ÇÄÅ k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁË ËÁË sin2 x+ cos2 x = 1,

ÔÏ 2 ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.
éÚ 3 {

n − ' = 2�k;
n − ' = � + 2�m:

ÏÔËÕÄÁ
'+ 2�k = −'+ � + 2�m;

Ô. Å. 2' = �(1 + 2l) É 3 ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ' = �
2 (1 + 2l), ÚÎÁÞÉÔ 3 ÎÅ

ÐÏÄÈÏÄÉÔ.
óÉÓÔÅÍÁ 4 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ

{
n + ' = 2�k;
n − ' = 2�m:

4 ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ,ÞÔÏ É 3.
éÔÁË,  = '+2�k

n . üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÏÒÏÞÅ, ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ Õ ÒÁ×ÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÁ 2�k.

ðÏÌÕÞÉÍ:
n
√
r(cos'+ i sin') = n√r

(
cos '+ 2�k

n + i sin '+ 2�k
n

)
;

ÇÄÅ r ∈ Z.
ïÄÎÁËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ k ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ !k.

!n+ k = n√r
(

cos '+ 2�(n+ k
n + i sin '+ 2�(n+ k

n

)
=

= n√r
(

cos
('
n + 2�k

n ± 2�
)

+ i sin
('
n + 2�k

n ± 2�
))

=

= n√r
(

cos '+ 2�k
n + i sin '+ 2�k

n

)
= !k

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ !k, ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÄÁ×ÁÑ k ÌÀÂÙÅ n ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ; ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÅÒÕÔ
k = 0; 1; 2; : : : ;n− 1.
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÷ÙÐÉÛÅÍ ×ÓÅ !k:

!1 = n√r
(

cos 'n + i sin 'n
)

;

!2 = n√r
(

cos '+ 2�
n + i sin '+ 2�

n

)
;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

!k = n√r
(

cos '+ 2�(k − 1)
n + i sin '+ 2�(k − 1)

n

)
;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

!n = n√r
(

cos '+ 2�(n− 1)
n + i sin '+ 2�(n− 1)

n

)
:

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ !k ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ n√r É ÄÅÌÑÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÄÕ-
ÇÁ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 2�

n ÒÁÄÉÁÎ), Ô. Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÒÉÍÅÒ: 1 = cos 0 + i sin 0.

n√1 = n
√

1(cos 0 + i sin 0) = 1 ·
(

cos 0 + 2�k
n = i sin 0 + 2�k

n

)
= cos 2�k

n + i sin 2�k
n ;

ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : ;n− 1.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ " = cos 2�

n + i sin 2�
n , ÔÏÇÄÁ

"2 = cos 4�
n + i sin 4�

n ;

: : : : : : : : : : : : : : :

"k = cos 2�k
n + i sin 2�k

n ;

: : : : : : : : : : : : : : :

"n = cos 2�n
n + i sin 2�n

n ;

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ 1 ÓÕÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ", ÇÄÅ " ÐÅÒ×ÏÅ ÍÎÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ
ÉÚ 1 (ÐÒÉ k = 1).

!k = n√r
(

cos
('
n + 2�k

n

)
+ i sin

('
n + 2�k

n

))
=

= n√r
(

cos 'n + i sin 'n
)
·
(

cos 2�k
n + i sin 2�k

n

)
= !0 · "k:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n√z ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ !0 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, Ô. Å. ÎÁ ", "2, "3,. . . , "n−1:

n√z = !0; "!0; "2!0; : : : ; "n−1!0:
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ðÒÉÍÅÒ: òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ z5 = 1.

z = 5√cos 0 + i sin 0 = cos 2�k
5 + i sin 2�k

5 ; ÇÄÅ k = 0; 1; 2; 3; 4:

z1 = cos 0 + i sin 0 = 1;

z2 = cos 2�
5 + i sin 2�

5 ;

z3 = cos 4�
5 + i sin 4�

5 = − cos �5 + i sin �5 ;

z4 = cos 6�
5 + i sin 6�

5 = − cos �5 − i sin �5 ;

z5 = cos 8�
5 + i sin 8�

5 = cos 2�
5 − i sin 2�

5 :

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �z5 = z2; �z4 = z3.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, z5 − 1 = 0, Ô. Å.

(z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0:

z1 = 1, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ: (

z2 + 1
z2

)
+

(
z + 1

z

)
+ 1 = 0;

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ z + 1
z ÞÅÒÅÚ x, ÔÏÇÄÁ

z2 + 1
z2 = x2 − 1; x2 − 2 + x+ 1 = 0; x2 + x− 1 = 0; D > 0; x1;2 = −1±√5

2 :

ðÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

z2 + 1 +
√

5
2 z + 1 = 0 É z2 + 1−√5

2 z + 1 = 0;

ÏÔËÕÄÁ

z1;2 = −1−√5±
√
−10 + 2

√
5

4 = −1−√5
4 ± i10− 2

√
5

4 ;

z3;4 = −−1−√5
4 ±

√√√√
(

1−√5
4

)2

=
√

5− 1
4 ± i10 + 2

√
5

4

ôÁË ËÁË cos �5 , sin �
5 , cos 2�

5 , sin 2�
5 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

cos 2�
5 =

√
5− 1
4 É sin 2�

5 = 10 + 2
√

5
4 ;

cos �5 =
√

5 + 1
4 É sin �5 = 10− 2

√
5

4 ;

cos 2�
5 = sin

(�
2 −

2�
5

)
= sin �

10 = sin 18◦ =
√

5− 1
4 :

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ sin 18◦ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÝÅ Ä×ÕÍÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉ£ÍÁÍÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÙÍ ÔÅÒÑÅÔ ÐÒÅÖÎÉÊ ÓÍÙÓÌ, É ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÙÍÉ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌ n√z ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, Á ÌÀÂÏÅ ÉÚ n ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÒÎÑ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ n√a ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ÒÁÄÉËÁÌÁÍÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ Ë ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ. ÷ ÐÏÌÅ ÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÊ n√a ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÇÌÁ×ÎÏÇÏ� (�ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ�) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÜÔÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ÒÁÄÉËÁÌÁÍÉ.
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ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ n = 2) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÍÙ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ×ÙÂÒÁÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n√a ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÇÌÁ×ÎÙÈ�
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÒÎÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

n√ab = n√a · n√b:

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ:
√
a =

√
(−1)(−a) =

√−1
√−a =

√−1 ·
√

(−1)a =
√−1 · √−1 · √a = −√a;

ÉÂÏ (
√−1)2 = −1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

√−1 (i ÉÌÉ −i) ÐÒÉÎÑÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÇÌÁ×ÎÏÇÏ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ íÕÁ×ÒÁ.
1. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÒÁÔÎÙÈ ÄÕÇ
ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ íÕÁ×ÒÁ (cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ

cosn x+ C1
n cosn−1 x(i sinx) + C2

n cosn−2 x(i sinx)2 + · · ·+ Ckn cosn−k x(i sinx)k + · · ·+ (i sinx)n =
= cosnx+ i sinnx;

ÉÌÉ

cosn x− C2
n cosn−2 x sin2 x+ C4

n cosn−4 x sin4 x− C6
n cosn−6 x sin6 x+ · · ·+

+ i(C1
n cosn−1 x sinx− C3

n cosn−3 x sin3 x+ C5
n cosn−5 x sin5 x− · · · ) = cosnx+ i sinnx;

ÏÔËÕÄÁ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÍ:

cosnx = cosn x− C2
n cosn−2 x sin2 x+ C4

n cosn−4 x sin4 x− · · · ;
sinnx = C1

n cosn−1 x sinx− C3
n cosn−3 x sin3 x+ C5

n cosn−5 x sin5 x− · · · :

ðÕÓÔØ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, n = 2m, ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ cosnx É sinnx ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÕÄÕÔ:

(i sinx)2m = (−1)m sin2m x = (−1)n2 sinnx;

1
i C

n−1
n cosx(i sinx)2m−1 =

(1
i C

1
n cosx sinn−1 x

)( i2m
i

)
=

= −(C1
n cosx sinn−1 x)(−1)n2 = (−1)n−1

2 n cosx sinn−1 x:

ðÕÓÔØ n ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É n = 2m + 1, ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ cosnx É sinnx
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÕÄÕÔ:

Cn−1
n cosx(i sinx)2m = C1

n(cosx)i2m sinn−1 x = (−1)n−1
2 n cosx sinn−1 x;

1
i (i sinx)2m+1 = i2m sin2m+1 x = (−1)n−1

2 sinnx:

æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ cosnx É sinnx ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍ ÓÌÏ-
ÖÅÎÉÑ: ÎÁÊÔÉ sin 3x, sin 4x É Ô. Ä. cos 3x, cos 4x É Ô. Ä., ÚÁÔÅÍ, ÐÏÄÍÅÔÉ× ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ, ÓÄÅÌÁÔØ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ cosn x É sinn x × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

P (x) = a0 + (a1 cosx+ b1 sinx) + (a2 cos 2x+ b2 sin 2x) + · · ·+ (an cosnx+ bn sinnx);

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ |an|+ |bn| 6= 0.
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ðÏÌÏÖÉÍ u = cosx + i sinx, v = cosx − i sinx, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: cosx = u+v
2 ; sinx = u−v

2i , uv = 1.
ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ íÕÁ×ÒÁ
un = cosnx+ i sinnx; vn = (cos(−x) + i sin(−x))n = cos(−nx) + i sin(−nx) = cosnx− i sinnx:
ïÔÓÀÄÁ

cosnx = 1
2(un + vn) É sinnx = 1

2i(u
n − vn):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

cosn x =
(u+ v

2

)n
= 1

2n (un + C1
nun−1v + C2

nun−2v2 + · · ·+ Cknun−kvk + · · ·+ Cnnvn =

= 1
2n−1 (cosnx+ C1

n cos(n− 2)x+ C2
n cos(n− 4)x+ · · · ):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

sinn x = 1
2nin (u− v)n = 1

2nin (un − c1
nun−1v + C2

nun−2v2 − C3
nun−3v3 + · · · )

ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n = 2k ÐÏÌÕÞÉÍ:

sin2k x = (−1)k
22k−1 (cos 2kx− C1

2k cos(2k − 2)x+ C2
2k cos(2k − 4)x− · · · ):

ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n = 2k + 1 ÐÏÌÕÞÉÍ:

sin2k+1 x = (−1)k
22k (sin(2k + 1)x− C1

2k+1 sin(2k − 1)x+ C2
2k+1 sin(2k − 3)x− · · · ):

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ× cosn+1 x = cosn x · cosx, sinn+1 x = sinn x · sinx É ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ) ÄÌÑ
cosn x É sinn x ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ

cos� cos� = cos(�+ �) + cos(�− �)
2 ;

sin� sin� = cos(�− �) + cos(�+ �)
2 ;

sin� cos� = sin(�+ �) + sin(�− �)
2 :

÷Ù×ÏÄÙ: 1. cosnx É sinnx ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ cosx É sinx.

2. ÷ÓÑËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ cosn x É sinn x, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÑËÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× É ÓÉÎÕÓÏ× ÄÕÇ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ

îÁÊÄÅÍ ÓÕÍÍÙ:
n∑
k=0

cos(a+ kh) É
n∑
k=0

sin(a+ kh). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ (cos a+ i sin a) · zk, ÇÄÅ z = cosh+
+ i sinh:

(cos a+ i sin a) · (cosh+ i sinh)k = cos(a+ kh) + i sin(a+ kh):
ðÏÌÏÖÉÍ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å k = 0; 1; 2; : : : ;n É ÓÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

n∑

k=0
cos(a+kh)+i

n∑

k=0
sin(a+kh) = (cos a+i sin a)(1+z+z2 + · · ·+zn) = (cos a+i sin a)z

n+1 − 1
z − 1 =

= (cos a+i sin a)cos(n+ 1)h− 1 + i sin(n+ 1)h
cosh− 1 + i sinh = (cos a+i sin a)sin n+1

2 h
sin h

2
·− sin n+1

2 h+ i cos n+1
2 h

− sin h
2 + i cos h2

=

= sin n+1
2 h

sin h
2

cos
(
a+ nh

2

)
+ isin

n+1
2 h

sin h
2

sin
(
a+ nh

2

)
:
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ïÔÓÀÄÁ
n∑

k=0
cos(a+ kh) = sin n+1

2 h
sin h

2
cos

(
a+ nh

2

)
;

n∑

k=0
sin(a+ kh) = sin n+1

2 h
sin h

2
sin

(
a+ nh

2

)
:

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÕÔÅÍ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ

sin h2

n∑

k=0
cos(a+ kh) É sin h2

n∑

k=0
sin(a+ kh):

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÕÍÍ.

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ,
Ç. òÑÚÁÎØ.



óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

÷ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÄÅÒÎÉÚÁÃÉÉ ÐÏÎÑÔÉÊÎÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ
ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ. þÁÓÔØ 1

÷. í. éÍÁÊËÉÎ

÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÓÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ××ÅÓÔÉ × ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÓ×ÏÅÎÉÅ ÒÑÄÁ
ÎÏ×ÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ (ÓÀÄÁ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÍ É ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÕ). üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÆÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ×ÉÄÅÎÉÑ
ÐÒÏÃÅÓÓÏ× É ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÉÍÉ. éÎÎÏ×ÁÃÉÏÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ××ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÔÅÍ, ÞÔÏ:

• ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÚÎÁÎÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÎÁÕË É ÐÒÁËÔÉË", ÓÍ. [1, Ó.24].

• ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÍÏÎÏÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÎÏ×ÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ, ÐÏ-
ÌÉÐÒÅÄÍÅÔÎÙÍÉ, ÏÂÌÅÇÞÁÀÝÉÍÉ \ÒÁÂÏÔÕ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÄÅÔÅÊ × ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ
ÐÒÏÂÌÅÍ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ É ÐÏÐÙÔËÉ ËÕÌØÔÉ×ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÙ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ" (ÔÁÍ ÖÅ).

• éÈ ÏÓ×ÏÅÎÉÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÕÞÅÂÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.

• üÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÒÁÎÓÌÉÒÕÀÔÓÑ × ÕÞÅÂÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÔÁÐÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÁÕËÉ,
Ô.Å. ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÔÕÁÌØÎÙÍÉ É ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÒÅÁÌØÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

÷ ÒÁÍËÁÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ \óÅ×ÅÒÏ-úÁÐÁÄÎÙÊ ÏËÒÕÇ | ÎÁÕÞÎÏÅ ÂÕÄÕÝÅÅ òÏÓÓÉÉ: ÷ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Ï
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ (ÐÒÁËÔÉËÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ) ÎÁÕËÉ ÎÁ ÔÅÒÒÉÔÏÒÉÉ óúáï É ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÉÅ
ÔÉÐÙ ÚÁÎÑÔÏÓÔÉ ÍÏÌÏÄÅÖÉ" ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ \ðÏ×ÙÛÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ, ÕÐÒÁ×ÌÅÎÞÅÓËÏÊ, ÄÉÄÁËÔÉËÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ"
É ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÷, [1, Ó.27].

÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ ÏÐÉÓÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ | ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ |
É ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÒÅÄÎÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ.

1. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ

÷ ÏÂÝÉÈ ÞÅÒÔÁÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÌÉ ÆÁÚÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ
ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, Ô.Å. ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ. úÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÍ, ÉÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÑ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ; ÉÎÏÇÄÁ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÎÅÑ×ÎÙÍ. úÎÁÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÚÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ, × ÐÒÉÎÃÉÐÅ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ, ÏÓÔÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ Ü×ÏÌÀÃÉÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ.
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÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÅÊÓÑ
ÏÔÒÁÓÌØÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÉÚÄÁÎÉÉ ÷éîéôé \éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ. (æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ)" ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÐÅÒ×ÙÅ 4 ÔÏÍÁ.
ïÄÎÁ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÉÓÁÎÁ ×
[2, Ó.179].

ëÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÐÏÎÑÔÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

1.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
Á) òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÅÌÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v. óÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ x(t), ÇÄÅ t | ×ÒÅÍÑ, x(t) | ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
ÔÅÌÁ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x(t) =
x0 + vt, ÇÄÅ x0 | ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÌÁ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ
ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÏÒÏÓÔØ v, Á ÔÁËÖÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÅÌÁ mv2=2, ÇÄÅ m |
ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÁ.

âÏÌØÛÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÛËÏÌØÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÔÅÌ. ðÕÓÔØ ÔÅÌÁ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ v1, v2. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ x1(t), x2(t),
ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÉÈ ÔÅÌ × ÍÏÍÅÎÔ t ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁ-
ËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ x1(t) = x01 + v1t, x2(t) = x02 + v2t, ÇÄÅ x01, x02 |
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÅÌ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ ××ÏÄÑÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ËÏÇÄÁ ÄÅÔÉ ÎÅ ×ÌÁÄÅÀÔ ÐÏ-
ÎÑÔÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. úÁÄÁÞÉ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ
ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ×ÓÔÒÅÞÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌ É ÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌ × ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÂÌÉÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÔÅÌ. îÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ
ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ É ÐÒÏ×ÅÓÔÉ
ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ×ÓÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ìÅÇËÏ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ÓËÏÒÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ 62 ËÍ/Þ, ÄÏ-
ÇÏÎÑÅÔ ÇÒÕÚÏ×ÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÓËÏÒÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ 47 ËÍ/Þ. þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÎÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ×ÁÑ Á×ÔÏÍÁÛÉÎÁ ÄÏÇÏÎÉÔ ÇÒÕÚÏ×ÕÀ, ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÙÌÏ 60 ËÍ? (ÓÍ. [3], ÓÔÒ. 381, ÚÁÄÁÞÁ 1330).

òÅÛÅÎÉÅ 1. ÷×ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÒÑÍÕÀ), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÓÔÏÍ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÄÉÎÉÃÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 1 ËÍ. ðÕÓÔØ t | ×ÒÅÍÑ, ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÅ ÏÔ
ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ × ÞÁÓÁÈ. ôÏÇÄÁ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÁË x1(t) = 62t, ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ËÁË x2(t) = 60+47t. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ô , ËÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ×ÁÑ
ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÇÏÎÉÔ ÇÒÕÚÏ×ÕÀ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 62ô = 60+47ô , ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ: ô = 4(Þ),
É ÌÅÇËÏ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏÊÄÅÔ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ 62 · 4 = 228(ËÍ). ïÔ×ÅÔ: ÌÅÇËÏ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÇÏÎÉÔ
ÇÒÕÚÏ×ÕÀ ÞÅÒÅÚ 4 ÞÁÓÁ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÐÒÏÊÄÑ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ 228 ËÍ.

òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÏÓÉÔ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Ô.Å. ÚÁÄÁÞÕ
ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ×ÙÂÒÁ× ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ
ÔÅÌ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÏÇÕÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÂÅ-
ÒÅÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÅ, ÇÄÅ × ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ ÇÒÕÚÏ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, Á
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕ-
ÚÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË x2(t) = −47t, Á ÌÅÇËÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ËÁË x1(t) = 60−62t. ÷ ÍÏÍÅÎÔ
ô ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ −47ô = 60 − 62ô , ÏÔËÕÄÁ ô = 4(Þ), x1(ô ) = −228(ËÍ). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ, É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÉÓÞÅÚÁÀÔ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÁ
ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÈÏÄ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ× ÔÁ-
ËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÁÖÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ | ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É
ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ××ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÈÏÄ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÈÏÄ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ
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ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÓÔÏÑÝÉÅ ÚÁ ÔÁËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÄÅÁÌÉÚÁÃÉÉ É ×Ù×ÏÄÉÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÄÅÌÉ
É ÔÉÐÁ ÍÏÄÅÌÉ (ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ).

Â) úÁÄÁÞÉ ÎÁ ×ÔÅËÁÎÉÅ É ×ÙÔÅËÁÎÉÅ ×ÏÄÙ ÉÚ ÂÁÓÓÅÊÎÁ
ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ, ÞÔÏ É ÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-

ÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÍÏÍ ×ÏÄÙ ×
ÂÁÓÓÅÊÎÅ É ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ. ïÂßÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, Á
ÒÁÓÈÏÄ ×ÏÄÙ | ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ. éÚ ÇÏÒÑÞÅÇÏ ËÒÁÎÁ ×ÁÎÎÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ 23 ÍÉÎÕÔÙ, ÉÚ ÈÏÌÏÄÎÏÇÏ | ÚÁ 17 ÍÉÎ.
óÎÁÞÁÌÁ ÏÔËÒÙÌÉ ÇÏÒÑÞÉÊ ËÒÁÎ. þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÎÁÄÏ ÏÔËÒÙÔØ ÈÏÌÏÄÎÙÊ, ÞÔÏÂÙ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ
ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÁÎÎÙ ÇÏÒÑÞÅÊ ×ÏÄÙ ÎÁÌÉÌÏÓØ × 1,5 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÏÌÏÄÎÏÊ? (ÓÍ. [4], ÓÔÒ. 213,
ÚÁÄÁÞÁ 196).

òÅÛÅÎÉÅ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÇÏÒÑÞÅÊ
É ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÈÏÌÏÄÎÏÊ ×ÏÄÙ × ×ÁÎÎÅ, Á ÔÁËÖÅ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÇÏÒÑÞÅÊ É ÈÏÌÏÄÎÏÊ
×ÏÄÙ. úÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÉÍÅÍ ÏÂßÅÍ ×ÁÎÎÙ. ôÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÇÏÒÑÞÅÊ
×ÏÄÙ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË 1/23, Á ÈÏÌÏÄÎÏÊ ËÁË 1/17, ÇÄÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ × ÍÉÎÕÔÁÈ. îÁÞÉÎÁÅÍ
ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÔËÒÙ×ÁÎÉÑ ÇÏÒÑÞÅÇÏ ËÒÁÎÁ. úÁËÏÎ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÇÏÒÑÞÅÊ ×ÏÄÙ
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË V1(t) = (1=23)t. ðÕÓÔØ ÈÏÌÏÄÎÕÀ ×ÏÄÕ ÎÁÄÏ ÏÔËÒÙÔØ ÞÅÒÅÚ ô ÍÉÎÕÔ. ôÏÇÄÁ
ÚÁËÏÎ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÈÏÌÏÄÎÏÊ ×ÏÄÙ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË V2(t) = (1=17)(t− ô ) ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÒÅÍÅÎÉ,
ÎÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÞÅÍ ô . ðÕÓÔØ ë | ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÁÎÎÙ. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1=23)ë + (1=17)(ë − ô ) = 1 (∗). ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÓÔÕÐÉÌÏ (1=23)ë ÇÏÒÑÞÅÊ É
(1=17)(ë − ô ) ÈÏÌÏÄÎÏÊ ×ÏÄÙ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, (1=23)ë = 1; 5(1=17)(ë − ô ) (∗∗). òÅÛÁÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (*) É (**), ÎÁÈÏÄÉÍ, ô = 7(ÍÉÎ), ë = 69=5(ÍÉÎ). ïÔ×ÅÔ: ÞÅÒÅÚ 7 ÍÉÎÕÔ.

×) äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. úÁÐÒÅÝÅÎÎÙÅ É ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. õÞÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×
ÓÉÓÔÅÍÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ \ÆÏÌØËÌÏÒÎÙÈ" ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÏ ×ÈÏÄÑÔ × ÏÌÉÍ-
ÐÉÁÄÎÙÅ ÓÂÏÒÎÉËÉ; ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ËÁË ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÍÅËÁÌËÕ, ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ
ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÒÅÂÅÎËÁ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ. õÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ××ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ××ÅÓÔÉ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ
ÚÁÄÁÞÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÕÓÌÏ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÉ. ï ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ × ËÎÉÇÅ [5], ÇÌÁ×Á 1.

ðÅÒ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | Ï ÐÅÒÅ×ÏÚÅ ÍÕÖÉËÏÍ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ × ÌÏÄËÅ ×ÏÌËÁ, ËÏÚÙ É ËÁÐÕÓÔÙ. ÷ ÌÏÄËÅ
ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÅÓÔÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÕÖÉË ÐÌÀÓ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ. ÷ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÍÕÖÉËÁ ×ÏÌË ÓßÅÓÔ
ËÏÚÕ, Á ËÏÚÁ ÓßÅÓÔ ËÁÐÕÓÔÕ. íÕÖÉËÕ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÐÒÁ×ÉÔØ ×ÓÅÈ ÂÅÚ ÐÏÔÅÒØ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ
ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

áÂÓÔÒÁÇÉÒÕÅÍÓÑ ÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÏÇÒÕÚËÉ × ÌÏÄËÕ É ×ÙÇÒÕÚËÉ ÉÚ ÎÅÅ, É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÔÏÌØËÏ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÏÇÒÕÚËÁ/ÒÁÚÇÒÕÚËÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÏÔ-
ÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁÞ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÔÅÞÅÎÉÅ
×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÌÉÛØ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ: 1, 2, 3, ... ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ.

óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÕÖÉË (í), ×ÏÌË (÷), ËÏÚÁ (ëÏ) É
ËÁÐÕÓÔÁ (ëÁ) × ÌÏÄËÅ É ÐÏ ÂÅÒÅÇÁÍ ÒÅËÉ. ôÁËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÊ
ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÏËÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ, ÐÒÁ×ÁÑ
ÞÁÓÔØ | ËÔÏ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ, ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ | ËÔÏ × ÌÏÄËÅ. éÔÁË, ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÛÅÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ:

í ÷ ëÏ ëÁ | |
òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ×ÅÄÕÝÕÀ Ë ÖÅÌÁÅÍÏÍÕ
ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ

| | í ÷ ëÏ ëÁ

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÌÏÄËÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ÐÁÓÓÁÖÉÒÏ×, Ô.Å. × ÓÒÅÄ-
ÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÏËÉ ÎÅÌØÚÑ ÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ÚÎÁËÏ×; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÁÓÓÁÖÉÒÏ× ÌÏÄËÉ
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ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÕÖÉË. ÷ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ:

ëÁ | í ÷ ëÏ |
í ëÏ | ÷ ëÁ |

äÁÌÅÅ, ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÇÄÅ ÂÅÚ ÍÕÖÉËÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ÏÓÔÁÀÔÓÑ
×ÏÌË É ËÏÚÁ, ÉÌÉ ËÏÚÁ É ËÁÐÕÓÔÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

÷ ëÏ | í ëÁ |
| ÷ í | ëÏ ëÁ

| ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ÷ÓÅ ÎÅÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ. õÔÏÞ-
ÎÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ: ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ × ËÏÎÅÞÎÏÅ. úÁÐÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

÷ÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÃÉÔÉÒÕÅÍ ÐÏ [6] (ÓÔÒ. 3, ÚÁÄÁÞÁ 4). éÚ ÂÏÞËÉ ×ÉÎÁ ÐÅÒÅÌÉÌÉ ÌÏÖËÕ ÅÇÏ ×
(ÎÅÐÏÌÎÙÊ) ÓÔÁËÁÎ Ó ÞÁÅÍ. á ÐÏÔÏÍ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÌÏÖËÕ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ) ÓÍÅÓÉ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÁ | ÏÂÒÁÔÎÏ
× ÂÏÞËÕ. ôÅÐÅÒØ É × ÂÏÞËÅ, É × ÓÔÁËÁÎÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂßÅÍ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ (×ÉÎÁ
× ÓÔÁËÁÎÅ, ÞÁÑ × ÂÏÞËÅ). çÄÅ ÏÂßÅÍ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ: × ÓÔÁËÁÎÅ ÉÌÉ × ÂÏÞËÅ?

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ, ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
| ÐÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÖÉÄËÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÉÄÁ × ÂÏÞËÅ,
ÓÔÁËÁÎÅ É ÌÏÖËÅ; ÜÔÏ ÓÎÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ.

òÅÛÅÎÉÅ 1. úÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÉÍÅÍ ÌÏÖËÕ.
íÏÍÅÎÔ 1. ïÂßÅÍ ×ÉÎÁ × ÂÏÞËÅ | â, × ÓÔÁËÁÎÅ | ó, × ÌÏÖËÅ | 0. (äÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÒÅÄÎÉÈ

ËÌÁÓÓÏ× ÎÁÄÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ â É ó ÍÏÇÕÔ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÒÏÂÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÌÑ
ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× | ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ).

äÅÊÓÔ×ÉÅ 1. éÚ ÂÏÞËÉ ÂÅÒÕÔ ÌÏÖËÕ ×ÉÎÁ.
íÏÍÅÎÔ 2. âÏÞËÁ: â-1 (×ÉÎÏ), ÌÏÖËÁ: 1 (×ÉÎÏ), ÓÔÁËÁÎ: ó (ÞÁÊ).
äÅÊÓÔ×ÉÅ 2. ìÏÖËÕ ×ÉÎÁ ×ÙÌÉ×ÁÀÔ × ÓÔÁËÁÎ Ó ÞÁÅÍ.
íÏÍÅÎÔ 3. âÏÞËÁ: â-1 (×ÉÎÏ), ÌÏÖËÁ: 0, ÓÔÁËÁÎ: ó (ÞÁÊ) + 1 (×ÉÎÏ).
äÅÊÓÔ×ÉÅ 3. éÚ ÓÔÁËÁÎÁ ÂÅÒÕÔ ÌÏÖËÕ ÓÍÅÓÉ. ðÕÓÔØ × ÎÅÅ ÐÏÐÁÌÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï è ×ÉÎÁ, ÔÏÇÄÁ ÞÁÑ

× ÌÏÖËÅ 1-è.
íÏÍÅÎÔ 4. âÏÞËÁ: â-1 (×ÉÎÏ), ÌÏÖËÁ: è (×ÉÎÏ) + (1-è) (ÞÁÊ), ÓÔÁËÁÎ: ó - (1-è) (ÞÁÊ) + (1-è)

(×ÉÎÏ).
äÅÊÓÔ×ÉÅ 4. ìÏÖËÕ ÓÍÅÓÉ ×ÙÌÉ×ÁÀÔ × ÂÏÞËÕ Ó ×ÉÎÏÍ.
íÏÍÅÎÔ 5. âÏÞËÁ: (â-1+è) (×ÉÎÏ) + (1-è) (ÞÁÊ), ÌÏÖËÁ: 0, ÓÔÁËÁÎ: ó - (1-è) (ÞÁÊ) + (1-è)

(×ÉÎÏ).
íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÂÏÞËÅ 1-è ÞÁÑ, Á × ÓÔÁËÁÎÅ 1-è ×ÉÎÁ, Ô.Å. ÏÂßÅÍÙ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÖÉÄËÏÓÔÅÊ

ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ. õ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ | ÏÂÝÉÊ ÏÂßÅÍ
ÖÉÄËÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ×Ï ×ÓÅ ÍÏÍÅÎÔÙ 1-5.

òÅÛÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
1-4, É ×ÓÅÇÏ Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ (Ô.Å. ÍÏÍÅÎÔÙ 1 É 5). ðÒÉ ÔÁËÏÍ
×ÚÇÌÑÄÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÅÝÅ Ä×Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ | ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÏÂßÅÍ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÂÏÞËÅ
É ÏÂßÅÍ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÓÔÁËÁÎÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍÙ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÖÉÄËÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÙ.

Ç) òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ×ÙÑÓÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ É ËÁËÏ× ÚÁËÏÎ ÅÅ Ü×ÏÌÀÃÉÉ. úÁÄÁÞÉ ç.1 { ç.6 ÓÍ. × [6], ÎÏÍÅÒÁ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 5, 10, 17, 20, 57, 61; ç.7 | × [7], ÓÔÒ. 44, ÎÏÍÅÒ 7; ç.8 { ç.10 | × [8], ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÓÔÒ. 52, ÎÏÍÅÒ 9, ÓÔÒ. 55, ÎÏÍÅÒÁ 16, 17.

ç.1. éÚ á × ÷ É ÉÚ ÷ × á ÎÁ ÒÁÓÓ×ÅÔÅ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ) ×ÙÛÌÉ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (ÐÏ ÏÄÎÏÊ
ÄÏÒÏÇÅ) Ä×Å ÓÔÁÒÕÛËÉ. ïÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × ÐÏÌÄÅÎØ, ÎÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ, Á ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÁ
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ÉÄÔÉ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, É ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÉÛÌÁ (× ÷) × 4 ÞÁÓÁ ÄÎÑ, Á ×ÔÏÒÁÑ (× á) × 9 ÞÁÓÏ× ×ÅÞÅÒÁ.
÷ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÕ ÂÙÌ × ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ÒÁÓÓ×ÅÔ?

ç.2. õÌÉÔËÁ ÚÁ ÄÅÎØ ÚÁÌÅÚÁÅÔ ××ÅÒÈ ÐÏ ÓÔÏÌÂÕ ÎÁ 3 ÓÍ, Á ÚÁ ÎÏÞØ, ÕÓÎÕ×, ÎÅÞÁÑÎÎÏ ÓÐÕÓËÁÅÔÓÑ
ÎÁ 2 ÓÍ. ÷ÙÓÏÔÁ ÓÔÏÌÂÁ 10 Í., Á ÎÁ×ÅÒÈÕ ÌÅÖÉÔ ×ËÕÓÎÁÑ ÄÌÑ ÕÌÉÔËÉ ËÏÎÆÅÔÁ. þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ
ÕÌÉÔËÁ ÅÅ ÄÏÓÔÁÎÅÔ?

ç.3. ïÔ ÇÏÒÏÄÁ á ÄÏ ÇÏÒÏÄÁ ÷ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 40 ËÍ. ä×Á ×ÅÌÏÓÉÐÅÄÉÓÔÁ ×ÙÅÈÁÌÉ ÉÚ á É ÉÚ ÷
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÏÄÉÎ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 10 ËÍ × ÞÁÓ, Á ÄÒÕÇÏÊ | 15 ËÍ × ÞÁÓ.
íÕÈÁ ×ÙÌÅÔÅÌÁ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÉÚ á ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 100 ËÍ × ÞÁÓ, ÄÏÌÅÔÅÌÁ ÄÏ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÓÅÌÁ ÅÍÕ ÎÁ ÌÏÂ
É ÐÏÌÅÔÅÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ, ÓÅÌÁ ÅÍÕ ÎÁ ÌÏÂ, ×ÅÒÎÕÌÁÓØ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ ÏÎÉ ÎÅ
ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ ÌÂÁÍÉ É ÎÅ ÒÁÚÄÁ×ÉÌÉ ÉÍÉ ÍÕÈÕ. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏÍÅÔÒÏ× ÏÎÁ ÐÒÏÌÅÔÅÌÁ ×ÓÅÇÏ?

ç.4. éÍÅÑ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ ÏÂßÅÍÏÍ 5 ÌÉÔÒÏ× É 3 ÌÉÔÒÁ, ÏÔÍÅÒØ ÏÄÉÎ ÌÉÔÒ (ÐÏÌÕÞÉ ÅÇÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ
ÓÏÓÕÄÏ×).

ç.5. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (È; Õ) ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: (x = cos(2t); y =
sin(3t)), (x = t3 − 3t; y = t4 − 2t2).

ç.6. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r ËÁÔÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 (ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ).
îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ×ÓÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÁÔÑÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÜÔÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÏÊ) ÐÒÉ r = 1=3, ÐÒÉ r = 1=4, ÐÒÉ r = 1=n, ÐÒÉ r = 1=2.

ç.7. éÇÒÁ \þÅÈÁÒÄÁ". ÷ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. ïÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ×
ÞÅÈÁÒÄÕ, Ô.Å. ÐÒÙÇÁÀÔ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ËÕÚÎÅÞÉË á ÐÒÙÇÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÷,
ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÙÖËÁ ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÷ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÞÔÏ É ÄÏ ÐÒÙÖËÁ, É, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ
ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÙÖËÏ× ÏÄÉÎ ÉÚ ËÕÚÎÅÞÉËÏ× ÐÏÐÁÓÔØ × ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ
×ÅÒÛÉÎÕ?

ç.8. ï×ÞÁÒËÁ ÐÏÇÎÁÌÁÓØ ÚÁ ÌÉÓÏÊ, ËÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 99 Í. óËÁÞÏË ÌÉÓÙ 1,1
Í, ÓËÁÞÏË Ï×ÞÁÒËÉ 2,2 Í. ëÏÇÄÁ Ï×ÞÁÒËÁ ÄÅÌÁÅÔ 19 ÓËÁÞËÏ×, ÌÉÓÁ ÄÅÌÁÅÔ 29 ÓËÁÞËÏ×. óËÏÌØËÏ
ÍÅÔÒÏ× ÐÒÏÓËÁÞÕÔ ÏÎÉ, ÐÏËÁ Ï×ÞÁÒËÁ ÄÏÇÏÎÉÔ ÌÉÓÕ?

ç.9. ôÒÉ ×ÅÌÏÓÉÐÅÄÉÓÔÁ ÎÁÞÁÌÉ Ó ÏÂÝÅÇÏ ÓÔÁÒÔÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÄÏÒÏÖËÅ. ðÅÒ×ÙÊ
ÄÅÌÁÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ËÒÕÇ ÚÁ 21 ÍÉÎ, ×ÔÏÒÏÊ ÚÁ 35 ÍÉÎ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÚÁ 15 ÍÉÎ. þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ
ÏÎÉ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏËÁÖÕÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ?

ç.10. åÖÅÄÎÅ×ÎÏ ïÎ ÐÏÄÈÏÄÉÌ Ë ÇÏÒÏÄÓËÉÍ ÞÁÓÁÍ ÒÏ×ÎÏ × 19.00. ïÎÁ ÖÅ ÐÏÑ×ÌÑÌÁÓØ ÐÏÞÔÉ
×ÓÅÇÄÁ × ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ 19.00 É 20.00, ËÏÇÄÁ ×ÏÏÂÒÁÖÁÅÍÁÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ
ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ É ÍÉÎÕÔÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÂÙ ÎÁ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÅ ÞÅÒÅÚ ÃÉÆÒÕ
6. ÷ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÑ×ÌÑÌÁÓØ ïÎÁ?

1.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÆÉÚÉËÉ
áÎÁÌÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÁ [9], ÒÁÚÄÅÌ \íÅÈÁÎÉËÁ", ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÕÐÒÁÖ-

ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

Á) ëÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
÷ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ ÐÏ ËÉÎÅÍÁÔÉËÅ ÚÁËÏÎÙ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÄÁÎÙ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ, É ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÎÁ-

ÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÔÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÞÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ × ÄÒÕÇÕÀ. äÌÑ
ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÚÁÄÁÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2, �2 (ÓÔÒ. 28). ðÏ Ä×ÕÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÙÍ ÐÕÔÑÍ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ä×ÉÖÕÔÓÑ Ä×Á ÐÏÅÚÄÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ 72 ËÍ/Þ É 102 ËÍ/Þ. äÌÉÎÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÅÚÄÁ 900 Í, ×ÔÏÒÏÇÏ 140 Í. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÄÉÎ ÐÏÅÚÄ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÍÉÍÏ ÄÒÕÇÏÇÏ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÞÅÔÙÒÅÈ
ÔÏÞÅË: ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÅÚÄÁ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÕÄÁÞÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÚÁ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ
ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ × ÔÏÞËÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÐÏÅÚÄÏ×, É ×ÒÅÍÑ ÎÁÞÎÅÍ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÔØ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. ïÄÉÎ
ÐÏÅÚÄ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÍÉÍÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÃÏ× ÐÏÅÚÄÏ×.
îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÅÚÄÁ. ðÕÓÔØ È1
| ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÎÃÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÅÚÄÁ, È2 | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÎÃÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÅÚÄÁ. úÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ x1(t) = −900 + 20t, x2(t) = 140 − 28; 3t, ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ × ÍÅÔÒÁÈ, ×ÒÅÍÑ
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× ÓÅËÕÎÄÁÈ, É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÞÉÔÁÎÙ ÉÚ ËÍ/Þ × Í/ÓÅË. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ
ÉÓËÏÍÏÅ ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 21,5 ÓÅË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2, �3 (ÓÔÒ. 28). ëÁËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÄÙ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÏÂÝÉÔØ ÍÏÔÏÒ
ËÁÔÅÒÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÞÅÎÉÑ ÒÅËÉ, ÒÁ×ÎÏÊ 2 Í/Ó, ËÁÔÅÒ Ä×ÉÇÁÌÓÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ Ë
ÂÅÒÅÇÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 3,5 Í/Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÅÇÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÏÄÎÕ | Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÂÅÒÅÇÏÍ, ×ÔÏÒÕÀ | Ä×ÉÖÕ-
ÝÕÀÓÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÏÄÏÊ. ÷ÒÅÍÑ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÒÁ, × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ, ÏÔËÕÄÁ
ËÁÔÅÒ ÎÁÞÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÅ; ÓÍ. ÒÉÓ. 1.

2
x

1
x

1
r

2
r

2
x

2
r

1
x

1
r

))(),((
21

txtx

))(),((
21

trtr

òÉÓ. 1.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÏÂÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÌÅ×Á | × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÓÐÒÁ-
×Á | ÓÐÕÓÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ t. îÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÖÕÝÁÑÓÑ
ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1(t); È2(t)) × ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ É (r1(t); r2(t)) ×
Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÓÉÓÔÅÍÅ. üÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ r1(t) = x1(t) − 2t, r2(t) = È2(t).
úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÁÔÅÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÎ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. úÁËÏÎ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x1(t) = 0, È2(t) = 3; 5t. ðÏÄÓÔÁ×É×
ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁÔÅÒÁ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: r1(t) = −2t, r2(t) = 3; 5t. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÁÔÅÒÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (−2; 3; 5), ÓÍ. ÒÉÓ. 2.
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ðÒÏÓÔÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÒÉ-
ÍÅÒÎÏ 4 Í/ÓÅË, Á ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 60 ÇÒÁÄÕÓÏ× Ë ÂÅÒÅÇÏ×ÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÐÒÏÔÉ×
ÔÅÞÅÎÉÑ ÒÅËÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÔÅËÓÔÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÏ× ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁË ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓ×ÁÉ×ÁÔØ
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ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

Â) äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÁ \äÉÎÁÍÉËÁ" ÐÒÉ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÉÌÙ. ðÒÉ ÒÅ-

ÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁËÏÎ
Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6, �9 (ÓÔÒ. 77). îÁÊÄÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÁÇÏÎÁ, Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÐÏ ÚÁËÒÕÇÌÅÎÉÀ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 98 Í, ÅÓÌÉ ÛÁÒ, ÐÏÄ×ÅÛÅÎÎÙÊ ÎÁ ÎÉÔÉ Ë ÐÏÔÏÌËÕ ×ÁÇÏÎÁ, ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ
ÎÁ ÕÇÏÌ 45 ÇÒÁÄÕÓÏ× ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ. ó ËÁËÏÊ ÓÉÌÏÊ ÎÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÛÁÒ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÁÓÓÁ 10 ËÇ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó
úÅÍÌÅÊ, ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ | ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÒÕÇÏ×ÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ v ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R. ôÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ Ë ÃÅÎ-
ÔÒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÒÁ×ÎÏÅ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ Á = v2=R. üÔÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÌ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë ÔÅÌÕ, ÓÍ. ÒÉÓ. 3.
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îÁ ÔÅÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÌÁ ÔÑÖÅÓÔÉ É ÓÉÌÁ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ÎÉÔÉ ô, ÐÏËÁÚÁÎÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÉÌÙ ÎÁÔÑÖÅ-
ÎÉÑ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ
ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÉÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ mg, Á
ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ × 45 ÇÒÁÄÕÓÏ× ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÒÁ×ÎÁ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ mg. üÔÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅË-
ÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÓÅÈ ÓÉÌ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÔÅÌÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÅÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ
am. ïÔÓÀÄÁ a = g = v2=R. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ v. ïÔ×ÅÔ ÎÁ
×ÔÏÒÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

×) úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÁ. îÅÑ×ÎÙÊ ÚÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ
ðÏÌÎÏÍÁÓÛÔÁÂÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÉ ËÁË ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÞÅÎØ

ÒÁÚ×ÉÔÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓ×ÏÉÔØ × ÒÁÍËÁÈ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÁ × ÔÏÎËÏÍ ÍÅÔÁÌÌÉ-
ÞÅÓËÏÍ ÓÔÅÒÖÎÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÐÙÔ ÏÐÉÓÁÎ × ÕÞÅÂÎÉËÅ [10], ÐÁÒÁÇÒÁÆ 4. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÇÒÅÔÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÍÐÅ-
ÒÁÔÕÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÓÔÅÒÖÎÑ
ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ (ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ ÎÁÇÒÅ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ó×ÅÞ-
ËÅ, Á ÄÒÕÇÏÊ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÅÐÌÏÏÔ×ÏÄÑÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô.Å. ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÙ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÒÁÅ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÅÐÌÏÐÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÏÐÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÜÔÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÔÏÒÏÍÕ-ÔÒÅÔØÅÍÕ ËÕÒÓÕ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ× ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ
ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ

ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÍÁËÒÏÓËÏÐÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÂßÅÍÁ, ÄÁ×ÌÅÎÉÑ É ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÙ ×
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ÓÌÕÞÁÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÚÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× É ÍÏÖÅÔ ÓÞÉ-
ÔÁÔØÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÉÓÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ;
ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ | ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ
ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Ô.Å. ÚÁËÏÎ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÑ×ÎÙÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÏ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÇÁÚÏ×ÙÈ ÚÁËÏÎÁÈ), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÏÐÒÁ×ÄÁÎ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÁË Ë ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Ó
ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ | ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔÙ.

ðÒÉÍÅÒ (ÓÍ. [9], ÇÌÁ×Á 10). âÁÌÌÏÎ ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ 0,02 Í3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÏÚÄÕÈ ÐÏÄ ÄÁ-
×ÌÅÎÉÅÍ 4 · 105 ðÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ Ó ÂÁÌÌÏÎÏÍ ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ 0,06 Í3, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÚÄÕÈ ×ÙËÁÞÁÎ.
ôÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. îÁÊÔÉ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ, ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÅÅÓÑ × ÓÏÓÕÄÁÈ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ v1 = 0; 02Í3, v2 = 0; 06Í3, p1 = 4 · 105ðÁ, ô | ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ × ÐÅÒ×ÏÍ
ÂÁÌÌÏÎÅ. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ | (v1; p1; ô ), ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | (v1 +v2; p2; ô ), ÇÄÅ p2
| ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ô ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ,
ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁËÏÎÏÍ âÏÊÌÑ-íÁÒÉÏÔÔÁ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ
ÄÁ×ÌÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: p1 · v1 = p2(v1 + v2), ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ p2 (ÏÔ×ÅÔ: 105 ðÁ).

ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÚÁÄÁÞÁÍ ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÁÇÒÅÇÁÔÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×Á.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÍÎÏÇÉÅ ÈÉ-
ÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÒÁÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ×ÅÝÅÓÔ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ
ÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÁËÃÉÊ. ÷ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ×ÉÄ ÒÅÁËÃÉÉ
É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÔÏÍÎÙÈ ×ÅÓÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÒÅÁËÃÉÉ. îÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÁÒ (×ÅÝÅÓÔ×Ï, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×Á) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
×ÅÝÅÓÔ×, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÒÅÁËÃÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÅÁËÃÉÉ.
òÁÓÞÅÔÙ ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÁÓÓÙ É ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ× ×ÅÝÅÓÔ× × ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÁÔÏÍÎÙÍ ×ÅÓÁÍ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÉ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 29 ÉÚ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ [11].

2. íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ

îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÕÞÉÔÅÌÀ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁ-
ÕÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ, ×ÌÁÄÅÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÖÅÌÁÀÝÅÍÕ ××ÅÓÔÉ ÅÇÏ × ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÕÞÅÎÉËÁÍ 5, 6, 7... ËÌÁÓÓÁ: \íÙ
Ó ×ÁÍÉ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ
ÛËÏÌÙ". ðÒÁËÔÉËÁ ××ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ
ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÁËÃÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÏÓ×ÏÅÎÉÉ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ.

ôÁË, × ÓÒÅÄÎÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÞ | ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ
×ÉÄÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÚÁÄÁÞÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁ ÎÁÂÏÒ ÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÁ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ É Ô.Ð. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ É ÖÅÌÁÔÅÌØÎÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÂÏÒËÉ ÚÁÄÁÞ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÁËÔÕÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ | ÎÅ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ, Á ËÁË ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÎÁÞÉÍÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÑ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ ÈÏÒÏÛÅÊ
ÐÏÄÂÏÒËÅ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÁËÔÕÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ×ÉÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÌÉ-
ÎÅÊÎÕÀ (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ), ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ
ÔÏÞËÉ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ (ÏÓÔÙ×ÁÎÉÅ ÎÁÇÒÅÔÏÇÏ ÔÅÌÁ) É Ô.Ð. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÁË-
ÔÕÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ËÁË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÚÁÐÉÓÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒ-
ÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ (v; p; T ).

÷ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-
ÎÙÅ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÑÓÎÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ.
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ðÏÎÑÔÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ. ðÏÌÉÐÒÅÄÍÅÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÍÙ
ÐÏÎÉÍÁÅÍ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓË×ÏÚØ ÐÒÉÚÍÕ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÞÅÎØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÏÇÒÏÍÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ | ÆÉÚÉ-
ËÉ, ÈÉÍÉÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ É ÇÅÏÇÒÁÆÉÉ | É ×ÙÑ×ÌÑÔØ, ÇÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÅ ÚÎÁÎÉÅ, Á ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-
ÌÁÔØ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÒÅ ÏÓÏÚÎÁÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.
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ÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ.
æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.
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ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ
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