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ïÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù

àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÁÑ ÒÅÇÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ
á. à. ü×ÎÉÎ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÏÊ ÒÅÇÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ 2005{2008 ÇÇ. ÄÌÑ
ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× ×ÕÚÏ× þÅÌÑÂÉÎÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

÷ 2004{2008 ÇÇ. × þÅÌÑÂÉÎÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÌÑ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× ÐÒÏ×ÏÄÉÌÁÓØ àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÁÑ ÒÅ-
ÇÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ. å£ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÌÉÓØ çÌÁ×ÎÏÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É óÏ×ÅÔ
ÒÅËÔÏÒÏ× ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ þÅÌÑÂÉÎÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-
ÎÏ ÎÁ ÔÒ£È ÐÌÏÝÁÄËÁÈ | × àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÏÍ, þÅÌÑÂÉÎÓËÏÍ É íÁÇÎÉÔÏÇÏÒÓËÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ. ÷ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÄ ÐÒÉÎÉÍÁÌÏ ÕÞÁÓÔÉÅ ÏÔ 500 ÄÏ 700
ÕÞÁÝÉÈÓÑ | ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ× ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÊ É ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÊ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ 2004 Ç. ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÓÔÁÔØÅ
÷ÏÒÏÎÉÎ, ó. í. àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÁÑ ÒÅÇÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ / ó. í. ÷ÏÒÏÎÉÎ, ÷. é.

úÁÌÑÐÉÎ, á. à. ü×ÎÉÎ == íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ. { 2004. { 8. { ó. 51{53.
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ | ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 2005{2008 ÇÇ.

õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ

2005 ÇÏÄ

1. òÅÛÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
x · 2x 6 x(4− x) + 3(2x − 1):

2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ

y = 2arctg(x7−5x5+x3)

ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [−2; 2].
3. 1) ðÕÓÔØ a(n) | ÐÒÏÃÅÎÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ ÐÏ ÍÉÛÅÎÉ ÂÉÁÔÌÏÎÉÓÔËÉ A, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ,

ËÁË ÏÎÁ ÓÄÅÌÁÌÁ n ×ÙÓÔÒÅÌÏ× Ó ÎÁÞÁÌÁ ÓÅÚÏÎÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n1 É n2 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n1 < n2 É a(n1) < 75 % < a(n2). ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ
a(n) = 75 %?

2) ðÕÓÔØ b(n) | ÐÒÏÃÅÎÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ ÐÏ ÍÉÛÅÎÉ ÂÉÁÔÌÏÎÉÓÔËÉ B, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ,
ËÁË ÏÎÁ ÓÄÅÌÁÌÁ n ×ÙÓÔÒÅÌÏ× Ó ÎÁÞÁÌÁ ÓÅÚÏÎÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k1 É k2 ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á k1 < k2 É b(k1) > 75 % > b(k2). ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ
b(k) = 75 %?

4. åÓÌÉ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÃÉÆÒÙ ÏÔ 0 ÄÏ 9 ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ É ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ
Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÃÉÆÒ (1, 3, 5, . . . , 17), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ
2. òÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÃÉÆÒÙ 0, 1, 2, . . . , 9 × ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ

2



àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÁÑ ÒÅÇÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ 3

Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÃÉÆÒ ÂÙÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 1. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
cos �11 · cos 2�

11 · cos 3�
11 · ::: · cos 10�

11 = − 1
1024 :

6. äÁÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-
ÒÏÎÎÉÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ a; b É c.

7. ÷ ËÕÂ MNPQM1N1P1Q1 Ó ÒÅÂÒÏÍ ÄÌÉÎÏÊ l ×ÐÉÓÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÒÉÚÍÁ ABCA1B1C1 ÔÁË,
ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ A;B É C ÄÅÌÑÔ Ò£ÂÒÁ MN;MQ É MM1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1:2, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ
ÔÏÞËÉ M , Á ×ÅÒÛÉÎÙ A1; B1 É C1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÁÎÑÍ PP1N1N;PP1Q1Q É M1N1P1Q1. äÏËÁÚÁÔØ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÚÍÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ É ÎÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÎÅ£ ÓÆÅÒÙ.

2006 ÇÏÄ

8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ

20052006 67
12345 · 20052005 67

12345 − 20052007 67
12345 · 20052004 67

12345 :

9. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin 2√�x
� + x = 0.

10. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
{

2( 3√x− 3√y) = 3 6√xy;
x− y = 63:

11. 50 ÓÉÎÉÈ É 50 ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ 100 ÒÁ×ÎÙÈ ÄÕÇ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ËÒÁÓÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÓÉÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

12. òÅÛÉÔØ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + x = y2.
13. îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË K × ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCD (BC ‖ AD) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ SABK = SCDK .
14. îÁÊÔÉ ÐÌÏÓËÉÊ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ

ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.

2007 ÇÏÄ

15. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




5 986x+ 2 007y + 2 007z = 35 881;
2 007x+ 5 986y + 2 007z = 70;
2 007x+ 2 007y + 5 986z = 4 049:

16. éÍÅÅÔÓÑ 68 ËÁÍÎÅÊ ÒÁÚÎÏÇÏ ×ÅÓÁ É ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ 100 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ
ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ É ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ ËÁÍÅÎØ?

17. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ BD ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ C É ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ × ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ BD
Ä×Á ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: BAC É CED. ïÔÒÅÚËÉ BE É AC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ K, Á
ÏÔÒÅÚËÉ CE É AD | × ÔÏÞËÅ L. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CKL | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.



4 á. à. ü×ÎÉÎ

18. ðÕÓÔØ 0 6 a 6 b 6 c. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a− b
1 + ab + b− c

1 + bc + c− a
1 + ac > 0.

19. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2007 + x207 + x27 + x7 + 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 − x.
20. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(√
x2 + 3 + 1

)
arctg x+

(√
x2 + 4x+ 7 + 1

)
arctg(x+ 2) = 0:

21. îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
{ |x|+ |y|+ |x+ y| 6 8;
y7 + y−7 6 x7 + x−7:

2008 ÇÏÄ

22. îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = sin2 x+ sin 2x.
23. îÁÊÔÉ ×ÓÅ x É y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (2x+ 1)2 + y2 + (y − 2x)2 = 1

3.

24. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

y = (2x + 2−x)6 − (26x + 2−6x)− 2
(2x + 2−x)3 + (23x + 2−3x) :

25. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ABCD ÔÏÞËÉ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ BC É AD. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ
AB Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ A ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË MN × ÔÏÞËÅ P . îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ APC.

26. ðÕÓÔØ ÐÒÉ n > 2
an = lg 2 · lg 3 · ::: · lgn

3n :

îÁÊÔÉ ÎÏÍÅÒÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an).
27. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xn > 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

x2
1
x2

+ x2
2
x3

+ · · ·+ x2
n−1
xn

> 4(x1 − xn):

28. õ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ | ËÕÂ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

1. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ (x− 3)(2x + x− 1) 6 0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.
ïÔ×ÅÔ: [0; 3]:
2. æÕÎËÃÉÑ f(x) = arctg(x7 − 5x5 + x3) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ (ËÁË ×ÓÑËÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f(x)
| ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ ÏÔÒÅÚËÅ Å£ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ
max 2f(x) = 2M , ÔÏ min 2f(x) = 2−M .

ïÔ×ÅÔ: 1.
3. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ n ×ÙÓÔÒÅÌÏ× ÍÅÔËÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÉÖÅ 75%, Á ÐÏÓÌÅ n + 1-ÇÏ ×ÙÓÔÒÅÌÁ ÐÒÅ×ÙÓÉÌÁ

75%, ÔÏ n + 1-Ê ×ÙÓÔÒÅÌ ÂÙÌ ÔÏÞÎÙÍ É ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m
n < 3

4 É m+1
n+1 > 3

4 , ÇÄÅ m
| ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÄÁÎÉÊ × ÐÅÒ×ÙÈ n ×ÙÓÔÒÅÌÁÈ. ïÔÓÀÄÁ 4m < 3n < 4m + 1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË
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ËÁË ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 4m É 4m + 1 ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÂÒÁÔÎÙÊ
\ÐÅÒÅÓËÏË" ×ÏÚÍÏÖÅÎ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ Ä×Á ÐÅÒ×ÙÈ ×ÙÓÔÒÅÌÁ ÂÙÌÉ ÔÏÞÎÙÍÉ (ÔÅËÕÝÁÑ ÍÅÔËÏÓÔØ
100%), Á ÔÒÅÔÉÊ | ÎÅÔ (ÍÅÔËÏÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ 662

3%, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ 75%).
ïÔ×ÅÔ: Á) ÄÁ; Â) ÎÅÔ.
4. ðÕÓÔØ (a1; a2; : : : ; a10) | ÉÓËÏÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ i = 1; 2; : : : ; 8 ÉÍÅÅÍ:

(ai+2 + ai+1)− (ai+1 + ai) = 1;

ÏÔËÕÄÁ ai+2 − ai = 1: úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÁ a1; a3; a5; a7; a9 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó
ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 1. üÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÞÉÓÌÁÍ a2; a4; a6; a8; a10. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ Ä×Á ÔÁËÉÈ
×ÁÒÉÁÎÔÁ: a1 = 0; a2 = 5 É a1 = 5; a2 = 0.

ïÔ×ÅÔ: 0, 5, 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4, 9; 5, 0, 6, 1, 7, 2, 8, 3, 9, 4.
5.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ

A =
10∏

k=1
cos k�11 ; B =

10∏

k=1
sin k�11 :

ôÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÉÎÕÓÁ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

A ·B = 1
210

10∏

k=1
sin 2k�

11 :

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÑÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:
10∏

k=6
sin 2k�

11 = (−1)5
10∏

k=6
sin (2k − 11)�

11 = −
5∏

l=1
sin (2l − 1)�

11 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
10∏

k=1
sin 2k�

11 = −
10∏

k=1
sin k�11 :

úÎÁÞÉÔ, A ·B = − B
1024 ; ÏÔËÕÄÁ A = − 1

1024 ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. õÍÎÏÖÉÍ É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÎÁ sin �

11 . úÁÔÅÍ 10 ÒÁÚ ÐÒÉ-
ÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÉÎÕÓÁ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, sin �

11 · cos �
11 = 1

2 sin 2�
11 ÉÌÉ sin 8�

11 · cos 8�
11 =

1
2 sin 16�

11 = −1
2 sin 5�

11 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ ÓÉÎÕÓÁ ÐÒÉ �
11 ÍÅÎÑÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: 1 → 2 → 4 → 8 → 5 → 10 → 9 → 7 → 3 → 6 → 1. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ:

− 1
1024 ·

sin �
11

sin �
11

= − 1
1024 :

6. ðÕÓÔØ ABC | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÒÉÞ£Í AB = c, BC = a, CA = b. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ
ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, Á ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ x. ÷ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑÈ, ÐÏÎÑÔÎÙÈ ÉÚ ÒÉÓ. 1,

s s

s

s
A1

s
B2

sA2

B
B

BB

s s

sB1

%
%%

%
%

%
%

%
%

%
%%

B
B

B
B

B
B

B
BB

A B

C

C1 C2

òÉÓ. 1
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ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CC1C2 ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ CAB Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÄÏÂÉÑ x
c . ðÏÜÔÏÍÕ CC1 =

x
c · b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, AA2 = x

a · b. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ AA2 + A2C1 + C1C = b ÐÏÌÕÞÁÅÍ x
( b
a + 1 + b

c

)
= b;

ÏÔËÕÄÁ x = abc
ab+ bc+ ca: ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ

ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÏÞËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:

A1 ∈ AB; AA1 = x
a · c; A2 ∈ AC; AA2 = x

a · b;

B1 ∈ BC; BB1 = x
b · a; B2 ∈ AB; BB2 = x

b · c;

C1 ∈ CA; CC1 = x
c · b; C2 ∈ CB; CC2 = x

c · a:
ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AA1A2, C1C2C, B2BB1 ÐÏÄÏÂÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC, ÐÒÉÞ£Í

C1C2 ‖ AB; B1B2 ‖ CA; A1A2 ‖ BC; C1C2 = B1B2 = A1A2 = x:

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ A2C1 = C2B1 = B2A1 = x. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A2C1 = x ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÏ
ÓÁÍÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ x. á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á A1B2 = B1C2 = x ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ,
×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ x ÞÅÒÅÚ a; b É c.

ïÔ×ÅÔ: ×ÓÅÇÄÁ; ÓÔÏÒÏÎÁ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (1
a + 1

b + 1
c )−1.

7. ðÒÏ×ÅÄ£Í ×ÙËÌÁÄËÉ ÐÒÉ l = 3 (ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÏÄÏÂÉÑ). ÷×ÅÄ£Í
ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ M É ÏÓÑÍÉ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ ËÕÂÁ. ÷ÅÒÛÉÎÙ
ÐÒÉÚÍÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ Ò£ÂÒÁÍ ËÕÂÁ, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1).

ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ r = (a; b; c) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÏËÏ×ÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ r = −−→AA1 =−−→BB1 = −−→CC1). ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÉÚÍÙ ÔÁËÏ×Ù: A1(1+a; b; c), B1(a; b+1; c),
C1(a; b; c + 1). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÔÏÞËÉ A1; B1; C1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÁÎÑÍ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = 3;
y = 3; z = 3 É ËÁÖÄÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
a = b = c = 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÚÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
Å£ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ (ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ) ×ÅËÔÏÒ r ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÁÍ −−→AB É −→AC, ÂÏËÏ×ÏÅ
ÒÅÂÒÏ ÐÒÉÚÍÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ Å£ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÚÍÁ | ÐÒÑÍÁÑ. ôÏÞËÁ O1

(1
3; 1

3; 1
3

)
|

ÃÅÎÔÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÚÍÙ. ôÏÞËÁ D Ó ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ −−→OD = −−→OO1 + r
2 ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ

ÐÒÉÚÍÙ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. éÍÅÅÍ: D
(4

3; 4
3; 4

3

)
. òÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ

ÒÁ×ÅÎ

AD =
√(1

3

)2
+

(4
3

)2
+

(4
3

)2
=
√

33
3 :

ëÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÄÏÂÅÎ ËÕÂÕ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÄÌÉÎÙ 3; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÄÏÂÉÑ ÒÁ×ÅÎ l
3. ïÔÓÀÄÁ

ÉÓËÏÍÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ l
√

33
9 .

8. ðÕÓÔØ a = 20052004 67
12345. éÍÅÅÍ: (a+ 2)(a+ 1)− (a+ 3)a = 2.

ïÔ×ÅÔ: 2.
9.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, 2√�x

� + x = �k, k ∈ Z. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, x > 0 É, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, 2√�x
� + x 6 1. ïÔÓÀÄÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ

ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x = 0.
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÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = √x ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2√�t =
�k(� + t2). ðÒÉ k 6= 0 D=4 = � − �3k2 > 0 ⇐⇒ k = 0. ðÏÜÔÏÍÕ k = 0, ÐÒÉ ÜÔÏÍ t = 0 É x = 0.

ïÔ×ÅÔ: 0.
10. {

2( 3√x− 3√y) = 3 6√xy; (1)
x− y = 63: (2)

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1), ÉÍÅÅÍ xy > 0. éÚ (1) ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = 0 ⇐⇒ y = 0. ðÏÜÔÏÍÕ
Ó ÕÞ£ÔÏÍ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ xy > 0.

I. ðÕÓÔØ x > 0 É y > 0. ðÏÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (1) ÎÁ 3√y, ÐÏÌÕÞÉÍ

2 3

√x
y − 3 6

√x
y − 2 = 0;

ÏÔËÕÄÁ 6

√x
y = 2; x = 64y. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ: x = 64; y = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ x > 0 É y > 0.

II. ðÕÓÔØ x < 0 É y < 0. ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ u = −x; v = −y ÉÍÅÅÍ
2( 3√v − 3√u) = 3 6√vu; ÇÄÅ u; v > 0. úÎÁÞÉÔ v = 64u, É y = 64x. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ: x = −1; y =
−64. ðÒÉ ÜÔÏÍ x < 0 É y < 0.

ïÔ×ÅÔ: (64; 1); (−1;−64).
11. ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ 48 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÓÉÎÅÇÏ Ã×ÅÔÁ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØ-
ËÏ ËÒÁÓÎÏÇÏ (ÉÎÁÞÅ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË).

12. ðÅÒÅÐÉÓÁ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ x(x2 + 1) = y2, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x É x2 + 1 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ
ÞÉÓÌÁ. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ d | (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ) ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ x É x2 + 1, ÔÏ d ÂÕÄÅÔ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É ÞÉÓÌÁ (x2 + 1)− x2 = 1; ÚÎÁÞÉÔ, d = 1).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
x2 + 1 = z2 (∗)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z. (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ x2 + 1 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ x, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ y2 ÞÉÓÌÏ p ÄÏÌÖÎÏ ×ÈÏÄÉÔØ × ÔÏÊ ÖÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,
Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ).

éÚ (∗) ×ÙÔÅËÁÅÔ: x = z = 0. ïÔÓÀÄÁ y = 0.
ïÔ×ÅÔ: (0;0).
13.
I. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ BC, Á ÔÏÞËÁ N | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AD. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ SABMN =

SNMCD. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ÉÍÅÅÍ SBMP = SCMP É SANP = SDNP . ðÏÜÔÏÍÕ: ÅÓÌÉ
K ∈ [MN ], ÔÏ

SABK = SABMN − SBMK − SANK = SNMCD − SCMK − SDNK = SCDK :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [MN ] ×ÈÏÄÑÔ × ÉÓËÏÍÏÅ çíô.
II. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË çíô ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ÷ÏÚØÍ£Í ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ,

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, É ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÐÏ ÎÅÊ ÔÏÞËÕ K ÏÔ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ AB
Ë ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ CD. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABK ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ, Á ÐÌÏÝÁÄØ
CDK | ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ çíô ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÔ×ÅÔ: ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ.
14. ðÕÓÔØ S | ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, A1A2 : : : An | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, O | ÃÅÎÔÒ ÏÂÅÉÈ ÓÆÅÒ, T |

ÃÅÎÔÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, P | ÐÒÏÅËÃÉÑ O ÎÁ ÂÏËÏ×ÕÀ ÇÒÁÎØ SA1A2. ðÏÓËÏÌØËÕ OA1 = OA2 = OS, ÔÏÞËÁ
P | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ SA1A2.
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, OP = OT É 4OTA1 = 4OPA1 (ÐÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ É ËÁÔÅÔÕ). ðÏÜÔÏÍÕ TA1 =
TA2 = PA1 = PA2. (äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ: ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ
Ë ÓÆÅÒÅ, ÒÁ×ÎÙ: A1P = A1T É Ô.Ä.)

úÎÁÞÉÔ, 4TA1A2 = 4PA1A2 (ÐÏ ÔÒ£Í ÓÔÏÒÏÎÁÍ) É ∠A1PA2 = ∠A1TA2 = 2�
n . ïÓÔÁÌÏÓØ

ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ A1SA2 ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ A1PA2.
ïÔ×ÅÔ: �n .

15. óÌÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
10 000(x+ y + z) = 40 000:

ïÔÓÀÄÁ x+ y + z = 4, É ÉÚ 3-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÍ:

5 986z + 2 007(4− z) = 4 049; 3 979z = −3 979; z = −1:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
ïÔ×ÅÔ: (7;−2;−1).
16. òÁÚÏÂØ£Í ËÁÍÎÉ ÎÁ ÐÁÒÙ. úÁ 34 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÉÍ ËÁÍÎÉ × ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ. âÏÌÅÅ ÔÑ-

Ö£ÌÙÅ ËÁÍÎÉ ÓÏÂÅÒ£Í × ËÕÞËÕ A, Á ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÉÅ | × ËÕÞËÕ B. óÒÁ×ÎÉÍ Ä×Á ËÁÍÎÑ ÉÚ ËÕÞËÉ A.
âÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÊ ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó ÔÒÅÔØÉÍ ËÁÍÎÅÍ É Ô. Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ 33 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁ 33 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ ËÁÍÅÎØ ÉÚ ËÕÞËÉ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÏ×ÎÏ ÚÁ 100 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÍÙ ÎÁÊÄ£Í
ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ É ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ ËÁÍÅÎØ.

ïÔ×ÅÔ: ÄÁ.
17. ðÏÓËÏÌØËÕ ∠KCL = 180◦− (∠BCA+∠DCE) = 60◦, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KC = CL.

s s s

s s

s

s

B C D

A

E

K L

a b
òÉÓ. 2

ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ BC = a, CD = b. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BKC É BED ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ KC

ED = BC
BD , ÏÔËÕÄÁ CK = ba

a+ b . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ CL = ab
a+ b . ÷Ó£

ÄÏËÁÚÁÎÏ.
÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 60◦ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ C ÔÏÞËÁ B

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × A, E | × D, ÏÔÒÅÚÏË BE | × ÏÔÒÅÚÏË AD, ÌÕÞ CA | × ÌÕÞ CE (ÒÉÓ. 2). ðÏÜÔÏÍÕ
ÔÏÞËÁK (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅBE ÉAC) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ L (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ CE ÉAD). úÎÁÞÉÔ, CK = CL.

18.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. úÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÁ-

ÄÁÞÉ):
c− a
1 + ac = c− b

1 + ac + b− a
1 + ac > b− a

1 + ab + c− b
1 + bc ;

(c− b)
( 1

1 + ac −
1

1 + bc

)
> (b− a)

( 1
1 + ab −

1
1 + ac

)
;

(c− b)(bc− ac)
(1 + ac)(1 + bc) > (b− a)(ac− ab)

(1 + ab)(1 + ac) ;
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(c− b) · c · (b− a)
1 + bc > (b− a) · a · (c− b)

1 + ab ;

c(1 + ab) > a(1 + bc); c+ cab > a+ abc; c > a:
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ | ÚÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÎÏ É ÐÅÒ×ÏÅ.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ a = tg�, b = tg �, c = tg 
, ÇÄÅ 0 6 � 6 � 6
6 
 < �

2 . ôÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

tg(�− �) + tg(� − 
) + tg(
 − �) > 0:

óÄÅÌÁÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÕ ÚÁÍÅÎÕ: x = �−�, y = 
−�. ðÒÉ ÜÔÏÍ 
−� = x+ y. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

tg(x+ y) > tg x+ tg y:

üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁÎÇÅÎÓÁ ÓÕÍÍÙ

tg(x+ y) = tg x+ tg y
1− tg x tg y

É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ x, y É x+ y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ
[
0; �2

)
.

19. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÏÓÔÁÔËÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÏÓÔÁÔÏË r(x) = ax2 + bx+ c É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x2007 + x207 + x27 + x7 + 1 = (x3 − x) · s(x) + ax2 + bx+ c: (∗)

ðÏÄÓÔÁ×É× × (∗) ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 − x | ÞÉÓÌÁ −1, 0 É 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒ£È ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ: 



−3 = a− b+ c;
1 = c;
4 = a+ b+ c:

òÅÛÉÍ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ: a = −0;5, b = 3;5, c = 1.
ïÔ×ÅÔ: −0;5x2 + 3;5x+ 1.
20. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) =

(√
x2 + 3 + 1

)
arctg x. îÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ ÜÔÁ ÆÕÎË-

ÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ
f(x) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. éÚ ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f(x) + f(y) = 0 ⇐⇒ x+ y = 0:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

f(x) + f(x+ 2) = 0:

úÎÁÞÉÔ, x+ x+ 2 = 0 É x = −1.
ïÔ×ÅÔ: −1.
21. þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÕ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÐÅÒ×ÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÚÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ x = 0, y = 0 É x + y = 0 ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÛÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ×
ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÕÌÉ ÒÁÓËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ. ðÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË ÐÏÌÕÞÉÍ
ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 48. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

x7 + 1
x7 > y7 + 1

y7 ; x7 − y7 > x7 − y7

x7y7 ;

(
x7 − y7)

(
1− 1

x7y7

)
> 0; (x7 − y7)(x7y7 − 1)

x7y7 > 0:
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ðÒÑÍÁÑ y = x, ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ xy = 1 ÄÅÌÑÔ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÕÞÁÓÔËÉ
ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ

f(x; y) = (x7 − y7)(x7y7 − 1)
x7y7 :

-

6
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡

x

y

òÉÓ. 3

îÁ ÒÉÓ. 3 ÉÓËÏÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÁ.
ðÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y =
x ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÉÓÕÎËÁ ÐÒÅÈÏ-
ÄÑÔ × ÎÅÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÅ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F | ÎÁÛÁ ÆÉÇÕÒÁ, ÔÏ ÐÒÉ
×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× x 6= y; xy 6= 0 É
|x|+ |y|+ |x+ y| 6 1

M(x; y) ∈ F ⇐⇒ M ′(y;x) =∈ F:

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ïÔ×ÅÔ: 24.
22. éÓÐÏÌØÚÏ×Á× ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ

y = 1− cos 2x
2 + sin 2x = 1

2 + (sin 2x− 1
2 cos 2x):

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = a sin t+b cos t ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË
[
−√a2 + b2;

√
a2 + b2

]

(ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ××ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ a sin t+b cos t =
√
a2 + b2 sin(t+

')). ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ.

ïÔ×ÅÔ:
[

1−√5
2 ; 1 +

√
5

2

]
.

23. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, ÓÞÉÔÁÑ y ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ:

8x2 + 4(1− y)x+ 2y2 + 2
3 = 0:

ðÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

D = −48
(
y + 1

3

)2
:

ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.
îÁÊÄÅÎÎÙÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÌÉÛØ ÐÒÉ y = −1

3. ðÒÉ ÜÔÏÍ É x = −1
3.

ïÔ×ÅÔ: x = −1
3; y = −1

3.

24. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = 2x. ðÏÓËÏÌØËÕ t > 0, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) =

(
t+ 1

t

)6
−

(
t6 + 2 + 1

t6
)

(
t+ 1

t

)3
+

(
t3 + 1

t3
)

ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÅ ÓËÏÂÏË × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÕÍÍÙ
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(
t3 + 1

t3
)

. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÁÌÅÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÉÍÅÅÍ:

f(t) =

((
t+ 1

t

)3)2

−
(
t3 + 1

t3
)2

(
t+ 1

t

)3
+

(
t3 + 1

t3
) =

(
t+ 1

t

)3
−

(
t3 + 1

t3
)

= 3
(
t+ 1

t

)
:

ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ Ä×ÕÍ.

ïÔ×ÅÔ: 6.
25.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ.

rr

r
r

r

r

rB CM

DA N

P

òÉÓ. 4

÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ APN ËÁÔÅÔ AN
×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ AP . ðÏÜÔÏÍÕ ∠APN =
30◦. õÇÌÙ PAB É APN ÒÁ×ÎÙ ËÁË ÎÁËÒÅÓÔ ÌÅÖÁ-
ÝÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BAP ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎ-
ÎÙÊ. úÎÁÞÉÔ,

∠APB = 180◦ − ∠BAP
2 = 180◦ − 30◦

2 = 75◦:

÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ MN ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

∠DPC = ∠APB; ∠NPD = ∠NPA:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÓÌÏÖÉÔØ ÔÒÉ ÕÇÌÁ:

∠APC = ∠APN + ∠NPD + ∠DPC = 30◦ + 30◦ + 75◦ = 135◦:

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ MN ÉÍÅÅÍ ∠APC = ∠DPB. õÇÏÌ
DPB ×ÐÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ × 270◦. ïÔÓÀÄÁ ∠DPB = 135◦.

ïÔ×ÅÔ: 135◦.
26. ÷ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. þÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÞÌÅ-

ÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÒÏÓÔÏÍ n, ÎÁÊÄ£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×:

an
an−1

= lg 2 · lg 3 · ::: · lgn
3n · 3n−1

lg 2 · lg 3 · ::: · lg(n− 1) = lg n
3 :

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ n < 1000 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï an < an−1, Á ÐÒÉ n > 1000 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
an > an−1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a999 = a1000. éÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

a1 > a2 > · · · > a999 = a1000 < a1001 < a1002 < : : :

×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a999 É a1000 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
ïÔ×ÅÔ: 999 É 1000.
27. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ b ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a2

b > 4(a− b): (∗)
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ b ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (a − 2b)2 > 0. âÅÒÑ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å a É b ÞÉÓÌÁ xi−1 É xi ÄÌÑ i = 2; 3; : : : ; n, ÐÏÌÕÞÉÍ

x2
1
x2

> 4(x1 − x2); x2
2
x3

> 4(x2 − x3); ::: ; x2
n−1
xn

> 4(xn−1 − xn):

óÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÁ£Ô ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÇÄÁ

n = 2.
28. ðÕÓÔØ T1T2T3T4T5T6 | ÓÅÞÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ðÒÏÄÌÉÍ

ÓÔÏÒÏÎÙ T6T1 É T3T2 ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ N (ÒÉÓ. 5).
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ N ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ
ÒÅÂÒÁ B1B, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÁÑ B1B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-
ÎÉÅÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÇÒÁÎÅÊ ABB1A1 É
BCC1B1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑ-
ÍÙÅ T6T1 É T3T2. õ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ× T1BN É T2BN ÒÁ×ÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ T1N É
T2N (ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË T1T2N | ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ) É ÏÂÝÉÊ ËÁÔÅÔ BN . ïÔÓÀÄÁ T1B = T2B.

éÔÁË, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË T1BT2 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ É
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ. ôÁËÉÍÉ ÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÉ T2CT3; T3C1T4 É Ô. Ä.

çÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁ×ÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙ É ËÁÔÅÔÙ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÅÌÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ò£ÂÒÁ ÐÏÐÏÌÁÍ, Á ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. üÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ü×ÎÉÎ áÌÅËÓÁÎÄÒ àÒØÅ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
àÖÎÏ-õÒÁÌØÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.

Email: evnin@prima.susu.ac.ru
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÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ ÐÒÁ×ÉÌÅ ëÅÐÌÅÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÉÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÏ ÏÔ-
ËÒÙÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ óÉÍÐÓÏÎÁ É ÂÙÌÏ ×ÁÖÎÙÍ ÜÔÁÐÏÍ ÎÁ ÐÕÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ. óÔÁÔØÑ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÒÏÍ ÏÓÅÎØÀ 2007Ç. ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×
éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ óÁÍÁÒÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (ÎÙÎÅ óÁÍÁÒÓËÁÑ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÏÃÉÁÌØÎÏ-ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÁÑ ÁËÄÅÍÉÑ).

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ
÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÂßÅÍÅ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ. îÁ-

ÛÁ ÃÅÌØ ÚÄÅÓØ | ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ï ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ.
òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ñ×ÉÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÌÑ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ.

ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÏÊ?
ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÏÂßÅÍ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ Ñ×ÌÑÌÓÑ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÏÊ.
óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÅÅ É ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ×
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ.

úÁÄÁÎÉÅ 1:
a) îÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÅÌÁ. ÷ÉÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉ-

ÓÕÎËÁÈ. ëÁËÉÅ ÒÉÓÕÎËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÅ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ?
ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÅÌÁ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ

ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÈÏÖÁÑ ÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉ-
ÒÁÍÉÄÙ?

c) õÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÁËÉÈ ÔÅÌ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÔÅÌÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ? (ïÄÎÏÓËÁÔÎÙÅ
ËÒÙÛÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÞÅÔÙÒÅÈÓËÁÔÎÙÈ ËÒÙÛ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ: ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ
É ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÏÂÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÔØ
ÃÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÁËÏ×Ù: a | ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÉÖÎÅÇÏ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; b | ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; h | ×ÙÓÏÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, G { ÐÌÏÝÁÄØ ÎÉÖÎÅÇÏ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; D | ÐÌÏÝÁÄØ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ.

13
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Вписанный параллелепипед Усеченная пирамида Описанный параллелепипед

•óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ó ÏÂßÅÍÁÍÉ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ×

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Vi ÍÅÎØÛÅ ÏÂßÅÍÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ-
ÐÉÐÅÄÁ Ve.

óÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ V1 ÏÂßÅÍÏ× ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ
ÐÅÒ×ÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÏÂßÅÍÕ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ V ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ V1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V1 = Vi + 0; 5(Ve − Vi). úÄÅÓØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÍÏ×
Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ×. ôÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÞÅÒÔÅÖÁ. òÁÚÎÏÓÔØ
ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÉÚÍ, ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÚÍ. âÏËÏ×ÁÑ
ÇÒÁÎØ ÄÁÎÎÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÄÅÌÉÔ ÜÔÕ ÐÒÉÚÍÕ ÎÁ Ä×Å ÎÅÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ
ËÌÉÎØÑÍÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÉÎØÅ× ÄÏÐÏÌÎÑÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÄÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.
ïÂßÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ËÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÏÂßÅÍÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÉÎÁ (ÔÁË ËÁË Õ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÌÉÎØÅ×
ÒÁ×ÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ { ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÉÍ ÒÅÂÅÒ { ÜÔÉ
ÒÅÂÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
V < V1.

• áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÍ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ

÷ÔÏÒÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë ÏÂßÅÍÕ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÍ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ôÁË ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÅÞÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ É ÄÅÌÉÔ ×ÙÓÏÔÕ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÏÐÏÌÁÍ. ÷ ÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÓÔÏÒÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ É ÄÌÉÎÁ
ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ m = a+b

2 .
ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÏÂßÅÍÕ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ
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V2 = h
(a+ b

2

)2
= hM; ÇÄÅ í | ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ:

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï í < G+D
2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ G+D

2 −M = a2+b2
2 − (a+B

2
)2 = (a−b)2

4 > 0).
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, V2 < V1 | ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ V ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ.
õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ V > V2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ É ÂÕÄÅÍ ÐÏ×ÏÒÁÞÉ-

×ÁÔØ ÅÇÏ ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÎÉ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ
Ó ÂÏËÏ×ÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÇÒÁÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÓÅËÁÔØ ÏÔ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ É ÐÒÉÓÔÒÁÉ×ÁÔØ Ë ÎÅÍÕ ËÌÉÎØÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÇÒÅÂÎÅÍ. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÓÔÒÁÉ×ÁÅ-
ÍÙÊ Ë ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ ËÌÉÎ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂßÅÍ, ÞÅÍ ÏÔÓÅËÁÅÍÙÊ ËÌÉÎ, ÉÂÏ Õ
ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÓÔÒÁÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÉÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÏÔÓÅËÁÅÍÏÇÏ ËÌÉÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
V > V2.

éÔÁË, ÐÏÌÕÞÅÎÙ Ä×Á ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ V ÏÂßÅÍÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ { Ó ÉÚÂÙÔËÏÍ É Ó ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔËÏÍ, Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ: V2 < V < V1.

•òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×
ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÐÒÁ-

×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ É ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ É ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑ.
ðÅÒ×ÙÊ | ËÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ×ÔÏÒÏÊ | ËÏÇÄÁ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ËÏÎÕÓ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D = G | ÐÌÏÝÁÄÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ
É ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D = 0, ÉÂÏ ×ÅÒÈÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×
ÔÏÞËÕ.

ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÓÌÕÞÁÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G = M = D É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

V = V1 = V2 = Gh
÷ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ V1 É V2 ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ V ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÙÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅÍ ÏÂßÅÍÁ V , É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÌØÚÑ ÉÚ×ÌÅÞØ ÎÉËÁËÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÕÓÁ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ G = 4M , D = 0 É

V = 1
3Gh; V1 = 1

2Gh; V2 = 1
4Gh:

úÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ V1 É V2 ÏÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ V :

V1 − V = 1
6Gh; V − V2 = 1

12Gh:
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üÔÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË 2:1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ ÔÒÅÈ ÏÂßÅÍÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ:

0 11
2

1
3

1
4

V V V2 1

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ V1 − V = 2(V − V2) ÎÁÈÏÄÉÍ

V = V1 + 2 · V2
3 ; ÉÌÉ V = h

6 (G+ 4M +D):

õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. üÔÁ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ (Johannes Ke-
pler, 1571|1630) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ óÉÍÐÓÏÎÁ (Thomas Simpson, 1710|1761).
éÏÇÁÎÎ ëÅÐÌÅÒ ÏÔËÒÙÌ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ×ÉÎÎÙÈ ÂÏÞÅË (Stere-
ometria doliorum; Archimedische Messkunst; Linz 1613). úÁÔÅÍ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË óÉÍÐÓÏÎ
ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ Ë ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ óÉÍ-
ÐÓÏÎ ÐÏÌÕÞÉÌ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÓÉÔ ÅÇÏ ÉÍÑ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÏÚÄÁÎÎÏÍÕ
ìÅÊÂÎÉÃÅÍ É îØÀÔÏÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ.

•ðÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ
úÁÄÁÎÉÅ 2:
äÁÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÕÓÅÞÅÎÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÊ a = 11 ÓÍ, b = 5

ÓÍ, h = 4 ÓÍ.
a) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ V1 É V2.
b) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ V ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ëÅÐÌÅÒÁ.
c) õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á V1 − V = 2(V − V2).

[ ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ: V1 = 292 ËÕÂ. ÓÍ; V2 = 256 ËÕÂ. ÓÍ; V = 268 ËÕÂ. ÓÍ.]

•ôÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ ÄÁÅÔ

×ÅÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÅÌÁ. ïÂ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÓËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ.
õÓÅÞÅÎÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ ÔÁËÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÏÔÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁ-
ÀÔÓÑ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÏÂÁ ÐÕÔÉ:

•ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÉÒÁÍÉÄÅ
äÏÐÏÌÎÉÍ ÕÓÅÞÅÎÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. îÁÊÄÅÍ

×ÙÓÏÔÕ ÜÔÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ
ÞÅÒÅÚ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ î | ×ÙÓÏÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ Ä×ÕÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ × ÓÅÞÅÎÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ H−4

5 = H
11 . ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ H = 22

3
É 22

3 − 4 = 10
3 | ×ÙÓÏÔÕ ÏÔÓÅËÁÅÍÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

ïÂßÅÍ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅÍÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ É ÏÂßÅÍÏÍ
ÏÔÓÅËÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ:

V = 1
3 · (121 · 22

3 − 25 · 10
3 ) = 268 ËÕÂ. ÓÍ.

•ðÕÔØ 2: ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÕÓÅÞÅÎÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÏÂßÅÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÔØ.
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õÓÅÞÅÎÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÅÇÏ
ÇÒÁÎÑÍ ËÌÉÎØÅ× É ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ.

ïÂßÅÍ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ 25 · 4 ËÕÂ. ÓÍ.
ïÂßÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÌÉÎØÅ× (ËÌÉÎ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÒÉÚÍÁ), ÐÒÉÍÙ-

ËÁÀÝÉÈ Ë ÂÏËÏ×ÙÍ ÇÒÁÎÑÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÒÁ×ÅÎ 2 · (3 · 5 · 4)) ËÕÂ. ÓÍ
ïÂßÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ÒÁ×ÅÎ 1

3 · 36 · 4 ËÕÂ. ÓÍ
óËÌÁÄÙ×ÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ V = 268 ËÕÂ. ÓÍ.
ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ×ÅÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ðÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐ-

ÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ ×ÅÒÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

•ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÅÌ.
ðÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÉËÔÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ, Ä×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÔÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÂÏÞËÁ.
ïÂßÅÍ ÔÅÌÁ = ×ÙÓÏÔÁ

6 × (ÐÌÏÝÁÄØ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ + 4×ÐÌÏÝÁÄØ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ + ÐÌÏ-
ÝÁÄØ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ).

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ Ë ÛÁÒÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ, Á ×ÙÓÏÔÁ ÔÅÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÕ
ÛÁÒÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÅÐÌÅÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

V = 2r
6 (0 + 4�r2 + 0) = 4

3�r
3:

õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÁ! üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÕËÒÅÐÌÑÅÔ ÎÁÛÅ
ÄÏ×ÅÒÉÅ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ëÅÐÌÅÒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ Ó \ÌÅÖÁÝÅÍÕ" ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÃÉÌÉÎÄÒÕ,
ÒÁÄÉÕÓ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ r É ÏÂÙÞÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ h. ðÒÉ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×ÅÒÈÎÅÅ
É ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÌÁ ×ÙÒÏÖÄÁÀÔÓÑ × ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ, ×ÙÓÏÔÁ ÔÅÌÁ
ÒÁ×ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ,
ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 2rh. æÏÒÍÕÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ

V = 2r
6 (0 + 4 · 2rh+ 0) = 8

3r
2h:

üÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÔÏÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÂßÅÍÁ ÃÉÌÉÎÄÒÁ
VÃÉÌÉÎÄÒ = �r2h. æÏÒÍÕÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ 15% ÍÅÎØÛÅ
ÉÓÔÉÎÎÏÊ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: × ËÁËÉÈ ÅÝÅ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ
ÄÁÀÔ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ?

ïÔ×ÅÔ ÔÁËÏ×. ðÕÓÔØ ÔÅÌÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ É x | ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÌÏÝÁÄØ
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ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x. åÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ S(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ,
ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÛÁÒÕ. äÌÑ ÛÁÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× ÈÏÒÄ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ
ÔÏÞËÕ, ÉÍÅÅÍ p2 = x(2r−x), ÇÄÅ p | ÒÁÄÉÕÓ ÓÅÞÅÎÉÑ ÛÁÒÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÒÁ×ÎÁ S(x) = �p2 = �x(2r − x) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x. ðÏÜÔÏÍÕ
ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÁÅÔ ×ÅÒÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÅÖÁÞÅÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ S(x) = 2h·
√
x(2r − x)

ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ
ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÂÏÞËÉ (ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ) ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÂÏÞËÉ, ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ É ÌÀÂÏÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÕÇÁÍÉ. ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÂÏÞËÉ ÔÁËÏ×Ù: ÄÉÁÍÅÔÒ
ÏÂÏÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÂÏÞËÉ ÒÁ×ÅÎ 2r = 40 ÓÍ = 4 ÄÍ, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÒÕÇÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ
ÒÁ×ÅÎ 2R = 60 cÍ = 6 ÄÍ, ×ÙÓÏÔÁ ÂÏÞËÉ ÒÁ×ÎÁ 100 ÓÍ = 10 ÄÍ.

M

G

D

h

D

M

G

h

ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÂÏÞËÉ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ:

V = 10
6 (4� + 4 · 9� + 4�) = 220�

3 = 230; 4 (ËÕÂ. ÄÍ), ÉÌÉ 230,4 ÌÉÔÒÏ×:

2. ðÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ É ÆÏÒÍÕÌÁ óÉÍÐÓÏÎÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ Ó ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.
•÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ
ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÔÅÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ h É ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÌÁ. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ
ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ S(x), ÇÄÅ x | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ
ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÒÁÎÅÅ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ G;M;D ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁË:

S(0) = G | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ,
S

(h
2
)

= M | ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ,
S(h) = D | ÐÌÏÝÁÄØ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÌÁ.
âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÅ×, ÔÏÌÝÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÒÁ×ÎÁ �x. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ �V = S(x) ·�x ÒÁ×ÎÁ ÏÂßÅÍÕ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÑ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉ �x → 0 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ | Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ
ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ S(x) ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ 0 ≤ x ≤ h:

V =
h∫

0

S(x)dx:

ðÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂßÅÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, ËÏÎÕÓÁ, ÛÁÒÁ É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÌ. ôÒÕÄ-
ÎÏÓÔÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ S(x) ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
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ÆÕÎËÃÉÉ. éÎÏÇÄÁ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \ÎÅÂÅÒÕÝÉÍÉÓÑ". ÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ
ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÍÅÔÏÄÁÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
S(x) ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÔÁ-
ËÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ | ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. üÔÁ
ÉÄÅÑ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÐÒÁ×ÉÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ É ÆÏÒÍÕÌÙ óÉÍÐÓÏÎÁ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.

•ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÏÞËÕ, ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ G, ÐÌÏÝÁÄØ ×ÅÒÈÎÅÇÏ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ D, ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ h, ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ (ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ
×ÙÓÏÔÅ h

2 ) ÒÁ×ÎÁ M .
úÁÍÅÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ S(x) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ p(x) =

ax2+bx+c Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a; b; c, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: p(0) = G, p
(h

2
)

= M ,
p(h) = D.

úÁÄÁÎÉÅ 3:
òÅÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ a; b; c É ÎÁÊ-

ÄÉÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ G;D;M; h .
ïÔ×ÅÔ. a = 2D+2G−4M

h2 , b = 4M−D−3G
h , c = G

úÁÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ S(x) ÆÕÎËÃÉÅÊ p(x), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÍÉ ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ:

h∫

0

p(x)dx =
h∫

0

(ax2 + bx+ c)dx =
(ax3

3 + bx2

2 + cx
) ∣∣∣

x=h

x=0
=

= ah3

3 + bh2

2 + ch = h(2D + 2G− 4M
3 + h(4M −D − 3G)

2 + hG = h
6 (G+ 4M +D):

éÔÁË, V =
h∫
0
S(x)dx ≈

h∫
0
p(x)dx = h

6 (G+ 4M +D).

üÔÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S(x) ÜÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÕ É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ S(x) ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

•ïÐÉÓÁÎÎÙÅ É ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ
ëÅÐÌÅÒ É óÉÍÐÓÏÎ ÐÏÌÕÞÉÌÉ Ó×ÏÉ ÜÌÅÇÁÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ Ó×ÏÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÏÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ï ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÄÁÌÅÅ. äÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÓÉ Ox. ïÄÎÁ ÂÏËÏ×ÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ Ox. ÷ÔÏÒÁÑ
ÂÏËÏ×ÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ (ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ) ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ×
ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊx = h

2 . ÷ÔÏÒÙÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÌÏÊ (ÈÏÒÄÏ×ÏÊ) ÔÒÁÐÅÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÈÏÒÄÁÍÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ S(x) × ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ: S(0) = G, S
(h

2
)

= M ,
S(h) = D.
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D

M

G

hh/20 1

t

y=H(X)

óÕÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ Ä×ÕÈ ÈÏÒÄÏ×ÙÈ ÔÒÁÐÅÃÉÊ ÒÁ×ÎÁ X = G+M
2 · h2 + M+D

2 · h2 = h
4 (G+ 4M +D).

ðÌÏÝÁÄØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ K ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ M ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ: K =
hM .

èÏÒÄÏ×ÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ Ä×Å ÐÏÌÏ×ÉÎÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ
ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÉÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÉÊ ×ÅÓ ÐÒÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ: V = 2

3X + 1
3K =

2X+K
3 .
úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ X É K ÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÞÅÒÅÚ G;M;D; h, ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ

ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ:

V = h
6 (G+ 4M +D):

•÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ

îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÂÏÞËÉ ÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÌÁ ÄÁÅÔ
ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÂÏÞËÉ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÌ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ
S(x) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x. üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ë ÕÓÅÞÅÎÎÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ, Õ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ É ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÌÉÎ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÂÏÞËÉ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÔÏÒÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÏ É ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x): f(0) = G, f
(h

2
)

= M , f(h) = D.
ðÒÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ p(x) = ax2 + bx + c ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ËÁË

ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ) ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

V =
h∫

0

(px)dx = h
6 (G+ 4M +D):

äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙËÌÁÄÏË ×ÙÐÏÌÎÉÍ ÚÁÍÅÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ : f(−H) = A, f(0) = 0, f(H) = B.

ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÌÉÎÏÍÕ p(x) = (A+B)
2H2 x2 + B−A

2H x.

éÎÔÅÇÒÁÌ
H∫
−H

p(x)dx = H(A+B)
3 .

ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÉÍÅÅÍ A = G − M ,
B = D −M . ÷ÙÐÏÌÎÑÑ ÜÔÕ ÚÁÍÅÎÕ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
2HMÉ ÚÁÍÅÎÑÑ H ÎÁ h

2 , ÓÎÏ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÒÁ×ÎÙÍ h
6 (G −M + D −M) + hM =

h
6 (G+ 4M +D), ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÅÐÌÅÒÁ.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÀ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k(x). ôÁË ËÁË
k(0) = 0, ÔÏ k(x) = rx3 + sx2 + tx.

ôÒÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

k(−H) = −rH3 + sH2 − tH = A; k(H) = rH3 + sH2 + tH = B:
óÌÏÖÉ× Ä×Á ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÊÄÅÍ s = A+B

2H2 . úÎÁÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ
ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x ÎÅ ×ÁÖÎÙ, ÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

H∫

−H
k(x)dx =

(r
4x

4 + s
3x

3 + t
2x

2
)H

−H
= s

3 · 2 ·H
3 = H(A+B)

3

ÏÔ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.
íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ Ö ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÁË ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ, ÔÁË

É ÄÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÌÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ëÅÐÌÅÒÁ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É ÔÏÇÄÁ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÃÅÌÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

•æÏÒÍÕÌÁ óÉÍÐÓÏÎÁ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÞËÉ
æÏÒÍÕÌÁ óÉÍÐÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× S =

h∫
0
f(x)dx ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ

ÐÒÁ×ÉÌÁ ëÅÐÌÅÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÍÅÖÕÔÏË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ 0 ≤ x ≤ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n ÒÁ×-
ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÏÞËÁÍÉ xk = h

2n · k (k = 0; 1; 2; :::; 2n). ë ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ [x0;x2], [x2;x4], [x4;x6],
. . . , [x2n−2;x2n] ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÅÐÌÅÒÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ S2k =

∫ x2k
x2k−2

f(x)dx
ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ x2k−2 ≤ x ≤ x2k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ÄÅÌÅÎÉÑ
f(xk) = yk. S2k = h

6n(y2k−2 + 4y2k−1 + y2k). óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

S ≈ h
6n(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2y4 + :::+ 2y2n−2 + 4y2n−1 + y2n):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÉÍÐÓÏÎÁ.
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÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ É ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÁÎÁÌÉÚÁ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ.

1. éÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË æÁÁ ÄÉ âÒÕÎÏ

éÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É Ó×ÑÝÅÎÎÏÓÌÕÖÉÔÅÌØ ÒÏÄÉÌÓÑ 7 ÍÁÒÔÁ 1825 × áÌÅËÓÁÎÄÒÉÉ; ÕÍÅÒ ×
ôÕÒÉÎÅ 26 ÍÁÒÔÁ 1888. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ËÕÒÓÁ × ËÏÌÌÅÇÉÉ × îÏ×É ìÉÇÕÒÅ æÁÁ ÄÉ âÒÕÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ×
ôÕÒÉÎÓËÕÀ ×ÏÅÎÎÕÀ ÁËÁÄÅÍÉÀ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÕÓÔÉÌÓÑ × 1846 ÇÏÄÕ. õÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ×ÏÊÎÅ 1848|
1849 ÇÏÄÏ×. úÁÔÅÍ æÁÁ ÄÉ âÒÕÎÏ ÐÏËÉÎÕÌ ÁÒÍÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É
ÏÔÐÒÁ×ÉÌÓÑ × ðÁÒÉÖ, ÇÄÅ ÕÞÉÌÓÑ ÐÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ É ìÅ×ÅÒØÅ (×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÕÞÅÎÏÇÏ É
ÁÓÔÒÏÎÏÍÁ, ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÅÇÏ × ÏÔËÒÙÔÉÉ ÐÌÁÎÅÔÙ îÅÐÔÕÎ). ðÏÌÕÞÉÌ × 1855 ÇÏÄÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÏËÔÏÒÁ
ÎÁÕË × ðÁÒÉÖÓËÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÍ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ \Th�eorie de l'�elimination,
d�evoleppement de la fonction perturbatrice d'une plan�ete" (ð., 1856). ó 1860 ÇÏÄÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÌ ×
ôÕÒÉÎÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ, Á × 1871, ÐÏÌÕÞÉ× É ÔÁÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÏËÔÏÒÁ É Ú×ÁÎÉÅ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ, ÚÁÎÑÌ
ËÁÆÅÄÒÕ ×ÙÓÛÅÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ×ÙÓÛÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÞÉÔÁÌ ÔÏÌØËÏ ×ÙÓÛÉÊ ÁÎÁÌÉÚ.

éÚ ÎÅÍÁÌÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÎÁÓÌÅÄÉÑ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÅÇÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÉ âÒÕÎÏ × ÓÂÏÒÎÉËÁÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ

ä×Å ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ æÉÁ ÄÉ âÒÕÎÏ, ÂÅÚ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÎÉ, ÉÍÅÀÔÓÑ ×
ÚÁÄÁÞÎÉËÅ [2].

úÁÄÁÞÁ 1229 ([2]). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) É u(x) ÉÍÅÀÔ n-Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ðÕÓÔØ G(x) = F (u(x)).
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

dnG(x)
dxn =

n∑

k=1
ck(x)F (k)(u);

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ck(x) (k = 0,1,2; ...; n) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ F (u).
úÄÅÓØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖ-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ 1230 ([2]) ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ u(x) = x2. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G(x) = F (u(x)) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

dnG(x)
dxn = (2x)nF (n)(x2) + n(n− 1)

1! (2x)n−2F (n−1)(x2)+

+n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
2! (2x)n−4F (n−2)(x2) + :::

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ (1) É (2), ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ck(x) × ÜÔÏÍ
ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (1). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ æÁÁ ÄÉ âÒÕÎÏ.
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3. ôÅÏÒÅÍÁ æÁÁ ÄÉ âÒÕÎÏ

ôÅÏÒÅÍÁ ([1]). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) É u(x) ÉÍÅÀÔ n-Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ G(x) = F (u(x)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

Gn(x) =
∑

�+2�+3
+:::
F (�+�+
+:::)(u) · P�+�+
+:::;

ÇÄÅ

P�+�+
+::: = n!
�!�!
!:::

(
u′
1!

)�

·
(
u′′

2!

)�

·
(
u′′′

3!

)


:::: (3)

óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ �; �; 
; :::,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ �+ 2� + 3
 + ::: = n.

õËÁÚÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÁ 1229 ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (3). úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÏÔÓÕÔÓÔ×Õ-
ÅÔ. ÷ ÉÚÄÁÎÉÉ ÕÞÅÂÎÉËÁ [1] 1999 ÇÏÄÁ ÏÎÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÌÌÅ-ðÕÓÓÅÎÁ. ÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÉÚÄÁÎÉÑÈ Á×ÔÏÒÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÕÔÏÞÎÅÎÏ.

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÓÔÁÎÅÔ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ × ÐÒÁËÔÉ-
ËÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ É
ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ×ÙÓÛÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÑ. ÷ ÐÏÌØÚÕ ÜÔÏÇÏ ×Ù-
ÓÔÕÐÁÅÔ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Õ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÎÁ×ÙËÏ× ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ.

4. ðÒÉÍÅÒÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ G(x) = ex2 , ÔÏÇÄÁ F (x) = ex, u(x) = x2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÏ×Ù:

F (n)(x) = ex ÐÒÉ ×ÓÅÈ n; u′(x) = 2x; u′′(x) = 2; u(n)(x) = 0 ÐÒÉ n ≥ 3:

æÏÒÍÕÌÁ (3) ÄÌÑ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

G(n)(x) = ex2 ∑

�+2�=n

n!
�!�!

(2x
1!

)� ( 2
2!

)�
= ex2 ∑

�+2�=n

n!
�!�! (2x)�:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ n = 6. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÁÒÙ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ � É � ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

1 · �+ 2 · � = 6:

ôÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ:

� �
6 · 1 + 0 · 2 = 6;
4 · 1 + 1 · 2 = 6;
2 · 1 + 2 · 2 = 6;
0 · 1 + 3 · 2 = 6:

ðÏÄÓÔÁ×É× × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ G(6)(x) ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É �, ÐÏÌÕÞÉÍ
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G(6)(x) = ex2
[

6!
6!0!

(2x
1!

)6
+ 6!

4!1!

(2x
1!

)4
+ 6!

2!2!

(2x
1!

)2
+ 6!

0!3!

]
;

ÉÌÉ

G(6)(x) = ex2 [
64x6 + 480x4 + 720x2 + 120

]
:

åÓÌÉ n = 8, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�;�) ÉÍÅÅÔ ÐÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ:

� · 1 + 2 · � = 8;
8 · 1 + 2 · 0 = 8;
6 · 1 + 2 · 1 = 8;
4 · 1 + 2 · 2 = 8;
2 · 1 + 2 · 3 = 8;
0 · 1 + 2 · 4 = 8:

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ G(8)(x) ÒÁ×ÎÁ

G(8)(x) = ex2
[

8!
8!0!

(2x
1!

)8
+ 8!

6!1!

(2x
1!

)6
+ 8!

4!2!

(2x
1!

)4
+ 8!

2!3!

(2x
1!

)2
+ 8!

0!4!

]
;

ÉÌÉ

G(8)(x) = ex2 [
256x8 + 3584x6 + 13440x4 + 13440x2 + 1680

]
:

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ G(x) = esinx. úÄÅÓØ F (x) = ex, u(x) = sinx. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÁ 1
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÐÅÒØ × ÎÏÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ:

F (n)(x) = ex; u(n)(x) =





sinx; n = 4k
cosx; n = 4k + 1
− sinx; n = 4k + 2
− cosx; n = 4k + 3:

îÁÊÄÅÍ 6-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ G(x) = esinx, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ (3). úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ
ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �; �; 
; �; '; " ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

�+ 2� + 3
 + 4� + 5'+ 6" = 6:
÷ÓÅ ÄÅÓÑÔØ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÔÁÂÌÉÃÅ:

� � 
 � ' "
1 0 0 0 0 0 1
2 1 0 0 0 1 0
3 0 1 0 1 0 0
4 2 0 0 1 0 0
5 1 1 1 0 0 0
6 3 0 1 0 0 0
7 0 3 0 0 0 0
8 2 2 0 0 0 0
9 4 1 0 0 0 0
10 6 0 0 0 0 0

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ
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G(6)(x) = esinx
[ 6!

1!0!0!0!0!0!

(− sinx
6!

)
+ 6!

1!0!0!0!1!0!0!
(cosx

1!
) (cosx

5!
)

+

+ 6!
0!1!0!1!0!0!

(− sinx
2!

)(sinx
4!

)
+ 6!

2!0!0!1!0!0!
(cosx

1!
)2 (sinx

4!

)
+

+ 6!
1!1!1!0!0!0!

(cosx
1!

)(− sinx
2!

)(− cosx
3!

)
+ 6!

3!0!1!0!0!0!
(cosx

1!
)3 (− cosx

3!

)
+

+ 6!
0!3!0!0!0!0!

(− sinx
2!

)3
+ 6!

2!2!0!0!0!0!
(cosx

1!
)2 (− sinx

2!

)2
+

+ 6!
4!1!0!0!0!0!

(cosx
1!

)4 (− sinx
2!

)
+ 6!

6!0!0!0!0!0!
(cosx

1!
)6]

ÉÌÉ

G(6)(x) = esinx [− sinx+ 16 cos2 x− 15 sin2 x+ 15 cos2 x sinx +

+60 cos2 x sinx− 20 cos4 x− 15 sin3 x+ 45 cos2 x sin2 x− (4)

−15 cos4 x sinx+ cos6 x
]
:

ðÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

G(6)(x) = esinx [−15 sin3 x+
(
45 cos2 x− 15

)
sin2 x +

+
(−15 cos4 x+ 75 cos2 x− 1

)
sinx+ cos6 x− 20 cos4 x+ 16 cos2 x

]
:

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ G(x) = sin (sinx). ôÏÇÄÁ F (x) = sinx, u(x) = sinx.
îÁÊÄÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ, 6-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ G(x), ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ (3) É ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2:

G(6)(x) = − sinx cos(sinx)− 16 cos2 x sin(sinx) + 15 sin2 x sin(sinx)−

−15 cos2 x sinx cos(sinx)− 60 cos2 x sinx cos(sinx)− 20 cos4 x sin(sinx)+
(5)

+15 sin3 x cos(sinx) + 45 cos2 x sin2 x sin(sinx)−

−15 cos4 x sinx cos(sinx)− cos6 x sin(sinx):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (3) É (4) ÔÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (1) É (3) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ
ËÁË Ók(x) É P�+�+
+::: ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ×ÎÅÛÎÅÊ
ÆÕÎËÃÉÉ!

÷ ÉÔÏÇÅ

G(6)(x) =
((

45 cos2 x+ 15
)

sin2 x− cos6 x− 20 cos4 x− 16 cos2 x
)

sin(sinx)+

+
(
15 sin3 x+

(−15 cos4 x− 75 cos2 x− 1
)

sinx
)

cos(sinx):
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ðÒÏÂÌÅÍÙ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ

úÁËÏÎÙ ÐÏÎÑÔÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ
é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÊ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÒÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÔÁÔØÉ
\ðÅÄÁÇÏÇÉËÁ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ", ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × ÖÕÒÎÁÌÅ \õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÁÑ ËÎÉÇÁ", 2008, �3,
Ó. 28-32. ôÅÚÉÓÙ \ðÅÄÁÇÏÇÉËÁ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ É ÅÅ ÜËÓÐÅÒÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ" ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÔÓÑ × ÓÂÏÒÎÉËÅ \ôÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ× 3-Ê ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ 85-ÌÅÔÉÀ
ì. ä. ëÕÄÒÑ×ÃÅ×Á". í.: íæôé, 2008, Ó. 476-478.

\õÞÅÂÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÎÅ ÒÏÍÁÎ, É ÅÓÌÉ ÄÕÒÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ,
ÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔ ×ÒÅÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÕÍÙ É ÈÏÌÅÒÙ"

÷. ç. âÅÌÉÎÓËÉÊ

1. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÕÞÅÂÎÉËÁ

ïÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÕÞÅÂÎÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ (× ÛËÏÌÅ É ×Õ-
ÚÅ) É ÎÉËÅÍ ÎÅ ÞÉÔÁÀÔÓÑ. ðÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜÔÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÒÅÆÏÒÍÙ-
60 É ÓÔÏÉÔ ×ÏÔ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ. ÷ÙÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÓÏÔÎÉ ÕÞÅÂÎÙÈ ËÎÉÇ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ
ÍÉÎÉÓÔÅÒÓËÉÍÉ ÇÒÉÆÁÍÉ, Á ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÔÏÉÔ. ðÏÞÅÍÕ? ïÔÞÁÓÔÉ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÚ×ÕÞÉ×Á-
ÅÔÓÑ, Á ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÎÅ ÏÓÏÚÎÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÉÞÉÎÁ. á ÐÒÉÞÉÎÁ ÐÒÏÓÔÁ É ÏÞÅ×ÉÄÎÁ { ÏÎÁ × ÎÉÚËÏÍ
ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ËÎÉÇ, Á ÔÏÞÎÅÅ, × ÅÇÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ.

äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÅÔ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ × ÓÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÖÉÚÎØÀ. ãÅÌØ ÓÔÁÔØÉ { ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ, ×ÁÖÎÙÅ É ÈÏÒÏÛÏ
ÚÁÂÙÔÙÅ ×ÅÝÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, { ÒÁÚßÑÓÎÉÔØ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÔØ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÅ, É ÐÏËÁÚÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÛÉÂËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁ-
ÀÔ ÐÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁËÏÎÏ×. úÁËÏÎÙ ÜÔÉ ×ÓÅÏÂÝÉ { ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÞÉÔÁÔÅÌÑ (ÏÔ ÒÅÂÅÎËÁ ÄÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ). ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÏÎÉ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÉ.

2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁÕÞÎÙÍ É ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÍ \ÕÒÏ×ÎÑÍÉ" ÕÞÅÂÎÏÊ
ËÎÉÇÉ

ãÅÌØ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ | ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÕÞÅÂÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ
ÓÍÏÇ ÅÅ ÐÏÎÑÔØ. ô.Å. ÐÏÍÏÝØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. üÔÏÔ ÁÓÐÅËÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÅÎ ÐÒÉ
ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÅÅ ÜËÓÐÅÒÔÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

âÙÌÁ ÌÉ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔÁ ÕÞÅÂÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÅÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÐÏÐÒÏÓÔÕ, | ÉÚ-ÚÁ ÅÅ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏÓÔÉ? äÕÍÁÀ, ÎÉËÏÇÄÁ. ûÁÂÌÏÎÎÙÊ ÍÏÔÉ× ÏÆÉÃÉ-
ÁÌØÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÕÞÅÂÎÙÈ ËÎÉÇ | ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ \ÎÁÕÞÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ". âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄ ÜÔÉÍ
ÐÒÅÄÌÏÇÏÍ ÏÔ×ÅÒÇÁÀÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÔÅ ÒÅÄËÉÅ ËÎÉÇÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÏÎÉ-
ÍÁÎÉÅ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÎÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ, Ë ÉÎÔÕÉÃÉÉ. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ
ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÕÑÚ×ÉÍÙ É ÌÅÇËÏ ÐÒÉÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó \ÎÁÕÞÎÙÍ" ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ
\ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ" ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÎÅ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÁÑ. ÷ÅÄØ ÎÅÔ ÜÔÁÌÏÎÁ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÅÒ-
ÛÅÎÎÏÊ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ. á ÜÔÁÌÏÎ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Á
ÅÓÔØ | ÜÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ. îÁ ÜÔÏÔ ÜÔÁÌÏÎ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÅÇÏÄÎÑ ÕÞÅÂÎÉËÉ, ÞÕÔØ ÌÉ
ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÄÏ ×ÙÓÛÅÊ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÊ. üÔÏÔ ÜÔÁÌÏÎ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÎÁÕÞÎÕÀ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÀ
Á×ÔÏÒÏ× ÕÞÅÂÎÉËÏ× É ÜËÓÐÅÒÔÏ×, ÚÁËÒÅÐÌÑÑ × ÉÈ ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÛÔÁÍÐ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÅ-
ÏÄÏÌÉÍÏ ÍÅÛÁÅÔ ÐÉÓÁÔØ ÐÏÎÑÔÎÙÅ, ÞÉÔÁÅÍÙÅ ËÎÉÇÉ, Á ÜËÓÐÅÒÔÁÍ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÉÈ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ
ËÁÞÅÓÔ×Á.
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üÔÁÌÏÎ \×ÙÓÏËÏÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ" ÏÂÕÞÅÎÉÑ (ÐÒÉÎÃÉÐ ÷ôõ) ÂÙÌ ×ÎÅÄÒÅÎ × ÐÒÁË-
ÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÅÄÁÇÏÇÉËÕ × 60-È ÇÏÄÁÈ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ ÒÅÆÏÒÍÏÊ ×ÙÓÛÅÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. é ÓÒÁÚÕ
ÒÅÚËÏ ÐÏÎÉÚÉÌ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, Á Ó ÎÉÍ É ËÁÞÅÓÔ×Ï ÚÎÁÎÉÊ ÏÂÕÞÁÅÍÙÈ. ðÏÒÏÄÉÌ
ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÕÞÅÂÎÉËÁ É ÓÄÅÌÁÌ ÅÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.

3. úÁËÏÎÙ ÐÏÎÑÔÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ

÷ ËÒÕÇÁÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÔÁÌÏÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ \ÍÅÔÏÄÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÎÁÕËÁ, Á ÉÓËÕÓÓÔ×Ï... ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ É ÐÒÉÎÃÉÐÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×
ÉÈ ÏÓÎÏ×Å, ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÙ (??)" [1, Ó. 82]. üÔÏ ÍÎÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÏÃÉÒÕÅÔÓÑ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÖÅÓÔËÏ ÚÁÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÍ × ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÛÔÁÍÐÏÍ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÐÒÉ×ÙÞËÉ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÅÏÄÏÌÉÍÙ. ûÔÁÍÐ ÜÔÏÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÌÁÂÌÅÎ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÏÌÇÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÐÒÅ-
ÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ. îÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÚÄÎÏ.
ðÏÍÏÞØ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ËÕÌØÔÕÒÁ, Ó×ÏÅ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Õ ÍÏÌÏÄÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁ-
ÌÉÓÔÁ. îÏ ËÕÌØÔÕÒÅ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÕÞÁÔ, | ÏÎÁ ÚÁÂÙÔÁ. äÁ×ÁÊÔÅ ×ÓÐÏÍÎÉÍ ËÏÅ-ÞÔÏ.

ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÕÓÓÔ×Ï, ÎÏ ÍÅÔÏÄÉËÁ | ÜÔÏ ÓÏËÒÏ×ÉÝÎÉÃÁ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ,
ÍÎÏÇÏ×ÅËÏ×ÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×Ù×ÅÒÅÎÎÙÅ ÖÉÚÎØÀ ÐÒÉÎÃÉÐÙ É ÚÁËÏÎÙ, ÄÏ-
ËÁÚÕÅÍÙÅ ÐÒÁËÔÉËÏÊ, Á ÎÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ. ÷ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ. ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ
ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÙÍ É ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ, ÉÄÔÉ \ÏÔ ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ë ÎÅÚÎÁËÏÍÏÍÕ", \ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ
Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ", \ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ Ë ÓÌÏÖÎÏÍÕ", ÔÏÞÎÅÅ | ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ Ë ÓÌÏÖÎÏÍÕ,
ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ. úÁËÏÎÁÍÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÉÉ
É ÐÒÁËÔÉËÉ, ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ, ÌÏÇÉËÉ É ÉÎÔÕÉÃÉÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ É ÜÍÏÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ,
ÍÙÓÌÉ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ | ÜÔÏ É ÚÁËÏÎÙ ÐÏÚÎÁÎÉÑ. ðÏÎÑÔÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÐÏÎÑÔÉÅ × ÒÁÚ×ÉÔÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ×ÉÄÅÌ, ËÁË ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ É
ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ×ÉÄ. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÚÁËÏÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÂÌÀÄÁÔØÓÑ × ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÅ.

üÔÉ ÚÁËÏÎÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ × 1658 Ç. ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÍ × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ \Opera didactica omnia"
[2, Ó. 50-77]. îÏ ÏÎÉ ÓÔÏÌØ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÍÉ ÚÁÂÙÔÙ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÎÏ×Ï ÕÞÉÔØÓÑ ÉÈ ÐÏÎÉÍÁÔØ É
ÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ.

úÁËÏÎÙ ÜÔÉ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÙ É ÕÔÏÞÎÅÎÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÏÊ. ÷ 50-È ÇÇ XX ×. ÆÉÚÉÏÌÏÇÉÑ (ò.
óÐÅÒÒÉ) ÏÔËÒÙÌÁ Ä×ÕÐÏÌÕÛÁÒÎÕÀ ÓÐÅÃÉÆÉËÁÃÉÀ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÚÇÁ: ÐÒÁ×ÏÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ ÐÅÒÅ-
ÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ËÏÎËÒÅÔÎÏ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÌÅ×ÏÅ | ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ-ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ, É
ÏÎÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÛÁÒÉÊ É ÍÅÈÁÎÉÚÍÙ ÉÈ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÑ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÐÏËÁÚÁÎÙ × ËÎÉÇÅ [3, Ó. 296-311], ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÎÁ ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÔÅÌÅÊ. ïÄÉÎ ÉÚ ×Ù×ÏÄÏ×: \ðÕÔØ ÏÔ ÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ Ë ÐÏÎÑÔÉÊÎÏÍÕ ×ÅÄÅÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÁ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ× ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ Ë ÏÂÒÁÚÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ"
[2, Ó. 308]. ÷Ù×ÏÄ ÜÔÏÔ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÕÔÏÞÎÑÅÔ É ÏÂÏÇÁÝÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ \ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ
Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ" É ÚÁËÏÎ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ.

äÒÕÇÏÊ, ÏÔËÒÙÔÙÊ × ÔÅÈ ÖÅ 50-È ÇÏÄÁÈ ÐÓÉÈÏÌÏÇÁÍÉ (ä. íÉÌÌÅÒ) ÚÁËÏÎ \7±2", | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÓÔØ ÏÂßÅÍÁ ËÒÁÔËÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ (ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÅÍØÀ ÎÅÓ×ÑÚÁÎÎÙÍÉ
ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ [3, Ó. 96]. õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ, ÐÙÔÁÑÓØ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁ ÌÉ-
ÓÔÅ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÙÊ ÒÑÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, | ÄÌÑ ÐÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÅÇËÏ, ÄÁÌØÛÅ ÐÏÊÄÕÔ
ÓÂÏÉ. þÔÏÂÙ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ,
ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ × ÎÏ×ÕÀ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. üÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÍÙÓÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ × ÄÏÌÇÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ. íÏÖ-
ÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ Ë ÐÅÄÁÇÏÇÉËÅ ÔÁË: \ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÀÎÏÛÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ...
ÎÉËÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÅÍÅÎÅÎ ÞÒÅÚÍÅÒÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ... ×Ï ×ÓÅÍ
ÂÕÄÕÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÐÅÒÅÄ ÎÅ ÓÐÅÛÁ... " [2, Ó. 59].

úÁËÏÎÙ ÐÅÄÁÇÏÇÉËÉ ÐÒÏÓÔÙ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙ. îÏ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÏÞÅÎØ
ÔÒÕÄÎÁ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÚÁËÏÎÙ, ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÅ-
ÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.
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4. ðÒÉÏÒÉÔÅÔ õÞÅÎÉËÁ

óÁÍÙÍ ÏÂÝÉÍ, ÂÁÚÏ×ÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÜÔÏ
ÔÁËÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÂÒÁÚÎÏ (!) ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÄÔÉ \ÐÏ ÓÔÏÐÁÍ ÐÒÉ-
ÒÏÄÙ" (ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ [2, Ó. 59]. é, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÞÅÎÉËÁ, ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÌÉÞÎÏÓÔÉ.

üÔÏÔ ÚÁËÏÎ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÌ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ XIX ×Å-
ËÁ. ÷ÉÄÎÙÊ ÒÕÓÓËÉÊ ÐÅÄÁÇÏÇ ð. æ. ëÁÐÔÅÒÅ× ×ÙÒÁÚÉÌ × 1911 Ç. ÜÔÏ ÇÕÍÁÎÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ËÁÞÅÓÔ×Ï
òÕÓÓËÏÊ ûËÏÌÙ ÔÁË: ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÅÓÔØ \ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, Á ÅÓÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ
ÌÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍÉ" [4, Ó. 11].

îÏ × ÎÁÞÁÌÅ XX ×. × ÕÞÅÂÎÙÈ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÚÁËÏÎ ÓÔÁÌ ÉÓËÁÖÁÔØ-
ÓÑ, | ÐÒÉÏÒÉÔÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ Ó ÕÞÅÎÉËÁ ÎÁ ÎÁÕËÕ. ðÒÉÞÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÂÙÌÏ ÂÕÒÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕË É ÒÏÓÔ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÉ × ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÕËÁ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÁ ÓÔÁÌÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÔØ ÐÏÞÔÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ É ÚÁ×ÅÒÛÅÎÎÏÓÔØ.
üÔÏ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÎÅ ×ÌÉÑÔØ ÎÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ, ÒÕÓÓËÁÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉËÁ ÎÅ ÐÏÄÞÉÎÑÌÁÓØ ÜÔÏÊ ÔÅÎ-
ÄÅÎÃÉÉ É × ÌÕÞÛÉÈ ÏÂÒÁÚÃÁÈ Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× (á. ð. ëÉÓÅÌÅ×, á. ë. ÷ÌÁÓÏ×, î. î. ìÕÚÉÎ) ÅÝÅ
ÄÏÌÇÏ, ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ËÏÎÃÁ 50-È ÇÏÄÏ× XX ×., ÓÏÈÒÁÎÑÌÁ \ÕÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ" (ìÕÚÉÎ). ñ. á.
ëÏÍÅÎÓËÉÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÜÔÕ ÕÓÔÁÎÏ×ËÕ ÔÁË: \ðÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÂÕÞÁÔØ... ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ | ÒÁÓËÒÙ×ÁÔØ
(!) ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÔØ ×ÅÝÉ" [2, Ó. 68].

óÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÎÁÕËÕ É ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÅÅ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ (×ÏÚ-
ÒÁÓÔÎÙÈ) ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÕÞÅÎÉËÁ, ÎÅ ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÁÔÒÏÆÉÒÕÅÔ ÐÒÉÓÕÝÕÀ ÅÍÕ ÓÐÏÓÏÂ-
ÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. áÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÷ôõ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÚÇÁ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÅÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÀ. ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ,
ËÁË \ÍÏÚÇ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÒÙÔØ Ó×ÏÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÚÁÉÍÏ-
ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÏÂÏÉÈ ÐÏÌÕÛÁÒÉÊ." [5, Ó. 24]. îÁ ÜÔÕ ÏÛÉÂËÕ ÚÁÐÁÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | ÐÅÒÅËÏÓ
× ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÅÏÒÉÉ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ | ÄÁ×ÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÌÉ ÕÞÅÎÙÅ | ÆÉÌÏÓÏÆÙ, ÆÉÚÉÏÌÏÇÉ,
ÐÓÉÈÏÌÏÇÉ [ÔÁÍ ÖÅ]: \äÌÑ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÞÁÝÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ
Ë ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ . . . " [3, Ó. 332]. îÏ ÷ôõ-ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ, \ÐÉÛÕÝÉÅ" ÕÞÅÂÎÉËÉ,
ÎÅ ÓÌÙÛÁÔ ÔÏÇÏ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÈÏÔÑÔ ÓÌÙÛÁÔØ.

ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ, ÚÁËÏÎ ÐÒÉÒÏÄÏÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÔØ, ËÁË ÐÒÉÏÒÉÔÅÔ õÞÅÎÉËÁ ÐÅÒÅÄ îÁÕËÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ
ÎÕÖÎÏ ÐÏÖÅÒÔ×Ï×ÁÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÏÌÅÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ, ÎÕÖÎÏ ÖÅÒÔ×Ï×ÁÔØ ÂÅÚ
ÓÏÖÁÌÅÎÉÊ. îÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ É ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÎÅÎÁÕÞÎÏÓÔÉ ÔÅËÓÔÁ, ÅÓÌÉ ÎÅ
ÎÁÒÕÛÉÔ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚßÑÓÎÉÔØ \ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ" É ÎÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, Á
ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ, ÏÂÒÁÚÎÏ, ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. é ÔÏÌØËÏ ÔÁË ÅÇÏ É ÍÏÖÎÏ ÒÁÚßÑÓÎÉÔØ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÒÁ×ÏÍÕ
ÐÏÌÕÛÁÒÉÀ, ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÁ ÃÅÌØÎÏÅ, ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ÏÂÒÁÚÎÏÅ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÅ.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ÓÌÏ×Á ÎÁÛÅÇÏ ËÌÁÓÓÉËÁ, ×ÅÌÉËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ×ÅÌÉËÏÇÏ
ÐÅÄÁÇÏÇÁ, ÁËÁÄÅÍÉËÁ î. î. ìÕÚÉÎÁ, ÓËÁÚÁÎÎÙÅ ÅÝÅ × 20-È ÇÏÄÁÈ XX ×ÅËÁ: ÍÎÏÇÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ
\ÓÔÒÏÇÉÅ" ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ \× ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÎÅÍÎÏÇÏÇÏ ÓÔÏÑÔ É ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÙ
ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÍÉ É ÓÔÏÌØ ÖÅ ÎÁÕÞÎÙÍÉ" [7, Ó. VI-VII].

5. ðÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ

ðÏÎÑÔÎÙÍ ÄÌÑ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅËÓÔ, ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÎÅÐÅÒÅÇÒÕ-
ÖÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÙÅ ÐÏÒÃÉÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚ×ÅÒÔÙ×ÁÎÉÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÌÖ-
ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÔØÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ É ÈÏÄÏÍ ÍÙÓÌÉ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ, Á ÎÅ ÌÏÇÉËÏÊ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ
ÎÁÕÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. üÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÁÔ-
ËÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ É ÂÁÚÏ×ÙÊ ÚÁËÏÎ ÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏÇÉËÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÃÅÌØ ÐÏÎÑÔÎÏÓÔØ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÏÂÑÚÁÎÁ ÕÞÉ-
ÔÙ×ÁÔØ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ (!) ÐÒÅÐÏÄÎÏÓÉÍÙÈ ÅÍÕ
ÚÎÁÎÉÊ (ËÁË ÞÁÓÔÏ ÍÙ, ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ, ÓÌÙÛÉÍ: \Á ÚÁÞÅÍ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÁÄÏ?"). åÍÕ ÎÅ ÎÕÖÎÙ ÓÔÒÏÇÏ
ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÎÑÌ ÓÕÔØ. ÷ÓÌÅÄ ÚÁ ÜÔÉÍ ÅÍÕ ÎÕÖÎÙ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ,
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ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÏÝÕÔÉÍÏÍÕ ÐÏÌÅÚÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. åÍÕ ÎÕÖÎÏ ÌÉÞÎÏÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ (Á ÎÅ ÕÂÅÖÄÁÀ-
ÝÉÅ ÓÌÏ×Á ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÏ×ÙÈ ÚÎÁÎÉÊ. ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ
×ÙÒÁÚÉÌ ÜÔÏ ÔÁË: \ÏÂÕÞÅÎÉÅ... ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ... ×ÓÅ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØÓÑ... ÄÌÑ ÎÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÌØÚÙ." [2, Ó. 59].

ïÄÎÁËÏ, ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÇÎÏÒÉÒÕÀÔ ÐÓÉ-
ÈÏÌÏÇÉÀ ÕÞÅÎÉËÁ É ÐÏÐÒÏÓÔÕ ËÏÐÉÒÕÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÌÉÛØ ÕÂÉÒÁÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. üÔÏ ÇÒÕÂÅÊÛÁÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÏÛÉÂËÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ
ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ×ÓÔÕÐÁÅÔ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁËÏÎÁÍÉ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ É ÐÏ-
ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. é ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÏÄÏÌÉÍÏ ÄÌÑ ÎÏ×ÉÞËÁ.

úÁÄÁÞÁ ÐÏÎÑÔÎÏÇÏ É ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁ-
ÞÉ. ãÅÌØ ÎÁÕÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉËÉ | Ó×ÑÚÁÔØ ÎÁÕÞÎÙÅ ÆÁËÔÙ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÕÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÂÏ-
ÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. ãÅÌØ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÎÁÑ | ÓÄÅÌÁÔØ ÎÁÕÞÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÐÏÎÑÔÎÙÍÉ
É ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ (Á ÎÅ ÄÌÑ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ). é ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ
ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ: ÐÅÒ×ÁÑ | ÐÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÉ, ×ÔÏÒÁÑ | ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ; ÐÅÒ×ÁÑ
ÂÏÌØÛÅ ÁÐÐÅÌÉÒÕÅÔ Ë ÐÒÁ×ÏÍÕ ÐÏÌÕÛÁÒÉÀ ÍÏÚÇÁ (ÏÂÒÁÚÙ, ÉÎÔÕÉÃÉÑ), ×ÔÏÒÁÑ | Ë ÌÅ×ÏÍÕ. ÷ ÐÅ-
ÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÉÇÒÁÅÔ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ É ÒÅÛÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÏÂÒÁÚÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÑ, ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÅ (ä. ðÏÊÁ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. \ðÒÉ ÉÚÕÞÅ-
ÎÉÉ ÎÁÕË ÐÒÉÍÅÒÙ ×ÁÖÎÅÅ ÐÒÁ×ÉÌ" (é. îØÀÔÏÎ).

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: Á ËÁË ÖÅ, × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÔÒÏÉÔØ ÕÞÅÂÎÙÅ ËÕÒÓÙ? îÁÄÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. é Ñ ÎÅ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÂÙÔØ ÐÏÎÑÔÙÍ ÔÁË, ÂÕÄÔÏ ÚÎÁÀ, ËÁË ÅÅ
ÒÅÛÁÔØ. íÏÇÕ ÌÉÛØ ÐÏÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÕÞÅÂÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÎÉÇÉ.

ëÁË × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ \ðÒÅÄÅÌÙ"? äÁÅÔÓÑ ÎÉ×ÅÓÔØ ÏÔ-
ËÕÄÁ ×ÚÑ×ÛÅÅÓÑ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ É ÒÁÚ×ÅÒÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×Ù-
×ÏÄÏ× ÉÚ ÎÅÇÏ. îÕÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ? äÁ×ÁÊÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÓÔÁÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÚÉÃÉÀ
É ÞÅÓÔÎÏ ÓÐÒÏÓÉÍ ÓÅÂÑ: ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ, ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ, ÎÁ×ÑÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÅÍÕ
ÕÍÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÉÝÁ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÏÔ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ? é ÐÒÉÚÎÁÅÍÓÑ, | ×ÅÄØ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔ×ÒÁ-
ÝÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÍÙ ×ÓÅ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ É ×ÉÄÉÍ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁÛÅÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ
ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: Á ÞÔÏ ÖÅ ÔÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ? á ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ
ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÎÙÍ ÎÁ ÚÁÒÅ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÐÏÌØÚÁ. ðÏÓÌÅ
ÏÔÒÁÂÏÔËÉ ÓÍÙÓÌÁ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ ÎÕÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ× É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
Ó ÎÉÍÉ (×ÓÐÏÍÎÉÍ ÚÁËÏÎÙ ÐÏÚÎÁÎÉÑ { ÅÄÉÎÓÔ×Ï ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ, ÅÄÉÎÓÔ×Ï ÍÙÓÌÉ
É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ). ìÏÇÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÖÅ, ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÏ. á ÐÏÌØÚÕ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÓÔÒÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á
(ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÄÅÌÁÀÔ, ÓÔÒÏÑ ÇÒÁÆÉË \ÐÏ ÔÏÞËÁÍ"). äÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÐÏÌØÚÁ
ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ×ÐÅÞÁÔÌÑÀÝÅ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÅÊ
Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ×ÙÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÁÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÏÇÉÞÎÏÊ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ
ÎÁÕËÕ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ: 1. ðÒÉÍÅÒÙ É ÓÍÙÓÌ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ; 2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ, Ó ÐÒÉ-
ÍÅÒÁÍÉ); 3. íÅÔÏÄÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÒÙ; 4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÒÙ; 5. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ: Á) ÓÔÒÏÇÏÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ É ÐÒÉÍÅÒ ÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ; Â) ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ
ÓÕÍÍÙ; ×) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÓÔÒÏÇÏÓÔØ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ, Á ÏÔÏÄ×ÉÎÕÔÁ × ËÏÎÅÃ, ËÏÇÄÁ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÏÓ×ÏÉÔÓÑ Ó ÐÏ-
ÎÑÔÉÅÍ. ôÒÕÄÎÏÓÔÉ (ÏÓÍÙÓÌÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×) ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ
ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÕÞÅÎÉËÁ ÐÏÌØÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÉÑ
É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ (ÎÅ ×ÓÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÂÏÔÁ-
ÀÝÉÈ × ËÕÒÓÅ). îÁËÏÎÅÃ, ËÁÖÄÁÑ ÕÞÅÂÎÁÑ ÐÏÒÃÉÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÄÎÏÊ, ÞÅÔËÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÅÄÁ-
ÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ É ÏÂßÅËÔÉ×ÎÏ ÐÒÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÎÏ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ.

íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ×ÏÔ ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÍ Õ ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÏÇÏ: \÷ÓÅ ÎÕÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
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ÓÏÓÒÅÄÏÔÁÞÉ×ÁÑ ×ÎÉÍÁÎÉÅ × ËÁÖÄÙÊ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÅÍ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍ." [2, Ó. 76].

6. åÄÉÎÓÔ×Ï ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ

üÔÏ, × ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ \ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ". ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏÔ
ÚÁËÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÐÒÉ ××ÅÄÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. îÁÞÉÎÁÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚ-
ÎÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×, Ó \ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÚÅÒÃÁÎÉÑ". úÁÔÅÍ ÉÄÅÔ ÁÎÁÌÉÚ | ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÏÂ-
ÝÅÇÏ × ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÍ, ÏÂÒÁÚÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ, ÚÁÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ. é, ËÁË
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ, ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.

õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ (\ÏÔ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏ-
ÍÕ") ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÄÁÞÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÅÇÏ ÓÉÓÔÅÍÎÏÓÔÉ, ÜÔÁÌÏÎÎÏÊ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏÞÎÏÓÔÉ É ÜËÏÎÏÍÎÏÓÔÉ. îÏ×ÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ
ÓÐÕÓËÁÀÔÓÑ \Ó ÐÏÔÏÌËÁ" × ×ÉÄÅ ÓÔÒÏÇÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É, × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, \ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ"
ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ.

îÁ×ÅÒÎÏÅ, ÜÔÏÔ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ ÏÂÕÞÁÀÝÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ É × ÄÁ×ÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÁ
ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ ÓÅÔÏ×ÁÌ, ÞÔÏ \ÛËÏÌÙ... ÄÁÀÔ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÚÁÔÅÍ ÉÈ ÒÁÚßÑÓÎÑÀÔ
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ, ÈÏÔÑ Ó×ÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÓ×ÅÝÁÅÔÓÑ" [2, Ó. 50]. á
× ÎÅ ÓÔÏÌØ ÄÁ×ÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÅÌÉËÉÊ á. ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÔÍÅÞÁÌ ÔÕ ÖÅ ÏÛÉÂËÕ É ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÌ, ÞÔÏ \ÎÅ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÇÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÇÏ ÏÐÒÁ×ÄÁÔØ"
[7, Ó. 361].

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ ÐÏÎÉÍÁÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÈÏÄÁ \ÏÔ ÂÏÌÅÅ
ÏÂÝÅÇÏ Ë ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÏÍÕ" [2, Ó. 59]. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÷ôõ-ÍÅÔÏÄÉÓÔÙ ÈÏÔÑÔ ×ÉÄÅÔØ ×
ÜÔÏÍ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÉÅ ÎÁÕÞÎÏ-ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. îÏ ÚÄÅÓØ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ. ÷ÄÕÍÁÊÔÅÓØ:
\îÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ ÎÁÕËÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÈ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌÁÔØ ÉÍ ÓÐÅÒ×Á ÏÂÝÉÊ ÏÞÅÒË... " [2, Ó. 54]. \éÄÅÑ... (ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÞÅÍ
ÉÎÙÍ, ËÁË ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ, ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÉÍ × ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁ) ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÌÖÎÁ
ÚÁÐÅÞÁÔÌÅÔØÓÑ × ÕÍÅ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ÒÁÎÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÑÔ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ. ÷ ÔÁËÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÕÖÅ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÚÒÅ×ÁÔØ ËÁË ÃÅÌØ É ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÅÄÍÅÔÁ,
ÔÁË É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ" [2, Ó. 67]. ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÅÍÕ,
ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÄÅÌ É ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó ÏÂÝÅÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ, Ó ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÎÏÇÏ, ÎÏ
ÃÅÌØÎÏÇÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÊ ËÁÒÔÉÎÙ, Ó ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÝÅÊ ÉÄÅÉ.

üÔÉ ÄÒÅ×ÎÉÅ ÞÕÄÅÓÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÅ ÍÙÓÌÉ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÔÓÑ É ÕÔÏÞÎÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕ-
ËÏÊ, ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÅÊ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅÍ:
\ãÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÍÁÑ ÐÒÁ×ÙÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÄÎÏÍÏÍÅÎÔÎÏ ÕÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÎÏ É ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ, Ô. Å. ÐÏÎÑÔØ ÏÂÝÕÀ
ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÅÄÍÅÔÁ. õÓ×ÏÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÅÓÔÁ × ÎÅÊ ËÁÖÄÏÍÕ
ÎÏ×ÏÍÕ ÆÁËÔÕ" [3, Ó. 334].

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÉÚÉÏÌÏÇÉ ÐÏÎÑÌÉ ÄÉÁÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÌÕÛÁÒÉÊ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ É ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ É ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÕÞÅÎÉÅ
ÄÏÌÖÎÏ ÉÄÔÉ \ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ": \× ÐÒÁ×ÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÉÎ-
ÆÏÒÍÁÃÉÉ... ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ (!) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ ÌÅ×ÙÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅÍ × ÓÉÍ×Ï-
ÌÙ, Á ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ | × ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. üÔÉ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÉ ÏÔÞÁÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÎÏ×Ø ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÐÒÁ×ÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ É Ô. Ä." [3, Ó. 336].
é ÞÔÏ ÖÅ? ÷ÓÅ ÜÔÉ ÎÁÕÞÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÉÓÔÁÍ É Á×ÔÏÒÁÍ ÕÞÅÂÎÉ-
ËÏ×? éÌÉ ×ÙÔÅÓÎÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÚÎÁÎÉÑ ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÓÉÄÑÝÅÇÏ ÔÁÍ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ
ÛÔÁÍÐÁ?

îÁÛÁ ÔÅÍÁ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÂÛÉÒÎÁ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ. îÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÏÄÒÏÂ-
ÎÏÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. óÔÅÐÅÎØ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÚÎÁËÏÍÙÍÉ É ÐÏÎÑÔÎÙÍÉ ÕÞÅ-
ÎÉËÕ (\ÏÔ ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ë ÎÅÚÎÁËÏÍÏÍÕ"). ÷ ËÎÉÇÁÈ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÄÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ,
ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÕ. îÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ
(ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ) É ÍÅÔÏÄÙ ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ. îÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ
×ÁÖÎÅÊÛÅÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ.
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7. ñÚÙË

ñ. á. ëÏÍÅÎÓËÉÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÎÁÛÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏÎËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÑÚÙËÁ ÕÞÅÂÎÏÊ ËÎÉÇÉ:
\ëÁÖÄÁÑ ÎÁÕËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ × ÓÁÍÙÅ ÓÖÁÔÙÅ, ÎÏ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ
ÎÕÖÎÏ ÉÚÌÁÇÁÔØ ÎÅÍÎÏÇÉÍÉ (!), ÎÏ ÓÁÍÙÍÉ ÑÓÎÙÍÉ, ÓÖÁÔÙÍÉ (!) ÓÌÏ×ÁÍÉ" [2, 64]. üÔÏ ÅÝÅ ÏÄÉÎ
ÃÅÎÎÙÊ ÎÁÍ ÓÏ×ÅÔ ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÇÏ. úÄÅÓØ ÐÒÅÄ×ÏÓÈÉÝÅÎ ÐÏÎÑÔÙÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÅÊ ÍÅÈÁ-
ÎÉÚÍ \Ó×ÅÒÔÙ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ", ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÅÅ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÉ ÍÏÚÇÏÍ. üÔÏ
É ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÐÒÏÞÎÏÇÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ | ÜËÏÎÏÍÎÏÇÏ ÕÐÁËÏ×Ù×ÁÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ É ÓÖÁÔÙÈ ×Ù×ÏÄÏ× ×
ÄÏÌÇÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ.

ñÚÙË ËÎÉÇÉ ÏÔÞÅÔÌÉ×Ï ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔ ËÕÌØÔÕÒÕ É ÓÔÅÐÅÎØ ÄÏÂÒÏÓÏ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ
ÎÁÃÅÌÅÎÎÏÓÔØ | ÎÁ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÉÌÉ ÎÁ ÎÁÕËÕ, ÉÌÉ ÎÁ ÓÅÂÑ. ñÚÙË | ÐÅÒ×ÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÐÅÄÁÇÏÇÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ËÎÉÇÉ. åÓÌÉ ËÎÉÇÁ ÌÅÇËÏ ÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÇÒÁÍÏÔÎÙÍ
É ÔÏÞÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ. ôÁËÏ×Ù ÕÞÅÂÎÉËÉ á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Á. ðÒÉ×ÅÄÕ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ëÉÓÅÌÅ×ÓËÏÇÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ.

\æÉÇÕÒÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ Ä×ÕÍÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (P É Q, ÒÉÓ. 26), ÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ
(AB), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ" (á. ð. ëÉÓÅÌÅ×, î. á. òÙÂËÉÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ (ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÑ)
10-11. äÒÏÆÁ. 1995. ó. 21.).

ïÃÅÎÉÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ÷ÅÓØ ÓÍÙÓÌ ÚÁËÌÀÞÅÎ, × ÓÕÝÎÏÓÔÉ,
× ÐÑÔÉ (!) ÓÌÏ×ÁÈ. óÌÏ×Á ÜÔÉ ÓÒÁÚÕ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÕÞÅÎÉËÁ ÓÏ ÚÒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ × ÎÁÕÞÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ. ïÂÒÁÚ ÚÁÐÅÞÁÔÌÅ×ÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ × ÓÏÚÎÁÎÉÉ ÕÞÅ-
ÎÉËÁ É × ÅÇÏ ÐÁÍÑÔÉ. ôÏÞÎÏÓÔØ, ÓÖÁÔÏÓÔØ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ! é ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ
×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÌÕÛÁÒÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÅÝÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ëÉÓÅÌÅ×Á!

á ÔÅÐÅÒØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ëÉÓÅÌÅ×ÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÕÞÅÂÎÉËÁ: \ä×ÕÇÒÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÒÑ-
ÍÏÊ a É Ä×ÕÍÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ a, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ (?) ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ"
(ì. ó. áÔÁÎÁÓÑÎ É ÄÒ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ 10-11. í.: ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. 1993. ó. 50).

îÅ ×ÏÚÎÉËÌÏ ÌÉ Õ ×ÁÓ ÏÝÕÝÅÎÉÑ, ÞÔÏ ×Ù Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ÐÏ ÕÈÁÂÁÍ É ÚÁÓÔÒÑÌÉ × ÑÍÅ? \æÉÇÕÒÁ,
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÒÑÍÏÊ" (?!), \ÇÒÁÎÉÃÅÊ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ" (!?). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×Ù ÌÅÇËÏ ÓÍÏÖÅ-
ÔÅ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ËÁËÉÅ ÏÝÕÝÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Õ ÀÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ, É Ë ËÁËÉÍ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ
ÏÎÉ ×ÅÄÕÔ. ÷ÏÔ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÚÁÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÕÞÉÔØÓÑ ÍÉÌÌÉÏÎÙ ÄÅÔÅÊ.

áÔÁÎÁÓÑÎÕ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÎÅ ÐÏÎÒÁ×ÉÌÏÓØ Õ ëÉÓÅÌÅ×Á ÓÌÏ×Ï \ÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ", ËÁË ÎÅ ÎÁÕÞÎÏÅ, É ÏÎ
ÚÁÍÅÎÉÌ ÅÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÎÁÕÞÎÏÊ ÂÅÓÓÍÙÓÌÉÃÅÊ. ôÁËÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÷ôõ-Á×ÔÏÒÏ× ÎÁ
îÁÕËÕ × ÕÝÅÒÂ õÞÅÎÉËÕ.

á ×ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÑÚÙËÏ×ÕÀ ËÕÌØÔÕÒÕ ÕÞÉÔÅÌÑ ÄÏÒÅ-
×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÊ ÒÕÓÓËÏÊ ÇÉÍÎÁÚÉÉ É ÓÏ×ÅÔÓËÏÇÏ ÁËÁÄÅÍÉËÁ.

\÷ÓÑËÏÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ (?) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ É ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ (?) ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ
ÉÚÕÞÁÅÍÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÐÙÔÏÍ. ... ìÀÂÁÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ
(?) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÐÙÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅÍ" (÷. ó. ðÕÇÁÞÅ×. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.
í.: îÁÕËÁ. 1968. ó. 14).

íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÒÅÃÅÎÚÉÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÔÁ ÐÏ ËÁÞÅÓÔ×Õ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÏ
ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: \ËÎÉÇÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÏÊ ÐÏÔÏÍÕ,
ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÂÅÚÇÒÁÍÏÔÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ"?

8. þÔÏ ÄÅÌÁÔØ?

÷ÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÁÓÔÏ ÚÁÄÁÀÔ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÙ, É ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍ ÎÅ ÎÕÖÅÎ.
÷ÏÐÒÏÓ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÓÔÒÏ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ,

É ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏÞÏÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÞÔÏ-ÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ, ÎÅ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÙ É ÄÁÖÅ ÏÐÁÓÎÙ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÅ×, ÉÈ
ÔÁËÔÉËÁ | ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ×ÉÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉ×ÎÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÁÍÅÞÁÔØ \ÍÅÒÙ", ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉÞÅ-
ÇÏ ÎÅ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÔ, Á ÞÁÓÔÏ ÕÈÕÄÛÁÀÔ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÎÁÛÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ËÁÞÅÓÔ×Á
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ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÖÉÚÎØÀ, | Ó 1960-È ÇÇ., ËÏÇÄÁ ÂÙÌÉ ÉÚÇÎÁÎÙ ÉÚ
ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Á É î. î. ìÕÚÉÎÁ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÏÒÏËÁ
ÌÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÎÅ ÒÅÛÅÎÁ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÍ ÐÅÄÁÇÏÇÏÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÊ ÅÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ
(á. ð. ëÉÓÅÌÅ×). é ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÓÔ×Á É ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÅ× ×
ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÄÎÉÍ, Á ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÏËÏÌÅÎÉÑÍÉ ÌÕÞÛÉÈ ÐÅÄÁÇÏÇÏ×,
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. ëÉÓÅÌÅ× ×ÅÎÞÁÅÔ ÜÔÏÔ ÔÉÔÁÎÉÞÅÓËÉÊ
ÔÒÕÄ. îÁ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÔÒÕÄ ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÎÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÉÐÌÏÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÉÓÔÙ, ÄÁ ÏÎ É ÎÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÅÎ × ÎÁÛÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÉÚÍÅÎÑÅÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉ× ÐÒÅÖÄÅ ÏÂÝÉÅ. á ÇÌÁ×ÎÁÑ
ÏÂÝÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ×ÓÅ-ÔÁËÉ × ÄÒÕÇÏÍ, | × ÓÁÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. îÁ-
ÞÉÎÁÑ Ó ÒÅÆÏÒÍ 60-È ÇÏÄÏ× XX ×., ÏÎÁ ÐÌÁÎÏÍÅÒÎÏ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ. é ÓÅ-
ÇÏÄÎÑ × ÜÔÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Á.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÉÔÉËÁ \ÐÒÏÃÅÎÔÏÍÁÎÉÉ", ××ÅÄÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÓÏËÒÙÔÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÅÆÏÒÍÙ ×
70-È ÇÏÄÁÈ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ ÐÒÉ ÍÉÎÉÓÔÒÅ í. á. ðÒÏËÏÆØÅ×Å, ÚÁÍÅÎÉÌÁ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÏÎÔÒÏÌØ
ËÁÞÅÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ ÛËÏÌØÎÉËÏ× (ÍÉÎÉÓÔÅÒÓËÉÅ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ) ÐÒÏÃÅÎÔÁÍÉ
ÕÓÐÅ×ÁÅÍÏÓÔÉ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÕÞÉÔÅÌÑÍÉ ÛËÏÌ ÐÏÄ ÎÁÖÉÍÏÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÂÙÌÏ
ÓÄÅÌÁÎÏ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÂÌÏËÉÒÏ×ÁÎ ÇÌÁ×ÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á
ÕÞÅÂÎÉËÁ | ËÁÞÅÓÔ×Ï ÚÎÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ. üËÓÐÅÒÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ
ÜÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÏ ÉÓËÁÖÁÅÔ ÉÓÔÉÎÕ É ÚÁËÒÅÐÌÑÅÔ
ÌÏÖÎÙÅ ÔÅÎÄÅÎÃÉÉ.

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ \ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÈÓÑ" ÓÔÒÁÎÁÈ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ
Ï ÚÁÐÕÓËÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ × ÖÉÚÎØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÐÅ×ÁÅÍÏÓÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. åÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ
ÕÞÅÂÎÉËÁ ÏÎÁ ÐÏ×ÙÛÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÅÚÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÚÁÞÅÍ ÏÎ ÎÕÖÅÎ? [8]. ïÒÇÁ-
ÎÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÏÃÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÕÞÅÂÎÉËÁ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ É ×ÐÏÌÎÅ
ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÁÍ. îÏ ÉÍ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.
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íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ × PISA1 É ÛËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ:
ÓÌÁÂÙÅ É ÓÉÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÕÄÕÝÅÅ

äÖ. íÁÌÁÔÉ

á×ÔÏÒ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔ ÈÏÄ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ ×
ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ, ÉÔÏÇÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÉÌÏÓØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ-
ÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÓÏËÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ PISA É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÎÉÚËÉÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ ×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÊ × íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÅ.

õÓÐÅÈ æÉÎÌÑÎÄÉÉ × ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ PISA ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ÓÉÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÓÒÅÄÉ
ËÏÔÏÒÙÈ | ÔÝÁÔÅÌØÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÒÑ-
ÄÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÍ ÔÅÎÄÅÎÃÉÑÍ. îÁÒÑÄÕ Ó ÓÉÌØÎÙ-
ÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ, ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÄÏÓÔÉÞØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÓÐÅÈÁ ×
íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÅ (ÄÁÌÅÅ IMO - International Mathematics Olympiad),
Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÌÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ÐÏÌÉÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ
ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×. îÏ×ÙÊ ÛÁÇ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ | ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÂÏÌÅÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ | ÎÁÞÁÌÓÑ
× 1995 ÇÏÄÕ, Á × 2004 Ç. Ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ îÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ðÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌÏ
ÎÏ×ÕÀ \âÁÚÉÓÎÕÀ ðÒÏÇÒÁÍÍÕ".

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ ÐÒÏÛÌÏÊ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ ÆÉÎÓËÉÊ ÎÁÒÏÄ ×ÓÔÒÅÞÁÌÓÑ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ, ÂÏÒÑÓØ
ËÁË ÚÁ ×ÙÖÉ×ÁÎÉÅ, ÔÁË É ÚÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ. ÷ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ æÉÎÌÑÎÄÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÌÁ
ÕÓÐÅÈÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÅ. ë ÔÁËÏÍÕ ÔÉÐÕ ÕÓÐÅÈÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÕÓÐÅÈ ×
PISA. õÄÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÍ, ÞÔÏ æÉÎÌÑÎÄÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÎÁ
IMO. óÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÞÁÓÔÉÑ × 1965 ÇÏÄÕ æÉÎÌÑÎÄÉÑ ÉÍÅÌÁ ÔÏÌØËÏ ÓËÒÏÍÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ,
ÌÕÞÛÉÅ ×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÑ | × 1981, 1982 É 1983ÇÇ. óÁÍÙÊ ÌÕÞÛÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ × 1982Ç., ËÏÇÄÁ
æÉÎÌÑÎÄÉÑ ÚÁÎÑÌÁ 8-Å ÍÅÓÔÏ ÉÚ 30 ÓÔÒÁÎ. ÷ ÓÁÍÏÊ æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, Á ÔÁËÖÅ
× ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÈ ËÒÕÇÁÈ ÐÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÙÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÛËÏÌØÎÏÊ É
ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

÷ 2005Ç., ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ \Teaching mathematics: beyond the PISA survey" (\ïÂÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÅ: ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÏÂÚÏÒÁ PISA"), ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ïÂÝÅÓÔ×ÁÍÉ æÒÁÎÃÉÉ
É æÉÎÌÑÎÄÉÉ, Ñ ÓÄÅÌÁÌ ÄÏËÌÁÄ \ëÁËÉÅ ÐÒÉÞÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÕÓÐÅÈ æÉÎÌÑÎÄÉÉ × PISA?". þÅ-
ÒÅÚ ÇÏÄ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÖÕÒÎÁÌ Gazette des Math�ematiciens ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÍÏÀ ÓÔÁÔØÀ Ó ÔÅÍ ÖÅ
ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ (Malaty 2006). ôÁ ÖÅ ÓÔÁÔØÑ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ËÏÎÃÅ 2006Ç. äÁÔÓËÉÍ íÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÍ ïÂÝÅÓÔ×ÏÍ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ×ÙÐÕÓËÅ Ó×ÏÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ Matilde ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ
× æÉÎÌÑÎÄÉÉ". ðÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ïÂÝÅÓÔ×ÁÍÉ äÁÎÉÉ É æÉÎÌÑÎÄÉÉ
ÜÔÁ ÓÔÁÔØÑ ÛÌÁ ÐÅÒ×ÏÊ, Ó Ä×ÕÍÑ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ. ïÂÁ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ
ÆÉÎÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÐÅÒ×ÙÊ ÂÙÌ ÐÏÄÐÉÓÁÎ 207 ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ (Astela, et. al 2006, Kivel�a
2006). îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÏÂÁ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÆÁËÔÙ Ï ÓÌÁÂÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÆÉÎÓËÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ ÎÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇÉÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÍÎÏÀ ÆÁËÔÁÍ Ï ÔÏÍ,
ÎÁ ÞÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÕÓÐÅÈ æÉÎÌÑÎÄÉÉ × PISA.

http://www.matilde.mathematics.dk/arkiv/M29/Matilde29.pdf
1PISA (Programme for International Student Assessment) | íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÃÅÎËÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ

ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÍ ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Á É ÒÁÚ×ÉÔÉÑ (OECD) É
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÎÁÞÉÍÙÈ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏ× ÚÎÁÎÉÊ É ÕÍÅÎÉÊ 15-ÌÅÔÎÉÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.

34



òÅÚÕÌØÔÁÔÙ × PISA É ÛËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ 35

2. íÅÖÄÕ ÕÓÐÅÈÁÍÉ É ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÓÐÅÈ × PISA ×ÐÏÌÎÅ ÚÁÓÌÕÖÅÎÎÙÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÉÍÅÅÍ ÓÅÒØÅÚÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

2.1. ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ?
ôÅÓÔÙ PISA ÉÚÍÅÒÑÀÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÁÍÏÔÎÏÓÔØ. úÁÄÁÎÉÑ ÔÅÓÔÏ× ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÅ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ É ×ËÌÀÞÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚÕ-
ÞÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ÷ æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÕÓÐÅÈÁ
× PISA, ÅÓÌÉ ÂÙ ÚÁÄÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÊ. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÉÍÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÛËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÁ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ÷ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍ
×ÙÛÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ, ÐÏÄÐÉÓÁÎÎÏÍ 207 ÆÉÎÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, Á×ÔÏÒÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÆÁËÔÙ ÐÁÄÅ-
ÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ÐÏÌÉÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×
(Astela, et. al 2006).

2.2. éÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É PISA
äÏ 1967Ç. ÆÉÎÓËÁÑ ÛËÏÌØÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÙÌÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ; ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÎÁ ÛËÏÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ

ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ËÁÖÄÕÀ ÎÅÄÅÌÀ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ É ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ, É ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÙÌÉ
ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÏÉÌÏÓØ ÏËÏÌÏ 100 ÌÅÔ. ó 1967Ç. × ÛËÏÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. þÅÔÙÒÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
ÐÅÒÅÍÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ: \îÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", ÏÓÏÂÅÎÎÏ Ó 1970 ÐÏ 1980, \÷ÏÚ×ÒÁÔ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ" (1980-
1985), \òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ" (1985-1990), Á ÔÁËÖÅ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ" (1990-1995). üÔÉ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÛËÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ
\íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ", É ÜÔÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ × PISA.

2.3. ðÏÞÅÍÕ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ PISA, ÎÏ ÎÅ IMO?
äÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÕÓÐÅÈÁ × IMO ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÅÓÔÉ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÈÁ-

ÒÁËÔÅÒÎÏ ÄÌÑ æÉÎÌÑÎÄÉÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ 100 ÌÅÔ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÌÏÓØ ×ÓÅÏÂÝÅÅ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. üÔÁ ÔÅÎÄÅÎÃÉÑ ÕÓÉÌÉÌÁÓØ × 1970Ç. Ó ××Å-
ÄÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÏÇÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ËÌÁÓÓÙ 1-9). üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ
\ÂÁÚÏ×ÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ".

úÁËÏÎ Ï ÂÁÚÏ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ 1998Ç. ÐÏÑÓÎÑÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÏ×ÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ-
×ÁÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÅÎËÁ ÚÎÁÎÉÑÍÉ É ÎÁ×ÙËÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ. ïÎ ÔÁËÖÅ
ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÅÔÅÊ ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÑ ÆÉÎÓËÏÇÏ ÏÂ-
ÝÅÓÔ×Á ÏÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏ×ÌÉÑÌÏ ÎÁ ÕÒÏ×ÅÎØ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × PISA É IMO. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÕÞÅÂÎÉËÉ ÒÁÓÓÞÉ-
ÔÁÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÓÒÅÄÎÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÕÞÉÔÅÌÑ
ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ ×Ï×ÒÅÍÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÓÔÁ×ÁÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ
ÐÏÍÏÝØ; ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÅÓÔØ \ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÞÉÔÅÌÑ". þÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÜÔÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÞÉÓÌÏ
ÕÞÁÝÉÈÓÑ × ËÌÁÓÓÅ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÅÌÉËÏ. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÏÔ 15 ÄÏ 25 ÕÞÁÝÉÈÓÑ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÔÁËÉÈ ËÁË \îÁÚÁÄ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ"
É \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ", Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÚÁËÏÎÁ Ï ÂÁÚÏ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ, ÏÔÎÏ-
ÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÕÓÐÅÈÁ ×
PISA, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ÕÓÐÅÈÁ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ. ïÂÒÁÔÉÍ ÔÁËÖÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ, ÏÔ×Å-
ÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ × ÍÉÒÅ (UNESCO
1986). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ Õ ÎÁÓ 31 ÕÞÅÂÎÙÊ ÞÁÓ × ÎÅÄÅÌÀ (ÞÁÓ | 45 ÍÉÎÕÔ) ÎÁ 9 ËÌÁÓÓÏ×
ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ. üÔÏ ÄÁÅÔ × ÓÒÅÄÎÅÍ 2,6 ÞÁÓÁ × ÎÅÄÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ (ÚÄÅÓØ
ÞÁÓ | 60 ÍÉÎÕÔ). ôÁËÏÅ ÍÁÌÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÌÑÍ úÁËÏÎÁ Ï ÂÁÚÏ×ÏÍ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ 1998Ç., ÇÄÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÑÍ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, Á ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ Ë ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. ó ÔÁËÉÍ ÍÁÌÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ
ÞÁÓÏ× ÔÒÕÄÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÕÓÐÅÈÁ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ, ÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × PISA, Ó ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ
ÃÅÌÑÍÉ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÍÏÔÎÏÓÔÉ. îÉÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÃÉÔÁÔÁ ÉÚ úÁËÏÎÁ Ï ÂÁÚÏ×ÏÍ
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ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ 628/1998:
\ðÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÇÕÍÁÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ÜÔÉ-

ÞÅÓËÉ ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÔØ ÉÈ ÚÎÁÎÉÑÍÉ É ÎÁ×ÙËÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÙÍÉ × ÖÉÚÎÉ... úÁËÏÎ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ × ÏÂÝÅÓÔ×Å, Á ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ
ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÓÅÂÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÉ..."

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ \îÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ×ÒÅÍÑ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ × ÛËÏÌÁÈ, ÂÙÌÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ. îÅ ÔÏÌØËÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÓËÁÎÄÉÎÁ×ÓËÏÇÏ ×ÌÉÑÎÉÑ, ÎÏ É ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÆÉÎÓËÏÍÕ ÍÅÎÔÁÌÉÔÅÔÕ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍ
ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ. üÔÏ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÂÙÌ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÕÓÐÅÈ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ïÌÉÍÐÉÁÄÅ. üÔÏ ÂÙÌ ÕÓÐÅÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌÉ Ó×ÏÅ ÛËÏÌØÎÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ × ÇÏÄÙ 1969, 1970
É 1971.

3. ëÁËÏ×Ù ÐÒÉÞÉÎÙ ÕÓÐÅÈÁ æÉÎÌÑÎÄÉÉ × PISA?

õÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÅ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ, ÐÒÏÉÓ-
ÈÏÄÉÌÉ ÔÁËÖÅ × ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ. ðÏÞÅÍÕ ÖÅ ÏÎÉ ÐÏ×ÌÉÑÌÉ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ
ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × PISA? ïÄÎÁ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ | ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ×ÙÛÅ ÚÁÂÏÔÁ ÏÂ
ÏÔÓÔÁÀÝÉÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑÓÎÏ ÓËÁÚÁÌÏÓØ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ × PISA, ÂÅÚ ÚÁÂÏÔÙ
ÏÂ ÕÞÁÝÉÈÓÑ Ó ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑÍÉ × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÙ ÎÅ ÚÁÎÑÌÉ ÂÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÅÓÔÁ × PISA × 2003Ç. ïÄÎÁ-
ËÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÁ ÚÁÂÏÔÁ ÐÏÍÏÇÌÁ ÚÁÎÑÔØ ÐÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ. íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ 6 ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ: 1)
ÕÓÐÅÛÎÁÑ ÐÒÅÄÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ÕÞÉÔÅÌÅÊ; 2) ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÕÌØÔÕÒÁ ÕÞÉÔÅÌÑ;
3) ÕÓÐÅÛÎÁÑ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÅ Ë×ÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ; 4) ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÁÚ-
×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ; 5) ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ;
6) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÔÒÕÄÁ ÕÞÉÔÅÌÑ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÉÞÉÎÁÈ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÙÅ ÐÑÔØ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ × ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ (Malaty 2006, 2008). ñ ËÒÁÔËÏ
ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÁÈ ÐÒÅÄÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, Á ÔÁËÖÅ Ï ÛÅÓÔÏÊ ÐÒÉ-
ÞÉÎÅ. ï ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÁÈ É ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁÈ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ Õ ÍÅÎÑ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÔÁÔØÉ:
2004 É 2008 ÇÏÄÁ. ðÅÒ×ÁÑ ÂÙÌÁ ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ îÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ðÒÁ×ÌÅÎÉÑ æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÐÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ:

http://www.oph.�/info/�nlandinpisastudies/conference2005/malaty.doc.
÷ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÓÉÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ: Á) ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÉÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ë×ÁÌÉ-
ÆÉËÁÃÉÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ; Â) ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÉÒÁÔØ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×;
×) ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÅ ÕÞÉÔÅÌØÓËÏÊ ÐÒÁËÔÉËÉ × ÛËÏÌÁÈ ÐÒÁËÔÉËÉ ÐÒÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
ÕÞÉÔÅÌØÓËÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÓÉÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ: Á) ×ÙÂÏÒ ÐÒÏÆÅÓÓÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ;
Â) ÒÅÄËÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÁ ÛËÏÌÙ. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁÇÉÓÔÒÁ. üÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ
ÍÁÇÉÓÔÒÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ (ËÌÁÓÓÙ 1-6) É \ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ"
(ËÌÁÓÓÙ 1-9), Á ÔÁËÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁÇÉÓÔÒÁ ÎÁÕË ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ (ËÌÁÓÓÙ 7-12).

ðÒÏÆÅÓÓÉÑ ÕÞÉÔÅÌÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÓÒÅÄÉ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×, ÏÓÏÂÅÎ-
ÎÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉÑ ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÂÉÒÁÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. åÓÌÉ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÈ
ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÍÅÓÔ, ÔÏ ËÏÎËÕÒÓ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ 5-8 ÞÅÌÏ×ÅË
ÎÁ ÍÅÓÔÏ. îÅ ÐÏÓÔÕÐÉ×ÛÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÓÎÏ×Á ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÇÏÄÙ. ÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÕÈÏÄÁ ÕÞÉÔÅÌÅÊ. ôÅ, ËÔÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ
ÐÒÏÆÅÓÓÉÀ ÕÞÉÔÅÌÑ, ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÅÅ ÎÁ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ. ïÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ ÜÔÏÊ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑ | ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÒÁÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. îÁÄÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ,
ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓ ÍÏÌÏÄÅÖÉ Ë ÐÒÏÆÅÓÓÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÓÏËÉÍ ÖÁÌÏ-
×ÁÎÉÅÍ. öÁÌÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÎÉÚËÏÅ, ÎÏ É ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ
ÍÏÔÉ×ÁÃÉÅÊ. òÅÛÁÀÝÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÍÏÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ. æÉÎÓËÁÑ ÍÏÌÏÄÅÖØ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÔÅÐÌÏ-
ÔÏÊ ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÔ ×ÒÅÍÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÁÈ. ÷ ÜÔÉ
ÇÏÄÙ ÛËÏÌØÎÙÊ ÄÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÝÁÎÉÅÍ ÄÅÔÅÊ Ó ÕÞÉÔÅÌÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÏÞÅÎØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÐÅÃÉ-
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ÁÌØÎÏÓÔÉ \ÕÞÉÔÅÌØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ". ôÁËÖÅ ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÒÅÄËÏ ÍÅÎÑÀÔ
ÍÅÓÔÏ ÒÁÂÏÔÙ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ Ó×ÏÉ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÌÁÎÙ.

õÞÉÔÅÌØÓËÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ × ÛËÏÌÁÈ ÐÒÁËÔÉËÉ ÐÒÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ÓÒÅÄÕ,
ÇÄÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÁËÔÉËÁÎÔ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÍÏÝØ É ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á ÏÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÓÔÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ × ÔÏÍ ÏÂßÅÍÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÏÓÔÕÐÎÙ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ×ËÌÀÞÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÕÀ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ. ÷
æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÛËÏÌÙ ÐÒÁËÔÉËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍ ÇÏÒÏÄËÅ ÂÌÉÚËÏ
Ë ÆÁËÕÌØÔÅÔÕ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔØÀÔÏÒÁÍÉ ÐÒÁËÔÉËÉ ÕÞÉÔÅÌÑ.

4. éÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÏÐÐÏÚÉÃÉÑ

æÉÎÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ îÅ×ÁÎÌÉÎÎÕ (Nevanlinna 1966) ÂÙÌÉ ÐÒÏÔÉ× ÐÅÒÅÍÅÎ, ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ \îÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ". ðÒÏÔÉ× Ä×ÉÖÅÎÉÑ \îÁÚÁÄ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ" ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅ
ÂÙÌÏ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÏÐÐÏÚÉÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ, ËÏÇÄÁ ÏËÏÎÞÉÌÏÓØ ×ÌÉÑÎÉÅ \îÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÔÕ-
ÄÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ× ÐÒÉ×ÅÌ Ë ÎÅÄÏ×ÏÌØÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÛËÏÌØÎÙÍÉ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ.

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒ-
ÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÄÕÝÉÈ ÆÉÇÕÒ × ÒÅÆÏÒÍÁÈ 1980-È É 1990-È ÇÏÄÏ× ÂÙÌ Erkki Pehko-
nen. ÷ 1990, × ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó Bernd Zimmermann ÉÚ çÅÒÍÁÎÉÉ, Pehkonen ÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ
ÛËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÌØËÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ (Pehkonen and Zimmermann 1990,
10).

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ×ÙÄ×ÉÇÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ×ÚÇÌÑÄ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ, Ñ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÌÓÑ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÂÏÌØÛÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÏ×. ñ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÌÓÑ ÍÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÕÓÔÎÙÊ ÓÞÅÔ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ×ÙËÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ, Á
ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÍÏÇÕÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÅ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ïÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁÚÄÅÌÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ
ÂÁÚÕ ÄÌÑ ×ÙÓÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÁÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÏ
ÂÙ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× Ë ÓÅÒØÅÚÎÏÍÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÌÉÑÎÉÀ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕ-
ÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. äÒÕÇÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÅÎËÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÙÔ ÄÌÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÆÁÚÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ðÉÁÖÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÒÕÇÉÅ
ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÍÅÔÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÏÇÉËÁ, ÎÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × ÛËÏÌÅ × ×ÏÚÒÁÓÔÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÅÎËÕ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÂ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍ ×ÚÁÉÍÏ-
ÐÅÒÅÐÌÅÔÅÎÉÉ ËÕÌØÔÕÒÎÙÈ É ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×. éÎÔÅÒÅÓÙ ËÕÌØÔÕÒÙ ÔÒÅÂÕÀÔ, ÞÔÏÂÙ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÕÍÙ, ÓÐÏÓÏÂÎÙÅ ÐÏÌÕÞÁÔØ ×ÙÓÛÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

5. ïÂÕÞÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÅ

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ× Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÌÁÂÏ
ÚÎÁÀÔ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. (Astela, et. al 2006, 9). ÷Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÉ-
ÓÁÎÉÑ, ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ \îÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÂÙÌÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. óÅÇÏÄÎÑ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÒÉ ÏÂÕ-
ÞÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÉ ÄÁÖÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÓÐÅËÔÙ
ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÎÁÛÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ðÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÓÅÒØÅÚÎÙÍÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ Ó ÎÁÞÁÌÁ 1980-È ÇÏÄÏ×.
ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÄÅÓØ | ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ É ÄÁÖÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎ-
ÔÕÉÔÉ×ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ
É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÒÅÆÏÒÍÙ, ÞÔÏÂÙ
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ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ \îÁÚÁÄ Ë ÏÓÎÏ×ÁÍ" ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ \îÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". ôÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÂÙ-
ÌÏ ÕÂÒÁÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ Ë ÜÐÏÈÅ \îÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". á ÉÚ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×Ù ÎÏ×ÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÅÒÎÕÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ×ÙËÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ. ãÅÌØÀ
ÂÙÌÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ËÒÉÔÉËÕ, ÞÔÏ \îÏ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ÕÈÕÄÛÉÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ×ÙËÉ ÄÅÔÅÊ.
óÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏÓÔÉÞØ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÂÙÌÏ | ÄÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌÁ É ÔÒÅÎÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅÔÅÊ × ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÄÌÑ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ×.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÅÔÉ ÔÒÅÎÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ, ÎÏ ÐÏÔÏÍ ÜÔÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÐÏ-
ÓÏÂÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ
× ËÕÒÓÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÅÔÉ ÐÉÛÕÔ × ÔÅÔÒÁÄÑÈ × ËÌÅÔËÕ É ÐÒÉÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ ÐÏÄ
ÄÒÕÇÉÍ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÔÉ ÏÂÕÞÁÀÔÓÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏ-
ÓÏÂÏÍ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁË \+" ÐÉÛÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÅÒÅÄ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, Á ÎÅ ÍÅÖÄÕ
ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ. ðÏÓÌÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÔÉ ÄÏÌÖÎÙ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ × ÒÁÍËÅ, ÐÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÏË \V:" \V" |
ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á \Vastaus", Ô.Å. \ïÔ×ÅÔ". áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ
\ÄÌÉÎÎÏÍÕ ÄÅÌÅÎÉÀ".

ðÒÉ ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÅËÓÔÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÌÉ ÒÉÓÏ×ÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅÔÒÁÄÉ × ËÌÅÔËÕ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ
ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÅËÓÔÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÓÔØ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÚÌÉÎÏ×ÁÎÁ × ËÌÅÔËÕ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÅ-
ÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÎÏÌØ ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÅËÓÔÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ
× ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. þÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÕÞÁÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÉÚËÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÚÁ ÔÅËÓÔÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÈ ÔÅÔÒÁÄÉ, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ðÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÎÉ-
ÒÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏ ÕÞÅÂÎÉËÕ ÐÏÓÌÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÁ × ËÌÁÓÓÅ. ÷ 1980 É 1990-Å ÇÏÄÙ Ñ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌ
ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2000 ÕÒÏËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÌÁÓÓÅ ÂÙÌ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÊ
ÕÞÅÎÉË, ÔÏ ÞÁÓÔÏ ÏÎ ÍÏÇ ÒÅÛÉÔØ ÔÅËÓÔÏ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, É × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÆÉÎÓËÉÅ
ÕÞÅÎÉËÉ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜËÏÎÏÍÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÒÏÓÁÌ ÎÅÞÉÔÁÅÍÙÊ ÔÅËÓÔ, ÎÁÈÏÄÉÌ ÞÉÓÌÁ É
×ÙÐÏÌÎÑÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ.

éÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ (ËÌÁÓÓÙ 1-6) ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÎÁËÁ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á \=" ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÎÁËÁ \V" ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ
ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏÔÅÒÑÌ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÙÞÎÏ × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ. þÉÓÌÏ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÃÉÆÒ × ÔÒÅÂÕÅÍÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÔÒÁÔÉÌ ÔÁËÖÅ É Ó×ÏÀ ÒÏÌØ. îÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÍÅÓÔÁ ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÒÁ×-
ÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÛËÏÌÁ
ÎÅ ÓÏÚÄÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÊ ÏÓÎÏ×Ù ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ.

÷ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ÍÅÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÕÞÅÂÎÉËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 3 ËÌÁÓÓÁ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÉÌÉ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ Ï
ÐÏÒÑÄËÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÕÞÅÂÎÉËÁÈ \ðÏÒÑÄÏË ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ". üÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ,
ËÁË × ÐÒÏÓÔÙÈ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁÈ, É ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÊÔÅ ×ÎÕÔÒÉ
ÓËÏÂÏË, ÚÁÔÅÍ ÕÍÎÏÖÁÊÔÅ É ÄÅÌÉÔÅ, ÚÁÔÅÍ ÓËÁÌÄÙ×ÁÊÔÅ É ×ÙÞÉÔÁÊÔÅ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. õÞÅÎÉËÉ
ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, Ô.Å. ÄÏ 13 ÌÅÔ, ÔÒÅÎÉÒÕÀÔÓÑ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ. üÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë
ÈÒÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Õ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×. þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÅ-
ÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÕÐÒÏÓÔÉÔØ 9 + (1 + 5). ÷ ÔÅÞÅÎÉÉ 20 ÌÅÔ
Ñ ÄÁÀ ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ \ÕÞÉÔÅÌØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ". ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ ÎÅ ÂÏ-
ÌÅÅ 5% ÍÏÇÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÂÏÌÅÅ 50% ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ ÐÒÁ×ÉÌÏ \ÓÎÁÞÁÌÁ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ × ÓËÏÂËÁÈ", ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÂÉÒÁÀÔ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÔÏÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÕÄÅÎÔÙ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÅÌÑ ÐÒÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÉ
Ë×ÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÉÄÎÁ É ÄÒÕÇÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ | ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ \ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ" ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÛËÏÌÙ. óÐÒÏÓÉÍ, ËÁË ÕÞÅÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÒÏÄÅ 2x+3y+3x+y, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÄÏÌÖ-
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ÎÙ \ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï", ËÁË ÕÞÉÌÉÓØ. õÞÅÂÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÕÞÅÎÉËÏ×
7 ËÌÁÓÓÁ (14 ÌÅÔ), ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÒÀË. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÙ: 2 ÑÂÌÏËÁ
+ 3 ÑÂÌÏËÁ = 5 ÑÂÌÏË, 2 ËÇ + 3 ËÇ = 5 ËÇ, 2 Í + 3 Í = 5 Í; ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
2È+3È = 5È, É ÎÁËÏÎÅÃ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 2x+3y+3x+y, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÙ ÑÂÌÏËÉ ÄÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ È É ÂÁÎÁÎÙ ÄÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ y. (Jaakola et. al 1995, 103-104). üÔÏÔ
ÔÒÀË ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÕÐÒÏÝÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË \ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÅ ÂÕË×". õÞÅÂÎÉË ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ È | ÜÔÏ ËÁË ÑÂÌÏËÉ, ËÉÌÏÇÒÁÍÍÙ ÉÌÉ
ÍÅÔÒÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ Ó \ÐÏÒÑÄËÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ", ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ È ÚÁÂÙÔÁ. ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÉÚÕÞÅÎÉÅ \ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ". åÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ×ÙÛÅÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÊ ÔÒÀË, × ÁÌÇÅÂÒÅ ÕÞÅÎÉËÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÂÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÍÅÓÔÏ ÂÕË×
É ÓÎÏ×Á ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ \ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ" ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ×.

6. âÕÄÕÝÅÅ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × æÉÎÌÑÎÄÉÉ

÷ æÉÎÌÑÎÄÉÉ ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÐÙÔËÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
(Malaty 2006, 2008). òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÏÌÅÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 1995Ç. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÎÁÃÅÌÅÎÙ ÎÁ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÉÅ ÕÓÐÅÈÏ× × ÏÂÅÓ-
ÐÅÞÅÎÉÉ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÅÊ ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. íÙ ÄÏÂÉÌÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÓÐÅÈÏ× × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × ÓÔÁÒ-
ÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ (ËÌÁÓÓÙ 10-12), Á ÔÁËÖÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × 1-2 ËÌÁÓÓÁÈ.
ðÕÔØ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÃÅÌÉ ÄÏÌÇÉÊ, Á ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÙÊ. ðÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÀ-
ÝÅÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ, | ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÉÅ ËÌÁÓÓÙ (7-9). îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÜÔÏÍ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÔ, ÞÔÏ îÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ðÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ × 2004Ç. ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌÏ ÎÏ×ÕÀ ÂÁ-
ÚÉÓÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÈÏÄÑÔ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ"
É \ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". îÁÛÉ ÓÉÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ ÐÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÕÞÁ-
ÝÉÍÉÓÑ ÐÏÍÏÇÌÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÐÅÈÁ × PISA. üÔÉ ÓÉÌØÎÙÅ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÔÁËÖÅ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÐÏÍÏÝÉ
× ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÏÄÁÒÅÎÎÙÈ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.
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ëÌÁÓÓÉËÉ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ

á ÎÅ ÓÁÍÙÅ ÌÉ ÐÏÞÔÅÎÎÙÅ ÉÍÅÎÁ | \õÍ" É \òÁÚÕÍÅÎÉÅ"?
ðÌÁÔÏÎ ÏÂ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ
óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌØ á. ÷. öÕËÏ×

ðÏÄÂÏÒËÁ ÁËÔÕÁÌØÎÙÈ É × ÎÁÛÉ ÄÎÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ×ÅÌÉËÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÁ Ï ÎÁÕËÁÈ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

ðÒÏÌÅÇÏÍÅÎÙ1 ÏÔ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ

þÉÔÁÑ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ ðÌÁÔÏÎÁ [1], Ñ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÏÊÍÁÌ ÓÅÂÑ ÎÁ ÍÙÓÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ-
×ÁÎÉÑ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÉËÁ Ñ ÕÖÅ ÇÄÅ-ÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÌ, { ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏ-
ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ; ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, { × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ. óÒÁ×ÎÉÔÅ:

þÔÏ ÖÅ? ðÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÌÉ ÔÅÂÅ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ, ËÁË ÌÀÄÉ Ó ÐÒÉÒÏÄÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ Ë ÓÞÅÔÕ
ÂÙ×ÁÀÔ ×ÏÓÐÒÉÉÍÞÉ×Ù, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ËÏ ×ÓÅÍ ÎÁÕËÁÍ?

ðÌÁÔÏÎ, çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, ËÎ. VII, 526 ×2

åÓÌÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÅÒÅÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÆÅÓÓÉÊ, ×
ÞÅÍ-ÔÏ ÎÅÏÂÙÞÎÕÀ, ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÉÌÉ ÎÅÚÎÁËÏÍÕÀ ÉÍ ×ÓÅÍ, ÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉË Ó ÎÅÊ ÓÐÒÁ×ÉÔÓÑ
ÌÕÞÛÅ.

çÕÇÏ ûÔÅÊÎÇÁÕÚ (1887-1972)
îÉËÁËÏÅ ÏÒÕÄÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÞÕÔÉÌÏÓØ × ÞØÉÈ-ÌÉÂÏ ÒÕËÁÈ, ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÔ

ÓÒÁÚÕ ÍÁÓÔÅÒÏÍ ÉÌÉ ÁÔÌÅÔÏÍ É ÂÕÄÅÔ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ, ÅÓÌÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÕÍÅÅÔ Ó ÎÉÍ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ É
ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÐÒÁÖÎÑÌÓÑ.

ðÌÁÔÏÎ, çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, ËÎ. II, 374 d
îÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÓ×ÏÉÔØ ÒÅÍÅÓÌÏ, ÉÚÕÞÁÑ ËÁÔÁÌÏÇÉ É ÐÏÓÅÝÁÑ ×ÙÓÔÁ×ËÉ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ×, ÎÏ ÎÅ

ÂÅÒÑ ÜÔÉÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× × ÒÕËÉ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÎÅÌØÚÑ ÉÚÕÞÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÂÕÄÕÞÉ ÐÁÓÓÉ×-
ÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÅÍ. . . ôÁË ÖÅ, ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÒÅÍÅÓÌÅÎÎÉËÏÍ,
ÎÁËÏÐÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ ÎÅ ÄÅÌÁÀÔ ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ. çÏÒÁÚÄÏ ×ÁÖÎÅÅ ÕÍÅÎÉÅ ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ.
éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁË ×ÁÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ.

áÌØÂÅÒÔÏ ð. ëÁÌØÄÅÒÏÎ (1920-1998)
õÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÑ ÏÔ ÎÁÕË ÎÅ ÓÍÅÛÁÎÙ Ó ÐÅÞÁÌØÀ.

ðÌÁÔÏÎ, æÉÌÅÂ, 52 ×
ëÏÇÄÁ ÍÉÒ ÓÈÏÄÉÔ Ó ÕÍÁ, ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ÎÅÓÒÁ×ÎÅÎÎÏÅ ÕÓÐÏËÁÉ×ÁÀÝÅÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï

× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. éÚ ×ÓÅÈ ÉÓËÕÓÓÔ× É ÎÁÕË ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ { ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÉÓÔÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔ-
ÎÁÑ, É ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÉÚ ×ÓÅÈ ÌÀÄÅÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÔÏ ÌÅÇÞÅ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ
ÕÂÅÖÉÝÅ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ âÅÒÔÒÁÎÁ òÁÓÓÅÌÁ \ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÙÈ
ÉÍÐÕÌØÓÏ× ÍÏÖÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÊÔÉ ÓÅÂÅ ÐÒÉÀÔ É ÓÐÁÓÅÎÉÅ ÏÔ ÕÎÙÌÏÇÏ ÐÌÅÎÁ ÒÅÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÉÒÁ".

ç. èÁÒÄÉ, áÐÏÌÏÇÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ
1óÖÁÔÙÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
2óÓÙÌËÉ ÎÁ ÃÉÔÁÔÙ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ðÌÁÔÏÎÁ ÄÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÊ ÐÁÇÉÎÁÃÉÉ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ

ÔÅËÓÔÏ×. ðÅÒÅ×ÏÄÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ á.î. åÇÕÎÏ×ÙÍ, î.÷. óÁÍÓÏÎÏ×ÙÍ, ó.ð. íÁÒËÉÛÅÍ, ó.ñ. ûÅÊÍÁÎ-ôÏÐÛÔÅÊÎ.
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óÏÞÉÎÅÎÉÑ ðÌÁÔÏÎÁ ÓÌÕÖÁÔ ÂÌÁÇÏÄÁÔÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÏÇÒÏÍÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÒÕÇÉÈ \ÖÉ×ÙÈ"
ÍÙÓÌÅÊ, ÎÅ ÕÔÒÁÔÉ×ÛÉÈ Ó×ÏÅÊ ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔÉ É × ÎÁÛÉ ÄÎÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÄ-
ÂÏÒËÁ ÃÉÔÁÔ ÉÚ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ. ñ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌ ÅÅ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏ-
ÞÔÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÉ × ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÓÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ,
ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÈ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ×ÅÌÉËÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÁ ×ÓÅÈ ×ÒÅÍÅÎ.

õÐÒÁÖÎÑÔØÓÑ ÖÅ, ÞÅÇÏ ÂÙ ÜÔÏ ÎÉ ËÁÓÁÌÏÓØ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÅÇÞÅ ÂÙ×ÁÅÔ × ÍÁÌÙÈ ×ÅÝÁÈ, ÞÅÍ ×
ÂÏÌØÛÏÍ.

ðÏÌÉÔÉË, 286 b

ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ËÁÍÅÎÝÉËÉ, ÂÏÌØÛÉÅ ËÁÍÎÉ ÎÅ ÌÏÖÁÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÂÅÚ ÍÁÌÙÈ.
úÁËÏÎÙ, X, 902 Å

äÏ×ÏÄÙ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ Ó×ÏÀ ÐÒÁ×ÏÔÕ ÞÅÒÅÚ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÉÅ, { ÜÔÏ ÐÕÓÔÏÈ×ÁÌÙ, É ÅÓÌÉ ÎÅ
ÂÙÔØ ÎÁÓÔÏÒÏÖÅ, ÏÎÉ ÏÂÍÁÎÕÔ ÔÅÂÑ ÓÁÍÙÍ ÖÅÓÔÏËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÁË ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,
É ×Ï ×ÓÅÍ ÐÒÏÞÅÍ.

æÅÄÏÎ, 92 d
ëÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÖÄÕ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ ÐÒÉÞÁÓÔÎÙÍ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÎÅ-

ÐÒÉÞÁÓÔÎÙÍ. . .
çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 527 c

ðÏÓÌÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÍÙ ×ÚÑÌÉÓØ ÚÁ Ô×ÅÒÄÙÅ ÔÅÌÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ËÒÕÇÏ×ÒÁÝÅÎÉÉ, Á ÎÁÄÏ ÂÙ
ÒÁÎØÛÅ ÉÚÕÞÉÔØ ÉÈ ÓÁÍÉÈ ÐÏ ÓÅÂÅ { ×ÅÄØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÔÒÅÔØÅ: ÏÎÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ËÕÂÏ× É ×ÓÅÇÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÉÎÕ. . . ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ
ÎÁÕËÉ ÏÂ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÏ ÓÍÅÛÎÏÇÏ ÐÌÏÈÏ. . . îÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á, ÇÄÅ
ÎÁÕËÁ ÜÔÁ ÂÙÌÁ ÂÙ × ÐÏÞÅÔÅ, Á ÉÓÓÌÅÄÕÀÔ ÅÅ ÓÌÁÂÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÔÒÕÄÎÁ.

çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 528 b, d
âÏÌØÛÁÑ ÇÌÕÐÏÓÔØ ÄÕÍÁÔØ, ÂÕÄÔÏ ×ÓÅ ÜÔÏ ÎÅ ÓÕÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÏÚÎÁÎÉÑ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ,

ÓÏÂÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂÕÞÉÔØÓÑ ÈÏÔØ ÞÅÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÈ ÎÁÕË.
úÁËÏÎÙ, VII, 818 d

úÎÁÔÏË ÑÚÙËÁ ÐÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ Ó ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ, ÓÞÉÔÁÀÝÉÍ ÓÅÂÑ Ó×ÅÄÕÝÉÍ × ÇÁÒÍÏÎÉÉ ÔÏÌØËÏ ÐÏ-
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÍÅÅÔ ÎÁÓÔÒÁÉ×ÁÔØ ÓÔÒÕÎÕ ÔÏ ×ÙÛÅ, ÔÏ ÎÉÖÅ, ÎÅ ÓËÁÖÅÔ ÇÒÕÂÏ: \âÅÄÎÑÇÁ, ÔÙ,
×ÉÄÎÏ, ÒÅÈÎÕÌÓÑ", { ÎÏ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÓËÁÖÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÑÇËÏ, ËÁË ÐÏÄÏÂÁÅÔ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÐÒÉÞÁÓÔÎÏÍÕ
Ë ÍÕÚÙËÅ: \õ×ÁÖÁÅÍÙÊ, ËÏÎÅÞÎÏ, É ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÍÅÔØ ÔÏÍÕ, ËÔÏ ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÚÁÎÑÔØÓÑ
ÇÁÒÍÏÎÉÅÊ; ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË × Ô×ÏÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÉÍÁÌÏ ÎÅ ÓÍÙÓÌÉÔ ×
ÇÁÒÍÏÎÉÉ: Õ ÔÅÂÑ ÅÓÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÇÁÒÍÏÎÉÉ, ÎÏ ÓÁÍÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÉ
ÔÙ ÎÅ ÚÎÁÅÛØ".

æÅÄÒ, 268 e

âÏÒØÂÏÊ ÎÁÄÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÒÁÄÉ ×ÏÊÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÁÔØ ÒÁÔÎÏÅ ÄÅÌÏ ÒÁÄÉ ÂÏÒØÂÙ.
úÁËÏÎÙ, VI, 814 d

ðÉÔÁÊ Ó×ÏÉÈ ÄÅÔÅÊ ÎÁÕËÁÍÉ ÎÅ ÎÁÓÉÌØÎÏ, Á ÉÇÒÁÀÞÉ, ÞÔÏÂÙ ÔÙ ÌÕÞÛÅ ÍÏÇ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÐÒÉ-
ÒÏÄÎÙÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ.

çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 537 a
åÓÌÉ ÔÅÌÏ ÎÁÓÉÌØÎÏ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÅÏÄÏÌÅ×ÁÔØ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÈÕÖÅ,

ÎÏ ÎÁÓÉÌØÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÎÅÄÒÅÎÎÏÅ × ÄÕÛÕ ÚÎÁÎÉÅ ÎÅÐÒÏÞÎÏ.
çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 536 Å

õÓÔÁÌÏÓÔØ É ÓÏÎ | ×ÒÁÇÉ ÎÁÕË.
çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 537 b
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ñ ÇÏ×ÏÒÀ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÂÅÌÉÚÎÙ, ÞÔÏ, ÂÕÄÕÞÉ ÞÉÓÔÏÊ, ÏÎÁ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÁÌÏ, ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ,
ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÉÓÔÉÎÎÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, ÂÏÌØÛÕÀ ÍÁÓÓÕ ÎÅÞÉÓÔÏÊ ÂÅÌÉÚÎÙ. ôÁË ×ÏÔ...
ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÎÁ ÐÏÌØÚÕ É ÇÒÏÍËÕÀ ÓÌÁ×Õ ÚÎÁÎÉÊ, Á ÎÁ ÔÏ, ÐÒÉÓÕÝÁ ÌÉ ÎÁÛÅÊ ÄÕÛÅ
ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÌÀÂÉÔØ ÉÓÔÉÎÕ É ×ÓÅ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÄÉ ÎÅÅ.

æÉÌÅÂ, 58 d
÷ ÎÁÕËÁÈ ÏÞÉÝÁÅÔÓÑ É ×ÎÏ×Ø ÏÖÉ×ÁÅÔ ÎÅËÏÅ ÏÒÕÄÉÅ ÄÕÛÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÒÕÇÉÅ

ÚÁÎÑÔÉÑ ÇÕÂÑÔ É ÄÅÌÁÀÔ ÓÌÅÐÙÍ, Á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÅÇÏ × ÃÅÌÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÃÅÎÎÏ, ÞÅÍ
ÉÍÅÔØ ÔÙÓÑÞÕ ÇÌÁÚ.

çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, VII, 527 Å

á ÎÅ ÓÁÍÙÅ ÌÉ ÐÏÞÔÅÎÎÙÅ ÉÍÅÎÁ | \ÕÍ" É \ÒÁÚÕÍÅÎÉÅ"?
æÉÌÅÂ, 59 d

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] ðÌÁÔÏÎ, óÏÞÉÎÅÎÉÑ, ÔÔ. 1,2, 3(1), 3(2), í.: íÙÓÌØ, 1968-1972.

öÕËÏ× áÌÅËÓÁÎÄÒ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ
ïÔËÒÙÔÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ôÒÁÎÓÐÏÒÔÁ.

Email: izyaslav@gmail.com



õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ

ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÎÔÁÍ
÷ÏÅÎÎÏ-×ÏÚÄÕÛÎÏÊ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÉÍ. ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÅÍÙ 2, 3. ôÅÍÁ 1 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.

ôÅÍÁ 2

âÁÚÉÓ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

5. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×
ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÉÄÅÊ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ×ÅË-

ÔÏÒÁ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÕÐÐÙ

×ÅËÔÏÒÏ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷ÓÅ ÓÏ×ÏËÕÐ-

ÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ: × ÐÅÒ×ÏÊ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÌØÚÑ. ïÔ ÔÏÇÏ, Ë ËÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁ ÉÌÉ ÉÎÁÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÔ ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ
ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ �ÏÓÎÏ×Ù� ÉÌÉ, ÇÏ×ÏÒÑ ÎÁÕÞÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÂÁÚÉÓÁ,
ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÕÔ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .
5.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u1; : : : ;un ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ �1; : : : ; �n ∈ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun =
n∑

i=1
�iui:

5.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÙ u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ �1; �2; : : : ; �n ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ �1; �2; : : : ; �n ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÙ u1;u2; : : : ;un ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.
ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ �i, i = 1; 2; : : : ; n × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×: ÏÎÉ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÁ×ÎÙ 0, ÔÏ É ÓÁÍÁ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÕÌÅ×ÁÑ (ÉÌÉ, ÇÏ×ÏÒÑ
ÎÁÕÞÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ)

0 · u1 + 0 · u2 + · · ·+ 0 · un = 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0: (2.1)
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un, ÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ
ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ u1;u2; : : : ;un, ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ.

÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ
ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ.

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2.1) ÚÎÁËÉ 0, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏÓÌÅ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ËÁË ÐÏÓÌÅ
ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÔÁË É ÐÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ), ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á ÜÔÏ
ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ 0 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÀÂÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÐÏÓÌÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÉÍÅÒÏ×.
ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ.
5.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. åÓÌÉ n = 1, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ
u, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ
u 6= 0, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�u = 0
×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ � = 0, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u. îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ!
á ÍÙ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �u = 0 ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ � = 0!
5.4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÐÕÓÔÉÍ ÓÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, u1 = 0. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÎÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ), ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

1 · u1 + 0 · u2 + · · ·+ 0 · un = 1 · u1 + 0 + · · ·+ 0 = 1 · 0 + 0 = 0:

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ×ÚÑÌÉ �1 = 1 6= 0, �2 = �3 = · · · = �n = 0. ôÁË ËÁË �1 6= 0, ÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ. 2

5.5. ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ). óÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
ëÏÇÄÁ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÆÒÁÚÁ �(×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ A) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
(×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ B)�, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ �×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ A� ÓÌÅÄÕÅÔ
�×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ B� É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉ �×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ B� �×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ A�.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ, Ô. Å. ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ 5.2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun = 0; (2.2)

× ËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, �i ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.
ôÁË ËÁË �i 6= 0, ÔÏ ÉÚ (2.2) ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ui:

ui = −�1
�i

u1 − · · · − �i−1
�i

ui−1 − �i+1
�i

ui+1 − · · · − �n
�i

un:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.

2) ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅËÔÏÒ u1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× u2; : : : ;un:

u1 = �2u2 + · · ·+ �nun;
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ÔÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1 · u1 − �2u2 − · · · − �nun = 0;

ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÐÒÅÄßÑ×ÉÌÉ
ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ �1 = 1 6= 0! 2

C ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ B, É ÉÚ B ÓÌÅÄÕÅÔ A, ÔÏ ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ A É B ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, Ô. Å. ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
×ÅËÔÏÒÏ×, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.2.

÷ÅËÔÏÒÙ u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.
5.6. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅ-
ÍÕ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un, × ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ-
×ÉÓÉÍÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á×, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ×ÅËÔÏÒÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ k
×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ:

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �kuk = 0; (2.3)

× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �k ÎÕÌÅ×ÙÅ (ÍÏÖÅÔÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÞÉÔÁÔØ �1 6= 0).
ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, ÄÏÂÉ× Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2.3) ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ:

�1u1 + · · ·+ �kuk + 0 · uk+1 + · · ·+ 0 · un = 0:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, Ô. Å. Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ. îÏ Ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �1 6= 0. úÎÁÞÉÔ, × ÎÅÊ ÎÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
u1;u2; : : : ;un ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.2). 2

ðÏÄÙÔÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.
óÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÏÊ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.
åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ, ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. óÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.

åÓÌÉ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ, ÔÏ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, Ô. Å. ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ �ÚÁ×ÉÓÉÔ� ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ, Á ÐÒÉ ÄÏÂÁ-
×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ un+1 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.
5.7. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÎÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ un+1, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ un+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
×ÅËÔÏÒÙ u1;u2; : : : ;un.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÉÓÔÅÍÁ u1;u2; : : : ;un;un+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ:

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun + �n+1un+1 = 0: (2.4)

åÓÌÉ �n+1 6= 0, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÅËÔÏÒ un+1 ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ:

un+1 = − �1
�n+1

u1 − �2
�n+1

u2 − · · · − �n
�n+1

un;
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ÞÔÏ ÄÏËÁÖÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �n+1 6= 0. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É �n+1 = 0,

ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.4) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun + 0un+1 = 0 ⇔ �1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun = 0:

îÏ ×ÅËÔÏÒÙ u1;u2; : : : ;un ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun = 0 (2.5)

×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ �1 = �2 = · · · = �n = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × (2.4) ÎÕÌÅ-
×ÙÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ u1; : : : ;un+1. úÎÁÞÉÔ,
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï �n+1 = 0 ÌÏÖÎÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

6. ëÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ
6.1. ôÅÏÒÅÍÁ. ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ u É v ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ � (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ u = �v.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 5.5 × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
n = 2. éÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u É v ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ u)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Ô. Å. u = �v. 2

ðÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 (Ô. Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ
ÏÔÒÅÚËÏ×) ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ: ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ Ú×ÕÞÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ.
6.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ −→a É −→b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍÉ1, ÅÓÌÉ −→a ↑↑ −→b ÉÌÉ −→a ↓↑ −→b
(Ô. Å. ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
6.3. ôÅÏÒÅÍÁ. ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ −→a É −→b ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ −→a = �−→b ÉÌÉ −→b = �−→a .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏÇÄÁ −→a ↑↑ −→b ÉÌÉ −→a ↓↑ −→b . ÷ ËÁÖÄÏÍ
ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ −→a 6= −→0 . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÙ −→a
É �−→a ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. ÷ÏÚØÍÅÍ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÂÙ |�| = |−→b |

|−→a | , ÐÒÉÞÅÍ � > 0, ÅÓÌÉ −→a ↑↑ −→b É � < 0 ÅÓÌÉ
−→a ↓↑ −→b . ôÏÇÄÁ |�−→a | = |�||−→a | = |−→b |

|−→a | |
−→a | = |−→b |. åÓÌÉ −→a ↑↑ −→b , � > 0, ÔÏÇÄÁ �−→a ↑↑ −→a , ÐÏÜÔÏÍÕ

�−→a ↑↑ −→b . åÓÌÉ −→a ↓↑ −→b , � < 0, ÔÏÇÄÁ �−→a ↓↑ −→a , ÐÏÜÔÏÍÕ �−→a ↑↑ −→b . ôÁË ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× �−→a É −→b ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ, ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ: −→b = �−→a ,
Ô. Å. ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

åÓÌÉ−→a = −→0 , ÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á−→a = 0·−→b ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ−→a É−→b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
2) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ −→b = �−→a .

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉ � > 0 −→a ↑↑ �−→a = −→b , Á ÐÒÉ � < 0
−→a ↓↑ �−→a = −→b , ÉÌÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 6.2 ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. 2

1óÌÏ×Ï �ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ� ×ÏÐÒÅËÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ. üÔÉÍÏÌÏÇÉÑ ÓÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÁ:
ÔÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØÓÑ ËÁË �ËÏÌÉÎÅÒÎÙÅ�.
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6.4. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ −→a É −→b × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1 ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.3 ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. 2

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6.4 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ −→a É −→b × Å×ËÌÉ-
ÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.

7. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× | ÜÔÏ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÑÓÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b , −→c × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
7.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÁÎÁÒ-
ÎÙÍÉ2, ÅÓÌÉ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ! åÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÔÒÅÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, −→a É −→b ) ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ×ÓÑ
ÔÒÏÊËÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ É ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÁ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ.
7.2. ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ). ôÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→a , −→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.5
(ÐÒÉ n = 3) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ðÕÓÔØ
ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ −→c (ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), ÔÏÇÄÁ

−→c = �1
−→a + �2

−→b : (2.6)

òÉÓ. 2.1. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÌÁÎÁÒ-
ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c
× ×ÉÄÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× −→OA, −−→OB É −−→OC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
(ÒÉÓ. 2.1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÐÌÏÓËÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÐÒÑ-
ÍÙÅ (OA) É (OB).

ôÁË ËÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �1

−→OA = −−→OA1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (OA),
ÔÏ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË
�2
−−→OB = −−→OB1 ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ �1
−→OA É �2

−−→OB ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË −−→OC, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÊ × ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ �. C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.6) −−→OC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
×ÅËÔÏÒÁ −→c . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ 7.1 ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ.

2) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 5.6 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 6.4 ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×
ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c ÎÅÔ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ×
−→a , −→b É −→c Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ −→OA, −−→OB É −−→OC. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÙÅ l1 É

2úÄÅÓØ ÏÐÑÔØ ÐÒÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÕÓÔÁÒÅ×ÛÅÇÏ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë
ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÄÏÌÖÎÏ ÐÉÓÁÔØÓÑ ËÁË �ËÏÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ�.
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l2, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ (OB) É (OA) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A1 É B1
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ l1 É l2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ (OA) É (OB). éÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ
OA1CB1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: −−→OC = −−→OA1 +−−→OB1: (2.7)

îÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ −−→OA1 É −→OA Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× −→a1 É −→a , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.3 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. −→a1 = �1

−→a . −−→OB1 É −−→OB
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→b1 É −→b , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÇÌÁÓ-
ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.3 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: −→b1 = �2

−→b . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
(2.7) ×ÅËÔÏÒ −→c = �1

−→a + �2
−→b , Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b . ïÔÓÀÄÁ ÐÏ

ÔÅÏÒÅÍÅ 5.5 ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ. 2

7.3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ìÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ E3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ôÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2 ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÀ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

8. âÁÚÉÓ
÷ ÜÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ É ÄÁÖÅ ÇÄÅ-ÔÏ ×ÏÌÎÕÀÝÉÅ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ

Õ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÎÁÕÞÎÏÊ ÆÁÎÔÁÓÔÉËÏÊ) ÔÅÒÍÉÎÙ �ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ� É �ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ�.
åÓÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÐÌÏÈÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ), ÔÏ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ×ÙÚÙ×ÁÅÔ
ÓÔÏÌÂÎÑË × ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÁ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ.

÷ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ. ÷ÙÑÓÎÉÍ ËÁË
ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÎÏ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ E3.
8.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1;u2; : : : ;un ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ u ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ:

∀u ∈ V; ∃�1; : : : ; �n ∈ R : u = �1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun:

òÉÓ. 2.2. ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ

÷ÏÚØÍÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅËÔÏÒÙ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ l, É ×ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁ-
ÖÅÍ, −→e (ÒÉÓ. 2.2).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −→a , ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ l.
ôÏÇÄÁ −→a É −→e ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.3 ÏÎÉ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: −→a = �−→e .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ l, ÌÉÎÅÊÎÏ ×Ù-
ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→e . úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 8.1 ÓÉÓÔÅÍÁ,

ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→e , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÏÊ l.
8.2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅ-
ÍÕ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ −→a É −→b | ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁ-
ÌÉÚÁÃÉÉ−→OA É−−→OB Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ
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ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ O, A É B. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ3 −→a É −→b .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ −→c , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �. ôÏÇÄÁ −→a , −→b É −→c | ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ.

úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2 ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, −→a É −→b ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ,
Ô. Ë. ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ (ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 6.4). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.7 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ −→c ÌÉÎÅÊÎÏ
×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→a É −→b .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÂÒÁÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −→c , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ −→a É −→b , ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ
Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b . 2

8.3. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ìÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ × E3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −→x
× E3. åÓÌÉ −→x ËÏÍÐÌÁÎÁÒÅÎ Ó ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b , ÉÌÉ −→b É −→c , ÉÌÉ −→a É −→c (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
−→x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ), ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 7.2 É 5.6 ÓÉÓÔÅÍÁ−→a , −→b , −→c É −→x ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ,
Ô. Ë. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ,
ÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 7.3 ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.7 ×ÅËÔÏÒ −→x ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ −→a , −→b É −→c (ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ −→x ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÔÁÌÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ).

ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×
−→a , −→b , −→c É −→x × ×ÉÄÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× −→OA, −−→OB, −−→OC, −−→OX, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ |
ÔÏÞËÕ O (ÒÉÓ. 2.3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÐÌÏÓËÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ −→OA
É −−→OB. ôÁË ËÁË −→x 6= −→0 (ÐÏÞÅÍÕ?), ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ l, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÏÊ
(OC). ðÒÑÍÁÑ l ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � (ÐÏÞÅÍÕ?) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÅ. ôÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.3). ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×: −−→OX = −−→OM +−−→MX:
îÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË −−→MX ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l, Ô. Å. ËÏÌÌÉÎÅÁÒÅÎ −−→OC. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.3−−→MX = �1

−−→OC.

A

B

C X

M
O

òÉÓ. 2.3. ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×

îÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË −−→OM ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, Ô. Å.
ËÏÍÐÌÁÎÁÒÅÎ Ó −→OA É −−→OB. ôÏÇÄÁ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 8.2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

−−→OM = �2
−→OA+ �3

−−→OB:
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ

−−→MX = �1
−−→OC + �2

−→OA+ �3
−−→OB;

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË
−→x = �1

−→c + �2
−→a + �3

−→b :
ôÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒ −→x ×ÙÂÉÒÁÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ

E3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ −→a , −→b É −→c , ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÈ
ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × E3. 2

ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅËÔÏÒ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ u1;u2; : : : ;un ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ un+1, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ u1; : : : ;un;un+1 ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ô. Ë. u1; : : : ;un | ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ,
ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

v = �1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun:
3îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÃÅÌÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

ðÏÞÅÍÕ?
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îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
v = �1u1 + �2u2 + · · ·+ �nun + 0 · un+1

×ÙÒÁÖÁÅÔ ×ÅËÔÏÒ v ÞÅÒÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Ô. Å. u1, . . . , un;un+1 ÔÏÖÅ ÐÏÌÎÁ.
÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

8.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; : : : ; en ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÌÎÁ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÏ×Ï �ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ� × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ. úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁÂÏÒ e1; e2 | ÂÁÚÉÓ, ÔÏ e2; e1 | ÔÏÖÅ ÂÁÚÉÓ, ÎÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÐÏÒÑÄÏË ×ÅËÔÏÒÏ× × ÎÁÂÏÒÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

ôÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ (2.18∗).
8.5. ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ −→e1 É −→e2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ −→e1 É −→e2 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÙ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.4) É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2). ðÏÜÔÏÍÕ
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ 8.4 −→e1 É −→e2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. 2

8.6. ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ −→e1 , −→e2 , −→e3 | ÜÔÏ ÂÁÚÉÓ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 8.3 ×ÅËÔÏÒÙ −→e1 , −→e2 , −→e3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÏ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 7.3 ×ÅËÔÏÒÙ −→e1 , −→e2 , −→e3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 8.4 −→e1 , −→e2 É −→e3
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3. 2

9. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ �ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ

ÞÉÓÅÌ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁ× ÄÏÌÇÏÔÕ,
ÛÉÒÏÔÕ É ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÍÏÒÑ, ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÎÁ úÅÍÌÅ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ,
ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × Ñ×ÎÏ ÓÌÏ×ÁÈ �ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÏÒÑ�
É ÎÅÑ×ÎÏ: ÄÏÌÇÏÔÁ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ, ×ÙÂÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÈÏÄÏÍ
ÉÓÔÏÒÉÉ É ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ××ÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÁÚÉÓÁ.
9.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ e1; e2; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷×ÉÄÕ ÐÏÌÎÏÔÙ
ÓÉÓÔÅÍÙ e1; : : : ; en ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ x1; : : : ; xn ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

v = x1e1 + · · ·+ xnen: (2.8)

õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ (x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ
e1; : : : ; en.
9.2. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (x1; : : : ; xn)
É (y1; : : : ; yn), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

x1 = y1; x2 = y2; : : : ; xn = yn:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ÎÁÊÔÉ
Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (x1; : : : ; xn) É (y1; : : : ; yn). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

v = x1e1 + · · ·+ xnen É v = y1e1 + · · ·+ ynen:
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úÎÁÞÉÔ,
x1e1 + · · ·+ xnen = y1e1 + · · ·+ ynen:

ðÅÒÅÎÅÓÑ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ É ÐÒÉ×ÅÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(x1 − y1)e1 + (x2 − y2)e2 + · · ·+ (xn − yn)en = 0:

ïÄÎÁËÏ ÓÉÓÔÅÍÁ e1; : : : ; en ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ×
ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ:

(x1 − y1) = (x2 − y2) = · · · = (xn − yn) = 0:

úÎÁÞÉÔ, x1 = y1, x2 = y2; : : : , xn = yn. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÁÚÉÓ e1, . . . , en, ÔÏ ÄÌÑ ÚÁ-
ÄÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n ÞÉÓÅÌ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V
ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ n ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.
9.3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏ-
ÒÏ× × ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÅ. ïÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ dimV .

ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÂÁÚÉÓÁ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ÁÍ ÐÏËÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË.

âÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C[−�; �] ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�; �] |
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

ëÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÂÁÚÉÓÅ?! éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 9.1 ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÂÁÚÉÓÁ. äÕÍÁÀÝÉÅ
ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÏÂÒÁÔÉÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.3 ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

BO

A

C

òÉÓ. 2.4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÐÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÂÁÚÉ-
ÓÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ä×Á ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ −→e1 É −→e2 (ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ,
ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.5 ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á
×ÙÂÅÒÅÍ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ (ÒÉÓ. 2.4).

÷ÏÚØÍÅÍ × ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÝÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅËÔÏÒ −→v É ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÂÁÚÉÓÅ −→e1 É −→e2 .

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÃ ×ÅËÔÏÒÁ −→v (ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÒÉÓ. 2.4) ÐÒÏ-
×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÙÅ l1 ‖ −→e1 É l2 ‖ −→e2 . ôÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó
ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B É C
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒ −−→OB ËÏÌÌÉÎÅÁÒÅÎ −→e2 , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÞÉÓÌÏ x2 ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ −−→OB = x2

−→e2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 6.3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, −−→OC = x1
−→e1 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ

x1 ∈ R.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ

−→v = −−→OC +−−→OB:
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ: −→v = x1

−→e1 + x2
−→e2 . úÎÁ-

ÞÉÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −→v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→e1 ;−→e2 | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ (x1; x2). úÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÍÙ ÜÔÏ ÂÕÄÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ −→v (x1; x2).

÷ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→v × ÂÁÚÉÓÅ −→e1 , −→e2 , −→e3 ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË −→v (x1; x2; x3).
÷ÁÖÎÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ÏÂßÅËÔÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÞÉÓÌÏ×ÙÍ� ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ
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ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÎÁÄ ÉÈ �ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ�.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÍÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
9.4. ôÅÏÒÅÍÁ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, (x1; : : : ; xn) É (y1; : : : ; yn) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× u É v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁ-
ÚÉÓÁ e1; : : : ; en É � ∈ R. ôÏÇÄÁ (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÕÍÍÙ u + v, Á
(�x1; �x2; : : : ; �xn) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �u.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ 9.1 ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× u É v ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ
ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ:

u =x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen; (2.9)
v =y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen: (2.10)

óÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

u + v = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen + y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen =
= (x1 + y1)e1 + (x2 + y2)e2 + · · ·+ (xn + yn)en;

ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÓÕÍÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÕÍÍÙ u+v ÉÍÅÀÔ
×ÉÄ: (x1 + y1; x2 + y2; : : : , xn + yn).

õÍÎÏÖÉ× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.9) ÎÁ ÞÉÓÌÏ � É ÒÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ, ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ
×ÅËÔÏÒÁ �u:

�u = �(x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen) = (�x1)e1 + (�x2)e2 + · · ·+ (�xn)en:

úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ 9.1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ �u ÓÌÕÖÉÔ ÎÁÂÏÒ (�x1; �x2; : : : ; �xn). 2

10. ïÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.
ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

úÄÅÓØ ÍÙ Ó×ÑÖÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ó ÐÒÉ×ÙÞÎÙÍ, ÕÓ×ÏÅÎÎÙÍ ÅÝÅ × ÛËÏÌÅ.
ëÁÖÕÝÅÅÓÑ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ Ó ÐÒÏÞÎÏ
ÕÓ×ÏÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÛËÏÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, Á ÍÙ
ÄÁ×ÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÓÔÉË ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A2

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E2

É ÎÁÚÏ×ÅÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.

òÉÓ. 2.5. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Oxy

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÑÓÎÉÌÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 8.2, ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ× −→e1 , −→e2 ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓ. òÁÎÅÅ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ,
ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ
ÒÁÓÞÅÔÏ× ÕÄÏÂÎÏ ÂÒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ× Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ
ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
10.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A2

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ −→e1 ;−→e2 × E2 É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ O ∈ A2 (ÓÍ.
ÒÉÓ. 2.5). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0; y0) ×ÅËÔÏÒÁ −→OA4 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→e1 , −→e2 ,
ÞÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË A(x0; y0).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞÎÏ ××ÅÓÔÉ ÚÄÅÓØ.
4÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅËÔÏÒ −→OA ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ.
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10.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÁÚÉÓ −→e1 , −→e2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ E2 ÉÌÉ −→e1 , −→e2 , −→e3 × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.
10.3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ
×ÅËÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ÷ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉ-
ÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÒÔÁÍÉ5. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÏ ÐÏÚÖÅ,
ÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ −→{ , −→| É −→k .
10.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÊ ÂÁÚÉÓ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÉÓ. 2.6.

òÉÓ. 2.6. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3.

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÎÁÞÁÌÁ A
É ËÏÎÃÁ B É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.1, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ
ÐÒÁ×ÉÌÏ:

ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB, ÎÕÖÎÏ ÉÚ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ ÅÇÏ ËÏÎÃÁ ×ÙÞÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÌÅÇËÏ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÏÛÉÂËÕ, ÚÁÂÙ×,
ÞÔÏ ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÙÞÉÔÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÉÓÕÎÏË, ÐÏÈÏÖÉÊ ÎÁ ÒÉÓ. 2.8 (ÓÍ. ÐÒÉ-
ÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ), É ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.
10.5. ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −→e1 × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ
ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ −→OA ×ÅËÔÏÒÁ −→e1 (ÒÉÓ. 2.7). þÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ O ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ −→e1 . ïÔÌÏÖÉÍ ÎÁ ÎÅÊ ÏÔÒÅÚÏË OB
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÎÅ ×ÁÖÎÏ, × ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅËÔÏÒ −−→OB ÞÅÒÅÚ −→e2 . ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ-
×ÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ l′, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ BOA, É ÏÔÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË OC.
ðÏÌÏÖÉ× −→e3 = −−→OC, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ −→e1 , −→e2 , −→e3 .2

òÉÓ. 2.7. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ

A

B

C

11. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ
÷×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÐÉÛÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ É ËÁË ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.
11.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË A1 Ó ÍÁÓÓÏÊ m1, A2 Ó ÍÁÓÓÏÊ
m2, . . . , An Ó ÍÁÓÓÏÊ mn. ãÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

m1
−−→CA1 +m2

−−→CA2 + · · ·+mn
−−→CAn = −→0 : (2.11)

5ïÒÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.
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éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÎÁÞÏË ÓÕÍÍÙ, ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ:
n∑

i=1
mi
−−→CAi = −→0 : (2.12)

ðÕÓÔØ i-ÁÑ ÔÏÞËÁ Ai ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (xi; yi; zi). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÎÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ
ÍÁÓÓ C(xc; yc; zc).

ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÔÒ 53), ÐÏÌÕÞÉÍ −−→CAi(xi−xc; yi−yc; zi−zc). ðÏÄ-
ÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.12) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(ÓÔÒ 52), ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:

m1(x1 − xc; y1 − yc; z1 − zc) +m2(x2 − xc; y2 − yc; z2 − zc) + · · ·+mn(xn − xc; yn − yc; zn − zc) =
= (m1(x1 − xc);m1(y1 − yc);m1(z1 − zc)) + (m2(x2 − xc);m2(y2 − yc);m2(z2 − zc)) +

+ · · ·+ (mn(xn− xc);mn(yn− yc);mn(zn− zc)) =
(
m1(x1 − xc) +m2(x2 − xc) + · · ·+mn(xn− xc);

m1(y1 − yc) +m2(y2 − yc) + · · ·+mn(yn − yc);
m1(z1 − zc) +m2(z2 − zc) + · · ·+mn(zn − zc)

)
= (0; 0; 0)

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ | ÜÔÏ ÎÕÌÉ).
ôÁË ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ×ÅËÔÏÒ, ÔÏ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-

ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÙ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÓÉÓÔÅÍÅ:





m1(x1 − xc) +m2(x2 − xc) + · · ·+mn(xn − xc) = 0;
m1(y1 − yc) +m2(y2 − yc) + · · ·+mn(yn − yc) = 0;
m1(z1 − zc) +m2(z2 − zc) + · · ·+mn(zn − zc) = 0:

éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

m1(x1 − xc) +m2(x2 − xc) + · · ·+mn(xn − xc) =
= m1x1 −m1xc +m2x2 −m2xc + · · ·+mnxn −mnxc =

= m1x1 +m2x2 + · · ·+mnxn − (m1 +m2 + · · ·+mn)xc = 0:

÷×ÅÄÑ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ÓÉÓÔÅÍÙ m = m1 + m2 + · · · + mn, ×ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ xc:

xc = m1x1 +m2x2 + · · ·+mnxn
m : (2.13)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

yc = m1y1 +m2y2 + · · ·+mnyn
m ;

zc = m1z1 +m2z2 + · · ·+mnzn
m :

(2.14)

11.2. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË: A1; : : : ; An Ó ÍÁÓ-
ÓÁÍÉ m1; : : : ;mn É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ m; B1; : : : ; Bk Ó ÍÁÓÓÁÍÉ �1; : : : ; �k É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ �.
ðÕÓÔØ Ca | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË, Á Cb | ×ÔÏÒÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË A1; : : : ; An, B1; : : : ; Bk, Á ÞÅÒÅÚ C ′ | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË: Ca Ó ÍÁÓÓÏÊ
m É Cb Ó ÍÁÓÓÏÊ �. ôÏÇÄÁ C = C ′.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.13) ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË A1; : : : ; An, Ô. Å.
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ Ca ÒÁ×ÎÁ

xca = m1xA1 +m2xA2 + · · ·+mnxAn
m ;

ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË B1; : : : ; Bk, Ô. Å. ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ Cb ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË

xcb = �1xB1 + �2xB2 + · · ·+ �kxBk
� ;

Á ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË A1; : : : ; An; B1; : : : ; Bk, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ C
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

xc = m1xA1 +m2xA2 + · · ·+mnxAn
m+ � + �1xB1 + �2xB2 + · · ·+ �kxBk

m+ � :

ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.13) ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ C ′

xc′ = mxca + �xcb
m+ � =

= 1
m+ �

(
mm1xA1 +m2xA2 + · · ·+mnxAn

m + ��1xB1 + �2xB2 + · · ·+ �kxBk
�

)
= xc:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË C É C ′ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÅÏ-
ÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 2.1. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ A(2; 1; 1) É B(3;−1; 4) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ6 Oxyz É
×ÅËÔÏÒ −−→AB1(0; 1; 0). îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ B1.
òÅÛÅÎÉÅ.

òÉÓ. 2.8. òÉÓÕÎÏË Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.1

A

B

A

б)a)

B

ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→OA É −−→OB (ÒÉÓ. 2.8, Á). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ 10.1 ÎÁÂÏÒ
ÞÉÓÅÌ (2; 1; 1) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→OA; (3;−1; 4) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→OB. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,−−→AB = −−→OB−−→OA. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.4 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −−→AB | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ −−→OB É −→OA:

−−→AB = (3− 2;−1− 1; 4− 1) = −−→AB(1;−2; 3):
6ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ É ÓÌÏ×Á �ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz�

ÏÐÕÓËÁÀÔ
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÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ B1 | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→OB1. éÚ ÒÉÓ. 2.8, Â ÓÌÅÄÕÅÔ:−−→OB1 = −→OA+−−→AB1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→OA(2; 1; 1), ÚÎÁÞÉÔ,
−−→OB1(2 + 0; 1 + 1; 1 + 0) = −−→OB1(2; 2; 1):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B1(2; 2; 1).

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÕÓÔØ −→e1 , −→e2 , −→e3 | ÂÁÚÉÓ. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:
−→a = −→e1 +−→e2 +−→e3 ; −→c = −→e1 ; −→b = −→e1 −−→e3 ; −→0 :

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 9.1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ
ÂÁÚÉÓÕ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ −→a ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË −→a = 1 · −→e1 + 1 · −→e2 + 1 · −→e3 , ÏÔËÕÄÁ−→a (1; 1; 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:

−→b = −→e1 −−→e3 = 1 · −→e1 + 0 · −→e2 + (−1) · −→e3 ⇒ −→b (1; 0;−1);
−→c = −→e1 = 1 · −→e1 + 0 · −→e2 + 0 · −→e3 ⇒ −→c (1; 0; 0);
−→0 = 0 · −→e1 + 0 · −→e2 + 0 · −→e3 ⇒ −→0 (0; 0; 0):

ðÒÉÍÅÒ 2.3. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ A(1;−2; 2) É B(−13; 5;−3=2). îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M , ÌÅÖÁÝÅÊ
ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (AB), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× [AM ] É [MB] ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÁË 2 : 5.
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ−−→AM É−−→MB. ïÎÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ,
Ô. Ë. ÔÏÞËÉ A, B É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1

−−→AM = �−−→MB: (2.15)

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB, ÔÏ ÞÉÓÌÏ � > 0. åÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË A(xA; yA; zA);
B(xB; yB; zB); M(xM ; yM ; zM ); ÔÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.15) ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

xM − xA = �(xB − xM ); yM − yA = �(yB − yM ); zM − zA = �(zB − zM ):

÷ÙÒÁÖÁÑ ÏÔÓÀÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

xM = xA + �xB
1 + � ; yM = yA + �yB

1 + � ; zM = zA + �zB
1 + � : (2.16)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 2.15 |−−→AM | = |�||−−→MB|, ÏÔÓÀÄÁ |�| = � = |−−→AM |˛̨
˛−−→MB

˛̨
˛

= 2=5. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ
× ÆÏÒÍÕÌÙ 2.16, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

xM = 1 + 2=5 · (−13)
1 + 2=5 = −3; yM = −2 + 2=5 · 5

1 + 2=5 = 0;

zM = 2 + 2=5 · (−3=2)
1 + 2=5 = 1:

éÔÁË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÓËÏÍÏÊ ÔÏÞËÉ M(−3; 0; 1).

ðÒÉÍÅÒ 2.4. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a = −→{ −−→| , −→b = −→j −−→k É −→c = −→k −−→i ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÍÉ?
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7.2 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-
ÓÔÉ (ÉÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× 5.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a ,−→b , −→c :

�1
−→a + �2

−→b + �3
−→c = �1(−→{ −−→| ) + �2(−→| −−→k ) + +�3(−→k −−→{ ) =

= (�1 − �3)−→{ + (�2 − �1)−→| + (�3 − �2)−→k :
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óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

(�1 − �3)−→{ + (�2 − �1)−→| + (�3 − �2)−→k = 0:

ôÁË ËÁË ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ 8.4 ×ÅËÔÏÒÙ −→{ , −→| , −→k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ

�1 − �3 = 0; �2 − �1 = 0; �3 − �2 = 0;

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
�1 = �2 = �3: (2.17)

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �1 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, �1 = 1, ÔÏÇÄÁ ÉÚ (2.17)
�2 = �3 = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b , −→c ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
ÐÒÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ �1 6= 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.2 ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b , −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÙ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, Ô. Å. ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2.5. ÷ÅËÔÏÒÙ ÚÁÄÁÎÙ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÁ: u =
(x1; x2; : : : ; xn), v = (y1; y2; : : : ; yn). ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-
ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ:

x1
y1

= x2
y2

= · · · = xn
yn
:

òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1 Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ u = �v. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÔÒ 52) ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

(x1; x2; : : : ; xn) = (�y1; �y2; : : : ; �yn);

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

x1 = �y1; x2 = �y2; : : : ; xn = �yn;

ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2.6. òÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ −→a = 3−→{ − 2−→| ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ −→e1 = −→{ +−→| , −→e2 = 2−→{ −−→| .
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÑ×ÎÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ −→{ , −→| É ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ
ÎÅÇÏ. óÌÅÄÕÑ ÐÒÉÍÅÒÕ 2.2, ÎÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

−→e1(1; 1); −→e2(2;−1); −→a (3;−2):

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ−→e1 É −→e2 ÂÁÚÉÓ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −→e1 É −→e2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÉÍÅÒÕ 2.5, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. á ÔÁË ËÁË ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË
(

1
2 6= 1

−1

)
, ×ÅËÔÏÒÙ −→e1 É −→e2

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ 9.1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �1 É �2 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ −→a =

�1
−→e1 + �2

−→e2 , Ô.,Å.
−→a = 3−→{ − 2−→| = �1(−→{ +−→| ) + �2(2−→{ −−→| ) = (�1 + 2�2)−→{ + (�1 − �2)−→| :
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÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ −→a ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ −→{ ;−→| (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2) ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ:

{
�1 + 2�2 = 3;
�1 − �2 = −2:

òÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

�1 = −1
3; �2 = 5

3 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→a × ÎÏ×ÏÍ ÂÁÚÉÓÅ −→e1 ;−→e2 :

−→a
(
−1

3 ;
5
3

)
:

ðÒÉÍÅÒ 2.7. ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1(1; 3; 5); A2(2;−4; 0); A3(−2; 4; 4) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞ-
ÎÙÅ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2.13), (2.14). ôÁË ËÁË × ×ÅÒÛÉ-
ÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ, ÔÏ × (2.13), (2.14) m1 = m2 =
= m3 = 1, ÔÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

xc = xA1 + xA2 + xA3
3 = 1 + 2− 2

3 = 1
3 ;

yc = yA1 + yA2 + yA3
3 = 3− 4 + 4

3 = 1;

zc = zA1 + zA2 + zA3
3 = 5 + 0 + 4

3 = 3:

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ó ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÓÔÁ×ÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.19∗).

ðÒÉÍÅÒ 2.8. åÄÉÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÐÏÍÅÝÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ A(−1; 2);
B(3; 6); C(12; 3); D(−4;−3). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÉÓ. 2.9. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 2.8

òÅÛÅÎÉÅ. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2.13) É (2.14), ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ
× ÐÒÉÍÅÒÅ 2.7. îÏ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÓÕÐÅÒ-
ÐÏÚÉÃÉÉ 11.2. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË A É B.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÙ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ F ÂÕÄÅÔ
ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB (ÒÉÓ. 2.9),
Á ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ | (1; 4) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÔÒÅÚËÁ CD | ÜÔÏ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÁ E(4; 0).

ôÅÐÅÒØ, ÓÌÅÄÕÑ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ-
ÍÅÎÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË EF , ×
ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÝÅÎÙ ÐÏ Ä×Å ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ

ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ. ïÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ, × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÙÅ ÍÁÓÓÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ËÁË É ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÐÁÄÁÅÔ ×
ÓÅÒÅÄÉÎÕ G

(5
2 ; 2

)
.
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ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
2.1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×?
2.2. ëÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ?
2.3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ? ðÏ-

ÞÅÍÕ?
2.4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×.
2.5. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÏÊ? ïÔ×ÅÔ ÐÏÑÓÎÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.
2.6. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ É ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.
2.7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×.
2.8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×.
2.9. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ.
2.10. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?
2.11. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ. ÷ ÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ

ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ?
2.12. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→a = −→e3 −−→e2 + 2−→e1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→e1 , −→e2 , −→e3 .
2.13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
2.14. ëÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ?
2.15. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.
2.16. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÉ
2.1◦. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a (1; 1; 0) É −→b (−3; 2; 1) ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a −−→b , −3−→a +2−→b ,

2−→a − 1
2
−→b .

2.2◦. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË A(2; 3;−1) É B(−4;−1; 5). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −−→OM , ÅÓÌÉ OM | ÍÅ-
ÄÉÁÎÁ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4OAB, ÔÏÞËÁ O | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

2.3◦. äÌÑ ÔÏÞËÉ M(3; 2) ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ
1-ÇÏ É 3-ÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×.

2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.
2.5. ðÕÓÔØ −→e1 , −→e2 , −→e3 ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ

Á) −→a = −→e1 +−→e2 +−→e3 , −→b = −→e2 +−→e3 , −→c = −−→e1 +−→e3?
Â) −→a = −→e3 , −→b = −→e1 −−→e2 −−→e3 , −→c = −→e1 −−→e2 +−→e3?
×) −→a = 5−→e1 + 2−→e2 +−→e3 , −→b = −−→e1 + 4−→e2 + 2−→e3 , −→c = −−→e1 −−→e2 + 6−→e3?
Ç) −→a = 6−→e1 − 18−→e2 + 12−→e3 , −→b = −8−→e1 + 24−→e2 − 16−→e3 , −→c = 8−→e1 + 7−→e2 + 3−→e3?
ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a ;−→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ −→e1 , −→e2 É −→e3 ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ?

2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ −−→AB = −−→CD, ÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

2.7. ÷ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ABCD ÔÏÞËÁ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ BC É ÔÏÞËÁ O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AM , −→AO, −−→MO × ÂÁÚÉÓÅ −−→AB É −→AC.

2.8. äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→a (1; 3), −→b (2;−1), −→c (−4; 1). îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÁ � É � ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �−→a +�−→b +
−→c = −→0 .

2.9. ôÏÞËÉ M(2;−1), N(−1; 4) É P (−2; 2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.

2.10. äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD: A(3;−5), B(5;−3), C(−1; 3). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ D.

2.11. äÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A(2; 1; 0), B(−2; 5; 4) É C(3;−3; 5). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ.



60 ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

2.12. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÐÌÁÓÔÉÎËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABCD Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ A(3; 1), B(7; 3), C(0; 4) É D(−1; 2).

2.13. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÎÃÏ× ÏÔÒÅÚËÁ [AB], ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÞËÁÍÉ P (2; 2) É Q(1; 5) ÒÁÚÄÅÌÅÎ
ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.

2.14∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÍÅÄÉÁÎ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ.

2.15∗. îÁÊÄÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ:
A(2; 0) É B(5; 3

√
3). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑ.

2.16∗. îÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ BC1 ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ABCA1B1C1 ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ M , Á ÎÁ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ CA1 ÄÒÕÇÏÊ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ | ÔÏÞËÁ N . ðÒÑÍÁÑ MN ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ABB1A1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ |CN | : |CA1|, ÅÓÌÉ |BM | : |BC1| = 1 : 3.

2.17∗. ÷ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. âÕÄÕÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ×ÅËÔÏÒÙ a1 =
e2 + e3 + · · ·+ en, a2 = e1 + e3 + · · ·+ en, . . . , an = e1 + e2 + · · ·+ en−1?

2.18∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (Ô. Å. ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÅ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
×ÅËÔÏÒ, ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÏÊ) ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ.

2.19∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ó ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÏÊ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

2.20∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ
ÔÏÞËÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÏÊ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ
× ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

2.21∗. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ 2x − 3x2 + 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e1 = x + 1, e2 = x− 1
É e3 = x2 × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ R2[x].

2.22∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× e1(1; 1; 1), e2(1; 1; 0), É e3(1; 0; 0) ÏÂÒÁÚÕÅÔ
ÂÁÚÉÓ × R3 É ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ u(1; 2; 3) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.



ôÅÍÁ 3

óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
íÁÔÒÉÃÙ

12. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ óìáõ
ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ (ÐÒÉÍÅÒ 2.6 ÎÁ ÓÔÒ 57) ÍÙ Ó ×ÁÍÉ

ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ
×ÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ 10 ×ÅËÔÏÒÏ×, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÅÓÑÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÄÅÓÑÔØÀ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÐÏ ÁÜÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ðÒÉÞÅÍ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÔÏÞÎÏÇÏ
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÂÅ-
ÇÁÔØ Ë ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÏ Ó×ÏÄÑÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (óìáõ). ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÚÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÔÁËÉÅ
ÓÉÓÔÅÍÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ
ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ.
12.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm;

(3.1)

ÇÄÅ aij (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n) | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ; bi | ÔÏÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ; Á xj (j =
= 1; 2; : : : ; n) | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ óìáõ.
12.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅÍ óìáõ (3.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(c1; c2; : : : ; cn), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÍÅÓÔÏ (x1; x2; : : : ; xn) ÏÂÒÁÝÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÅÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï.
12.3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÅÊ A ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ (3.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ
ÔÁÂÌÉÃÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

A =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1 am2 : : : amn


 = (aij)m×n: (3.2)

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ m×n. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ n ÚÄÅÓØ | ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË,
Á m | ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂÃÏ×, aij | ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É
j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÎÄÅËÓ i ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, ÇÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÍÁÔÒÉÃÙ aij , Á j | ÎÁ ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ.

ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÉÓÔÅÍÙ (3.1) É ÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÏ×: B =


b1
b2
...
bm


 | ÓÔÏÌÂÅÃ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×; X =




x1
x2
...
xn


 | ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.
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÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÓÔÏÌÂÅÃ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÔØ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.
ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (3.1):

(A|B) =




a11 a12 : : : a1n b1
a21 a22 : : : a2n b2
... ... ... ... ...

am1 am2 : : : amn bm


 : (3.3)

12.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óìáõ (3.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ óìáõ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ.
12.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ. åÓÌÉ
ÖÅ Õ ÎÅÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ.
12.6. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

13. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ
éÄÅÑ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1;
a22x2 + · · · + a2nxn = b2;

: : : : : : : : : : : : : : :
annxn = bn:

(3.4)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a11, a22, . . . , ann ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.
éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ, ÞÔÏ xn = bn=ann. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ xn × ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ an−1n−1xn−1 + an−1nxn = bn−1, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ xn−1. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÅÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 3.1. òÅÛÉÔØ óìáõ 


x1 + 7x2 + x3 = 0;

8x2 + 3x3 = 6;
2x3 = 4:

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x3 = 2. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ï ×ÔÏÒÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

8x2 + 3 · 2 = 6:
úÎÁÞÉÔ, x2 = 0 É ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

x1 + 7 · 0 + 2 = 0;

ÏÔËÕÄÁ x1 = −2. éÔÁË, x1 = −2, x2 = 0, x3 = 2 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (3.4), ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÒÅÛÁ-
ÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ | ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ óìáõ.
13.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Å óìáõ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
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13.2. ôÉÐÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ÷ÙÑÓÎÉÍ, Á ËÁËÉÅ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ?

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÁÅÔ Ï óìáõ ÐÏÌÎÕÀ ÉÎÆÏÒ-
ÍÁÃÉÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ
ÍÁÔÒÉÃÁ.

óÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÎÁ
ÑÚÙËÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:




a11 a12 : : : a1n b1
... ... . . . ... ...
ai1 ai2 : : : ain bi
... ... . . . ... ...
aj1 aj2 : : : ajn bj
... ... . . . ... ...

am1 am2 : : : amn bm




∼




a11 a12 : : : a1n b1
... ... . . . ... ...
aj1 aj2 : : : ajn bj
... ... . . . ... ...
ai1 ai2 : : : ain bi
... ... . . . ... ...

am1 am2 : : : amn bm




:

úÄÅÓØ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ i-À É j-À ÓÔÒÏËÉ. ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÉÐÁ I. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÓÁÍÏÊ óìáõ
ÐÏÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ i-Å É j-Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÔÒÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÉÐÁ II ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ i-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:
Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ i-Ê ÓÔÒÏËÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ j-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ
ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �:




a11 a12 : : : a1n b1
... ... . . . ... ...

ai1 + �aj1 ai2 + �aj2 : : : ain + �ajn bi + �bj
... ... . . . ... ...
aj1 aj2 : : : ajn bj
... ... . . . ... ...

am1 am2 : : : amn bm




: (3.5)

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × óìáõ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ i-Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁ×ÉÔÓÑ j-Å
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ �; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ.
13.3. ôÅÏÒÅÍÁ. óìáõ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÊ I-ÇÏ É II-ÇÏ ÔÉÐÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I-ÇÏ ÔÉÐÁ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ óìáõ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ óìáõ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
II-ÇÏ ÔÉÐÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (3.3) ËÁË
ÎÁÂÏÒ (c1; c2; : : : ; cn). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ
óìáõ (Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (3.5)), ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, i-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô. Ë. ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,
ËÒÏÍÅ ÎÅÇÏ, ÏÓÔÁÌÉÓØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÂÏÒ (c1; c2; : : : ; cn) × i-Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏ×Á× ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

(ai1 + �aj1)c1 + (ai2 + �aj2)c2 + · · ·+ (ain + �ajn)cn = bi + �bj ;
(ai1c1 + ai2c2 + · · ·+ aincn) + �(aj1c1 + aj2c2 + · · ·+ ajncn) = bi + �bj :
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îÁÂÏÒ (c1; c2; : : : ; cn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÅ
ÒÁ×ÎÏ bi, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | bj , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ óìáõ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë i-ÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ j-ÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÞÉÓÌÏ �, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÊ.

(∗)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë i-ÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ j-ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ −�, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÐÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ (∗), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. 2

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ!

òÉÓ. 3.1. óÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ
ÍÁÔÒÉÃÁ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. ïÎ
ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË,
ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ×ÔÏÒÕÀ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ, É Ô. Ä. ÷ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 3.1.

îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÅ×Á ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÔ-
ÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ×ÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ.

13.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÅÅ ÓÔÒÏËÁ
(ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÐÅÒ×ÏÊ) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÄ ÐÅÒ×ÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÉÔ ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÕÌÅÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉÃÙ 


2 3 4 5
0 5 6 7
0 0 8 9


 ;




2 3 4 5
0 0 6 7
0 0 0 9




ÉÍÅÀÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ, Á ÐÒÏ ÍÁÔÒÉÃÙ



2 3 4 5
0 5 6 7
0 4 8 9


 ;




2 3 4 5
3 0 6 7
0 0 0 9




ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.
éÔÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÅÊ, ÎÏ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó
ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3.1.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÔØ Ï ÍÅÔÏÄÅ çÁÕÓÓÁ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄ-
ËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 3.2. òÅÛÉÔØ óìáõ 



x1 + 3x2 + 5x3 = −1;
2x1 + 7x2 + 14x3 = −2;
x1 + 4x2 + 11x3 = 5:
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ:



1 3 5 −1
2 7 14 −2
1 4 11 5


 :

îÁÛÁ ÃÅÌØ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÌ
×ÉÄ 


1
0
0


 :

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ1 −2:



1 3 5 −1
2 7 14 −2
1 4 11 5


 ∼




1 3 5 −1
2− 2 · 1 7− 2 · 3 14− 2 · 5 −2− 2 · (−1)

1 4 11 5


 =

=




1 3 5 −1
0 1 4 0
1 4 11 5




åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ



1 3 5 −1
0 1 4 0
1 4 11 5


 ∼




1 3 5 −1
0 1 4 0
0 1 6 6


 :

ðÒÉÂÁ×ÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ×ÔÏÒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −1:



1 3 5 −1
0 1 4 0
0 1 6 6


 ∼




1 3 5 −1
0 1 4 0
0 0 2 6


 :

éÔÁË, ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ óìáõ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÊ, ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:




x1 + 3x2 + 5x3 = −1;

x2 + 4x3 = 0;
2x3 = 6:

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x3 = 3. ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ:

x2 + 4 · 3 = 0;

ÏÔËÕÄÁ x2 = −12. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ x1:

x1 + 3 · (−12) + 5 · 3 = −1 ⇔ x1 − 21 = −1 ⇔ x1 = 20:

îÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ:



20
−12

3


 :

1úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÐÏÄ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ −2.



66 ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ óìáõ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ (ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3.3. òÅÛÉÔØ óìáõ




2x1 + 7x2 = −1;
2x1 + 11x2 + 5x3 = 13;

−2x1 − 3x2 + 5x3 = 7:

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:



2 7 0 −1
2 11 5 13

−2 −3 5 7


 :

åÓÌÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −1, Á ÚÁÔÅÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ
ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÅÒ×ÕÀ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ




2 7 0 −1
2 11 5 13

−2 −3 5 7


 ∼




2 7 0 −1
0 4 5 14
0 4 5 6


 :

÷ÙÞÔÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ×ÔÏÒÕÀ:



2 7 0 −1
0 4 5 14
0 4 5 6


 ∼




2 7 0 −1
0 4 5 14
0 0 0 −8


 :

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÔÁËÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

0 · x3 = −8

É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ, É ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, Ô. Å. ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ, ÎÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3.4. òÅÛÉÔØ óìáõ




3x1 + 3x2 − 5x3 + 5x4 = 6;
3x1 + 3x2 − x3 + 7x4 = 6;
6x1 + 6x2 − 6x3 + 12x4 = 12;

4x3 + 2x4 = 0:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ.



3 3 −5 5 6
3 3 −1 7 6
6 6 −6 12 12
0 0 4 2 0


 :

éÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÙÞÔÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ, Á ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ×ÙÞÔÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 2:



3 3 −5 5 6
3 3 −1 7 6
6 6 −6 12 12
0 0 4 2 0


 ∼




3 3 −5 5 6
0 0 4 2 0
0 0 4 2 0
0 0 4 2 0


 :
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åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏË ×ÙÞÅÓÔØ ×ÔÏÒÕÀ, ÔÏ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ×ÉÄÁ



3 3 −5 5 6
0 0 4 2 0
0 0 4 2 0
0 0 4 2 0


 ∼




3 3 −5 5 6
0 0 4 2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 :

ôÁË ËÁË ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÔÉÐÁ 0 · x = 0, ÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

{
3x1 + 3x2 − 5x3 + 5x4 = 6;

4x3 + 2x4 = 0:

ëÁË ×ÉÄÉÔÅ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÏÊ! ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÂßÑ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÜÔÏ x1 (Ó ÎÅÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ)
É x3 (ÏÎÁ ÓÔÏÉÔ × ÎÁÞÁÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). ðÏÜÔÏÍÕ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÜÔÏ x2 É x4.

ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x2 = a É
x4 = b. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

4x3 + 2b = 0 ⇔ x3 = −1
2b:

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

3x1 + 3a− 5
(
−1

2b
)

+ 5b = 6 ⇔ 3x1 + 3a+ 15
2 b = 6:

ïÔÓÀÄÁ
x1 = 2− a− 5

2b:

úÁÐÉÛÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ:



x1
x2
x3
x4


 =




2− a− 5
2b

a
−1

2b
b


 :

úÄÅÓØ a É b | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ a = 0 É b = 2, ÔÏ ÓÔÏÌÂÅÃ




x1
x2
x3
x4


 =




−3
0

−1
2




Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ É
ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ! íÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× a É b.

èÏÞÅÔÓÑ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ÚÁÐÉÓÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ!
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14. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ
÷Ù, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÏÔÍÅÔÉÌÉ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÒÉ ÒÅÛÅ-

ÎÉÉ óìáõ. üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÍÁÔÒÉÃÁÍ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ �ÞÉÓÅÌ�2

A =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1 am2 : : : amn


 = (aij)m×n:

ðÒÉÞÅÍ Ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÙ É ×ÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ m× n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÎÑÔÏ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁË Mm×n(R).

åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ ÉÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ (aij)m×n
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ (aij).

ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

(aij)m×n + (bij)m×n = (aij + bij)m×n:

îÁÐÒÉÍÅÒ, (
1 2 3 4
5 6 7 8

)
+

(
1 0 −3 6
0 2 −5 −3

)
=

(
2 2 0 10
5 8 2 5

)
:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ:

�(aij)m×n = (�aij)m×n;

5
(

1 2 3 4
5 6 7 8

)
=

(
5 10 15 20
25 30 35 40

)
:

íÙ ÕÖÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÌÉÓØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ
ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ Mm×n(R) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ
ÓÕÍÍÙ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
14.1. ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ Mm×n(R) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÕÍÍÙ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÁÔÒÉÃ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 1){8), Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ
ÒÅÞØ × ÐÅÒ×ÏÊ ÔÅÍÅ.

1) ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

(aij) + (bij) = (bij) + (aij)

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉÃ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(aij) + (bij) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij) + (aij):

2) áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ:
(

(aij) + (bij)
)

+ (cij) = (aij) +
(

(bij) + (cij)
)

2÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× aij ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÇÕÔ ×ÙÓÔÕÐÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÏ É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ,
ÉÌÉ ÒÑÄÙ, ÉÌÉ ÓÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ aij | ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ.
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ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!
3) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÕÌÉ

0 =




0 0 : : : 0
0 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : :
0 0 : : : 0




ðÏÜÔÏÍÕ (aij) + 0 = 0 + (aij) = (aij).
4) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ (aij) ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ (−aij).
5) äÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÍÍÙ ÍÁÔÒÉÃ:

�
(
(aij) + (bij)

)
= �(aij + bij) = (�aij + �bij) = (�aij) + (�bij) = �(aij) + �(bij):

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ïÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÉÈ ÐÒÏ×ÅÒËÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. 2

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mm×n(R). ëÁË ×Ù ÐÏÍÎÉÔÅ (ÓÔÒ 51), ÄÌÑ ÜÔÏ-
ÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÃ É ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÕ ÌÀÂÏÐÙÔÎÕÀ, ÎÏ ÎÅÓÌÏÖÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÚÁÄÁÞÁ 3.30∗), ÓÎÁÂ-
ÄÉ× ÅÅ ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ.

15. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ
åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ. åÅ

ÓÍÙÓÌ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ
ÍÁÔÒÉÃ (ÓÍ. ÓÔÒ 74).

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ×
ÐÅÒ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÄÌÉÎÁ ÅÅ ÓÔÒÏË) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÒÏË ×ÔÏÒÏÊ (ÄÌÉÎÅ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÏ×).

îÁÕÞÉÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÏËÕ ÄÌÉÎÙ n, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÕ
(a1j)1×n É ÓÔÏÌÂÅÃ Ó ÔÅÍ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (bj1)n×1. éÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ
ÐÒÁ×ÉÌÕ:

(a1j) · (bj1) =
n∑

j=1
a1jbj1; (3.6)

ËÏÔÏÒÏÅ × ÐÏÄÒÏÂÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

(a11 a12 : : : a1n)




b11
b21
...
bn1


 = a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1:

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÒÏËÉ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÌÂÃÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÓÔÒÏËÉ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÌÂÃÁ É Ô. Ä. É ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓËÌÁÄÙ×Á-
ÀÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ! îÁÐÒÉÍÅÒ,

(1 2 3 4)




−1
0
3

−2


 = 1 · (−1) + 2 · 0 + 3 · 3 + 4 · (−2) = 0:

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A = (aik)m×p Ó m ÓÔÒÏËÁÍÉ É p ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ É ÍÁÔÒÉÃÕ B =
= (bkj)p×n Ó p ÓÔÒÏËÁÍÉ É n ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

AB = C
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ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ C = (cij)m×n ÒÁÚÍÅÒÁ m×n, ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ, ÓÔÏÑÝÉÊ × i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ,
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

cij =
p∑

k=1
aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj :

òÉÓ. 3.2. éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ Ë ÐÒÁ×ÉÌÕ �ÓÔÒÏËÁ
ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ�

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÉÊ × i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ,
ÎÕÖÎÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ j-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B, É ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏÖÉÔØ. ôÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ËÒÁÔËÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÓÔÒÏËÁ
ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ� (ÓÍ. ÒÉÓ. 3.2).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ.

(
2 0 1

−1 2 1

) 


0 2
1 0
3 −1


 =

(
2 · 0 + 0 · 1 + 1 · 3 2 · 2 + 0 · 0 + 1 · (−1)
−1 · 0 + 2 · 1 + 1 · 3 −1 · 2 + 2 · 0 + 1 · (−1)

)
=

=
(

3 3
5 −3

)
: (3.7)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ! ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÒÏË ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÑ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÏÌÂÃÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ.

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ | ÜÔÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÏÍÁÅÔ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï
ÚÁËÏÎÁÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ:

(
2 0 1

−1 2 1

) 


2 0 1
−1 2 1

1 1 1


 ;

ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÓÔÏÌÂÃÁ ×ÔÏÒÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
× ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, Ô. Å. ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ × ×ÉÄÅ




2 0 1
−1 2 1

1 1 1




(
2 0 1

−1 2 1

)
;

ÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÊÔÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÆÏÒÍÕÌÅ (3.7) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÄÒÕÇÏÊ. ÷ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ É ÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÁ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ!
15.1. ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁ-
ÔÒÉÃ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A, B É C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ A(BC), A(B + C)
É (B + C)A. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:

1) A(BC) = (AB)C;
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2) A(B + C) = AB + AC;

3) (B + C)A = BA + CA.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.31∗, 3.32∗).
15.2. íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ óìáõ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ óìáõ (3.1) (ÓÔÒ 61). ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ,
ÐÏ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× A (3.2), ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ X É ÓÔÏÌÂÅÃ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× B. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÌÉÎÏÊ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ AX:

AX =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1 am2 : : : amn







x1
x2
...
xn


 =




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

: : :
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


 :

ëÁË ×ÉÄÉÔÅ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÓÔÏÌÂÅÃ. ðÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ ÅÇÏ Ë ÓÔÏÌÂÃÕ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×

AX = B ⇔




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

: : :
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


 =




b1
b2
...
bm


 :

ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃ (ÓÔÒ 68) ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2;

: : :
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm:

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, óìáõ (3.1) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

AX = B:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÅÛÉÔØ ËÁË X = B=A, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃ.

ïÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃ ÍÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ. óÅÊÞÁÓ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ.

16. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0;
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0:

ëÁË ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ:

AX = 0;

ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, X | ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, Á 0 | ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ
ÞÌÅÎÏ×.
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òÅÛÅÎÉÅ óìáõ, Ô. Å. ÎÁÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x1 = c1, . . . , xn = cn, ÔÏÖÅ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ

C =




c1
c2
...
cn


 :

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ C × ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÒÎÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

AC = 0:
åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ Õ ÎÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. á ×ÏÔ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ-

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ. èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÂÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ. îÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.
16.1. ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ AX = 0 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÄÅÓØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C1 É C2 | ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ,
ÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ C = �C1 + �C2 ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ.

ôÁË ËÁË C1 É C2 | ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ AC1 = AC2 = 0. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÔÏÌÂÅÃ C:

AC = A(�C1 + �C2) = (ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2) ÎÁ ÓÔÒ 70) = �AC1 + �AC2 = �0 + �0 = 0:

úÎÁÞÉÔ, C ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. 2

16.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ C1;C2; : : : ;Cr | ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

C = �1C1 + �2C2 + · · ·+ �rCr =
r∑

k=1
�kCk; �k ∈ R

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. 2

16.3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × Rn (×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ n), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞ-
ÎÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁ×ÎÁ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ
óìáõ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ.
16.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÁÚÉÓ C1, . . . , Cr ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÅÛÅÎÉÊ (æóò).
16.5. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ óìáõ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

CÏ.Ï. = �1C1 + · · ·+ �rCr: (3.8)

ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÔÒ 50), ÂÁÚÉÓ | ÜÔÏ
ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. úÎÁÞÉÔ, ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ
×ÙÒÁÚÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (3.8) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ óìáõ.
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17. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ óìáõ AX = B. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÅÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÙÓËÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ (ÞÁÓÔÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ÏÂÝÅÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ AX = 0. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.
17.1. ôÅÏÒÅÍÁ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ AX = B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÅÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ CÞ É ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Co:o: ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ AX = 0.

Co.Î. = CÞ + Co:o::

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ C ÓÉÓÔÅÍÙ AX = 0 É ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÉÍ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÕÍÍÕ

A(CÞ + C):
òÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

A(CÞ + C) = ACÞ + AC = B + 0 = B:
úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÕÓÔØ C′ | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. AC′ = B. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ C′ = CÞ + (C′−CÞ). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ C′ −CÞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ:

A(C′ −CÞ) = AC′ −ACÞ = B−B = 0:
ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ óìáõ, ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 3.4, ÇÄÅ ÍÙ
ÎÁÛÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ




x1
x2
x3
x4


 =




2− a− 5
2b

a
−1

2b
b


 :

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 17.1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 16.5 ÐÒÉ �1 = a, �2 = b:



2− a− 5
2b

a
−1

2b
b


 =




2
0
0
0


 + a




−1
1
0
0


 + b




−5
2
0

−1
2
1


 :

úÄÅÓØ CÞ =




2
0
0
0


 | ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á C1 =




−1
1
0
0


 É C2 =




−5
2
0

−1
2
1


 | ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.4. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, C1 É C2 | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÅ æóò. ïÂÝÅÅ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ
ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Co:o: = aC1 + bC2 = a




−1
1
0
0


 + b




−5
2
0

−1
2
1


 :
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18∗. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. íÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
îÁÓÔÕÐÉÌ ÍÏÍÅÎÔ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÍÁÔÒÉÃ. îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÐÐÁÒÁÔ

ÍÁÔÒÉÃ ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ XIX ×ÅËÁ ËÁË ÒÁÚ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÔÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÞÅÍ-ÔÏ ×ÒÏÄÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÍÁ-
ÔÒÉÃÁÈ ÓÔÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ É ÐÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ËÌÁÓÓÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
18.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A É B | Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï B (ÉÎÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ f :A → B,
ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f(a).

îÁÐÒÉÍÅÒ, y = x2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÎÁ ÓÁÍÏ ÓÅÂÑ,
Á ×ÏÔ y = √x ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÎÁ ÓÅÂÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ

√−1. ïÄÎÁËÏ y = √x | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R>0 × ÓÅÂÑ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÖÉ×ÕÝÉÈ ÎÙÎÅ
ÌÀÄÅÊ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ ÅÇÏ ÒÏÓÔ.

îÏ ÎÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁË ÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ), Á ÌÉÛØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
18.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A:V → W ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ:

∀u;v ∈ V ; ∀�; � ∈ R A(�u + �v) = �Au + �Av:

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÕÍÍÙ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R� ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÔÏ É ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ × ÓÕÍÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ×. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ R�(�−→a ) = �R�(−→a ). ÷ÔÏÒÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÅÍÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ.

íÙ ÕÖÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÌÉ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ
ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A:V → W É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓÙ: e1; : : : ; en × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É "1; : : : ; "m ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W .

ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: v =
x1e1 + · · · + xnen. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:

A(v) = A(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1A(e1) + · · ·+ xnA(en): (3.9)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÑ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ v, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ A(v).

äÁÌÅÅ, ×ÅËÔÏÒÙ A(e1), . . . , A(en) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ W É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ
ÂÁÚÉÓÕ "1; : : : ; "m. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

A(e1) = a11"1 + a21"2 + · · ·+ am1"m;
A(e2) = a12"1 + a22"2 + · · ·+ am2"m;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
A(en) = a1n"1 + a2n"2 + · · ·+ amn"m:
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ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.9).

A(v) = x1A(e1) + · · ·+ xnA(en) =
= x1(a11"1 + a21"2 + · · ·+ am1"m) + · · ·+ xn(a1n"1 + a2n"2 + · · ·+ amn"m):

òÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉ×ÅÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ A(v) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ
"1; : : : ; "m:

A(v) = (x1a11 + · · ·+ xna1n)"1+
+ (x1a21 + · · ·+ xna2n)"2+
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
+ (x1am1 + · · ·+ xnamn)"m:

éÔÁË, ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ w = A(v) ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

Y =




y1
y2
...
ym


 =




x1a11 + · · ·+ xna1n
x1a21 + · · ·+ xna2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
x1am1 + · · ·+ xnamn


 : (3.10)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÁÔÒÉÃÕ

A =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
am1 am2 : : : amn


 (3.11)

É ÕÍÎÏÖÉÍ ÅÅ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ

X =




x1
x2
...
xn


 :

ðÏÌÕÞÉÍ:

AX =




x1a11 + · · ·+ xna1n
x1a21 + · · ·+ xna2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
x1am1 + · · ·+ xnamn


 = Y:

úÎÁÞÉÔ,

ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ A(v) × ÂÁÚÉÓÅ "1, . . . , "m, ÎÕÖÎÏ ÍÁÔÒÉÃÕ A
ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÂÁÚÉÓÅ e1, . . . , en.

íÁÔÒÉÃÁ A (3.11), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A × ÂÁÚÉÓÁÈ e1; : : : ; en É
"1; : : : ; "m.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ! þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A × ÂÁÚÉÓÁÈ
e1; : : : ; en É "1; : : : ; "m, ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ A(e1) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ "1; : : : ; "m É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A; ÚÁÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ A(e2) ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ "1; : : : ; "m ÚÁÐÉÓÁÔØ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A É, ×ÏÏÂÝÅ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ
A(ej) ÚÁÐÉÓÁÔØ × j-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A, j = 1; 2; : : : ; n.

åÓÌÉ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , ÔÏ × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ "1; : : : ; "m ÐÒÉÎÑÔÏ ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en, Á ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.
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ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 3.5. îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ R ÎÁ 45◦ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ −→e1 , −→e2 (ÒÉÓ. 3.3)
É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ R(−→a ), ÅÓÌÉ −→a (2; 6).

òÉÓ. 3.3. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 3.5

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ −→u1 ×ÅËÔÏÒ R(−→e1) É ÞÅÒÅÚ −→u2
×ÅËÔÏÒ R(−→e2) É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ −→e1 , −→e2 .
éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ −→u1(cos 45◦; sin 45◦), Ô. Å. −→u1

(√
2

2 ;
√

2
2

)
, Á

−→u2
(
−
√

2
2 ;

√
2

2

)
.

þÔÏÂÙ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ R ÐÏ×ÏÒÏÔÁ × ÂÁÚÉÓÅ −→e1 , −→e2 , ÎÁÍ
ÎÕÖÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→u1 ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ R, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→u2 | ×Ï ×ÔÏÒÏÊ:

R =
( √

2
2 −

√
2

2√
2

2
√

2
2

)
:

ó ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÄÁÎÉÑ ÍÙ ÓÐÒÁ×ÉÌÉÓØ. ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ R(−→a ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

R
(

2
6

)
=

( √
2

2 −
√

2
2√

2
2

√
2

2

) (
2
6

)
=

( −2
√

2
4
√

2

)
:

18.3. äÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
A:V →W , ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B = �A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

B(v) = �A(v):

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ � ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ
B ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ:

B(�u + �v) = �
(A(�u + �v)

)
= �

(
�A(u) + �A(v)

)
=

= ��A(u) + ��A(v) = �B(u) + �B(v):

ðÕÓÔØ A = (aij)m×n | ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A × ÂÁÚÉÓÁÈ e1, . . . , en É "1, . . . , "m.
üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ j-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ | ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ A(ej) × ÂÁÚÉÓÅ "1, . . . , "m, Ô. Å.

A(ej) = a1j"1 + a2j"2 + · · ·+ amj"m:

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B = �A × ÔÅÈ ÖÅ ÂÁÚÉÓÁÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
×ÅËÔÏÒÁ B(ej).

B(ej) = �A(ej) = �(a1j"1 + a2j"2 + · · ·+ amj"m) =
= �a1j"1 + �a2j"2 + · · ·+ �amj"m:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, j-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ j-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ÞÉÓÌÏ �. úÎÁÞÉÔ, B = �A. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ �.
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ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A:V →W É B:V →W . ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C:V →W ËÁË ÓÕÍÍÕ

C(u) = A(u) + B(u):

ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ C ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÁÔÒÉÃ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A É B.

ëÁË ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ,
ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÕÍÍÁ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ É ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÁËÁÑ ÖÅ Ó×ÑÚØ ÐÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ É
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÁÍÉ, ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:

V B−→W A−→ L:

íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ �ÓË×ÏÚÎÏÅ� ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C:V → L, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ

C(u) = A(B(u)):
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ: C = AB.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ C | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

C(�u + �v) = A(B(�u + �v)
)

= A(
�B(u) + �B(v)

)
=

= �A(B(u)) + �A(B(v)) = �C(u) + �C(v):

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÁÚÉÓÙ: e1; : : : ; en × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , "1; : : : ; "p × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W É
`1; : : : ; `m × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L. ðÕÓÔØ B = (bkj)p×n | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B × ÂÁÚÉÓÁÈ e1; : : : ; en
É "1; : : : ; "p, Á A = (aik)m×p | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A × ÂÁÚÉÓÁÈ "1; : : : ; "p É `1; : : : ; `m. ôÏÇÄÁ
ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C × ÂÁÚÉÓÁÈ e1; : : : ; en É `1; : : : ; `m ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ

C = AB:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÏ× A(B(ej)),
ÞÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ×ÓÅ ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, Á ÍÙ
ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ n = p = m = 2.

éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× A(B(ej)) ÐÒÉ j = 1 É j = 2. åÓÌÉ

B =
(
b11 b12
b21 b22

)
;

ÔÏ B(e1) = b11"1 + b21"2; B(e2) = b12"1 + b22"2:
úÎÁÞÉÔ,

A(B(e1)) = A(b11"1 + b21"2) = b11A("1) + b21A("2);
A(B(e2)) = A(b12"1 + b22"2) = b12A("1) + b22A("2): (3.12)

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

A =
(
a11 a12
a21 a22

)
;
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ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
A("1) = a11`1 + a21`2; A("2) = a12`1 + a22`2:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × (3.12), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

C(e1) = A(B(e1)) = b11A("1) + b21A("2) = b11
(
a11`1 + a21`2

)
+ b21

(
a12`1 + a22`2

)
=

= (a11b11 + a12b21)`1 + (a21b11 + a22b21)`2;

C(e2) = A(B(e2)) = b12A("1) + b22A("2) = b12
(
a11`1 + a21`2

)
+ b22

(
a12`1 + a22`2

)
=

= (a11b12 + a12b22)`1 + (a21b12 + a22b22)`2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ C ÒÁ×ÎÁ

C =
(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
;

ÞÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

AB =
(
a11 a12
a21 a22

)(
b11 b12
b21 b22

)
:

19. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ
ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ �ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ�, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ ÎÁ ÓÔÒ 71. úÁÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎÅ-

ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ, ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÁË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ, ÔÁË É ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÊ. ë ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ×ÓÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Á Ë ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÊ | ×ÓÅ ÐÒÏ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÓÎÁÑ
Ó×ÑÚØ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ, ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÙÔÁÑÓØ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ �ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ�, ÍÏÖÎÏ
ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ�.

íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ËÁË É ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÎÁÕËÁ, × Ó×ÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÏ×ÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÉ. íÙ ÈÏÒÏÛÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉ a=b ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ 1=b = b−1, Á ÚÁÔÅÍ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ab−1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

1) ÅÄÉÎÉÃÁ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ: 1·a = a;

2) b−1 | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë b, ËÏÔÏÒÏÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ó b ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ:
b−1 · b = 1;

3) ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ!

ðÒÉÍÅÒÉÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÐÕÎËÔÁ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V → W ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W . ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ EW : W → W , ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: EWA = A. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V : EW (A(v)) = A(v). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌ-
ÎÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ EW �×ÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ�, Ô. Å. EW (w) = w ÄÌÑ
×ÓÅÈ w ∈ W . ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
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ðÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ. ðÏÍÎÑ ÏÂ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ
Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ A: V →W ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A−1: W → V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

AA−1 = EW : (3.13)

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ××ÉÄÕ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
19.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A: V →W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A−1: W → V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

AA−1 = EW ; A−1A = EV ;

ÇÄÅ EV : V → V | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .
ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ëÁË ÍÙ ÕÖÅ
ÚÎÁÅÍ (ÓÔÒ 74), ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ, ÉÌÉ
×ÅËÔÏÒÁÍÉ A(e1), : : : , A(en).

îÁ ÒÉÓ. 3.4, Á ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ, ÇÄÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ | ÜÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V É W , ÔÏÞËÉ × ÌÅ×ÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á × ÐÒÁ×ÏÍ | ÏÂÒÁÚÙ
ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Ô. Å. A(e1);A(e2); : : : ;A(en). ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ
ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 19.1:

A−1A(e1) = e1; A−1A(e2) = e2; : : : ; A−1A(en) = en: (3.14)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÏÒÁÞÉ×ÁÔØ
ÓÔÒÅÌËÉ (ÒÉÓ. 3.4, Â). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ A(e1);A(e2); : : : ;A(en) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A−1 ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (3.14). ëÒÏ-
ÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÂÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 19.1. úÁÍÅÔÉÍ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ A(e1);A(e2); : : : ;A(en) ÂÁÚÉÓ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÎÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ
(ÓÍ. ÁÎÁÌÏÇÉÀ 3) Ó ÞÉÓÌÁÍÉ).

òÉÓ. 3.4. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ

éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V →W ÏÂÌÁ-
ÄÁÌÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

Á) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É W ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ;

Â) ÅÓÌÉ e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ A(e1), A(e2),
: : : ;A(en) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W .

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 19.1 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ
×ÔÏÒÏÅ.

÷ ÚÁÄÁÞÅ 3.33∗ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
A É B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ AB = EV , ÎÏ BA 6= EW .

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ EV × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

E =




1 0 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 : : : 1


 : (3.15)

õ ÎÅÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ×ÎÅ | ÎÕÌÉ. òÁÚÍÅÒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V : ÅÓÌÉ dimV = n, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒ E | ÜÔÏ n× n.
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ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: AE =
= EA = A.
19.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÁ E (3.15) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ××ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.
19.3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
AA−1 = A−1A = E. íÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ, ÉÌÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ.

íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅA: V →W ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ, ÔÏ dimV =
dimW . ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

AA−1 = EW ÉÌÉ A−1A = EV :

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ.
19.4. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A | ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÓÔÒÏË ÒÁ×ÎÏ
ÞÉÓÌÕ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ðÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AA−1 = E ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ A−1A = E.
19.5. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÐÏËÁÖÅÍ
ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏ×ÏÊ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÒÉÐÉÓÁ× ÓÐÒÁ×Á Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ
ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ: (A|E). ôÅÐÅÒØ, ÓÏ×ÅÒÛÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ×ÓÅÊ �ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ�
ÍÁÔÒÉÃÙ, ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÅ×Á ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ: (E|B). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏËÁÚÁ×ÛÁÑÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÐÒÁ×Á (B × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ), É ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë A.
ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ.

ðÒÉÍÅÒ 3.6. îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ A−1, ÅÓÌÉ

A =




1 5 2
2 12 8
3 15 7


 :

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁ×Á Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ É ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ
ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÄÌÉÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ
ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −2, Á Ë ÔÒÅÔØÅÊ | ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −3.




1 5 2 1 0 0
2 12 8 0 1 0
3 15 7 0 0 1


 →




1 5 2 1 0 0
0 2 4 −2 1 0
0 0 1 −3 0 1


 :

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ3, ÞÔÏ ÓÌÅ×Á ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, Ô. Å. Õ ÎÅÅ ÐÏÄ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÕÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ,
ÞÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A−1.

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÜÔÁÐÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅ×Á ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÕ, Õ
ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ
ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ÔÒÅÔØÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −4, Á ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÔÅÍ ÔÒÅÔØÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 2.




1 5 2 1 0 0
0 2 4 −2 1 0
0 0 1 −3 0 1


 →




1 5 0 7 0 −2
0 2 0 10 1 −4
0 0 1 −3 0 1


 :

3úÄÅÓØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÅ Ë ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ, Á ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÞÔÏÂÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ.
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ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ×ÓÀ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ 2, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ:



1 5 0 7 0 −2
0 2 0 10 1 −4
0 0 1 −3 0 1


 →




1 5 0 7 0 −2
0 1 0 5 1=2 −2
0 0 1 −3 0 1


 :

ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ −5 É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÅÅ Ë ÐÅÒ×ÏÊ.



1 5 0 7 0 −2
0 1 0 5 1=2 −2
0 0 1 −3 0 1


→




1 0 0 −18 −5=2 8
0 1 0 5 1=2 −2
0 0 1 −3 0 1


 :

éÔÁË, ÓÌÅ×Á ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ, ÓÐÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ A−1.
õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ!

ðÒÉÍÅÒ 3.7. îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ A−1, ÅÓÌÉ

A =




1 2 3
1 2 5
4 8 7


 :

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁ×Á Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ É ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ
ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÄÌÉÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ
ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −1, Á Ë ÔÒÅÔØÅÊ | ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −4.




1 2 3 1 0 0
1 2 5 0 1 0
4 8 7 0 0 1


 →




1 2 3 1 0 0
0 0 2 −1 1 0
0 0 −5 −4 0 1


 :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅ×Á ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÄÁÎÎÏÊ × ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Õ ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ×ÏÐÒÏÓ: Á ÐÏÞÅÍÕ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÞÅÍÕ × ËÏÎÃÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×
ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ
ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÓÌÏÖÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÅ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÒÏ×ÅÒËÕ
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÅÖÄÅÎÉÑ (ÚÁÄÁÞÉ 3.27 É 3.29),
Á ÓÅÊÞÁÓ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ.

ðÒÁËÔÉËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÔÑÖÅÌÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÙ ÏÂÏÓÎÕÅÍ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ
ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ 3.6, ÏÓÔÁ×É× ÏÂÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÙÔÌÉ×ÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ4.

ðÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, | ÜÔÏ Ë ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ
ÄÌÉÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÌÉ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −2. üÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ,
ÅÓÌÉ ÓÌÅ×Á ÕÍÎÏÖÉÔØ ËÁË ÌÅ×ÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ (A), ÔÁË É ÐÒÁ×ÕÀ (E) ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

E21(−2) =




1 0 0
−2 1 0

0 0 1




(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (A|E) ÍÙ ÐÅÒÅÛÌÉ Ë (E21(−2) ·
A|E21(−2) ·E).

4îÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ
ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÌÅÎÉ×ÙÊ.
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óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ | ÜÔÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒ×ÏÊ,
ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ −3, ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ

E31(−3) =




1 0 0
0 1 0

−3 0 1


 :

óÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ:

(
A|E) → (

E21(−2) ·A|E21(−2) ·E) → (
E31(−3) ·E21(−2) ·A|E31(−3) ·E21(−2) ·E)

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ E31(−3) ·E21(−2) ÞÅÒÅÚ P1 É ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ × ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

(
A|E) → (P1 ·A|P1 ·E):

îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÌÉ ÔÒÅÔØÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −4, Á
Ë ÐÅÒ×ÏÊ | ÔÒÅÔØÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ −2. üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ

E23(−4) =




1 0 0
0 1 −4
0 0 1


 É E13(−2) =




1 0 −2
0 1 0
0 0 1


 :

îÁ ÓÈÅÍÅ ×ÓÅ ÜÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:
(
A|E) → (

P1 ·A|P1 ·E
) → (

E13(−2) ·E23(−4) ·P1 ·A|E13(−2) ·E23(−4) ·P1 ·E
)
:

ïÐÑÔØ ÄÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÅÊ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ P2 = E13(−2) · E23(−4) É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ
ÓÈÅÍÕ: (

A|E) → (
P1 ·A|P1 ·E

) → (
P2 ·P1 ·A|P2 ·P1 ·E

)
:

îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÐÏÄÅÌÉÌÉ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ 2, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ
ÎÁ

E2(1=2) =




1 0 0
0 1=2 0
0 0 1


 ;

É ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÙÞÌÉ ×ÔÏÒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 5, ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

E12(−5) =




1 −5 0
0 1 0
0 0 1


 :

åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: P3 = E12(−5)·E2(1=2), ÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÜÔÁÐÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

(
A|E) → (

P1 · A|P1 · E
) → (

P2 · P1 · A|P2 · P1 · E
) → (

P3 · P2 · P1 · A|P3 · P2 · P1 · E
)
:

ðÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅ×Á ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Ô. Å.

P3 ·P2 ·P1 ·A = E; (3.16)

Á ÓÐÒÁ×Á | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ B = P3 ·P2 ·P1 ·E. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÔÏ

B = P3 ·P2 ·P1 ·E = P3 ·P2 ·P1:
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÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3.16).

P3 ·P2 ·P1 ·A = (P3 ·P2 ·P1) ·A = B ·A = E:

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ B = A−1.

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 3.8. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ óìáõ:




2x1 + 3x2 + 4x3 = 0;
4x1 + 6x2 + 13x3 = 0;
2x1 + 3x2 + 9x3 = 0:

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÁÎÎÁÑ óìáõ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ((0; 0; 0) | ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ). úÎÁÞÉÔ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 12.6.
÷ÙÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÅ Ë ÓÔÕ-
ÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ: 


2 3 4
4 6 13
2 3 9


©1∼




2 3 4
0 0 5
0 0 5


©2∼

(
2 3 4
0 0 5

)
:

1. ðÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ÷ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÓÌÏÖÉÍ Ó ÐÅÒ×ÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ
(−2). ôÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ ÓÌÏÖÉÍ Ó ÐÅÒ×ÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ (−1).

2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÓÔÒÏËÉ ÓÏ×ÐÁÌÉ. ôÁËÉÍ ÓÔÒÏËÁÍ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÒÏË ×
ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ôÅÐÅÒØ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ:

{
2x1 + 3x2 + 4x3 = 0;

5x3 = 0:

÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÞÉÓÌÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÏ Ä×ÕÍ.
ðÕÓÔØ x1; x3 | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ x2 | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÁÑ óìáõ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. úÎÁÞÅÎÉÅ x3 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 = 0.
õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÚÉÍ x1: x1 = −3

2x2. ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x2
ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: x2 = a, a ∈ R, ÔÏÇÄÁ x1 = −3

2a.
òÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: x1 = −3

2a, x2 = a, x3 = 0, a ∈ R.
éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ 16.5, ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÉÎÁÞÅ:

X = a



−3

2
1
0


 ; a ∈ R:

òÅÛÅÎÉÅ



−3

2
1
0


 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3.9. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ óìáõ:




x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 0;
x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0;

2x1 + 4x2 + 5x4 = 0:
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òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÅ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ:




1 2 −1 3
1 2 1 2
2 4 0 5


 ∼




1 2 −1 3
0 0 2 −1
0 0 2 −1


 :

÷ ÈÏÄÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÙÞÉÔÁÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ,
Á Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−2). ïÔÂÒÏÓÉ× ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ: (

1 2 −1 3
0 0 2 −1

)
:

åÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ óìáõ:
{
x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 0;

2x3 − x4 = 0:

ðÕÓÔØ x1; x3 | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á x2, x4 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x2 = a, x4 = b, a ∈
R; b ∈ R. ôÏÇÄÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 = 1

2x4, Ô. Å. x3 = 1
2b. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x1:

x1 = −2x2 + x3 − 3x4 ⇔ x1 = −2a+ 1
2b− 3b⇔ x1 = −2a− 5

2b:

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ:




x1 = −2a− 5
2b;

x2 = a;
x3 = 1

2b;
x4 = b;

a ∈ R; b ∈ R

ÉÌÉ

X = a




−2
1
0
0


 + b




−5
2

0
1
2
1


 ; a ∈ R; b ∈ R:

òÅÛÅÎÉÑ




−2
1
0
0


 É




−5
2

0
1
2
1


 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ æóò.

ðÒÉÍÅÒ 3.10. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ É ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ




x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 2;
x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 2;

2x1 + 4x2 + 5x4 = 4:

òÅÛÅÎÉÅ. C ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÐÒÉÍÅÒÅ
3.9, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ:




1 2 −1 3 2
1 2 1 2 2
2 4 0 5 4


 ∼

(
1 2 −1 3 2
0 0 2 −1 0

)
:
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âÁÚÉÓÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ×ÙÂÅÒÅÍ x1 É x3, Á x2 É x4 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ x2 = a, x4 = b, a ∈ R,
b ∈ R.

éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ 2x3 = x4, ÚÎÁÞÉÔ, x3 = 1
2b. éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 2 ⇔ x1 = 2− 2x2 + x3 − 3x4 ⇔
⇔ x1 = 2− 2a+ 1

2b− 3b⇔ x1 = 2− 2a− 5
2b:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, Ô. Å. ÏÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ
É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁ.

òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ





x1 = 2− 2a− 5
2b;

x2 = a;
x3 = 1

2b;
x4 = b;

a ∈ R; b ∈ R

ÉÌÉ

X =




2
0
0
0


 + a




−2
1
0
0


 + b




−5
2

0
1
2
1


 ; a ∈ R; b ∈ R:

úÄÅÓØ




2
0
0
0


 | ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ




−2
1
0
0


 É




−5
2

0
1
2
1


 ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ æóò ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.9).

ðÒÉÍÅÒ 3.11. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ É ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ





x1 − x2 − 4x3 + 9x4 = 22;
x1 + 2x2 − 4x4 = −3;

3x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 3;
2x1 − 3x2 + x3 + 5x4 = −3:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ É ×ÙÐÏÌÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:
1. ðÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ëÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ

ÎÁ (−1). ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−3). ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ
ÐÅÒ×ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a11 =
1, ÏÂÎÕÌÉÌÉÓØ.

2. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÄÒÏÂÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÉÚÍÅÎÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÒÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔ,
ÓÔÏÑÝÉÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ×ÔÏÒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ÓÔÒÏËÕ
ÕÍÎÏÖÉÍ ÎÁ (−1) É ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÅÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ.

3.þÔÏÂÙ ÏÂÎÕÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a22, ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ ×ÙÞÔÅÍ
×ÔÏÒÕÀ, Á Ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ×ÔÏÒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−3).

4. ôÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ ÕÍÎÏÖÉÍ ÎÁ −31
16 É ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÎÕÌÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ,
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ÓÔÏÑÝÉÊ ÐÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a33.



1 −1 −4 9 22
1 2 0 −4 −3
3 −2 −5 1 3
2 −3 1 5 −3


©1∼




1 −1 −4 9 22
0 3 4 −13 −25
0 1 7 −26 −63
0 −1 9 −13 −47


©2∼




1 −1 −4 9 22
0 1 −9 13 47
0 1 7 −26 −63
0 3 4 −13 −25


©3∼

©3∼




1 −1 −4 9 22
0 1 −9 13 47
0 0 16 −39 −110
0 0 31 −52 −166


©4∼




1 −1 −4 9 22
0 1 −9 13 47
0 0 16 −39 −110
0 0 0 377 754


 :

ðÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 377x4 =
= 754 ⇔ x4 = 2; ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 16x3 − 39 · 2 = −110 ⇔ x3 = −2; ×ÔÏÒÏÊ
ÓÔÒÏËÅ | x2− 9 · (−2) + 13 · 2 = 47 ⇔ x2 = 3. éÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ x1− 3− 4 · (−2) + 9 · 2 =
= 22 ⇔ x1 = −1. éÔÁË, ÉÓÈÏÄÎÁÑ óìáõ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

x1 = −1; x2 = 3; x3 = −2; x4 = 2:

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
3.1. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (óìáõ)?
3.2. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ óìáõ.
3.3. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ óìáõ?
3.4. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ óìáõ?
3.5. ëÁËÁÑ óìáõ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, Á ËÁËÁÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ? ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.
3.6. þÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ É ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÙ?
3.7. ëÁËÉÅ óìáõ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ?
3.8. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ óìáõ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ? ïÔ×ÅÔ ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ.
3.9. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.
3.10. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ.
3.11. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.
3.12. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ.
3.13. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃ.
3.14. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ?
3.15. ëÁËÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ?
3.16. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ óìáõ.

úÁÄÁÞÉ
3.1◦. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ x =

√
5−√3, y =

√
5 +

√
3 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ

{
x + y = 2

√
5;

x√
5+
√

3 + y√
5−√3 = 8?

3.2◦. óÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ {
2; 5x − 11

3y = 1;
−15x + 12y = −3?

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.3◦-3.5◦ ÒÅÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
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3.3◦. {
x + 2y = 3;

2x − y = −4:

3.4◦. { 1
2x − 1

3y = −4;
2x + 1

6y = −7:

3.5◦. 



x + y − z = −4;
−x + y + z = 0;
x − y + z = 10:

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.6-3.11 ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ óìáõ.
3.6. 




3x + 2y − z = 0;
2x − y + 3z = 0;
x + 3y − 4z = 0:

3.7. 



2x − y + 3z = 0;
x + 2y − 5z = 0;

3x + y − 2z = 0:

3.8. 



3x − y + 2z = 0;
2x + 3y − 5z = 0;
x + y + z = 0:

3.9. 



2x1−4 x2 + 5x3 + 3x4 = 0;
3x1−6 x2 + 4x3 + 2x4 = 0;
4x1−8 x2 + 17x3 + 11x4 = 0:

3.10. 



x1 + x2 + x3− x4− x5 = 0;
2x1 + x2− 2x3− x4− 2x5 = 0;
x1 + 2x2 + 5x3− 2x4− x5 = 0:

3.11. 



x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0;
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0;
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0;
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0:

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.12-3.13 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ óìáõ ÉÍÅÅÔ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ.
3.12. 



a2x1 + 3x2 + 2x3 = 0;
ax1 − x2 + x3 = 0;
8x1 + x2 + 4x3 = 0:

3.13. 



2x1 + x2 + 3x3 = 0;
4x1 − x2 + 7x3 = 0;
x1 + ax2 + 2x3 = 0:
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÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.14-3.21 ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ óìáõ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ É ÎÁÊÄÉÔÅ (ÏÂÝÅÅ)
ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.
3.14. 




2x − 3y + z = 2;
x + 5y − 4z = −5;

4x + y − 3z = −4:

3.15. 



x + y + z = 2;
x + y − z = 0;

−x − y + 5z = 4;
x + y + 5z = 6:

3.16. 



x+ 2y− 3z=−1;
3x− y = 4;
4x+ y− 3z= 3:

3.17. 



x+ y= 1;
2x− y= 5;
4x+ y= 7;
5x+ 2y= 8:

3.18. 



x+ 2y− 3z=−1;
3x− y = 4;
4x+ y− 3z= 0:

3.19. 



3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2;
7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5;
5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3:

3.20. 



2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6;
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4;
9x1 + 4x2 − x3 + 7x4 = 2:

3.21. 



x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 0;
2x1 − x2 + 2x3 + x4 = 1;
4x1 − 3x2 + 8x3 + 9x4 = 1:

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.22{3.26 ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A−1 ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ.

3.22. A =




1 2 3
0 1 4
0 0 1


.

3.23. A =
(

2 3
5 7

)
.

3.24. A =




2 7 3
3 9 4
1 5 3


.
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3.25. A =




1 2 2
2 1 −2
2 −2 1


.

3.26. A =




3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2


.

3.27. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pij ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
i-ÏÊ É j-ÏÊ ÓÔÒÏË (ÒÉÓ. 3.5, Á); ÞÅÒÅÚ Eij(�) | ÍÁÔÒÉÃÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ
ÐÒÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë i-ÏÊ ÅÅ ÓÔÒÏËÅ j-ÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ � (ÒÉÓ. 3.5, Â), Á ÞÅÒÅÚ Ei(�) |
ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ E × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÅÅ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ � (ÒÉÓ. 3.5, ×).

òÉÓ. 3.5. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 3.27

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÃÁ PijA ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ i-ÏÊ É j-ÏÊ ÓÔÒÏË;
ÍÁÔÒÉÃÁ Eij(�)A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÅÅ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ j-ÏÊ, ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÎÏÊ ÎÁ �; ÍÁÔÒÉÃÁ Ei(�)A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A
ÎÁ �.

3.28. þÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ APij , AEij(�) É AEi(�) ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ A?
3.29. ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ 3.27, ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ.
3.30∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mm×n(R), ÐÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. ôÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÏ×ÎÏ
m · n, ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ.

3.31∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V C−→W B−→ L A−→ H:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

(AB)C = A(BC):
ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ: (AB)C = A(BC).

3.32∗. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: B:V →W , A:V →W É C:W → L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

C(A+ B) = CA+ CB:

÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ.
3.33∗. ðÕÓÔØ e1, e2 | ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á "1, "2, "3 | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W .

úÁÄÁÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: V →W ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ: A(e1) = "1,
A(e2) = "2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B: W → V ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: B("1) = e1, B("2) = e2,
B("3) = e1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ BA = EV , ÎÏ AB 6= EW .

ëÕÌÅÛÏ× óÅÒÇÅÊ áÌÅËÓÅÅ×ÉÞ, ÄÆÍÎ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ËÁÆÅÄÒÙ \÷ÙÓÛÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ÷ÏÅÎÎÏ-
×ÏÚÄÕÛÎÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ÉÍÅÎÉ ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. KuleshovSergej@rambler.ru

óÁÌÉÍÏ×Á áÌØÆÉÑ æÁÉÚÏ×ÎÁ, ËÐÎ, ÄÏÃÅÎÔ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÆÅÄÒÙ. afsalimova07@mail.ru
óÔÁ×ÃÅ× óÔÁÎÉÓÌÁ× ìÅÏÎÉÄÏ×ÉÞ, ËÆÍÎ, ÄÏÃÅÎÔ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÆÅÄÒÙ. stav@inm.ras.ru



ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ.
æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ
ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô ëÏÓÍÏÎÁ×ÔÏ×

9-167.
E-mail: matob@yandex.ru
éÎÔÅÒÎÅÔ: www.matob.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2009 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) {

60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ

ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ
ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2009 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ,
ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×Ù×ÅÛÉ×ÁÔØ ÓÔÁÔØÉ × ÆÏÒÍÁÔÅ PS É/ÉÌÉ PDF × ÁÒÈÉ×Å ÎÁ ÓÁÊÔÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.
ðÒÏÓÉÍ Á×ÔÏÒÏ× ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÓÔÁÔÅÊ ÓÏÏÂÝÁÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÙ ÌÉ ÏÎÉ ÎÁ ÜÔÏ.
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