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çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÆÉÚÉËÅ
á. é. âÏÎÄÁÌ

æÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. á×ÔÏÒ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ É Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÎÉ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÎÉ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ÷ÙÂÏÒ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÌÅÊ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë
ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ. éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÒÁÚ×ÉÔÙÅ á.çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÎÁ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑÍÉ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. óÔÁÔØÑ ÒÁÎÅÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÑÐÏÎÓËÏÍ ÑÚÙËÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ \Ka-
gaku (science)", Vol. 79, No. 7 (2009), pp. 794-797. îÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ ×ÐÅÒ×ÙÅ.

óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÉÚÉËÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ÷ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÅÖÅÄÎÅ×-
ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ ÆÉÚÉË-ÔÅÏÒÅÔÉË: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É Ô.Ð. | ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ
ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÉÌÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÍÅÒÅÎÎÏÅ ÉÈ ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÉÅ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ".
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎ ×ÙÂÏÒ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ. íÙ ÏÖÉÄÁÅÍ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ É ÄÅÌÉÔØ ÏÄÎÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. ëÏÇÄÁ ×ÙÂÏÒ
ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÓÎÏ×Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÅÏÒÉÑ ìÉ,
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ô.Ð.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÙÂÏÒÁ ÐÏÌÅÊ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÅÊ É Ô.Ð.
ïÇÒÏÍÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÅÎÏÍÅÎÏ×, ÏÔÎÏÓÑ-
ÝÉÈÓÑ Ë ÏÂßÅËÔÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÖÉ×ÕÔ × ÜÔÉÈ \ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÉÒÁÈ", ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÄÒÕÇÉÍÉ
ÐÏÌÑÍÉ. íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÉÒÁÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÑÔ
ÎÁÕÞÎÕÀ ÖÉÚÎØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ, ÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ ×Ï×ÓÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÙÍ \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ" ×ÙÂÏÒÏÍ. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔ-
ÎÙÅ ÌÀÄÉ. éÍ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÐÒÑÍÏÊ ÌÏÇÉËÅ.
ôÉÐÉÞÎÏÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ É ÆÉÚÉËÏÍ-ÔÅÏÒÅÔÉËÏÍ ÍÏÖÎÏ ËÒÁÔËÏ ÏÐÉÓÁÔØ
ÔÁË. æÉÚÉË ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ Ó×ÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ ×ÙÒÁÓÔÁÅÔ
ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ, ÄÏÌÇÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÄÏÐÕÝÅÎÉÊ É ÄÏÇÁ-
ÄÏË. íÁÔÅÍÁÔÉË ÓÔÁÒÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÁÍÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ É, ËÁË ÏÎ ÎÁÄÅÅÔÓÑ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÆÉÚÉËÁ × ÓÔÒÏÇÉÈ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÐÅÈÁ ÏÎ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÔÅÏÒÉÀ,
ËÏÔÏÒÁÑ, × ÚÒÅÌÏÍ ×ÉÄÅ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÉÚÉËÁ.

äÁ, ÍÁÔÅÍÁÔÉË ×ÅÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ, \ÄÅÔÓËÏÊ". é ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓÔÏÒÉÑ ÎÁÕËÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔ
ÐÒÏÓÔÏÅ É ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÓÁÍÕ ÔÅÏÒÉÀ ÑÓÎÏÊ É ÌÁËÏÎÉÞÎÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÚÎÁÅÔ,
ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÜÔÏÊ ÑÓÎÏÓÔÉ É ÞÉÓÔÏÔÙ | ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÐÒÏÓÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ïÂÙÞÎÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏ-
ÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ Ó ÈÏÒÏÛÉÍ ÚÎÁÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÁÍÙÅ
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ÚÁÍÙÓÌÏ×ÁÔÙÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÞÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÃÅÐ-
ÃÉÉ. ÷ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÄÅÌÁÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÒÁÍËÁÈ,
ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ ÉÚÏÂÒÅÓÔÉ ÞÔÏ-ÔÏ ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÚÁ ÜÔÉ ÒÁÍËÉ. óÁÍÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÙ × ÄÒÕÇÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÍÉÒ | ÜÔÏ ÐÌÅÎÉÔÅÌØÎÁÑ
ÞÅÒÔÁ ÎÁÕËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÁÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÕÀ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÅÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×.

æÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË áÌÅËÓÁÎÄÒ çÒÏÔÅÎÄÉË ÏËÁÚÁÌÓÑ ÔÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ 20-ÇÏ ×ÅËÁ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÓÍÏÇ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÌÉÃÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ó×ÏÉÈ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÈ \ÄÅÔÓËÉÈ" ËÏÎÃÅÐÃÉÊ. îÉÖÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÉÚ ÅÇÏ ÉÄÅÊ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÞÉ-
ÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ. ôÁËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÔËÒÙÔÉÀ,
×ÏÓÈÏÄÑÝÅÍÕ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ) Ë òÅÎÅ äÅËÁÒÔÕ, ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ É ÆÉÌÏÓÏÆÕ 17-ÇÏ
×ÅËÁ. ïÎ ××ÅÌ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÐÉÓÁÌ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ |
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÁ-
ËÉÅ ËÁË ËÒÉ×ÙÅ, ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, \ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ", ÂÙÌÉ ÏÐÉÓÁÎÙ ËÁË
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË | ÏÂÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ. ðÒÏÓÔÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ×ÓÅÍ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ÷
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó Ä×ÕÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, x É y, Á ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏÔ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

x2 + y2 = 1:

üÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔ x É y. åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÌÀÂÙÅ x É y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ x É y ÂÙÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÌÞÁÌÉ-
×Ï ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÛÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÂÙÌÏ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ
×ÙÂÒÁÔØ É ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÑ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ 4, Á ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÃÅÌÏÅ n,
ÂÏÌØÛÅÅ 4 ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅÅ 0, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k, ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ n−k ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 5. îÁÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÐÏÌÎÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÏ × ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ x = 4 É y = 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
42 + 02 = 16 = 1 × ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ.

ôÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÐÏÌÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÞÅÎØ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÍ. îÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ
ÏÎ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ×ÙÂÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÄÒÏÂÉ
×ÉÄÁ m=n, ÇÄÅ m É n | ÃÅÌÙÅ. åÝÅ ÄÒÅ×ÎÉÍÉ ÇÒÅËÁÍÉ ÂÙÌÏ ÏÔËÒÙÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ×ÓÅ ÖÅ ÎÅ-
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ 1, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x2 = 2;

ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÖÉÄÁÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. äÌÑ
ÐÏÌÑ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÎÁÛÅ
ÐÏÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉ-
ÎÉÔØ Ë ÐÏÌÀ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÌÑ.
ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÉÎÁ ÎÁÛÅÊ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ; ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ.

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
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ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÁÍÉ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ
ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÅÄÅÌÁ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÎÁÄÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ôÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÑÍÏÊ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ó ÞÉÓÔÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. íÁÔÅÍÁÔÉË ÍÏÖÅÔ ÎÁÉ×ÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÉÚÉËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÎÅ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÌÅ ÐÏÐÒÏÝÅ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ ÕÞÅÎÏÇÏ 19-ÇÏ ×ÅËÁ ÂÙÌ ÂÙ ÔÁËÉÍ: \ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ÎÁÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁË ÎÅÞÔÏ,
ÉÍÅÀÝÅÅ 3 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, É ÜÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÏÌØËÏ
ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ". îÏ ÉÚ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÏÔËÒÙÔÉÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÌÏ-
×ÉÎÙ 20-ÇÏ ×ÅËÁ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏ-
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ ÍÉÒ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ
ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ.

ôÅÍ ÍÅÎÅÅ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÏÐÉÓÙ-
×ÁÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÆÅÎÏÍÅÎÙ ÎÁÛÅÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ, ÄÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-
ÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ. íÙ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ, ÉÚÍÅÒÑÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÎÁÂÌÀ-
ÄÁÅÍÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÄÏÌÀ ÔÅÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÕÓÐÅÛÎÙÍÉ), × ËÏÔÏÒÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× Ë ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×. ë
ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÜÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ,
ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

íÏÖÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÔØ ÄÏÇÁÄËÕ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ \ÓËÒÙÔÙÅ" (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔËÒÙÔÙ, É ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÄÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÅ Ï ÔÏÞÎÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ | ÄÏÌÅ ÕÓÐÅÛÎÙÈ
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×. ë ÎÅÓÞÁÓÔØÀ, ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÏÇÁÄËÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. åÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ
ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓËÒÙÔÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÐÒÉ×ÅÌÏ ÂÙ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ
Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÄÅÑ ÓËÒÙÔÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÄÏÐÕÝÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ
ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ | ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÍÙ ÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ
ÔÅÏÒÉÀ. îÅ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁÛÉÈ ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÎÅ ÂÙÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÓÅÒÉÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÞÅÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÍ.
üÔÏ ÔÉÔÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ÇÄÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ× ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÁÛÅÊ
÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ ÎÁ ÐÕÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ | ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÏÓÏÂÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.
æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÛÁÇ ×ÐÅÒÅÄ É ÓÐÒÏÓÉÔØ: ÅÓÌÉ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÁÄÅË×ÁÔÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï, ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÉÚÉËÏÊ ÎÁÛÅÇÏ ÍÉÒÁ, ÐÏÞÅÍÕ ×ÏÏÂÝÅ ÎÁÄÏ
×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÐÏÌÅÍ? íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÍÉÒ ÉÍÅÅÔ
ÂÏÌÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ. ëÁËÏÊ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÂÙÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÌÑ
ÔÁËÏÇÏ ÍÉÒÁ?

íÎÏÇÉÅ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ÎÁÕËÁ Ï ÞÉÓÌÁÈ. ëÏÎÅÞÎÏ, ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÜÔÏ ÔÁË, É
ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ ÐÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÕËÁ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ Ï ÞÉÓÌÁÈ. îÁ ÐÕÔÉ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ É ÐÏÐÙÔÏË ÐÏÎÑÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÓÍÙÓÌ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÉÄÅÉ, ÏÐÅÒÉÒÕÀÝÉÅ
ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓËÏÌØËÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÉÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ, ËÁË ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁÌÏÖÅÎÏ á. çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ. ðÅÒ×ÙÅ ÑÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
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ËÁË Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÏÂßÅËÔÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ \ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ", ×ÏÓÈÏÄÑÔ
Ë ÇÅÎÉÁÌØÎÏÍÕ ÇÅÒÍÁÎÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ âÅÒÎÇÁÒÄÕ òÉÍÁÎÕ. ïÎ ÒÁÚ×ÉÌ ÉÈ × Ó×ÏÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ
ÌÅËÃÉÉ ÐÒÉ ×ÓÔÕÐÌÅÎÉÉ × ÄÏÌÖÎÏÓÔØ \ï ÇÉÐÏÔÅÚÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ", ÐÒÏÞÉ-
ÔÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. ðÅÒ×ÏÅ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÂÌÉÚËÏÅ Ë ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÍ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ×, ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ çÅÒÍÁÎÏÍ
÷ÅÊÌÅÍ × ÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ Ë ÌÅËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÁË ÎÅÞÔÏ, ÞÔÏ ÓËÌÅ-
ÅÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÓÏÞËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ×
×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

çÒÏÔÅÎÄÉË ÒÁÚ×ÉÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÐÏÄÈÏÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÇÄÅ ÅÇÏ ÏÂÙÞ-
ÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ××ÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÐÒÑÍÁÑ x = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ (1; 0), É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ, Á ÓÈÅÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ \Ä×ÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ" ×
ÔÏÞËÅ (1; 0).

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É
ÓÈÅÍ ÐÒÉ×ÅÌÏ ÅÇÏ Ë ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÅÒÅÓÍÏÔÒÕ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ÐÅÒÅÓÍÏÔÒÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÔÏÞËÉ. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË. õÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÓÈÅÍ \ÔÏÞËÉ" ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÏÎÉ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÓËÏÒÅÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÞËÁÍÉ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÔÏÞËÁÍ \ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ" ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ \Â�ÏÌØÛÉÈ" ÔÏÞÅË. çÒÏÔÅÎÄÉË ×ÏÚ×ÏÄÉÔ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ: ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÔÉÐÏ× ÔÏÞÅË, É ÜÔÉ ÔÉÐÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.
ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÉÐÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ
ÔÉÐÁÍÉ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ×. üÔÉ ÉÄÅÉ
ÐÒÉÄÁÀÔ ÐÏÎÑÔÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏ ÂÙÌÏ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÉÒÏÄÕ.

ëÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÁËÉÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ,
ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÑÓÎÏ, ËÁËÏ×Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ×ÁÖÎÏ ÏÔÓÌÅÖÉ×ÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×�ÉÄÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÍÏÇÁÅÔ
ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ É ÆÉÚÉËÁÍÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ-
ÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ. ìÏËÁÌØÎÏÓÔØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÎÁÕËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÁ ÓÏÚÄÁÎÁ òÉÍÁÎÏÍ. çÒÏÔÅÎÄÉË
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÌ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ Ï ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÉ ÔÉÐÏ× ÔÏÞÅË. üÔÉ ÄÁÎÎÙÅ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.

üÔÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÁÍÙÊ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÈÏÄÏ×
Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÏÎ ÎÁÛÅÌ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÁÎÁÌÉÚÅ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ
É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÏÍÎÙÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ. ðÒÏÓÔÏ
ÉÚÍÅÎÑÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÉÐÏ× ÔÏÞÅË É ×ÙÂÉÒÁÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ
ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÛÁÎÓÙ, ÞÔÏ ÎÏ×ÁÑ ÐÁÒÁÄÉÇÍÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÂÕ-
ÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÄÅÉ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÀ ÒÏÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÆÉÚÉËÅ? ëÏÎÓÔÒÕÉÒÕÑ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÂÙÌÉ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÛÉÒÏËÏÍÁÓÛÔÁÂÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ. ðÏÞÅÍÕ ÂÙ ÎÅ Ä×ÉÎÕÔØÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÉ, ÓÔÁÒÁÑÓØ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ (ÁÒÈÅÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ
ÉÄÅÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ!)?

ë ÓÞÁÓÔØÀ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÈÏÔÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ É ÎÅ ÐÏÎÑÔ ËÁË
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×ÏÍ. üÔÏÔ ÔÁ-
ÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÏËÒÅÝÅÎÎÙÊ \ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ", ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÍÏÓÔ
ÍÅÖÄÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ É ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ \ÐÏÌÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ" ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÐÏÌÅ 1 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 0, ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÏÅ



6 á. é. âÏÎÄÁÌ

ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ: 1 É 0. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÎÙ × ÓÔÉÌÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. åÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ É
ÏÖÉÄÁÎÉÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ \ÐÏÌÑ". õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÂÙÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ. ïÖÉÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÄÕÈÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. âÕÄÕÝÅÅ ÐÏ-
ËÁÖÅÔ, ËÁËÕÀ ÒÏÌØ ÜÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÏÖÅÔ ÓÙÇÒÁÔØ × ÆÉÚÉËÅ ×ÎÅ ÒÁÍÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

âÏÎÄÁÌ áÌÅËÓÅÊ éÇÏÒÅ×ÉÞ,
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
É.Ï. ×ÅÄÕÝÅÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁ
ÏÔÄÅÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ íéòáî.

Email: bondal@mi.ras.ru



óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÛËÏÌÅ
á. ÷. çÌÁÄËÉÊ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ü×ÏÌÀÃÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ
(ÜÐÉÚÏÄÉÞÅÓËÉ ÔÁËÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ | ËÁË Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑ, ÔÁË É ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ. ïÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÕÔÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ, ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÕÔÅÍ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ.

õÖÅ ÏËÏÌÏ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÉ ÌÅÔ Ñ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁÀ ÄÕÍÁÔØ Ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÛËÏÌÅ. ëÏ-
ÇÄÁ Ñ ÕÞÉÌÓÑ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÉÍ. ìÅÎÉÎÁ, ÍÏÉ ÁÍÂÉÃÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÌÉÓØ
ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ ÕÞÉÔÅÌÅÍ. á ËÏÇÄÁ ðÅÔÒ óÅÒÇÅÅ×ÉÞ îÏ×ÉËÏ× ×ÚÑÌ ÍÅÎÑ × ÁÓÐÉÒÁÎÔÕÒÕ,
ÁÍÂÉÃÉÉ ×ÏÚÒÏÓÌÉ: ÔÅÐÅÒØ Ñ ÈÏÔÅÌ ÓÔÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÍ ÐÒÏ×ÉÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÄÉÎÓÔÉ-
ÔÕÔÁ. ðÏÔÏÍ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÒÁÂÏÔÁÌ × ×ÕÚÁÈ, ÇÏÔÏ×É×ÛÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÂÙ×ÁÌ × ÛËÏÌÁÈ.
óÁÍÏÍÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ × ÛËÏÌÅ ÄÏÌÇÏ ÎÅ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ: ÄÉÒÅËÔÏÒÁ ÛËÏÌ ÎÅ ÒÅÛÁÌÉÓØ ÄÏ×ÅÒÉÔØ ÄÁÖÅ
ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍÕ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÕ, ÈÏÔÑ ÏÆÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÐÒÅÔÁ ÎÅ ÂÙ-
ÌÏ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ËÁË ÂÙ ÞÅÇÏ ÎÅ ×ÙÛÌÏ�. (éÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÂÙÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ, ÎÏ ÏÎÉ
ÍÅÎÑ ÍÁÌÏ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉ.) ÷ �ÐÅÒÅÓÔÒÏÅÞÎÏÅ� ×ÒÅÍÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ, É Ñ ÎÁÞÁÌ ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÔØ × ÛËÏÌÅ, ËÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÍÏÉ ËÏÌÌÅÇÉ. á × 2000-Í Ç. ÕÛÅÌ ÉÚ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÇÄÅ ÒÁÂÏÔÁÌ Ó 1991 ÇÏÄÁ, É ÐÒÅÐÏÄÁÀ Ó ÔÅÈ ÐÏÒ ÔÏÌØËÏ × ÛËÏÌÅ.
óÅÊÞÁÓ Õ ÍÅÎÑ ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÐÙÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ × ÓÔÁÒÛÉÈ, ÓÒÅÄÎÉÈ É ÄÁÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ËÌÁÓÓÁÈ, É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÉÍ ÏÐÙÔÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÏÊ
ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÄÌÑ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍÉ Ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÐÏÄÅÌÉÔØÓÑ Ó ÞÉÔÁÔÅÌÑÍÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÉ×ÁÑÓØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÍ ÍÎÅ ËÕÒÓÁÍ �áÌÇÅÂÒÁ� É �áÌÇÅÂÒÁ
É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ�. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÁÒÕÛÁÔØ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ.)

I

ëÏÇÄÁ Ñ ÂÙÌ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ, ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÐÏ ÓÌÅÇËÁ ÐÅÒÅÒÁ-
ÂÏÔÁÎÎÙÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ á. ð. ëÉÓÅÌÅ×Á. äÌÑ ËÏÎÃÁ XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ, ÉÈ
ÎÁÕÞÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ ×ÙÓÏËÉÍ, Á × ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÜÔÏ ÐÏÄÌÉÎÎÙÅ ÛÅÄÅ×ÒÙ.
õÞÅÂÎÉË ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ëÉÓÅÌÅ×Á ÐÅÒÅÉÚÄÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ, É Ñ ÔÏÖÅ ÉÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÌ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÍÅÔ. îÏ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÏ ëÉÓÅÌÅ×Õ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ | ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÅ, ÐÒÁ×ÏÍÅÒÎÏ ÌÉ
ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÅÇÏ ÐÒÅÖÎÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ.

áÌÇÅÂÒÁ Õ ëÉÓÅÌÅ×Á ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÅÍ ÂÙÌÁ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ×ÅËÏ× | ÎÁÕËÏÊ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. úÁ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÅÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÐÏÄÞÉÎÅÎÏ
ÏÄÎÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÍÅ: ËÁËÉÅ ÂÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ËÁË ÉÈ ÒÅÛÁÔØ. ðÏÓÌÅ
ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÔÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ; ÐÏÔÏÍ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ÄÁÖÅ ÎÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ: ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ,
ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ. á ×ÏËÒÕÇ ÜÔÏÇÏ ÏÂÛÉÒÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅ-
ÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÕÎËÃÉÉ
É ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÁ-
×ÅÒÛÅÎÉÅÍ ËÕÒÓÁ ÓÌÕÖÉÔ ÇÌÁ×Á ÏÂ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
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ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÜÔÏ ÅÝÅ × 40-È É 50-È ÇÇ. ×ÈÏÄÉÌÏ × ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ (Á ÔÁËÖÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ É ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ | Õ ëÉÓÅÌÅ×Á ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ)1. óÒÁ×ÎÉ×
ÔÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÕÞÅÂÎÉËÁ ëÉÓÅÌÅ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × 6{8 ËÌÁÓÓÁÈ, Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÔÅÐÅÒØ 7{9 ËÌÁÓÓÏ×, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÐÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Õ, ÄÒÕÇÁÑ ÎÁÕËÁ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÔÁÌÉÓØ, ÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÌÉ ÂÙÔØ
ÇÌÁ×ÎÙÍ ÓÔÅÒÖÎÅÍ ËÕÒÓÁ, Á ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÌÁÎ ×ÙÛÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏ-
ÇÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ,
ÎÏ É ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ, ÞÅÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØ, ×Ù-
ÐÕËÌÏÓÔØ É ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÁÎÁÌÉÚÁ. ó ÔÁËÉÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÏ É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×ÁÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÖÅ ËÕÒÓÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. (úÁÔÏ ÎÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ� É ÄÅÌÅÎÉÑ �ÕÇÏÌËÏÍ� | ÓÁÍÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ × ÍÏÉ
ÛËÏÌØÎÙÅ ×ÒÅÍÅÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ × 6-Í ËÌÁÓÓÅ.)

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÄÏÌÖÎÏ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÂÎÏ×ÌÑÔØÓÑ
×ÓÌÅÄ ÚÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÎÁÕËÉ. ïÄÎÁËÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÏÅ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÛËÏÌØÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÏ ÏÂÏÇÁÔÉÌÁÓØ ÂÙ ÉÄÅÑÍÉ, ÐÏÑ×É×ÛÉÍÉÓÑ × ÜÔÏÊ
ÎÁÕËÅ × XIX ×ÅËÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÉÈ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ
É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ðÏÔÏÍ Ë ÎÉÍ ÄÏÂÁ×ÉÌÉÓØ ÂÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ;
ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏ ÎÁÇÌÑÄÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÉÓÔÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÏÂßÅËÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, É ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÜÔÉ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÕÖÎÙ. é ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ×ÙÒÉÓÏ×ÁÌÉÓØ ÂÙ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ ÂÏÌÅÅ ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÔÏÊ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÎÏ×ÏÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ. á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ, × ÓÔÁÒÛÉÈ
ËÌÁÓÓÁÈ, ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÂÙ ÍÎÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚ×ÉÔØ ÜÔÉ ÉÄÅÉ ÄÁÌØÛÅ.

II

îÏ ÐÒÉ ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÏÍ × 60-È{70-È ÇÇ. ÔÅÐÅÒØ
ÕÖÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÂÙÌ ÉÚÂÒÁÎ ÄÒÕÇÏÊ ÐÕÔØ. åÝÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÍÎÏÇÉÅ ÕÞÅÎÙÅ É
ÐÅÄÁÇÏÇÉ × Å×ÒÏÐÅÊÓËÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ, ×ËÌÀÞÁÑ òÏÓÓÉÀ, ×ÙÓÔÕÐÁÌÉ ÚÁ ÒÅÆÏÒÍÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÉ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ, ÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÔÁ×ÛÅÇÏ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÉ, É
ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÎÙÍ ÓÞÉÔÁÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ2. íÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÓÔÁÔØÀ ü. âÏÒÅÌÑ [4], ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÕÀ
× 1914 Ç. É × ÔÏÍ ÖÅ ÇÏÄÕ ×ÙÛÅÄÛÕÀ × ÒÕÓÓËÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ. ðÏÚ×ÏÌÀ ÓÅÂÅ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÃÉÔÁÔÕ: �íÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÁ, ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÅÍÁÑ × ÎÁÛÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ, ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÅÒÅÖÉÔÏË, ÔÏÇÄÁ ËÁË
ÍÉÒÏÍ ÐÒÁ×ÉÔ ÄÒÕÇÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, É ÌÉÛØ ÍÁÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÉÚÂÒÁÎÎÙÈ ÄÁÎÏ ×ÏÓÔÏÒÇÁÔØÓÑ ÇÏÒÄÏÊ
ÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏÌÖÅÎ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×ÒÏÄÅ ÍÁÎØÑËÏ×, ÐÒÏ×ÏÄÑ-
ÝÉÈ ÄÎÉ É ÎÏÞÉ ÚÁ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ.� çÏ×ÏÒÑ Ï �ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�, âÏÒÅÌØ ÉÍÅÅÔ
× ×ÉÄÕ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÏÄÎÏ ÉÍÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅÌÑÅÔ
× ÎÅÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÓÔÒÁÈ�, É ÎÁÓÔÁÉ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ �Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ×ÅÌÉËÉÍÉ
ÉÍÅÎÁÍÉ: çÁÌÉÌÅÑ, äÅËÁÒÔÁ, îØÀÔÏÎÁ É ìÅÊÂÎÉÃÁ�, ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÎÑÔØ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ ÐÏÄÏÂÁÀÝÅÅ
ÉÍ ÍÅÓÔÏ.

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÕÀ ÃÅÌØ ÓÔÁ×ÉÌÉ ÐÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× É ÅÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÅ
ËÕÒÓ �áÌÇÅÂÒÁ É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ�, ××ÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÓÔÁ×ÉÌÏ ×ÎÅÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅ-

1ûËÏÌ É ËÌÁÓÓÏ× �Ó ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÕËÌÏÎÏÍ� ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ. ðÒÏÆÉÌØÎÙÅ ÛËÏÌÙ É ËÌÁÓÓÙ ×ÏÚÎÉËÌÉ
× ÎÁÞÁÌÅ 60-È ÇÇ. ËÁË ÒÅÁËÃÉÑ ÎÁ ÒÅÆÏÒÍÕ, ÓÄÅÌÁ×ÛÕÀ ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÒÅÚËÏÍÕ
ÓÎÉÖÅÎÉÀ ÅÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á. îÅÂÅÚÙÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × 1971 Ç. ÐÒÏÔÉ× ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÛËÏÌ ÄÌÑ ÏÓÏÂÏ ÏÄÁÒÅÎÎÙÈ
ÄÅÔÅÊ ×ÙÓÔÕÐÉÌ × ÐÅÞÁÔÉ ð. ì. ëÁÐÉÃÁ [1]; ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÐÉÓËÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É ð. ì. ëÁÐÉÃÙ
ÐÏ ÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ [2].

2ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÚÁ ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÐÒÅÄÒÅ×ÏÌÀÃÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ ÓÍ. × ÓÔÁ-
ÔØÅ î. ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎÁ [3].
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ÎÉÑ É × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÓÒÅÄÎÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÁ ÃÅÌØ ÎÅ ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕ-
ÔÁ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÅÆÏÒÍÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÅÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ
ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÌÉ ÅÅ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÙ. îÅÕÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ. ÷ÁÖÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÏ×ÅÔÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, Ë 70-Í ÇÏÄÁÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÚÁËÏÓÎÅ×ÛÅÊ, ÂÙÌÉ �ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ�,
ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÌÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ ×Ï ×ÓÅÊ ÏÇÒÏÍÎÏÊ ÓÔÒÁÎÅ. ðÅÒÅÈÏÄÕ ÎÁ ÎÏ×ÙÊ
ÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÅÇÏ �ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÏÂÏ×ÁÎÉÅ�, ÎÏ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÞÉÓÔÏ
ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ: × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÏÒÏÄÁÈ É ÒÁÊÏÎÁÈ ×ÓÅÍ ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ ÐÒÅÄÐÉÓÙ×ÁÌÏÓØ
ÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÏ ÐÒÏÂÎÏÍÕ ÕÞÅÂÎÉËÕ É ÐÉÓÁÔØ ÏÔÞÅÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÚÙ×Ù ×Ï ×ÎÉÍÁ-
ÎÉÅ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ. é ËÏÇÄÁ ÎÏ×ÙÊ ÕÞÅÂÎÉË ÓÔÁÎÏ×ÉÌÓÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ, ÕÞÉÔÅÌÑ ÞÁÓÔÏ
ÉÓÐÙÔÙ×ÁÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÕÞÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÕÞÅÂ-
ÎÉËÁ ÐÏ×ÙÛÁÌÓÑ. ÷ÏÚÎÉËÁÌÉ ÜÔÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÕÓÉÌÅÎÎÏ ÐÒÉ×É×Á×ÛÅÇÏÓÑ ÓÔÕÄÅÎ-
ÔÁÍ ÐÅÄÉÎÓÔÉÔÕÔÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÂÕÄÔÏ ÕÞÉÔÅÌÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Ó×ÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ
ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÎÁÕÞÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÏÓÏÂÏÇÏ
×ÎÉÍÁÎÉÑ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÏÓÐÉÔÁÎÎÙÊ × ÔÁËÏÍ ÄÕÈÅ ÕÞÉÔÅÌØ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓÐÏÍÏÝÎÙÍ3. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÒÅÆÏÒÍÁ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, É ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÏÇÄÁ ÖÅ ËÕÒÓÁ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÐÒÉ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ëÉÓÅÌÅ×Õ ÂÙÌÁ ÔÒÕÄÎÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×,
Á ÎÏ×ÙÊ ÕÞÅÂÎÉË, ×ÏÚÎÉËÛÉÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Á á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ó ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÍÉ
ÐÅÄÁÇÏÇÁÍÉ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ á. æ. óÅÍÅÎÏ×ÉÞÅÍ É ò. ó. þÅÒËÁÓÏ×ÙÍ, ÂÙÌ ÎÁÍÎÏÇÏ ÔÒÕÄÎÅÅ. îÏ ÜÔÏ
ËÎÉÇÁ ÄÏÂÒÏÔÎÁÑ, ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÎÎÁÑ, ÂÏÇÁÔÁÑ ÎÏ×ÙÍÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÄÅÑÍÉ. ÷ ÎÏÒÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÜÔÏÔ ÕÞÅÂÎÉË ÂÙÌ ÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÚÑÔ ÎÁ ×ÏÏÒÕÖÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, Á
ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÎÁ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÏÚÄÁÎÙ ÕÞÅÂÎÙÅ ÐÏÓÏÂÉÑ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ. íÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÖÅ �×ÎÅÄÒÅÎÉÑ� ÏÎ ÎÅ ×ÙÄÅÒÖÁÌ
É ×ÓËÏÒÅ ÂÙÌ ÚÁÍÅÎÅÎ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ á. ÷. ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ �ÔÒÁÄÉ-
ÃÉÏÎÎÏÓÔÉ�, Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÖÅ ÏÔÏÛÅÄÛÉÍ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏ | Ó ÔÅÍ ÒÁÚÌÉÞÉÅÍ, ÞÔÏ
ÎÅÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÓÔØ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÂÙÌÁ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅÍ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÛËÏÌØ-
ÎÙÊ ËÕÒÓ Ë ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÎÁÕÞÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, Á ÐÏÇÏÒÅÌÏ×ÓËÏÇÏ | ÌÉÞÎÙÍÉ ×ËÕÓÁÍÉ Á×ÔÏÒÁ4.
äÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÏÎ ÔÏÖÅ ÔÒÕÄÅÎ, ÎÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÎÅ ×ÙÚ×ÁÎÎÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔØÀ. ðÏÔÏÍ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ É ÄÒÕÇÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÌØÚÑ ÎÅ ×ÙÄÅÌÉÔØ
ÐÒÅËÒÁÓÎÙÅ ËÎÉÇÉ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ. îÏ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÞÅÂ-
ÎÉË ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á (ËÏ ×ÓÅÍÕ ÐÒÏÞÅÍÕ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ËÒÁÊÎÅ ÎÅÂÒÅÖÎÏ É ÐÌÏÈÉÍ ÑÚÙËÏÍ). éÓËÕÓÓÔ×Õ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÔ ÕÞÅÂÎÉË ÕÞÉÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ ÕÞÅÂÎÉË ëÉÓÅÌÅ×Á, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÎÅÎÙ × ÎÅÍ ÌÉÂÏ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, ÌÉÂÏ ÉÚÙÓËÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÏÃÅÎÉÔØ ÌÉÛØ ÉÓËÕÛÅÎÎÙÊ ×
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÞÅÌÏ×ÅË; ÛËÏÌØÎÉË ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÃÉÒËÏ×ÙÅ ÆÏËÕÓÙ,
ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÎÕÖÎÙÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÒÕÛÅÎÁ ÓËÌÁÄÙ×Á×ÛÁÑÓÑ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ ËÕÌØÔÕÒÁ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. òÅÛÁÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, Á ÚÁÄÁÞÉ
ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÓÞÅÚÌÉ ×Ï×ÓÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÁÌØÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÁÌ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÉÖÅ. äÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄÉÓÔÙ ×ÐÏÌÎÅ ÏÆÉÃÉÁÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÀÔ ÕÞÉÔÅÌÑÍ
ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÚÎÁÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ |
ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÕÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÉ Ï ËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÞÉ ÂÙÔØ ÎÅ
ÍÏÖÅÔ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÓÔÁÌÁ ×ÔÏÒÏÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ, É ÐÏÎÉÖÅÎÉÅ ÅÅ ÓÔÁÔÕÓÁ ÂÙÌÏ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÏ ÏÔÍÅÎÏÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÁË ÐÅÒÅ×ÏÄÎÙÈ, ÔÁË É ×ÙÐÕÓËÎÙÈ.

õÞÅÂÎÉË ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÔÁËÖÅ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÔÒÕÄ-
ÎÙÍ, ÎÏ × ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ ÕÞÅÂÎÉË ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎ ÂÙÌ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ É

3÷ ËÏÎÃÅ 80-È ÇÇ. ÐÉÛÕÝÉÊ ÜÔÉ ÓÔÒÏËÉ ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏ×ÅÔÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ
× ËÎÉÇÅ [5]. üÔÁ ËÎÉÇÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ, ÎÏ ÏÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÁ ÎÁ ÓÁÊÔÅ http://modernproblems.org.ru, × ÒÁÚ-
ÄÅÌÅ �ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ�. (íÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ÎÅ ÕÔÒÁÔÉÌÁ ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔÉ É ÓÅÊÞÁÓ, Ô. Ë.
ÓÉÓÔÅÍÁ × ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÞÅÒÔÁÈ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÐÒÅÖÎÅÊ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. × ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ Ë ËÎÉÇÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÍ × 2003 Ç.)

4ïÂ ÕÞÅÂÎÉËÅ á. ÷. ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á ÓÍ. × ÓÔÁÔØÑÈ [6] É [7].
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ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ. îÁÐÉÓÁÎ ÏÎ ×ÅÓØÍÁ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÄÅÒÖÁÎ × ÅÄÉÎÏÍ ÓÔÉÌÅ (ÞÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÎÅ-
ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ × ËÎÉÇÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÏÍ Á×ÔÏÒÏ×) É ÁËËÕÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÇÏÄÎÏ
ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÐÏÓÏÂÉÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ËÕÒÓÕ5. (äÏÌÖÅÎ ÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÀ
ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÐÏÓÏÂÉÑ | ÉÈ ×ÙÛÌÏ ÐÏÔÏÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ.) îÏ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ËÎÉÇÉ,
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÖÅ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ×ÙÄÅÒÖÁÎ × ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ
ÓÔÏ ÌÅÔ ÒÁÎØÛÅ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ëÉÓÅÌÅ×Á. (÷ ÄÒÕÇÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÐÏÓÏÂÉÑÈ ÏÎ ÅÝÅ ÎÉÖÅ.)

þÔÏ ÖÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÅÆÏÒÍÙ?

III

õÖÅ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÕÖÎÏ ÕÞÉÔØ ÄÅÔÅÊ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÉÍ × ÖÉÚÎÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ
ÏÎÁ, ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, �ÕÍ × ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÉ×ÏÄÉÔ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÕÞÁÅÔ Ë ÞÅÔËÏÍÕ, ÑÓÎÏÍÕ É
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ, ÐÏÍÏÇÁÅÔ ×ÙÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ×ÙËÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÞÅÍ ÓÔÁÒÛÅ ÄÅÔÉ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÕÄÅÌÑÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ðÏ ÓÔÁÒÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ × Å×ÒÏÐÅÊÓËÏÊ ÛËÏÌÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ, × ÓÒÅÄÎÉÈ É ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓ-
ÓÁÈ ÆÕÎËÃÉÀ �ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÕÍÁ × ÐÏÒÑÄÏË� ×ÙÐÏÌÎÑÌ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ É ×
ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÙÌÉ ÒÁÚÄÅÌÙ, ÈÏÒÏÛÏ ÓÌÕÖÉ×ÛÉÅ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ. ôÁË ÂÙÌÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ, ÎÏ
ÐÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÛËÏÌØÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÊ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÂÙÌÁ ÎÁÒÕÛÅÎÁ. éÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÅ ÂÙÌÏ ÉÚßÑÔÏ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁË ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ ×
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÏ �ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÀ ÕÍÁ × ÐÏÒÑÄÏË� É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ËÒÕÇÏÚÏÒÁ (ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ). ïÓ×ÏÂÏÄÉ×ÛÅÅÓÑ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÑÌÉ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÔ × ÓÔÉÌÅ ÔÅÈ ×ÒÅÍÅÎ, ËÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ
ÂÙÌÉ, ÐÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃÁ, �ÐÏËÒÙÔÙ ÍÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÕÍÁÎÏÍ�. ðÏÌÕÞÉÌÓÑ ËÕÒÓ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÎÁ×ÙËÏ× ÞÅÔËÏÇÏ É ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ,
ÎÏ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÒÁÚÒÕÛÁÅÔ ÉÈ, ÏÔÕÞÁÅÔ ÏÔ ÓÔÒÏÇÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. á ÄÏÎÅÓÔÉ ÄÏ
ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÉÄÅÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÓÎÏ×Å ÐÏÎÑÔÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ. îÁ-
É×ÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÅÚ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ
ÐÏÎÑÔÎÏ, ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ. ÷ ÓÔÁÒÙÅ ×ÒÅÍÅÎÁ ÂÙÌÉ, ×ÉÄÉÍÏ, ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ, ÕÍÅ×ÛÉÅ ÉÈ
ÔÁË ÉÚÌÁÇÁÔØ, ÎÏ ÜÔÏ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÄÁ×ÎÏ ÚÁÂÙÔÏ. é ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÙÎÅÛÎÉÊ ÛËÏÌØ-
ÎÉË × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ �ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ� | ÜÔÏ ÎÁ×ÙËÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÍÕ ÎÅÐÏÎÑÔÅÎ. ðÒÉÞÉÎÑÅÍÙÊ ÔÁËÉÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅÍ ×ÒÅÄ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, Á
ÐÏÌØÚÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ: ×ÓÅÍ, ËÏÍÕ ÍÏÇÕÔ ÐÏÔÏÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÚÕÞÁÔØ ÅÇÏ ÚÁÎÏ×Ï, É ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÞÉÌÉ × ÛËÏÌÅ, ÉÍ × ÜÔÏÍ
ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ. á ÔÁË ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÉÚ×ÅÄÅÎÁ ÄÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ, ÐÒÉÈÏ-
ÄÉÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ×ÅÓØÍÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÕÔÒÁÔÉÌ
Ó×ÏÀ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÕÀ, ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (É ÕÔÉÌÉÔÁÒÎÕÀ ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÈÕÖÅ, ÎÏ
ÜÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÔÅÍÁ), É ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÒÉÚÉÓÅ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

óÅÊÞÁÓ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÇÌÁ×ÎÁÑ É ÅÄ×Á ÌÉ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ | ÎÁÕÞÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÑÍ (�ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍÁÍ�, ËÁË ÔÅÐÅÒØ ÏÂÙÞÎÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ), Á ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á | ÜÔÏ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ
ÕËÒÁÛÅÎÉÑ, �ÂÁÎÔÉËÉ�, ËÁË ×ÙÒÁÚÉÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÕÞÉÔÅÌØÎÉÃÁ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏ
ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÌÑ 8-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ðÏÎÉÍÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄ-
ÎÏ | ÞÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÔ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. þÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁË ÕÞÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÏÓÔÏÒÇÁÔØÓÑ ÅÅ ÇÏÒÄÏÊ ÍÏÝØÀ, ÞÅÇÏ ÈÏÔÅÌÉ ü. âÏÒÅÌØ É á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×. âÏÌØÛÅ
ÔÏÇÏ | ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÙÔÙ×ÁÔØ Ë ÎÅÊ ÏÔ×ÒÁÝÅÎÉÅ. ëÁË ÖÅ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÔÁËÏÊ ÐÒÏÆÁÎÁÃÉÅÊ?

5õÖÅ ÐÏÓÌÅ ÓÍÅÒÔÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á × ÕÞÅÂÎÉË ÂÙÌ ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÏÂÛÉÒÎÙÊ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÚÄÅÌ, ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÐÅÓÔÒÑÝÉÊ
ÏÛÉÂËÁÍÉ É ÒÅÚËÏ ×ÙÂÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÓÔÉÌÑ ËÎÉÇÉ. (ðÏÑ×ÉÌÓÑ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÐÏÒÔÒÅÔ ìÅÊÂÎÉÃÁ Ó ÐÏÄÐÉÓØÀ
�ìÅÊÂÎÉÃ çÏÔÆÒÉÄ æÒÉÄÒÉÈ� | ÜÔÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ × ÕÞÅÂÎÉËÅ ÒÕÓÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÐÏÒÔÒÅÔ ðÕÛËÉÎÁ
Ó ÐÏÄÐÉÓØÀ �ðÕÛËÉÎ áÌÅËÓÁÎÄÒ óÅÍÅÎÏ×ÉÞ�.) ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÕÝÅÎÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ �íÁÔÅÒÉÁÌ
ÄÌÑ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ�. é × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÕÞÅÂÎÉË ÐÅÒÅÉÚÄÁÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ Ä×ÁÄÃÉÔÉ ÌÅÔ!
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ðÏÄÏÚÒÅ×ÁÀ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÓÏÞÔÕÔ ÏÔ×ÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ. äÅÔÅÊ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ,
ÓËÁÖÕÔ ÏÎÉ, ÎÕÖÎÏ ÏÔÄÁ×ÁÔØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ, ÔÁÍ ÏÎÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÉÚÕÞÁÔ ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ,
É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ÓÅÍ ÐÒÏÞÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÎÁÄÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ,
ÂÅÚ ÓÔÒÏÇÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×; Á ÄÅÔÑÍ Ó ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÓËÌÏÎÎÏÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ
×ÏÏÂÝÅ ÎÉ Ë ÞÅÍÕ, × ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÅÅ ÄÁ×ÎÏ ÐÏÒÁ ÏÔÍÅÎÉÔØ.

ðÒÉ ÓÅÒØÅÚÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÜÔÏ ÒÁÓÈÏÖÅÅ ÍÎÅÎÉÅ ÎÅ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ËÒÉÔÉËÉ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÔ×ÌÅÞØÓÑ
ÏÔ ÔÏÇÏ ÎÅÍÁÌÏ×ÁÖÎÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÅÚÄÅ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÑÈ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÎÁÕËÁÍÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ
ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÌÅÖÉÔ ÎÅÐÒÅÏÄÏÌÉÍÁÑ ÐÒÏÐÁÓÔØ, É ×ÓÑ ËÕÌØÔÕÒÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ
ÏÄÎÕ ÅÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, Á ÔÏ, ÞÔÏ, ÐÏ ÄÒÕÇÕÀ, ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÐÒÏÉÓÔÅ-
ËÁÅÔ ÓËÒÙÔÏÅ, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÐÒÅÚÒÅÎÉÅ �ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÉÅ×� É �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ×�. ÷
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÎÅÏÔßÅÍÌÅÍÕÀ ÞÁÓÔØ
ÏÂÝÅÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ËÁË ÉÓËÕÓÓÔ×Ï É ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ.6 æÉÌÏÌÏÇ, ÎÅ×ÅÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÆÉÚÉËÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ× ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ËÕÌØÔÕÒÎÙÍ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÅÌÏ-
×ÅËÏÍ, ÞÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÎÅ×ÅÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ × ÉÓÔÏÒÉÉ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ. äÒÕÇÏÅ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÅ | ÂÕÄÔÏ
ÂÙ×ÁÀÔ ÄÅÔÉ Ó ÂÌÅÓÔÑÝÉÍÉ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÓÐÏÓÏÂÎÙÅ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ | Ó ÂÌÅÓÔÑÝÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ É ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÇÕÍÁÎÉ-
ÔÁÒÎÙÍÉ. åÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÅÔÉ, ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅÓÑ ÉÓÔÏÒÉÅÊ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏÊ, ÞÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÏÊ É ÆÉÚÉËÏÊ, ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÏ ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÎÉË, ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÙÊ, ÓËÁÖÅÍ, × ÉÓÔÏÒÉÉ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ,
ÂÙÌ ÓÌÁÂ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ | ÔÁË ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÉËÏÇÄÁ. üÔÏ ÚÎÁÀÔ ×ÓÅ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÄÕÍÁÀÝÉÅ Ï ÒÁÚ×ÉÔÉÉ
Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ×, Á ÎÅ ÏÂ ÕÓÐÅÈÅ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ É ÐÒÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÉ × ×ÕÚÙ. ëÏÇÄÁ Ñ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÌ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÕ × ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÕÞÅÎÉËÉ, ÓÁÍÙÅ ÓÉÌØÎÙÅ × ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ, ÂÙÌÉ É
Õ ÍÅÎÑ ÓÁÍÙÍÉ ÓÉÌØÎÙÍÉ, Á ÓÁÍÙÅ ÓÌÁÂÙÅ × ÎÉÈ | ÓÁÍÙÍÉ ÓÌÁÂÙÍÉ; ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÎÅ
ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÌÏÓØ. ôÒÅÔØÅ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÅ, ÂÏÌÅÅ ÎÏ×ÏÅ, ÎÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÉ×ÛÅÅÓÑ, | ÕÂÅÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÒÁÎØÛÅ ÞÅÌÏ×ÅË ×ÙÂÅÒÅÔ ÉÌÉ ÅÍÕ ×ÙÂÅÒÕÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔØ,
ÔÅÍ ÌÕÞÛÉÊ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÙÊÄÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ. äÌÑ ÍÕÚÙËÁÎÔÏ×-ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌÉÓÔÏ× É, ËÁÖÅÔÓÑ, ÄÌÑ
ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÐÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ×ÙÂÅÒÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÏÆÅÓÓÉÉ, É × ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÌÀÄØÍÉ, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÓØ ÐÅÄÁÇÏ-
ÇÁÍÉ, ÐÓÉÈÏÌÏÇÁÍÉ, ÀÒÉÓÔÁÍÉ (ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÔÅÈ, ËÔÏ ÐÏÊÄÅÔ × ÎÁÕËÕ) ÒÁÎÎÑÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ
ÏÞÅÎØ ×ÒÅÄÎÁ: ÏÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÕÖÅÎÉÀ ËÒÕÇÏÚÏÒÁ É ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×, �ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÆÌÀ-
ÓÕ�, ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ëÏÚØÍÙ ðÒÕÔËÏ×Á, | ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÉÄÑÝÉÈ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ Ó×ÏÅÊ
ÕÚËÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÐÒÉ ÎÙÎÅÛÎÉÈ ÔÅÍÐÁÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÅÓÓÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ,
ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÐÏ ÈÏÌÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÍÅÔÁÌÌÏ× ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÅÓÐÏÍÏÝÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÈÏÌÏÄÎÏÊ
ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÍÅÔÁÌÌÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ | ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ
ÎÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÎ ×ÙÊÄÅÔ ÎÁ ÐÅÎÓÉÀ, | Á ÏÎ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÉÍ ËÒÕÇÏ-
ÚÏÒÏÍ. (ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ×ÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÚÎÁÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊ
ÐÒÅÄÍÅÔ ÌÉÛØ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, Ï ÞÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ; × ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÄÎÏ
É ÔÏ ÖÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ.)

åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÎÅ ÓÔÏÌØ ×ÁÖÎÙÅ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ï ÔÒÅÈ ÇÌÁ×ÎÙÈ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ: ÍÏÄÎÁÑ ÓÅÊÞÁÓ �ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ� | ÔÕÐÉËÏ×ÙÊ ÐÕÔØ,
É ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ËÒÉÚÉÓ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÎÁ ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ.

V

ôÁË ÞÔÏ ÖÅ | ÚÎÁÞÉÔ, ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍ ËÒÉÚÉÓÏÍ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÉ × ÎÁÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÏÂÒÅÞÅÎÏ ÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÄÅÇÒÁÄÁÃÉÀ? ïÓÍÅÌÀÓØ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ

6üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÓÏÍÎÅ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÐÒÉÏÂÝÅÎÉÑ Ë ËÕÌØÔÕÒÅ, Ñ ÎÁÐÉÓÁÌ × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÓÔÁÔØÀ [8].
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ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ. ëÁË ÎÉ ÐÌÏÈÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ �× ÃÅÌÏÍ�, × òÏÓÓÉÉ É ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÍÁÌÏ ÈÏÒÏÛÉÈ
ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÈÏÒÏÛÉÈ ÛËÏÌ (É ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ËÒÕÐÎÙÈ ÇÏÒÏÄÁÈ), ÎÅ ÐÅÒÅ×ÅÌÉÓØ ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÙÅ ÐÅÄÁÇÏÇÉ,
É ÖÉ×Ù ÅÝÅ ÓÔÁÒÙÅ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÅ ÔÒÁÄÉÃÉÉ × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ: Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ×ÙÓÛÅÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÏÊ,
ÇÏÔÏ×ÎÏÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ ÂÅÓÅÄÏ×ÁÔØ Ó ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ É ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ Ó ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÍ
ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ7. üÔÏ ÓÏÚÄÁÅÔ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÉ ÄÌÑ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÑ ËÒÉÚÉÓÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ
ÅÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÕÞÅÂÎÉËÉ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÎÏÇÏ ÏÐÙ-
ÔÁ, ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ; ÜÔÉ ÕÞÅÂÎÉËÉ ×ÏÚØÍÕÔ ÎÁ ×ÏÏÒÕÖÅÎÉÅ ÓÎÁÞÁÌÁ
ÎÅÍÎÏÇÉÅ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÐÏÔÏÍ ÔÁËÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ÏÐÙÔÁ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÂÕÄÕÔ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÔØÓÑ, ÐÏÑ×ÑÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ. . . | ÓÌÏ×ÏÍ, ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ
Ü×ÏÌÀÃÉÉ, ËÁË ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ëÉÓÅÌÅ×Á. íÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÒÅÆÏÒÍÁ 60-È{70-È ÇÇ. ÐÒÏ×ÁÌÉÌÁÓØ
ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×, ÓÄÅÌÁ×ÛÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÎÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÉÎÉÓÔÅÒÓËÉÅ ÞÉÎÏ×ÎÉËÉ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔ ÚÁËÏÎÏÐÒÏÅËÔÙ, ÐÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÝÉÅ
ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÚ×ÒÁÔ Ë ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ (É ÄÁÖÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ
ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÎÁ ×ÙÓÛÕÀ ÛËÏÌÕ, ÄÏ ÞÅÇÏ ÓÏ×ÅÔÓËÉÅ ÞÉÎÏ×ÎÉËÉ ÎÅ ÄÏÄÕÍÁÌÉÓØ), ÎÏ Ñ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÉÚ
ÜÔÏÊ ÚÁÔÅÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÙÊÄÅÔ: ÎÁÛÁ ÂÀÒÏËÒÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ËÒÁÊÎÅ ÎÅÐÏ×ÏÒÏÔÌÉ×Á, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-
ÎÙÅ É ÄÕÍÁÀÝÉÅ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÏÔ×ÙËÛÉÅ ÕÖÅ ÏÔ ÍÅÌÏÞÎÏÊ ÏÐÅËÉ, ÂÕÄÕÔ ÏÔÞÁÑÎÎÏ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÔØÓÑ,
É ÓÒÅÄÉ ÞÉÎÏ×ÎÉËÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÌÀÄÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÀ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÛËÏÌÁÈ
ÐÒÅÐÏÄÁÀÔ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÎÁÕÞÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ
É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÖÉ×Ï É ÄÏÓÔÕÐÎÏ. îÁ ÏÞÅÒÅÄÉ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÎÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

íÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ä×Á ÐÕÔÉ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÔÏÇÏ ÓÔÒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, × ËÏÔÏ-
ÒÏÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ × ÛËÏÌÅ ÜÔÉ ÐÒÅÄÍÅÔÙ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÔØ
ËÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÅÇÏ Ë ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ (ÓÍ. ×ÙÛÅ)
É ×ËÌÀÞÉÔØ × ÎÅÇÏ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÄÅÌ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ ÉÄÅÑÍ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, É ÎÉ-
ÇÄÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÄÁ×ÁÔØÓÑ ÚÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. éÔÏÇÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ ÐÏÉÓÔÉÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÌÏÝÁÄÉ | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ. (åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ
ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.) ôÅÈÎÉËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÄÅÓØ ËÁÓÁÔØÓÑ
ÎÅÚÁÞÅÍ.

äÒÕÇÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÕÔØ | ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÂÅÚ ÍÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÕÍÁ-
ÎÁ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ ÓÌÕÖÉÌ �ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÀ ÕÍÁ × ÐÏÒÑÄÏË� ÎÅ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ËÕÒÓ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. üÔÏ ÔÒÕÄÎÏ, ÎÏ, ÐÏ ÍÏÅÍÕ ÇÌÕÂÏËÏÍÕ ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ, ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ ÂÙ ÕÄÁÌÏÓØ
ÎÁÌÁÄÉÔØ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÛËÏÌÁÈ, ÔÏ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÂÙ ÎÁÄÅ-
ÖÄÁ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ. é ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÞÅÂÎÉË ÎÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ É ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑÍ ÏÔÄÁ×ÁÌÏÓØ ÂÙ ÒÅÛÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ ÐÅÒÅÄ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑÍÉ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÐÏÌÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏÓÔØ ÓÏÞÅÔÁÌÁÓØ ÂÙ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ
ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔØÀ.

íÙ Ó ÍÏÉÍ ËÏÌÌÅÇÏÊ à. î. ëÏÚÉÏÒÏ×ÙÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÐÙÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ É
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ-
ÍÉ ËÒÕÖËÁÍÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÒÅÛÉÌÉÓØ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÏÊ ÕÞÅÂÎÉË. òÁÂÏÔÁ ÎÁÄ ÎÉÍ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÕÖÅ ÏËÏÌÏ ÄÅÓÑÔÉ ÌÅÔ É ÓÅÊÞÁÓ, ËÁË ÎÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÂÌÉÚËÁ Ë ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÀ. ÷ ÐÒÏÃÅÓ-
ÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÐÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÎÁÛÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉ×ÙÞËÉ |
ÐÒÉ×ÙÞËÉ, Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ ÔÅÈ, ËÔÏ ÞÉÔÁÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÕÒÓÙ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ É ÐÅÄ×ÕÚÁÈ É ÐÉÛÅÔ ÐÏ ÜÔÉÍ ËÕÒÓÁÍ ÕÞÅÂÎÉËÉ (Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÉÍ
Á×ÔÏÒÁÍ ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×). íÙ ÐÒÉ×ÙËÌÉ ÇÌÁ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÎÁ ÂÅÚÕÐÒÅÞÎÏÓÔØ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ É ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÚÁÂÏÔÉÍÓÑ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÏÍÏÞØ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ
× ÈÉÔÒÏÓÐÌÅÔÅÎÉÑÈ ÎÁÛÉÈ ÂÅÚÕÐÒÅÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ. íÎÏÇÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ É Á×ÔÏÒÙ ÕÞÅÂÎÉËÏ×

7ëÁË ÓÔÁÒÙ ÜÔÉ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÐÉÓØÍÁ î. î. ìÕÚÉÎÁ Ë í. ñ. ÷ÙÇÏÄÓËÏÍÕ [9], × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ
Ï Ó×ÏÉÈ ÂÅÓÅÄÁÈ Ó ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ â. ë. íÌÏÄÚÅÅ×ÓËÉÍ × ÂÙÔÎÏÓÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ
ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, ×ÏÚÎÉËÛÉÈ Õ ÎÅÇÏ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.
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ÓÞÉÔÁÀÔ ×ÓÑËÉÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ: �õÍÎÙÊ É ÔÁË ÐÏÊÍÅÔ, Á ÄÕÒÁËÕ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ÏÂßÑÓÎÉÛØ�.
íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑÈ ËÁË ÒÁÚ ÓÁÍÙÅ ÕÍÎÙÅ, ÓÁÍÙÅ ×ÄÕÍÞÉ×ÙÅ ÓÔÕ-
ÄÅÎÔÙ É ÛËÏÌØÎÉËÉ. î. î. ìÕÚÉÎ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ × ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍ ×ÙÛÅ ÐÉÓØÍÅ, ËÁË ÔÒÕÄÎÏ ÂÙÌÏ ÅÍÕ
ÉÚÕÞÁÔØ ÁÎÁÌÉÚ É ËÁË ÐÏÍÏÇ ÅÍÕ ÔÅÒÐÅÌÉ×ÙÍÉ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑÍÉ �×ÌÁÓÔÎÙÊ�, ÎÏ ÄÏÂÒÏÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÊ
â. ë. íÌÏÄÚÅÅ×ÓËÉÊ. îÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ íÌÏÄÚÅÅ×ÓËÏÇÏ ÏËÁÚÁÌÓÑ ×ÁÖÎÙÊ ÂÁÒÉÎ,
Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÒÁÛÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÕÄØÂÁ ìÕÚÉÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÉÎÏÊ, É ÎÅ ÂÙÌÏ
ÂÙ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ.

úÁ ÂÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ, ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÀÝÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑÍÉ, ÐÒÑÞÅÔÓÑ ÏÂÙË-
ÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÌÅÎØ. ïÂÄÕÍÙ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÏÂßÑÓÎÅÎÉÀ, ÉÓËÁÔØ ÏÂÒÁÚÙ É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏ-
ÍÏÇÁÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÏÔÔÁÞÉ×ÁÔØ ÄÅÔÁÌÉ, ÉÚÌÁÇÁÔØ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ÂÏÒÑÓØ Ó ÅÇÏ ÎÅÐÏÄÁÔÌÉ×ÏÓÔØÀ, ÚÁÂÏ-
ÔÑÓØ Ï ÑÓÎÏÓÔÉ É ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÄÕÍÙ×ÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÆÒÁÚÕ É ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÕÓÔÒÁÎÑÑ ÞÅÒÅÓ-
ÞÕÒ ÔÑÖÅÌÙÅ ÏÂÏÒÏÔÙ É ÓÌÉÛËÏÍ ÞÁÓÔÙÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÌÏ× É ÓÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ |
ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÑ. ÷ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÃÅÐÏÞËÉ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÏ ÌÅÇÞÅ. ÷ÏÔ É ÉÄÕÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ É Á×ÔÏÒÙ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏ ÐÕÔÉ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ, É ÜÔÏ ÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÅÊ.

÷ÓÅ, ËÏÍÕ ÐÒÉÈÏÄÉÌÓØ ÞÉÔÁÔØ ÁÎÁÌÉÚ ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÁÍ, ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÂÁÒØÅÒ ÄÌÑ ÎÉÈ |
ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÉÚÌÁÇÁÅÍÁÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁ �"{�-ÑÚÙËÅ� Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. îÁÞÁ× ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÎÁÇÌÑÄÎÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, Ñ ÓÒÁÚÕ Õ×ÉÄÅÌ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÏÈÏÄÑÔ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÕÞÛÅ, Á ÐÏÒÁÂÏÔÁ× × ÛËÏÌÅ, ÕÂÅÄÉÌÓÑ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉË ÓËÌÏÎÅÎ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÄÌÉÎÎÕÀ
ÃÅÐÏÞËÕ ×ÙËÌÁÄÏË ËÁË ÎÅËÏÅ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï | ÃÅÐÏÞËÕ ÚÁËÌÉÎÁÎÉÊ. äÁÖÅ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ
ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÛÁÇ ÅÍÕ ÐÏÎÑÔÅÎ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÍ ÇÌÁ×ÎÏÅ: ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÄÏ ÄÅÌÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ
ÛÁÇÉ, Á ÎÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅ, ËÁËÁÑ ÉÄÅÑ ÓÔÏÉÔ ÚÁ ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ? (ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÔØ ÓÉÌØÎÙÅ
ÛËÏÌØÎÉËÉ, ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÎÉÍÁÀÝÉÅ �×ÙËÌÁÄÏÞÎÙÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ Ñ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ É
ÄÌÑ ÎÉÈ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÎÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÐÒÏÝÅ.) é Ñ ÎÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÛÅÌ Ë ÔÁËÉÍ ×Ù×ÏÄÁÍ. ÷ÁÄÉÍ
áÒÓÅÎØÅ×ÉÞ åÆÒÅÍÏ×ÉÞ, ËÒÕÐÎÙÊ ÕÞÅÎÙÊ É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÅÄÁÇÏÇ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÉÊ Ë ÐÏËÏÌÅ-
ÎÉÀ ÍÏÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÊ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄÎÅÊ ÖÉÚÎÉ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÑÓÎÏÓÔØ É ÖÉ×ÏÓÔØ
ÍÙÓÌÉ8 (ÍÎÅ ÐÏÓÞÁÓÔÌÉ×ÉÌÏÓØ × 1986{89 ÇÇ. ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÉÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÁÆÅÄÒÅ) ÎÅ ÕÓÔÁ×ÁÌ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÑÔØ, ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× | �ÂÅÚÏÂÒÁÚÉÅ�. ðÒÉ ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ
×ÓÔÒÅÞÅ × ÁÐÒÅÌÅ 89-ÇÏ ÏÎ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÂÅÚÏÂÒÁÚÉÅ ÔÏÌØËÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÓÎÏÊ ÔÒÁ-
ÄÉÃÉÉ, ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÄÌÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ
ÐÒÅÄÅÌÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ. á. ö. äØÅÄÏÎÎÅ × ×ÙÛÅÄÛÅÊ ÅÝÅ × 1960 Ç. É 4 ÇÏÄÁ ÓÐÕÓÔÑ ÉÚÄÁÎÎÏÊ × ÒÕÓÓËÏÍ
ÐÅÒÅ×ÏÄÅ ËÎÉÇÅ [11] ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ �"{�-ÔÅÈÎÉËÕ� ËÁË ÕÓÔÁÒÅ×ÛÕÀ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÕÄÎÏ ÏÔÒÅÛÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÔÅÒÅÏÔÉÐÁ, ×ÙÒÁÂÏÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÅÝÅ × ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ É
ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÉÍ ÏÐÙÔÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ É ÞÔÅÎÉÅÍ ËÎÉÇ, Á×ÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÄÅÒÖÉ-
×ÁÌÉÓØ ÔÏÊ ÖÅ ÔÒÁÄÉÃÉÉ. îÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. é ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÏÌÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÊ
ÎÁ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÍÙ.

VI

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÍÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
× ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ.

ëÏÇÄÁ Ñ × 1954 Ç. ×ÐÅÒ×ÙÅ ÎÁÞÁÌ ÞÉÔÁÔØ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ 1-Í ËÕÒÓÅ, Ñ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÌ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ É ÐÏÎÁÞÁÌÕ ÂÙÌ ÄÏ×ÏÌÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÐÏÔÏÍÕ
ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÓÔÁÌÏ ÌÅÇÞÅ ×ÙÕÞÉ×ÁÔØ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓËÏÒÏ ÐÒÉÛÅÌ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ
× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ, ÎÅ ÓÐÏÓÏÂ-
ÓÔ×ÕÑ ÌÕÞÛÅÍÕ ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ñ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÀ ×ÒÅÄÎÕÀ ÐÒÉ×ÙÞËÕ ÚÁÕÞÉ×ÁÔØ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ, ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÑ ÉÈ ÓÍÙÓÌÁ. ðÏÔÏÍ Ñ ÐÏÞÔÉ 30 ÌÅÔ ÎÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÌ ÁÎÁÌÉÚ É ÞÉÔÁÌ
ÔÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÌÏÇÉËÕ, ÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÓÐÅÃËÕÒÓÙ. á ËÏÇÄÁ × 1986 Ç.
×ÅÒÎÕÌÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ, ÎÅ ÂÅÚ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ × ÎÏ×ÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ

8ï ÷. á. åÆÒÅÍÏ×ÉÞÅ ÓÍ. [10].
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ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÉËÁ (× 50-È ÇÇ. × óóóò ÌÉÛØ ÏÞÅÎØ ÎÅÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÚÎÁÌÉ Ï ÅÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ, ÈÏÔÑ ÒÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ �ïÓÎÏ× ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ� çÉÌØÂÅÒÔÁ É áËËÅÒÍÁÎÁ ×ÙÛÅÌ
ÅÝÅ × 1947 Ç.), ÐÒÉÞÅÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ××ÏÄÑÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÓÌÏ×. ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ Õ ÍÅÎÑ ÂÙÌ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÐÙÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ; ËÒÏ-
ÍÅ ÔÏÇÏ, Ñ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÑÚÏË
É �ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×� ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ (ÓÍ. [12, 13, 14]). é Ñ ÐÏÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ, ×ÉÄÉÍÏ, ÐÏÒÁ ÕÖÅ
ÄÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÐÒÁ×Ï ÇÒÁÖÄÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ×ÙÓÛÅÊ, ÎÏ É × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ É ××Ï-
ÄÉÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÍÉÍÏÈÏÄÏÍ, ÓËÏÒÏÇÏ×ÏÒËÏÊ, Á ÐÏ-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ, Ó ÐÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑÍÉ É ÏÐÏÒÏÊ
ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÑÚÙË. çÌÁ×ÎÏÅ | ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØ ÕÞÅÎÉËÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ, ÎÏ
É Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ ÎÉÍÉ ÓÔÏÑÔ; ÔÏÇÄÁ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÅ ÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÅÅ. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎ ÂÕÄÅÔ
ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Ó ÌÏÖÎÏÊ ÐÏÓÙÌËÏÊ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÍÕ ÌÅÇÞÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÎÉÍÁÎÉÀ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÏ×, ÚÎÁËÏÍÙÈ
Ó ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÏ.

ðÏÚÖÅ, ÕÖÅ × ËÏÎÃÅ 90-È, Ñ ÜÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÌ × ÏÄÎÏÍ 10-Í ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ É Ä×ÕÈ 9-È
�ËÕÌØÔÕÒÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ� ÐÒÏÆÉÌÑ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÕÞÅÎÉËÉ ÌÅÇËÏ ÕÓ×ÁÉ×ÁÌÉ ÜÔÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ,
Á ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÅÒÅ×ÏÄ Ó ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÊ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÒÅÛÁÌÉ ÎÅ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ ÓÔÕÄÅÎÔÙ,
Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ Ñ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÌ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË ÍÏÖÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÏÒÉÉ
ÐÒÅÄÅÌÏ×. ïÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ ÏÎ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÆÕÎËÃÉÊ É ÅÝÅ ÐÏÌÅÚÎÅÅ
× ÒÁÚÄÅÌÅ Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ÷ ÎÙÎÅÛÎÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÁÒÈÁÉÞÎÁ; ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÜÔÏ ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ.
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÚÒÁÞÎÅÅ É ÐÏÎÑÔÎÅÅ.

çÏ×ÏÒÑ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÅÆÏÒÍÙ
× ÛËÏÌÅ ÐÒÏÞÎÏ ÕÔ×ÅÒÄÉÌÏÓØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÉÄÁ f(x) > 0 É Ô. Ð., ÇÄÅ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÉ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ �ÍÅÔÏÄÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×�, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÔÒÅÂÕÀÝÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÁÈ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ
ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ. õÞÉÔÅÌÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÔÒÁÔÑÔ ÎÁ ÏÔÒÁÂÏÔËÕ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ
ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,
ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÅÊ × ÎÅÍ ÞÅÔÎÏ. ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÚÍÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÅÄ×Á ÌÉ ÎÅ ×ÓÅÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÛËÏÌÅ ÒÅÛÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×�.
úÁÞÅÍ ÖÅ ÕÞÉÔØ ÄÅÔÅÊ ÓÔÒÅÌÑÔØ ÉÚ ÐÕÛÅË ÐÏ ×ÏÒÏÂØÑÍ?

åÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ | ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÔÁËÏÊ, ÇÒÁÆÉË
ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ �ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ�. ðÒÅÄÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍ | Ñ×ÎÏ ÉÌÉ ÎÅÑ×ÎÏ, | ÍÙ ÉÈ ÏÂ-
ÍÁÎÙ×ÁÅÍ: ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÌÉ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÎÁÑ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ �ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ�, ÅÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ
ÎÅÅ × ÍÉËÒÏÓËÏÐ, ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÁË É ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÅÓÌÉ
ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ9. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÉ-
ËÁËÏÍÕ ÒÅÁÌØÎÏÍÕ Ñ×ÌÅÎÉÀ (× ÏÔÌÉÞÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁË
ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

ðÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÁÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏ, ÎÏ ×ÒÑÄ ÌÉ
ÓÔÏÉÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÉÈ ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÕÄ ËÏÌÌÅÇ Ó×ÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÞÅÂÎÏÇÏ
ÐÏÓÏÂÉÑ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÌÁ×Ù. á ÓÅÊÞÁÓ Ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÒÏ×ÁÑ ÒÅÁÌØÎÏÓÔØ
ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÔ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÐÏÓÏÂÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ
ÔÏÇÏ, ÎÒÁ×ÑÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ Á×ÔÏÒÁÍ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ: ÔÁË ËÁË ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÛÉÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ ÍÏÇ-
ÌÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕÞÅÎÉËÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÛËÏÌÙ, ÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÕÞÅÂÎÉËÁÍ,
× ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÉÅ ÔÅÍÙ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (É ÐÒÉÔÏÍ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ, ÎÅ
×ÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ), ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÚÁÎÏ×Ï ÉÚÌÁÇÁÔØ ÜÔÉ ÔÅÍÙ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ É ÄÕ-
ÍÁÀÝÉÊ ÕÞÉÔÅÌØ (Á ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÁËÏÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁÛÅ ÐÏÓÏÂÉÅ) ÌÅÇËÏ ×ÙÑÓÎÉÔ, ÞÔ�Ï

9ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÄÁÖÅ ÇÒÕÂÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎ-
ÎÏ | ÆÕÎËÃÉÑ äÉÒÉÈÌÅ.
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ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÚÁÎÏ×Ï É ÞÔ�Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÅÇÌÏ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÉÔØ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ: ÒÅÆÏÒÍÁ ××ÅÌÁ × ÛËÏÌØÎÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÏ×ÙÈ ÔÅÍ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ËÁË
ÎÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×), ÎÏ
ÏÐÕÓÔÉÔØ ÉÈ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÜËÚÁÍÅÎÏ×. ÷-ÔÒÅÔØÉÈ: ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅÓÑ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ Ó ÄÁ×ÎÉÈ
×ÒÅÍÅÎ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÍ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ. ôÁËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÈÏÔÑ ÉÈ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ
ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, Ô. Ë. ÏÎÉ ÔÏÖÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÜËÚÁÍÅÎÏ×.

ôÅÐÅÒØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÛÅ ÐÏÓÏÂÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÄÌÑ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ, É ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ
ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÕÞÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÈÏÔÑÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ, ÔÏ ÉÈ ÂÕÄÅÔ
ÎÅÍÎÏÇÏ. îÏ ÍÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ËÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÛËÏÌ É ËÌÁÓÓÏ×, ÏÔ
ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÏ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÈ (ÍÙ ÏÞÅÎØ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ×ÙÄÅÒÖÁÔØ ÅÅ × �ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÍ
ÓÔÉÌÅ�) × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ, Á ÕÞÅÎÉËÁÍ | × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÎÉÇÉ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÊ × ÐÏÓÏÂÉÉ ÎÅÍÎÏÇÏ; ÍÙ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÇÒÕÖÁÌÉ ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÁÍÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÉ-
ÌÉÓØ �ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ�. îÏ × ÒÕËÁÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÕÞÅÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÜÔÉÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ �ÐÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÊ� Ë ÎÅÍÕ ÚÁÄÁÞÎÉË; ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÎÉË ÅÝÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÏÉÔ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÈÏÞÕ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÐÕÔØ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ËÒÉÚÉÓÁ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÂÙ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ËÏÌÌÅÇ ×ÚÑÌÓÑ
ÚÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÎÏ×ÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ.
îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ Ü×ÏÌÀÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÀÒÁÌÉÚÍ; × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÎÅ × ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, Á ×
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ | ÎÅ × ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,
ÞÅÍ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ × ÃÅÌÏÍ.
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éÚ ÏÐÙÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ
ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

÷. í. éÍÁÊËÉÎ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÏÐÉÓÁÎ ÏÐÙÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ
ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

úÁÎÑÔÉÑ ÐÏ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ Á×ÔÏÒÏÍ × 10 É 11 ËÌÁÓÓÁÈ çïõ
óïû �1314 Ç. íÏÓË×Ù × ÒÁÍËÁÈ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÕÒÓÁ \ïÂÕÞÅÎÉÅ ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". ïÂÕÞÅÎÉÅ ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÍÅÔÁÐÒÅÄÍÅÔÁ \úÎÁË" | ÕÞÅÂÎÏÇÏ
ÐÒÅÄÍÅÔÁ ÏÓÏÂÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÒÅÄÍÅÔ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÙÓÌÅÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÐÅ-
ÄÁÇÏÇÉËÅ (×ÅÄÕÝÉÊ ÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉË îéé éÎÎÏ×ÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
äÅÐÁÒÔÁÍÅÎÔÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ç. íÏÓË×Ù) É Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÒÑÄÅ ÔÅÏÒÅÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÊ É ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ [1, 2, 3], ËÕÄÁ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÐÏÄÒÏÂ-
ÎÏÓÔÑÍÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÒÁÔËÏ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ: ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÑ | ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁËÏ×ÙÈ (ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ) ÓÒÅÄÓÔ× ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ÍÙÛ-
ÌÅÎÉÑ É ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÉ ÎÁ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ. üÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ
ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÒÏ×ÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ, ÏÎÉ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ [1].

íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÄÌÑ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÓÈÅ-
ÍÁÔÉÚÁÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÈÅÍ ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ
ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á,
[4]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ
ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, ÉÓÔÏÒÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ
ÐÒÅÄÍÅÔÏ× [3], ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÉ ÚÎÁËÏ×ÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÓÈÅÍÁÔÉÚÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ
ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÖÅ ÞÁÓÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ
ÏÂßÅËÔÙ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÓÁÍÉ ÓÌÕÖÉÔØ ÓÈÅÍÁÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÒÕ-
ÇÉÍ ÏÂßÅËÔÁÍ. ïÂÒÁÚÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÁÍÁ ÎÁÐÏÌÎÅÎÁ ÓÈÅÍÁÍÉ, É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ
ÓÞÉÔÁÀÔ ÜÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕË. ðÒÉ×ÅÄÅÍ
ÒÑÄ ÃÉÔÁÔ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÄÉÓËÕÓÓÉÏÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ [5]:

...ÏÓÎÏ×ÎÏÅ × ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÉÓÐÙÔÁÔÅÌÅÊ | ÜÔÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÏËÒÕÖÁÀ-
ÝÅÇÏ ÍÉÒÁ, Á ÅÇÏ ÍÏÄÅÌÅÊ.

...
ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÞÅÎÙÅ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÐÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÉÈ ÍÏÄÅÌÉ

É ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÓÎÏ×Å ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÊ ÍÉÒ.
...
...ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÍÏÄÅÌÉ × ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÕËÁÈ, ÍÙ ×ÄÒÕÇ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ÞÒÅÚ-

×ÙÞÁÊÎÏ ÓÈÏÄÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÙ × ÄÒÕÇÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÈÉÝÎÉËÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÈÉÝÎÉË
{ ÖÅÒÔ×Á ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÉÌÙ ÔÏËÁ × ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÏÍ ËÏÎÔÕÒÅ.

...
óÈÏÖÅÓÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-ÉÎÏÍÕ ×ÙÒÁÚÉÔØ, ÓËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÍÏÄÅÌÉ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ, Ô.Å. ÞÔÏ ÓÈÏÖÉÅ ÍÏÄÅÌÉ | ÜÔÏ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ.

÷×ÅÄÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅ-
ÎÉÑ ÓÈÅÍ ËÁË ÔÁËÏ×ÙÈ, ÂÅÚÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë ÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ×ÏÐÌÏÝÅÎÉÀ.

17



18 ÷. í. éÍÁÊËÉÎ

ïðòåäåìåîéå. íÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÕËÁ, ÉÚÕÞÁÀÝÁÑ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ |
ÈÏÔÑ ÂÙ ÍÙÓÌÅÎÎÏ | ÓÈÅÍÙ, ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ, ÍÅÔÏÄÙ ÉÈ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÉÅÒÁÒÈÉÉ
ÓÈÅÍ (ÓÈÅÍÙ ÓÈÅÍ) É Ô.Ä. É Ô.Ð.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÊ ÔÅÍÅ, ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ ÒÁÂÏÞÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕ-
ÖÉÔØ (ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ) ÓÈÅÍÏÊ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÔÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÔÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ
ÉÚÕÞÉÌÉ Ë ÓÔÁÒÛÉÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÔÅÍÙ ÂÙÌÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ:

1. òÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÊ ÏÂÚÏÒ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×, ÐÏÄ×ÏÄÑ-
ÝÉÈ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ.

2. ÷ÚÇÌÑÄ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

3. ÷ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÇÒÕÐÐ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÑÈ.

4. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ.
5. ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ: ÍÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÎÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-

ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ É ××ÏÄÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ËÒÁÊÎÅÊ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÐÒÁ×ËÉ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÍÏÇÌÉ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÕÞÅÂÎÏÊ É ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ
ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÐÏ ÜÔÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ.

ëÒÁÔËÏ ÏÐÉÛÅÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÕÎËÔÏ× 1-3 É ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÐÕÎËÔÅ 4.

2. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ

ë ÜÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ, ÃÅÌÙÈ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÐÉÓÁÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ.

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

a+ b = b+ a; (1) (a+ b) + c = a+ (b+ c); (2)
ab = ba; (3) (ab)c = a(bc) (4)

a(b+ c) = ab+ ac; (5)

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÍ É ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ,
ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÍ É ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. íÙ ÔÁËÖÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ: ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ (Ô.Å. ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ) × ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÙ; ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÕÎÉËÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ:

1 · a = a (6)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a. úÁÔÅÍ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÎÁÄ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏ
ÎÏ×ÏÅ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ.

÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 0, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ:

0 + a = a (7)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ | ×ÙÞÉ-
ÔÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ



éÚ ÏÐÙÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ 19

ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ a
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ −a, ÞÔÏ

a+ (−a) = 0: (8)

ôÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ: a − b = a + (−b). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ë
ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ | ÄÅÌÅÎÉÅ | ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ. ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1), (2), (7), (8). äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÏ-
ÍÅ 0, ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ a
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ a−1, ÞÔÏ

a · a−1 = 1: (9)

ôÅÐÅÒØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ: a=b = a · b−1. ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1), (2), (7), (8), Á ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ 0)
| ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (3), (4), (6), (9). íÙ ÐÏÐÕÔÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÅÍ ÖÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ? îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ
ÐÏËÁ ÎÅ ××ÏÄÉÍ ÎÉËÁËÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ, Á ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÅÅ × ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ: ÅÓÔØ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ, ÃÅÌÙÈ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ); ÎÁÄ
ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ); ÜÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1){(9).

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÔÕÁÃÉÊ. îÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÄÌÑ ÄÅÔÅÊ
ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÜÔÏ 1) ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É 2) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ.

1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÓÅÂÑ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ G. ó Ä×ÕÍÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ G ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ | ÎÏ×ÙÊ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÔÅÒÍÉÎ).
äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É g(x) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ÜÔÏ ÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ h = g ◦ f É
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ h(x) = g ◦f(x) ≡ g(f(x)). üÔÁ ÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÑÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÏ×ÏËÕÐ-
ÎÏÓÔÉ G. ïÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ e(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ e ◦ f = f ◦ e = f . ôÁËÉÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ e(x) ≡ x. 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f−1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ f−1◦f = f◦f−1 = e. 3.
ïÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f ◦(g◦h) = (f ◦g)◦h. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÒÉÓÏ×Á× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ × ÒÁÍËÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÈÅÍÕ-ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. îÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅ-
ÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = x3, g(x) = x+ 1
ÐÏÌÕÞÁÅÍ g ◦ f(x) = x3 + 1, Á f ◦ g(x) = (x + 1)3 | ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ G. ðÏÜÔÏÍÕ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ Ó×ÏÊÓÔ× 1. É 2. ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÚÁÐÉÓØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ×
ÏÂÏÉÈ ÐÏÒÑÄËÁÈ.

2) íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÒÑÄ ÆÉÇÕÒ É ×ÙÄÅÌÉÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÄÁÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÍÅ-
ÓÔÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (ÎÏ ÎÅ ÒÏÍÂÁ) Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ O ÔÁËÉÈ
Ä×ÉÖÅÎÉÊ Ä×Á: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ I, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Á ÔÁËÖÅ
ÐÏ×ÏÒÏÔ R180

O ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ 180 ÇÒÁÄÕÓÏ×. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÍÂÁ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÅÝÅ Ä×Å ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ S1, S2 | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÄÌÑ ÒÏÍÂÁ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÅÄ-
ÎÉÈ ÌÉÎÉÊ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ÐÏÌÕÞÁÅÍ 6
Ä×ÉÖÅÎÉÊ: I, R120

O , R240
O , S1, S2, S3; ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÍÅÄÉÁÎ. íÙ ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ \Ó ÈÏÄÕ" ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÉÌÉ
ÐÑÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÈ ÆÉÇÕÒÁ ÂÙÌÁ ÐÏÄÓËÁÚÁÎÁ ÕÞÉÔÅÌÅÍ,
ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÅÔÉ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÆÉÇÕÒÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ | \ÑËÏÒØ"
Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ \ÌÁÐÏË". äÌÑ ÑËÏÒÑ Ó ÔÒÅÍÑ ÌÁÐËÁÍÉ | ÔÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Ó ÐÑÔØÀ |
ÐÑÔØ É Ô.Ä., ÓÍ. ÒÉÓ. 1.
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òÉÓ. 1.

íÙ ÏÔÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ (I ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ËÁË ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 0 ÇÒÁÄÕÓÏ×), Á ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Ä×ÕÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. üÔÏ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÍÅÓÔÅ,
× ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÏÍÂÁ. ÷ÓÑ
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 Ä×ÉÖÅÎÉÊ: I, R180

O , S1, S2. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ×
ÆÏÒÍÅ ÔÁÂÌÉÃÙ: × ÌÅ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍÉ, × ×ÅÒÈ-
ÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ×ÔÏÒÙÍÉ; ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ ÚÁÐÉÓÁÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

I R180
O S1 S2

I I R180
O S1 S2

R180
O R180

O I S2 S1

S1 S1 S2 I R180
O

S2 S2 S1 R180
O I

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ. éÚ ÜÔÉÈ ÔÁÂÌÉÃ
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ I ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ë ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ I−1 = I,
(R180

O )−1 = R180
O , (S1)−1 = S1, (S2)−1 = S2. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ: ÅÓÌÉ × ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ R120

O ◦ S1 6= S1 ◦R120
O .

úÁÔÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÎÏ×ÙÊ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌ: ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ
ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ) É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ÷ÓÀÄÕ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ ÐÏÈÏÖÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5: 0, 1, 2, 3, 4. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ: × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ×ÔÏÒÏÅ, ÎÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÔËÏ×.

0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ 0 ÓÌÕÖÉÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 3 + 2 = 2 + 3 = 0, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ 3



éÚ ÏÐÙÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ 21

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ 2 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (× ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ:
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(132) ◦ (213) 6= (213) ◦ (132)

(ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÐÉÓÁÎÙ × ËÒÁÔËÏÊ ÆÏÒÍÅ).
÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ ÓÈÅÍÁÔÉ-

ÚÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ G ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
g, ÐÒÉÞÅÍ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ g1; g2 | ÜÌÅÍÅÎÔÙ
G, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ g3 = g1 ∗ g2 | ÓÎÏ×Á ÜÌÅÍÅÎÔ G. åÓÌÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∗ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

1. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÔÁËÖÅ ÅÄÉ-
ÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ e ∗ g = g ∗ e = g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g;

2. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g−1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ,
ÞÔÏ g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e;

3. Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g1; g2; g3 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1 ∗
(g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3,

ÔÏ ÎÁÂÏÒ G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. åÓÌÉ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ×

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, Ô.Å. g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
g1; g2, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ1.

ôÅÐÅÒØ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ
ÇÒÕÐÐÙ:

1. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. G = Z, \∗"=\+". üÔÁ
ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ. îÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 0, Ô.Å.
e = 0.

2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ,
ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÅÚ 0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G = Q − {0}, \∗"=\×", ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1, Ô.Å. e = 1.

3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ | ÞÉÓÌÏ 0; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÅÚ 0 | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ | ÞÉÓÌÏ 1.

4. óÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ G ×ÓÅÈ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÒÑÍÕÀ
ÎÁ ÓÅÂÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, Ô.Å. \∗′′ = \◦′′. åÄÉÎÉÃÅÊ
ÇÒÕÐÐÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = x. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

5. îÁÂÏÒ ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ × ÓÅÂÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, Ô.Å. \∗′′ = \◦′′. åÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Ô.Å. e = I. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÒÏÍÂÁ, ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, Á × ÄÒÕÇÉÈ, ËÁË ÄÌÑ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ.

6. ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 0. íÏÖÎÏ ÐÒÏÎÁÂÌÀÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ
ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁ 5, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 1.

7. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ×ÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÍÅÓÔÅ. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ.

1ðÏ ÉÍÅÎÉ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÏÒ×ÅÖÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ XIX ×ÅËÁ îÉÌØÓÁ èÅÎÒÉËÁ áÂÅÌÑ.
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3. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï) ÇÒÕÐÐ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ G É H. åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
× ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÏÄÉÎÁËÏ×Ï
ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ; ÐÅÒ×ÙÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ÍÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ × ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÏÍ 11 ËÌÁÓÓÅ, Á ×ÔÏÒÙÍ
| × 10-Í).

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G, ÏÐÅÒÁÃÉÀ × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ∗,
É H, ÏÐÅÒÁÃÉÀ × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ◦, ÎÁÄÏ

1) ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ (ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ Ó
ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕÐÐÁÈ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ
ÒÁ×ÎÙ), ÐÒÉÞÅÍ

2) ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ g1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × h1, g2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × h2 É g3 = g1 ∗ g2
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × h3, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ h3 = h1 ◦ h2.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ:

ÇÒÕÐÐÁ G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∗; g1 ∗ g2 = g3
| | | |

×ÚÁÉÍÎÏ− | | | |
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ | | | |
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ | | | |

↓ ↓ ↓ ↓
ÇÒÕÐÐÁ H Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ◦; h1 ◦ h2 = h3

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ
× ×ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ

g1 ∗ g2 = g3
↓ ↓ ↓
h1 ◦ h2 = h3

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÈÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. äÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

äÁÌÅÅ, ÍÙ ×ÙÑÓÎÑÌÉ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÇÒÕÐÐ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. ëÏÎÅÞÎÙÅ
ÇÒÕÐÐÙ Ó ÒÁÚÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. äÌÑ ÒÑÄÁ ÇÒÕÐÐ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÒÏÍÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÇÒÕÐÐÅ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÇÒÕÐÐÅ Z2 Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 É -1 Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.
çÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÉÚ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Ô.Ð.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÁË ÍÏÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕÐÐÙ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÒÏÍÂÁ É ÇÒÕÐÐÁ Z4 Ó
ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ? úÄÅÓØ ÎÁ ÐÏÍÏÝØ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÇÒÕÐÐÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÕ Z4; +. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: 0, 1, 2, 3. ðÒÉ ÜÔÏÍ
1+1=2, 1+1+1=3, 1+1+1+1=0. ô.Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ | 1 |
ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ Z4; +.

õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÅÊ ∗ ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: g2 = g ∗ g, g3 = g2 ∗ g. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÂÙÔØ
×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ: g3 = g2 ∗ g ÉÌÉ g3 = g ∗ g2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
g2 ∗ g = (g ∗ g) ∗ g = g ∗ (g ∗ g) ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÅÓÔØ
g ∗ g2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ g4 = g3 ∗ g É Ô.Ä.; ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ



éÚ ÏÐÙÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ 23

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ g2 = g ∗ g, g3 = g ∗ g ∗ g, g4 = g ∗ g ∗ g ∗ g É Ô.Ä., ÔÁË ÞÔÏ \ÓÔÅÐÅÎØ" ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ
\ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ".

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÇÒÕÐÐÅ Z4; +. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ g = 1, ÔÏ ÉÍÅÅÍ 2 = g2, 3 = g3, 0 = g4 | ÜÔÏ ÎÅÊ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÅÄÉÎÉÃÁ) ÇÒÕÐÐÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉ× × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÅÄÉÎÉÃÕ ÇÒÕÐÐÙ ÞÅÒÅÚ e, ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÇÒÕÐÐÁ Z4; + ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e; g; g2; g3, Á g4 = 1 | ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ
ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ | ÏÎÉ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÒÅÄÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÙ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ÇÒÕÐÐÙ Zn; +,
ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 1 É -1 Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× \ÑËÏÒÑ" Ó n
ÌÁÐÁÍÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ËÏÎÅÞÎÙÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÔÏÖÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.
ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ,
Ô.Å. ÇÒÕÐÐÁ Z; +.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÒÏÍÂÁ. ïÎÁ, ËÁË É Z4; +, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:
e = I | ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ), g1 = R | ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 180 ÇÒÁÄÕÓÏ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÒÏÍÂÁ, g2 = S1, g3 = S2 | Ä×Å ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ g2

1 = g2
2 = g2

3 = e, Ô.Å. ÕÖÅ ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ (×
ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ
| ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÌÉ ÂÙ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÒÏÍÂÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ É ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z4; +.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ \ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÙÅ", ÎÏ ×ÁÖÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ
ÉÌÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ. éÌÉ: ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÒÁÔÎÙÊ É Ô.Ð.
íÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÐÏ ÍÅÒÅ ÉÈ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ.

2. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ). ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄ-
ÎÏÓÔØ | ÎÅÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ë ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÂ-
ÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ

îÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÂÙÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ Ó
ÒÁÚÎÙÍÉ (× ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÎÏ ÏÎÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÀ
× ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÀ × ÄÒÕÇÏÊ. ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÁËÔÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ Ä×Á ÓÀÖÅÔÁ: Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
××ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÍÅÈÁÎÉÚÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ. îÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÑ. åÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ ~a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÅËÔÏÒ −~a. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. äÌÑ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÞÉÓÌÏ×ÕÀ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÍÅÈÁÎÉÚÉÒÏ×ÁÔØ
ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÛËÁÌÙ. òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ Ä×Å ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ
ÏÄÎÕ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÊ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉ× ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ. ïÔÌÏÖÉÍ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ ï ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ
×ÅËÔÏÒ ~a, Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×ÅËÔÏÒ ~b. ôÅÐÅÒØ ÓÄ×ÉÎÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ
ÓÏ×ÐÁÌÏ Ó ËÏÎÃÏÍ ×ÅËÔÏÒÁ ~a. ôÏ ÍÅÓÔÏ, ËÕÄÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÐÁÌ ËÏÎÅÃ ×ÅËÔÏÒÁ ~b, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÏÊ ó.
ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ ~OC ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ~a É ~b: ~OC = ~a+~b.
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ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÏ-
ÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z; + ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ 2, ×ÏÚ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×Ï ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÅ É ÃÅÌÙÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÔÁËÖÅ × ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ

:::; 2−3 = 1=8; 2−2 = 1=4; 2−1 = 1=2; 20 = 1; 21 = 2; 22 = 4; 23 = 8; :::
ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ:
1. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z; +.
2. íÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ, ÏÄÎÕ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÕÀ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ëÁË

ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ?
3. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÍÅÈÁÎÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÛËÁÌÙ. ëÁË

ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÅÈÁÎÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ?
ïÐÉÛÅÍ ËÒÁÔËÏ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ.
1. úÁÄÁÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ 2n 7→ n. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÏÊ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÇÒÕÐÐÏÊ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.
2. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ 2n É 2m. ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ n, Á ×ÔÏÒÏÍÕ m. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ n+m. îÁÊÄÅÍ ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ n+m, Ô.Å. ×ÙÐÏÌÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ 2n+m. ïÎÏ É
ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ 2n É 2m. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉ. íÙ
×ÙÐÏÌÎÉÌÉ ÔÒÉ ÒÁÚÁ ×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÐÒÑÍÏÍ É ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

3. éÄÅÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÛËÁÌÁÈ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n ÎÁÐÉÓÁÔØ É 2n. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ
ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÏÊËÉ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ. óÍ. ÒÉÓ. 2.

2 + 3 = 5           4  8 = 32

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3

1 2 4 8

1 2 4 8 16 32

0 1 2 3-1-2-3

0 1 2 3-1-2-3

1 2 4 8
1

2

1

4

1

8

1

2

1

4

1

8

1 2 4 8

òÉÓ. 2.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁË ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅ ÔÏÌØ-
ËÏ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ, ÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ
11 ËÌÁÓÓÁ ÜÔÏ ÚÁÎÑÔÉÅ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ 2x É
Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. äÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 10 ËÌÁÓÓÁ ÚÁÎÑÔÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔ-
ÎÙÍ | ÏÎÉ ÐÒÉÈÏÄÑÔ Ë ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

íÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÚÁÎÑÔÉÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ × ÚÁÄÁÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ, ÓÍ. [6]. ÷ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÅÒÅÏÔËÒÙÔÉÑ, × ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ Ä×Á, Á ÔÁËÖÅ × ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
÷ÏÐÒÏÓ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ×ÏÏÂÝÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ × ÄÒÏÂÎÕÀ

ÓÔÅÐÅÎØ. ÷ ÛËÏÌÅ ÐÒÉÎÑÔ ÏÓÔÏÒÏÖÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ: × ÄÒÏÂÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÏÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÂÓÕÄÉÔØ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ, ËÁËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ
×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ (ÓÍ. [7]), ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ (−1)1=3 ËÁË −1,



éÚ ÏÐÙÔÁ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ × ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ 25

ÐÏÓËÏÌØËÕ (−1)3 = −1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, 1=3 = 2=6 É ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ (−1)1=3 = (−1)2=6 =
6
√

(−1)2 = 6√1 = 1. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ, ÐÏÞÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ?
äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÍÅÛÁÅÔ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

÷ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÎÁÍÅÔÉÔØ ÐÕÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ | ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, É ÇÒÕÐÐÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ.

ûÁÇ 1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÎÏ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉ-
ÓÌÁÈ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ; ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ
×ÅËÔÏÒÙ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ûÁÇ 2. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÏÓØÀ OX ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OXY.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ
×ÅËÔÏÒÙ ÏÔÌÏÖÅÎÙ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: Ó×ÏÅÊ ÄÌÉÎÏÊ É ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ OX É ×ÅËÔÏÒÏÍ.
üÔÏÔ ÕÇÏÌ ÚÁÄÁÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ËÒÁÔÎÏÊ 2�. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX ÜÔÏÔ
ÕÇÏÌ ÒÁ×ÅÎ 0, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÉÌÉ �, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. äÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÕÇÏÌ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ.

ûÁÇ 3. ÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÎÁÂÌÀÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ É ÕÇÌÁÍÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÅÖÁ-
ÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ × ÎÅÊ
ÚÁÄÁÎÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

1− Ê ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÁ ÕÇÏÌ 2− Ê ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÁ ÕÇÏÌ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎÁ ÕÇÏÌ

2 2 0 3 3 0 6 6 0

2 2 0 −3 3 � −6 6 �

−2 2 � 3 3 0 −6 6 �

−2 2 � −3 3 � 6 6 0

òÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÂÙÓÔÒÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ
ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÕÇÌÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ.

ûÁÇ 4. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÕÖÅ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒ, ÄÌÉÎÁ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Á ÕÇÏÌ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. íÙ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÕÐÒÁÖÎÑÌÉÓØ × ÔÁËÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔØ), Á ÔÁËÖÅ,
ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.

ûÁÇ 5. îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÉ ËÏÒÎÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ: ×ÅËÔÏÒ ~a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ×ÅËÔÏÒÁ ~b, ÅÓÌÉ
an = b. õÞÁÝÉÅÓÑ ÐÒÏÄÅÌÁÌÉ ÒÑÄ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÎÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÜÔÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ
ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n É ÏÎÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
× ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ: ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÏ×ÕÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ | ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ, ÞÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ×ËÌÀÞÁÀÝÕÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÙ Õ×ÉÄÅÌÉ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÒÎÉ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÏÎÉ \ÕÂÅÖÁÌÉ" Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÌÉÓØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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îÁ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ ÔÅÍÕ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ 10 ËÌÁÓÓÁ. ó ÕÞÅÎÉËÁÍÉ 11 ËÌÁÓÓÁ ÐÒÏÄ×ÉÎÕ-
ÌÉÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÁÌØÛÅ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 0) É (0; 1),
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×É× ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ Ó 1, Á ×ÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ i, ÔÏ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ x+ yi, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ×Ù×ÏÄ. ðÏ ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ××ÏÄÉÔØ ×
ÓÔÁÒÛÉÈ ÎÅÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ,
ÚÎÁËÏÍÙÈ ÕÞÁÝÉÍÓÑ, Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ôÒÕÄÎÏ ÒÅÛÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
á. æ. ìÑÈÏ×

óÔÁÔØÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ò 6= NP .
òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÉÓËÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ \CÁÐ£Ò". ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÙÊ
ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ, ËÏÇÄÁ ÞÁÓÔØ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ ò ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÁÓÔØ
NP ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Á ÞÁÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. þÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÌÎÏ×ÁÌ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÄÎÉ
ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÌÅÇËÏ, Á ÄÒÕÇÉÅ Ó ÔÒÕÄÏÍ, ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÇ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÔ.

äÒÕÇÏÊ ×ÁÖÎÅÊÛÉÊ ×ÏÐÒÏÓ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÞ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ÔÁË:
ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÕ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ ÎÅ£ ÒÅÛÅÎÉÅ1?

éÎÔÅÒÅÓ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ É ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÂÏÓÔÒÉÌÓÑ ×
ËÏÎÃÅ 19 ×ÅËÁ. ÷ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉÓØ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ
×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ. üÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ
ÍÏÄÅÌÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ: ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ, ðÏÓÔÁ É Ô.Ä.

ó ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ, ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÏ× ÓÔÁÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÁËÔÕÁÌØÎÙ É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎ-
ÎÏÊ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ.

îÁ ÞÁÓÔØ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ, ÏÔ×ÅÔÙ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ, ÎÏ ×ÏÚÎÉËÌÉ ÎÏ×ÙÅ
ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞ É ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÊ.

ôÒÕÄÎÏ ÒÅÛÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÚÁÄÁÞÉ É ÒÑÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÚÁÄÁÞÉ [1].

ðÏÄ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ð ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÁÔØ
ÏÔ×ÅÔ. ïÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÉÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.

úÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ:
• ÏÂÝÉÍ ÓÐÉÓËÏÍ ×ÓÅÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×,
• ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÔÅÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÏÔ×ÅÔ, Ô.Å. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ I ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ð , ÅÓÌÉ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÓ×ÏÉÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÉÍÅÒ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏ ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ ÐÅÒÅÂÏÒÎÙÈ ÍÁÓÓÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ × ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÏ×.

úÁÄÁÞÁ Ï ËÏÍÍÉ×ÏÑÖÅÒÅ.
ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÏÂßÅÈÁÔØ n ÇÏÒÏÄÏ×, ÐÏÂÙ×Á× × ËÁÖÄÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ

× ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÏÒÏÄ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÔÒÁÔÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÁ ÐÏÅÚÄËÕ.
õÓÌÏ×ÉÅ. úÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C = {c1; c2; :::; cm} \ÇÏÒÏÄÏ×", ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d(ci; cj) ∈ Z+

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÇÏÒÏÄÏ× ci; cj ∈ C É ÇÒÁÎÉÃÁ B ∈ Z+(ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ).
÷ÏÐÒÏÓ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ \ÍÁÒÛÒÕÔ", ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÉÚ C, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ

ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÷?
1ðÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ, ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ: ÜÔÏ É Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁ ËÒÕÇÁ, É ×ÅÌÉËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

æÅÒÍÁ É Ô.Ä.
27
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üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
〈
c�(1); c�(2); ...; c�(m)

〉
, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

m−1∑
i=1

d(c�(i); c�(i+1)) + d(c�(m); c�(1)) ≤ B?

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÇÏÒÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×Á-
ÒÉÁÎÔÏ×, ÎÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ m ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÒÁÓÔ£Ô ËÁË m!.

úÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ.
äÁÎÏ n ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÂß£Í ai É ÓÔÏÉÍÏÓÔØ bi. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ

ÜÔÉÍÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍÉ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÒÀËÚÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ
ÕÐÁËÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÂÙÌÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ.

õÓÌÏ×ÉÅ. úÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÒÁÚÍÅÒ S(u) ∈ Z+ É ÓÔÏÉÍÏÓÔØ V (u) ∈ Z+ ËÁÖÄÏÇÏ
u ∈ U , ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ B É K.

÷ÏÐÒÏÓ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ′ ⊆ U , ÞÔÏ ∑
i∈U ′

S(u) ≤ B É ∑
i∈U ′

V (u) ≥ K?
åÝÅ ÏÄÎÏÊ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.
ðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÝÕÀ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÍÕÀ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ,

ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ÅÅ ÒÅÛÉÔØ.
âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÁÅÔ ÍÁÓÓÏ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ð , ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÌÀÂÏÊ ÉÎ-

ÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ I ÉÚ ð É ÄÁÅÔ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ2.
ðÏÎÑÔÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÅÓÕÒÓÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÙÍÉ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÂÙÞÎÏ ÐÏÄ \ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ" ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÎÉÍÁÀÔ
ÓÁÍÙÊ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.

÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ × ×ÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÚÕÀÝÅÊ ÒÁÚÍÅÒ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Ô.Å. ÏÂßÅÍÏÍ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
ÚÁÄÁÞÉ.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
÷×ÅÄÅÍ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ. ãÅÐÏÞËÉ ÉÚ ÓÉÍ×Ï-

ÌÏ× ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÏ×Á, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÃÅÐÏÞÅË �∗. ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ⊆ �∗
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÑÚÙËÏÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÚÁÄÁÞÁÍÉ É ÑÚÙËÁÍÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÈÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
óÈÅÍÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ l ÚÁÄÁÞÉ ð ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÚ ð ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �.

L[ð; l] = {x ∈ �∗; x - ËÏÄ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ}
úÁÄÁÞÁ ð É ÓÈÅÍÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ l ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÓÌÏ×Á �∗ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ: ÓÌÏ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏ-

ÄÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ð , ÓÌÏ×Á Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÄÁÍÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ð Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ
ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ É ÓÌÏ×Á Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ.

åÓÌÉ l É l′ | Ä×Å ÓÈÅÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ L [ð; l], L [ð; l′] ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ÷ÈÏÄÎÁÑ
ÄÌÉÎÁ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ I ÉÚ ð ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÃÅÐÏÞËÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ I ÓÈÅÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ð . éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.
íÁÓÓÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ.
äÁÎÏ ÞÉÓÌÏ á É ÞÉÓÌÏ ÷ . þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ?
éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. äÁÎÏ ÞÉÓÌÏ á ÒÁ×ÎÏÅ Ä×ÕÍ É ÞÉÓÌÏ ÷ ÒÁ×ÎÏÅ Ä×ÕÍ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ?
íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÄÉÒÏ×ËÁ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: á*÷ = ?
éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ 2*2=?
íÁÓÓÏ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ óÉ:

2úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÛÉÒÅ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ, ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ [2].
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1. /*ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ
2. #include 〈studio.h〉
3. void main ()
4. {
5. int a,b,s;
6. printf(\\n ÷×ÅÄÉÔÅ ÞÉÓÌÁ Á É ×");
7. scanf(\%d%d",&a,&b);
8. s=a*b;
9. printf(\\n óÕÍÍÁ S= %d", s);
10. }

éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ ÞÅÒÅÚ ××ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ á É ÷ , ÌÉÂÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ×ÏÓØÍÏÊ ÓÔÒÏËÉ s = 2 ∗ 2;

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ËÏÄÏ×, ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÅÌÅ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ × ÍÉËÒÏÐÒÏÃÅÓÓÏÒÁÈ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ ÐÅÒÅÍÎÏ-
ÖÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ3.

÷ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÐÒÉÎÑÔÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÐÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ ×
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×.

ó ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ð Ó×ÑÚÁÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÓÈÅÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÑ Length : Dð → Z+

(Dð | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ), ËÏÔÏÒÁÑ \ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ" ÄÌÉÎÅ
ËÏÄÁ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ (Length [I] |
ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÉÎÙ ÚÁÄÁÞÉ × ÓÉÍ×ÏÌÁÈ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ).

ðÏÄ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÞ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ
ÓÈÅÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ l ÚÁÄÁÞÉ ð ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÐÏÌÉÎÏÍÁ p É p′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Length[I] ≤ p(|x|) É
|x| ≤ p′(Length[I]), ÇÄÅ |x| | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ð ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÓÅ×ÄÏÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÍ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Length[I]
É Max [I]. (Max [I] | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × I).

ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ (ÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ O(p(n)), ÇÄÅ p(n) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, Á n | ×ÈÏÄÎÁÑ ÄÌÉÎÁ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. áÌÇÏÒÉÔÍ
ÂÙÓÔÒÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Á O(n2), ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÊ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ O(n log2 n).
éÚ×ÅÓÔÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(n logn log log n),
ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ O(n2;2), ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ
| ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(n3;5)[3] , ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(n3), ÂÙÓÔÒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ { O(n log n).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÍ ÐÏ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÔÎÏ.

÷ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÒÅÂÕÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁÔÒÁÔÙ ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ. üÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÌÉÎÅ n (ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ) ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÊ ÄÌÉ-
ÎÙ4. æÕÎËÃÉÑ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÈÅÍÁ
ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ×ÈÏÄÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ×ÙÂÒÁÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ
ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (ÉÌÉ ÅÇÏ ÍÏÄÅÌØ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÁÍÑÔØÀ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n.

3äÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ \ÁÌÇÏÒÉÔÍ" ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÊ.

4ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÁËÅÔÁÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ×ÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ×ÒÅÍÑ
ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, Ô.Å. ×ÒÅÍÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.
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áÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÞÉÔÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ O(n). íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÂÕÅÔ 2n
ÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, ÐÒÉÞÅÍ ÎÏÍÅÒ ÑÞÅÊËÉ
| ÜÔÏ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n, Á × ÓÁÍÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÜÔÏÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÐÁÍÑÔÉ, Ô.Å. ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
O(1).

ðÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÓÏÚÄÁÀÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁÄÁÞÉ. úÁ-
ÄÁÞÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÁÄÁÞ ËÌÁÓÓÁ P
(Polynomial).

÷ÓÅ ÎÅÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ. âÏÌØÛÉÎ-
ÓÔ×Ï ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÅÒÅÂÏÒÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ËÌÁÓÓÁ NP (Nondeterministically Polynomi-
al).

ðÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÛÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÏÍÍÉ×ÏÑÖÅÒÅ É ÒÀË-
ÚÁËÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1] ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ 300 ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ.

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÄÁÞ NP ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁÐÏ×:

1. \ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÅ" ÒÅÛÅÎÉÑ,
2. ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.
÷ 1971 ÇÏÄÕ ×ÙÛÌÁ ÒÁÂÏÔÁ ó.á. ëÕËÁ \óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒ ×Ù×ÏÄÁ ÔÅÏÒÅÍ" [4], × ËÏÔÏÒÏÊ

ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ:
1. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-

ÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎ × ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ5.

2. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÏ×ÏÊ, ÍÏÄÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÁ NP ÂÙÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ.
õÓÌÏ×ÉÅ. úÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ U (U = {u1; u2; :::un}). ðÏÄ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ F : U → {T; F} É ÎÁÂÏÒ ó ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ
ÎÁÄ U .

÷ÏÐÒÏÓ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ó?
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÎÙ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ X;Y; Z É ÎÁÂÏÒ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ∧;∨;¬. óÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F = X ∧ Y ∨ ¬Z, ÉÍÅÀÝÁÑ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
X;Y; Z?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÕËÁ. úÁÄÁÞÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÅÓÔØ NP-ÐÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.
âÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NP ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×Å-

ÄÅÎÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NP ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏ-

ÍÉÎÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, Á ×ÙÂÏÒ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÄÅÔÅÒ-
ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ. þÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÒÁÓÔÅÔ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ6 Ó ÒÏÓÔÏÍ ×ÈÏÄÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÚÁÄÁÞÉ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× P É NP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÔÅÏÒÉÉ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ P ⊆ NP É ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ð∈NP , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

5ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÒÑÍÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ O(n3) (ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ, LU-ÍÅÔÏÄ, ÍÅÔÏÄ ÐÒÏÇÏÎËÉ É ÄÒ.).

6ë ÜÔÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ: ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÐÉÓÁÎÉÊ (ÕÞÅÂÎÏÇÏ, ÒÁÂÏÞÉÈ ÞÁÓÏ×), ÐÌÁÎÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Á, ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÔÒÁÔ É Ô.Ä. [1].
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ÐÏÌÉÎÏÍ Ò ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ð ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ Ó ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(2p(n)).

÷ÙÓËÁÚÁÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ò 6=NP , ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÅ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Ë ËÁËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ,
Ë ËÌÁÓÓÕ ò ÉÌÉ Ë ËÌÁÓÓÕ ÔÒÕÄÎÏ ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ NP7.

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× P É NP ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ
ÎÁÊÄÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ NP\P É ÄÌÑ ÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÇÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ðÏÉÓËÏÍ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÉÇÒÅ óÁÐÅÒ (Minesweeper).

ðÏÉÓË ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ óÁÐÅÒ
éÇÒÁ ÓÁÐÅÒ ×ÈÏÄÉÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÇÒ Microsoft Windows. ÷ ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÌÅÔÏË. ïÄÎÉ ËÌÅÔËÉ ÐÕÓÔÙÅ, × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÍÉÎÙ. ïÔËÒÙÔÉÅ ËÌÅÔÏË
×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÛÉÂËÉ ÉÌÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÐÏÌÑ. ðÒÉ ÏÔËÒÙÔÉÉ ÐÕÓÔÏÊ
ËÌÅÔËÉ × ÎÅÊ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉÆÒÁ, ÒÁ×ÎÁÑ ÞÉÓÌÕ ÍÉÎ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ×ÏÓØÍÉ ËÌÅÔËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÏËÒÕÖÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÕÀ ËÌÅÔËÕ.

éÚ ÉÇÒÏ×ÏÊ ÐÒÁËÔÉËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑÈ ÍÉÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
ÏÔËÒÙÔÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, × ÄÒÕÇÉÈ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÐÏÉÓË ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÉÎ.

÷ ÒÁÂÏÔÅ [5] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÉÇÒÏ×ÏÍ ÐÏÌÀ × ÉÇÒÅ óÁÐÅÒ ÍÏÇÕÔ
×ÏÚÎÉËÁÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ è .

òÉÓ.1

úÄÅÓØ x′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÀ ÍÉÎÙ, È | ÅÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ (ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ x′ | ÍÉÎÙ ÎÅÔ, È | ÍÉÎÁ ÅÓÔØ).

îÁ ÒÉÓ.2 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÔÒÉÃÁÎÉÀ (NOT) É Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÏÔÒÉÃÁÎÉÀ
(NOT(NOT)).

NOT(NOT)NOT

òÉÓ.2
7éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏÍ çÌÅÎÁ óûá ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÄÅÎÅÖÎÁÑ ÐÒÅÍÉÑ × ÒÁÚÍÅÒÅ

ÏÄÎÏÇÏ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÄÏÌÌÁÒÏ× ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× ò É NP ÚÁÄÁÞ .
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÷ ÜÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ [5] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅ ÓÁÐÅÒ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ëÕËÁ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ ÓÁÐÅÒ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ËÌÁÓÓÕ NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

ïÄÎÁËÏ, ÉÇÒÏ×ÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
ÉÇÒÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÂÏÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÉÎ
ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÍÉÎÁ Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏ-
ÄÉÔØÓÑ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔËÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ×ÓÅ ÉÇÒÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÏ, Á × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÔÅÒÏÍ ÉÚ ÍÉÎ, ÄÏÌÖÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÍÉÎÁ (ÒÉÓ.3). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÁ Ó ÒÁ×ÎÏÊ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË. ìÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÍÅÖÄÕ ×ÎÅÛÎÉÍ ÐÏÌÅÍ É
ÏÂÌÁÓÔØÀ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÔÅÒÏÍ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ-
×ÕÅÔ.

òÉÓ.3

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑÈ ÍÉÎ ÎÁ ÐÏÌÅ [6].

úÁÄÁÞÁ. ðÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ ÐÏÌÑ É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÍÉÎÁÍ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎ-
ÃÅÎÔÒÁÃÉÑÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏ-
ÄÉÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× É ËÌÁÓÔÅÒÏ×, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÉÇÒÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ
ÞÁÓÔÉ.

áÎÁÌÉÚ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÏÑ×ÌÅÎÉÉ ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÉÚ ÍÉÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏ×ÅÄÅÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒ-
ËÏÌÑÃÉÉ.

òÉÓ. 4
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óÌÏ×Ï ÐÅÒËÏÌÑÃÉÑ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ óÉÍÏÎÏÍ âÒÏÄ-
ÂÅÎÔÏÍ É äÖÏÎÏÍ èÁÍÍÅÒÓÌÉ × 1957 Ç. ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÉÍÉ Ñ×ÌÅÎÉÊ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÇÁÚÏ× ÞÅÒÅÚ
ÕÇÏÌØÎÙÊ ÆÉÌØÔÒ. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÇÁÚÁ ÐÏ ÌÁÂÉÒÉÎÔÁÍ ÉÚ ÐÏÒ × ÕÇÌÅ ÏÎÉ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ
ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ (percolation { ÐÒÏÓÁÞÉ×ÁÎÉÅ, ÐÒÏÔÅËÁÎÉÅ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÅ (ÒÉÓ.4) [7]. þÁÓÔØ ËÌÅÔÏË
ÓÅÔËÉ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ × ÞÅÒÎÙÊ Ã×ÅÔ. äÏÌÑ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ p = NÞÅÒÎ

N , N |
ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, NÞÅÒÎ | ÞÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ

ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÌÑ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÎÉÑ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÌÉÂÏ ÐÏ ËÁËÏÍÕ-
ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ (ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ âÅÒÎÕÌÌÉ), ×Ï ×ÔÏÒÏÍ
| Ï ËÏÒÒÅÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ.
ãÅÐÏÞËÕ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÌÁÓÔÅÒÏÍ.
ëÌÁÓÔÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ Ä×Å ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ

ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ËÌÁÓÔÅÒÏÍ8.
ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ: ÐÒÉ ËÁËÏÊ ÄÏÌÅ Ò ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÞÅÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÅÔËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ËÌÁÓÔÅÒ?

ðÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÔÁËÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÎ-
ÃÅÎÔÒÁÃÉÑÈ.

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÔËÉ L ÕÓÔÒÅÍÉÔØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÓÔÁ-
ÎÅÔ ×ÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. ôÁËÕÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÒÏÇÏÍ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÉ.

ðÏ Ó×ÏÅÊ ÓÕÔÉ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÒÏÇ ÉÌÉ ÐÅÒËÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ
ÆÁÚÏ×ÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÔÏÞÅË ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ×ÓÅ ÓÅÔËÉ ÎÁ
Ä×Á ×ÉÄÁ (Ä×Å ÆÁÚÙ): × ÏÄÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÁÓÔÅÒÙ, × ÄÒÕÇÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ËÌÁÓÔÅÒ (ÒÉÓ.5).

1

1

P

P

C
P

®¥=L

®¥<L

òÉÓ.5
íÎÏÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ËÌÁÓÔÅÒÁ (ÄÌÉÎÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ×) ×ÂÌÉÚÉ

ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ.
ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÉÓËÁ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ

éÇÒÏ×ÁÑ ÐÒÁËÔÉËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÐÏÌÑ \óÁÐÅÒÁ" ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ, ÏÔÓÅËÁÀÝÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÐÒÁËÔÉËÉ ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÐÏÌÑ \óÁÐÅÒÁ":

8äÌÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ \ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÊ ËÌÁÓÔÅÒ", \ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ËÌÁ-
ÓÔÅÒ".



34 á. æ. ìÑÈÏ×

1. åÓÌÉ ÎÁ ÐÏÌÅ ÅÓÔØ ËÌÁÓÔÅÒ ÉÚ ÍÉÎ, ÄÅÌÑÝÉÊ ÉÇÒÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ Ä×Å ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÁË,
ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÍÉÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

2. åÓÌÉ ËÌÁÓÔÅÒ ÉÚ ÍÉÎ ÄÅÌÉÔ ÐÏÌÅ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÓÅ ÍÉÎÙ, É ÐÕÓÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ \ÔÏÌÝÉÎÙ" ËÌÁÓÔÅÒÁ (Ô.Å. ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÅ-
ÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÚ ÚÁÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ÃÅÌÉËÏÍ ×ËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ × ËÌÁÓÔÅÒ). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÔÅÒ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ÐÒÉ ÐÏÌÎÏÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ
ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ÷ ÓÒÅÄÅ ×ÉÚÕÁÌØÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ
C++Builder 6 ÂÙÌÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Cluster, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÁÑ ÐÏÌÑ ÉÇÒÙ \óÁÐÅÒ" É ÐÏÄÓÞÉ-
ÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÞÉÓÌÏ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÑ.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÛÅÓÔØ ×ÉÄÏ× ËÌÁÓÔÅÒÏ×: ËÌÁÓÔÅÒÙ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÐÏÌÑ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÌÅ×ÕÀ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÐÒÁ×ÕÀ, ÎÉÖÎÀÀ É ÌÅ×ÕÀ, ÎÉÖÎÀÀ
É ÐÒÁ×ÕÀ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ×ÉÄÁÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏÄ-
ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÓÌÕÞÁÉ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ×ÉÄÁ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔ ÉÈ
ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÉÎ ÎÁ ÐÏÌÅ.

îÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÏÌÑ (ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÐÏ ÇÏ-
ÒÉÚÏÎÔÁÌÉ N1 É ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ N2), ÞÉÓÌÏ ÍÉÎ ÎÁ ÐÏÌÅ M É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÐÙÔÏ× K, ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ. üÔÉ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ËÌÁ×ÉÁÔÕÒÙ, ÉÚÍÅÎÉ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÉÎÙ ÐÏ ËÌÅÔËÁÍ ÐÏÌÑ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ Cluster

éÎÉÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ.
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îÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÒÁÂÏÔÙ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÏÚÄÁÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ× è ÉÚ N1×N2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÂÕÄÅÔ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÉÎ ÎÁ ÐÏÌÅ. ëÌÅÔËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÚÁÍÉÎÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÅÊ, ÒÁ×ÎÏ 1, É Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 0. åÓÌÉ
ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎ ÂÕÄÅÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÏÔ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÐÏÌÑ, ÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÍÁÓÓÉ×Á è ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÉÎ ÂÏÌØ-
ÛÅ, ÞÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÓÓÉ×Á è ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ É ÓÌÕÞÁÊÎÏ
ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÐÏÌÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÓÓÉ×Á è ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ \ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ",
Á ÐÕÓÔÙÅ { \ÎÕÌÑÍÉ". íÁÓÓÉ× è ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó ÉÇÒÏ×ÙÍ ÐÏÌÅÍ \óÁÐÅÒÁ".

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÉÓËÁ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ.
ðÏÉÓË ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÑ. ÷ÓÅ \ÅÄÉÎÉÃÙ" ËÒÁÊÎÅÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ

ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÏÌÑ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ × \Ä×ÏÊËÉ", Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÁÓÓÉ×Á è, ÉÍÅÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1,
ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2. äÁÌÅÅ × ÃÉËÌÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ë \Ä×ÏÊËÁÍ" ËÌÅÔËÉ.
åÓÌÉ ÓÏÓÅÄ Ó×ÅÒÈÕ, ÓÎÉÚÕ, ÓÐÒÁ×Á ÉÌÉ ÓÌÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÅÄÉÎÉÃÅÊ", ÔÏ ÏÎ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ \Ä×ÏÊËÏÊ".
ðÒÏÃÅÓÓ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ \Ä×ÏÊËÉ".
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ËÌÁÓÔÅÒ \ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï", ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÏÌÑ ÐÏ-
Ñ×ÉÌÁÓØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ Ä×ÏÊËÁ, \Ó×ÅÒÈÕ ÎÁÌÅ×Ï" - ÅÓÌÉ Ä×ÏÊËÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, \ÓÌÅ×Á
×ÎÉÚ" - ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ. ðÏÔÏÍ ÐÏÌÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (×ÓÅ \Ä×ÏÊËÉ" ×ÎÏ×Ø ÓÔÁ-
ÎÏ×ÑÔÓÑ \ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ"). äÁÌÅÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÐÏÉÓË Ó ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÑ (ÉÝÕÔÓÑ ËÌÁ-
ÓÔÅÒÙ \Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ" É \Ó×ÅÒÈÕ ÎÁÐÒÁ×Ï"). îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÐÏÉÓË Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÌÁÓÔÅÒÁ \ÓÐÒÁ×Á ×ÎÉÚ".

ëÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ
÷ ÔÁÂÌÉÃÅ 1 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÐÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁ-

ÓÔÅÒÏ× ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É Ó ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÉÎ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ
0.40940 ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÚÁÇÏÌÏ×ËÏÍ 14 É ÓÔÒÏËÉ 0.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÌÅ ÒÁÚÍÅÒÁ 14×14
É ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÉÎ 0.1 ÎÁÊÄÅÎÏ 40940 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× (ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÓÑ 105ÒÁÚ ).

ôÁÂÌÉÃÁ 1.

íÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎ
ÎÁ ÉÇÒÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ. õÖÅ ÐÒÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 0.25 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ
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ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÔÅÒ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ { ÐÒÉ 0.235; ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÏÇÏÍ
ÐÒÏÔÅËÁÎÉÑ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ). âÏÌÅÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÐÏÌÅÊ Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÉÎ 0.15 ÓÏÄÅÒÖÁÔ
ËÌÁÓÔÅÒ. îÁ ÐÏÌÑÈ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÄËÏ, É ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ. üÔÉÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ
\îÏ×ÉÞÏË", \ìÀÂÉÔÅÌØ" É \ðÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌ".

îÁÊÄÅÎÎÁÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ Ä×Å
ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÑ, ÏÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎ ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. çÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓ.1.

òÉÓ. 6

ôÏÞËÉ 1, 2 É 3 ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÇÒÏ×ÙÍ ÐÏÌÑÍ \îÏ×ÉÞÏË", \ìÀÂÉÔÅÌØ" É \ðÒÏÆÅÓ-
ÓÉÏÎÁÌ". éÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÚÄÁÔÅÌÉ ÉÇÒÙ \óÁÐÅÒ" ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÌÉ
ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ôÏÞËÁ 4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÏÇÕ ÐÒÏÔÅËÁ-
ÎÉÑ.

óÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÒÏÓ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ

ÞÁÓÔÏÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚ ÍÉÎ, ×ÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ � =
√

N∑
i=1

(PÓÒ − Pi)2=N , ÇÄÅ PÓÒ
| ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎ, Pi |
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÔÅÒÏ× × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÅ, N | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× (N = 105).
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òÉÓ. 7

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ \óÁÐÅÒÁ" ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ×ÙÛÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÍÉÎ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÂÙÌÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÐÏÒÏÇÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎ xc = 0,235. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁÓËÒÙÔØ ÐÏÌÅ
Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ×ÙÛÅ ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÌÁ.

õÞÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏ-
ÎÅ ÐÏÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÔÅÒÙ, ÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ ÎÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ
ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÑÈ
ÍÉÎ ÎÏÓÑÔ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÊ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÒÉÓ.8) (ÆÒÁËÔÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n =
1; 317 ÐÒÉ � = 0; 5 ).
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ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÉÍÅÅÔ ÆÒÁËÔÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÁÍ ÒÅÛÅÔÏË ÐÏ-
Ú×ÏÌÑÅÔ ÓÕÄÉÔØ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÅÛÅÔËÁÈ.

äÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÉÇÒÙ \CÁÐÅÒ" ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÏ-
×ÏÍ ×ÉÄÅ ÉÈ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÐÏÄÈÏÄÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ × ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÏ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÉÚ ÐÉËÓÅÌÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.
åÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ, É ÐÏ-
ÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ã×ÅÔÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÌÁÓÔÅÒ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ
×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ É × ÎÏ×ÏÊ Ã×ÅÔÏ×ÏÊ ÇÁÍÍÅ ÔÁËÖÅ ÍÁÌÁ, ÔÏ ÜÔÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÓËÕÓ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ.

úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÇÒÙ \CÁÐÅÒ" ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ××ÅÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÔÒÕÄÎÏ ÒÅÛÁÅ-
ÍÙÈ ÍÁÓÓÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÚÁÄÁÞ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ×ÈÏÄÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ.
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ôÅÏÒÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×
ð. ç. ìÁÈÍÁÎÏ×

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÊ
ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.
éÚÕÞÅÎÉÅ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, × ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ É ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉË ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÉÍÐÕÌØÓÏ×
É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ.

íÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÓÔÁÌ ÓÉÎÔÅÚ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑ×ÛÅÇÏÓÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÁ-
ÔÉËÉ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÍÅÔÏÄÏ× (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ (ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ).

ðÏ ÕÒÏ×ÎÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÔÁÔØÑ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÓ×ÏÉ×ÛÉÍ ÏÂÝÉÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÁÎÁÌÉÚ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ É × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ), ÏÓÎÏ×Ù
ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×.

÷ ÒÑÄÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ
ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÍÐÕÌØÓÏ× É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÇ-
ÎÁÌÁ [1].

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ÒÑÄÅ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, × ÐÒÉ-
ÒÏÄÎÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÑÈ É × ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ [2].

áÎÁÌÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÏÂÙÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÌÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×Ù-
ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ É ÍÁÌÏ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÌ ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÐÏ×ÅÄÅ-
ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÐÏÒÏÇÏ×ÏÍ ÒÅÖÉÍÅ (ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ
(ÐÏÒÏÇÁ) | �ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÎÉÅ�, ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÜÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t �ÓÒÁÂÁ-
ÔÙ×ÁÎÉÅ� ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ (ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÒÁ-
ÂÁÔÙ×ÁÎÉÊ É Ô. Ä.).

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ É ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÓÔÁÌ ÓÉÎÔÅÚ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑ×ÛÅÇÏÓÑ ÄÌÑ
ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÍÅÔÏÄÏ× (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÉÚÉËÉ (ÍÅÔÏÄÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ).

ðÏÄÏÂÎÁÑ ÍÅÖÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÒÎÏÓÔØ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÁ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÒÑÄ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÇÏ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÁ É ÓÏÚÄÁÌÁ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÉ ÄÌÑ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÐÒÏ-
ÃÅÓÓÁ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ | ÜÔÏ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁ | ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÇÏ
ÉÌÉ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÚÁËÏÎÁÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÎ£Î ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÉ). ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉÍÅÎÑÌÓÑ × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× × ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× [2].

÷ÈÏÄÎÏÊ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ ÐÏÔÏË (ÉÍÐÕÌØÓÏ×) ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ [3]:

d!(x; t)
dt = n!(x− 1; t)− n!(x; t); (1)

ÇÄÅ !(x; t) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ È × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t; È = 0, 1, 2, . . . ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ |
ÎÁÂÏÒ ÉÍÐÕÌØÓÏ×; n | ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÐÕÌØÓÏ×; t | ×ÒÅÍÑ.

òÅÛÅÎÉÅÍ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ:

!(x; t) = (nt)x
x! e−nt:
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ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ �×ÙÞÉÔÁÎÉÅ� ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:

@!(x; t)
@t + @

@x
(
!(x; t) · v(x; t)

)
= 0; (2)

ÇÄÅ v(x; t) | ÓËÏÒÏÓÔØ �×ÙÞÉÔÁÎÉÑ� ÉÚ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÚÁÄÁÞÉ.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚÒÙ×ÎÏÓÔÉ × ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ (ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁ-

ÎÅÎÉÑ ÍÁÓÓÙ)
@�
@t + div(�~v) = 0;

ÇÄÅ � | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, v | ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÔÏËÁ, t | ×ÒÅÍÑ, Á ÔÁËÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×
ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ | ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÁ

@�
@t + div~j = 0;

ÇÄÅ � | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÁ j | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÏËÁ.
îÁÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ) ÐÒÏÃÅÓÓÏ× (1) É (2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ É �ÁÐÐÁÒÁÔÕÒÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ� (ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ)

@!(x; t)
@t = n!(x− 1; t)− n!(x; t)− @

@x
(
v(x; t) · !(x; t)

)
; (3)

ÇÄÅ !(x; t) | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ.
ðÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

æÏËËÅÒÁ { ðÌÁÎËÁ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á [4].
äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÇÄÁ �×ÙÞÉÔÁÎÉÅ� ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ v = −x=� (� | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ

×ÒÅÍÅÎÉ) ÉÍÅÅÍ:
@!(x; t)
@t = n!(x− 1; t)− n!(x; t) + @

@x
(x
� · !(x; t)

)
: (4)

îÁ ÒÉÓ. 1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ×Ù×ÏÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4), ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÅÓËÏÍ� ÁÎÁÌÉÚÅ ÂÁ-

ÌÁÎÓÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ !(x; t)dx | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ×Ù-
ÈÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÌ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ È ÄÏ x+ dx.

÷ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t + �t (�t | ÍÁÌÏ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ò ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ×
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÔ È ÄÏ x+ dx ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

P = !(x; t+ �t)dx =
{
!(x; t) + @!(x; t)

@t �t
}

dx:

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ò ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1), ÏÄÎÁ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ò1 | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÏÔ È ÄÏ x + dx ÚÁ ×ÒÅÍÑ
�t (ÏÔ t ÄÏ t+ �t) ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÏÔ x

(
1 + �t

�
)

ÄÏ (x+ dx)
(
1 + �t

�
)

ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t
ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÅ ÐÏÓÔÕÐÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÍÐÕÌØÓÁ (ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ �Ó×ÅÒÈÕ�). äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÁ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÏÔ È ÄÏ x + dx ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t, ËÏÇÄÁ × ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÉÍÐÕÌØÓ (ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ �ÓÎÉÚÕ�). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ P1 É P2 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ

P1 = !
(
x

(
1 + �t

�

)
; t

)
dx

(
1 + �t

�

)
(1− n�t);

P2 = !
(

(x− 1)
(

1 + �t
�

)
; t

)
dx

(
1 + �t

�

)
n�t;

ÇÄÅ n | ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ÉÍÐÕÌØÓÏ×.
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òÉÓ. 1. ðÒÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÉ ÉÍÐÕÌØÓÁ ÓÉÇÎÁÌ x ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ, × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÍÅÖÄÕ
ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÍÉ ÉÍÐÕÌØÓÁÍÉ x ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ×ÒÅÍÅÎÉ �

òÁÚÌÏÖÉ× ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ P1 É P2 × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÌÅÎÁÍÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ, ÞÅÍ ×ÔÏÒÏÊ, É ÐÒÉÒÁ×ÎÑ× ÓÕÍÍÕ P1 É P2 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ë ò , ÐÏÌÕÞÉÍ (4).

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3), (4) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ × ÞÁÓÔ-
ÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4). óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÄÈÏÄÏÍ ÐÒÉ ÎÁ-
ÈÏÖÄÅÎÉÉ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ, ÔÁË É ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÓÌÕÖÉÌÉ ÍÅÔÏÄÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ
ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ×Ï ×ÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÏÄ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÉ× k-Ê ÍÏ-
ÍÅÎÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

�k(t) =
∞∫

0

xk · !(x; t)dx:

òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÁÞËÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÔÓÕÔ-
ÓÔ×ÉÑ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0: n(0) = 0.

õÓÌÏ×ÉÅ ÓËÁÞËÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÐÕÌØÓÏ× ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÏÔ 0 ÄÏ
n × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �-ÆÕÎËÃÉÉ [5]

!(x; 0) = �(x): (5)

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
∞∫

0

!(x; t)dx = 1 (�x0 ≡ 1): (6)
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ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× (4) ÐÏ È ÏÔ 0 ÄÏ ∞ ÐÏÌÕÞÉÍ

d
dt�

x
0(t) = n�x0(t)− n�x0(t) = 0: (7)

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �x0(t), ÞÔÏ ÐÏÄÔ×ÅÒ-
ÖÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6).

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �x1(t) ÕÍÎÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÎÁ È, ÐÒÏÉÎ-
ÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ È ÏÔ 0 ÄÏ ∞ É ÐÏÌÕÞÉÍ

d
dt�

x
1(t) = n− �x1(t)

� : (8)

îÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

�x1(0) = 0: (9)

òÅÛÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) Ó ÕÞÅÔÏÍ (9), ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

�x1 = n�
(

1− e−t=�
)
: (10)

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÒÁÓÔÁÎÉÀ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ÐÒÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄ
ÉÍÐÕÌØÓÏ× ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0) ÉÌÉ ÓÌÕÞÁÀ n� →∞.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �x2(t) ÕÍÎÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÎÁ
x2 É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ x ÏÔ 0 ÄÏ ∞.

d
dt�

x
2(t) = 2n�x1(t) + n− 2�x2(t)

� ; �x2(0) = 0: (11)

òÅÛÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (11), ÐÏÌÕÞÉÍ

�x2(t) = n�
2

(
1− e−2t=�

)
+ n2�2

(
1− e−t=�

)
:

äÉÓÐÅÒÓÉÑ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ä É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ �x ÚÁÐÉ-
ÛÕÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:

ä = �x2(t)− [�x1(t)]2 = n�
2

(
1− e−2t=�

)
;

�x =
√ä
�x1(t) =

√
1− e−2t=�

√
2n�

(
1− e−t=�

) :
(12)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4) ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÅÔ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:

�x3(t) = n�
3

(
1− e−3t=�

)
+ 3

2n
2�2

(
1− e−t=�

)(
1− e−2t=�

)
+ n3�3

(
1− e−t=�

)3
;

�x4(t) = n�
4

(
1− e−4t=�

)
+ 25

12
(

1− e−t=�
)(

1 + 34
25e

−t=� + e−2t=�
)

+

+ 3n3�3
(

1− e−t=�
)2 (

1− e−2t=�
)

+ n4�4
(

1− e−t=�
)4

É Ô. Ä.
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äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x Ë Å£ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÉÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÀ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ô. Å. Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ z(t) Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÏÊ Ó x ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ:

z = x− �x√ä = x− n�
(
1− e−t=�

)
√

n�
2

(
1− e−2t=�) : (13)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ£, ËÁË É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

�z = M(z) = 0; ä(z) = �2 = 1:

ðÅÒÅÓÞÅÔ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ × ÅÄÉÎÉÃÁÈ z ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ:

�z0(t) =
∞∫

−∞
!(z; t) dz = 1 ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ; �z1(t) =

∞∫

−∞
z!(z; t) dz = 0;

�z2(t) =
∞∫

−∞
z2!(z; t) dz = 1; �z3(t) =

∞∫

−∞
z3!(z; t) dz = 3

4
√

2n�
1− e−3t=�

(
1− e−2t=�)3=2 :

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ !(z; t) ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÌÀÂÁÑ
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ É ÅÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ [6].

üÔÁ ÉÄÅÑ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ó×ÏÉÍÉ ÉÓÔÏËÁÍÉ Ë ÔÒÕÄÁÍ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ð. ì. þÅ-
ÂÙÛÅ×Á [7]. ó×Ï£ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ É ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÛÅÎÁÚ×ÁÎÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÎÁÛÌÁ
× ÔÒÕÄÁÈ û. üÒÍÉÔÁ [8], ûÁÒÌØÅ [9], üÄÖ×ÏÒÔÁ [10], ç. ëÒÁÍÅÒÁ [6], á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, â. ÷. çÎÅ-
ÄÅÎËÏ [11].

äÁÖÅ ÎÅ×ÏÏÒÕÖÅÎÎÙÍ ÇÌÁÚÏÍ ×ÉÄÎÁ Å£ ÏÒÇÁÎÉÞÅÓËÁÑ Ó×ÑÚØ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÀ !(z; t) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÑÄÁ (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÁÍ)

!(z; t) = C0(t)'(z(t)) + C1(t)'′(z(t)) + C2(t)'′′(z(t)) + · · · ;
!(z; t) = C0(t)H0(z(t))'(z(t))− C1(t)H1(z(t))'(z(t)) + · · ·+ (−1)nCn(t)Hn(t)'(z(t)); (14)

ÇÄÅ '(z) = 1√
2�e

−z2=2 | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, '(n)(z) |
n-Ñ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ '(z), Hn(z) | ÐÏÌÉÎÏÍ þÅÂÙÛÅ×Á { üÒÍÉÔÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á { üÒÍÉÔÁ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÅÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× Cn [12]

C0(t) =
∞∫

−∞
!(z; t) dz = 1; C1(t) =

∞∫

−∞
z!(z; t) dz = −�z1(t) = 0;

C2(t) = �z2(t)− 1 = 0; C3(t) = −1
6 [�z3(t)− 3�z1(t)] = −2

9
1√
2n�

1− e−3t=�
(
1− e−2t=�)3=2 ;

C4(t) = 1
24 [�z4(t)− 6�z2(t) + 3] = 1

12
1(√

2n�
)2

1− e−4t=�
(
1− e−2t=�)2 ;
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C5(t) = − 1
120 [�z5(t)− 10�z3(t) + 15�z1(t)] = − 2

75
1(√

2n�
)3

1− e−5t=�
(
1− e−2t=�)5=2 ;

C6(t) = 1
720 [�z6(t)− 15�z4(t) + 45�z2(t)− 15] ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Cn(t) = (−1)n 1
n!

∞∫

−∞
Hn!(z; t) dz =

= (−1)n 1
n!

∞∫

−∞

[n=2]∑

k=0

(−1)k · n! · zn−2k · !(z; t) dz
2kk!(n− 2k)! =

[n=2]∑

k=0

(−1)n−k · �zn−2k(t)
2k · k!(n− 2k)! :

éÔÁË, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (14) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) | ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:

!(z; t) = '(z(t))− 2
9

1√
2n�

1− e−3t=�
(
1− e−2t=�)3=2'

(3)(z(t)) + 1
12

1(√
2n�

)3
1− e−4t=�

(
1− e−2t=�)2'

(4)(z(t)): (15)

ðÒÉ t→∞ (ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (15) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÑÄ üÄÖ×ÏÒ-
ÔÁ [13]. òÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ
(4) ÐÒÉÎÑÔØ

@!(x; t)
@t = 0:

ôÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÉ (4) ÄÌÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

n!(x− 1)− n!(x) + d
dx

(x
� !(x)

)
= 0: (16)

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ x ÏÔ 0 ÄÏ ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÉ ×
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ:

x1
� !(x1) = n

x1∫

x1−1

!(x) dx: (17)

ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÐÏÔÏË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ�, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ÐÏÔÏË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ
�ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ�, × ÓÉÌÕ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÉ ÐÏÔÏËÉ ÒÁ×ÎÙ.

ðÏÔÏË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÎÉÊ (ÏÔÐÕÓËÁÎÉÊ) ÄÌÑ ÐÏÒÏÇÁ x1. ðÒÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃ x Ë ÅÄÉÎÉÃÁÍ z (z = x−n�√

n�=2
) ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÉ ÄÌÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ

ÓÌÕÞÁÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

!(z − 2�)
2� − !

2� + d
dz [(z� + 1)!(z)] = 0; (18)

ÇÄÅ � = 1=
√

2n� .
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ÄÌÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ × ÅÄÉÎÉÃÁÈ

x É z É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÒÑÄ üÄÖ×ÏÒÔÁ (ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÁË
ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (16), (18), ÔÁË É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (15) ÐÕÔÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ t→∞).

÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ !(z) ÞÁÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË g(z; �) [13].

�x1 = n�; �x2 = n�
2 + (n�)2; �x3 = n�

3 + 3
2(n�)2 + (n�)3;
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�x4 = n�
4 + 25

12(n�)2 + 3(n�)3 + (n�)4; �x5 = n�
5 + 35

12(n�)2 + 85
12(n�)3 + 5(n�)4 + (n�)5;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�z1 = 0; �z2 = 1; �z3 = 4

3�; �
z
4 = 3 + 2�2; �z5 = 16

5 �
3 + 40

3 �;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

C0 = 1; C1 = 0; C2 = 0; C3 = 2
9�; C4 = − 1

12�
2; C5 = − 2

75�
3:

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÑÄ üÄÖ×ÏÒÔÁ

g(z; �) = '(z)− 2
9�'

(3)(z) + 1
12�

2'(4)(z)− 2
75�

3'(5)(z) +
( 1

135�
4 + 2

81�
2
)
'(6)(z)−

−
( 4

2205�
5 + 1

54�
3
)
'(7)(z) +

( 1
2520�

6 + 203
21 600�

4
)
'(8)(z) + · · · : (19)

óÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ � = 1=
√

2n� (ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ �ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ�) ÒÑÄ
üÄÖ×ÏÒÔÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:

g(z; de) = '(z)− 2
9'(3)(z)� +

[ 1
12'(4)(z) + 2

81'(6)(z)
]
�2 −

−
[ 2

75'(5)(z) + 1
54'(7)(z) + 4

2187'(9)(z)
]
�3 + · · · : (20)
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ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÎÔÁÍ
÷ÏÅÎÎÏ-×ÏÚÄÕÛÎÏÊ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÉÍ. ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÅÍÙ 5 É 6. ôÅÍÁ 4 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.

ôÅÍÁ 5

÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ, × ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å. ÔÁËÁÑ

ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ. äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×. ó ÎÅÇÏ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

26. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×. âÁÚÉÓ −→{ , −→| , −→k

òÉÓ. 5.1. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×:
a) ÐÒÁ×ÁÑ; Â) ÌÅ×ÁÑ; ×) ÌÅ×ÁÑ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ×ÅËÔÏÒÏ×
(−→e1 ;−→e2 ;−→e3), Ô. Å. ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×,
Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ:
×ÅËÔÏÒ −→e1 | ÐÅÒ×ÙÊ, −→e2 | ×ÔÏÒÏÊ, Á −→e3 | ÔÒÅ-
ÔÉÊ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ×
ËÒÕÇÌÙÈ ÓËÏÂËÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (−→e1 ;−→e2 ;−→e3) 6= (−→e2 ;−→e1 ;−→e3).
éÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ×
ÔÏÞËÅ O ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1.
26.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÎÅËÏÍ-
ÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (−→e1 ;−→e2 ;−→e3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ
(ÉÌÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×Á-
ÎÁ), ÅÓÌÉ Ó ËÏÎÃÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→e3 ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ−→e1 ÄÏ −→e2 ×ÉÄÅÎ ÐÒÏÔÉ× ÈÏÄÁ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.1, a). üÔÁ ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÌÅ×ÏÊ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ Ó ËÏÎÃÁ −→e3 ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ −→e1 ÄÏ −→e2 ×ÉÄÅÎ
ÐÏ ÈÏÄÕ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.1, Â).

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
26.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (−→e1 ;−→e2 ;−→e3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÕÇÌÕ ÔÒÅÔÉÊ ×ÅË-
ÔÏÒ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÒÕÞÉ×ÁÔØÓÑ ÐÒÁ×ÙÊ ×ÉÎÔ (ÛÔÏÐÏÒ). åÓÌÉ ÖÅ
ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÔÒÅÔÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ �Ä×ÉÖÅÎÉÑ� ÌÅ×ÏÇÏ ×ÉÎÔÁ, ÔÏ ÔÒÏÊËÕ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÅ×ÏÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÅË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÅË-
ÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

46
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26.3. ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË.

1. åÓÌÉ × ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÊËÉ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ
ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÉÓ. 5.1, Á É ÒÉÓ. 5.1, Â).

2. åÓÌÉ × ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÊËÉ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÉÓ. 5.1, Á É ×).

3. åÓÌÉ × ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÊËÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

òÉÓ. 5.2. ðÒÁ×ÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É ÐÒÁ×ÁÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

÷ÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ ÐÒÁ×ÙÅ É ÌÅ-
×ÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

÷ ÆÉÚÉËÅ, ÍÅÈÁÎÉËÅ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÞÁÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÙÅ ÂÁ-
ÚÉÓÙ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÓÔ×ÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ: ×ÉÎÔÙ, ÛÕÒÕÐÙ,
ÛÔÏÐÏÒÙ ÞÁÝÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÒÅÚØÂÕ, ÎÅÖÅÌÉ ÌÅ×ÕÀ.
26.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÁ×ÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ
−→{ , −→| , −→k (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.2).
26.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E3

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÁ ÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÕÄÅÔ ÌÅ×ÏÊ.

27. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á

òÉÓ. 5.3. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ −→a É −→b

27.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ −→c , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) −→c = 0, ÅÓÌÉ −→a ‖ −→b ;

2) ÅÓÌÉ −→a ∦ −→b , ÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→c ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a É −→b (−→c ⊥−→a ,
−→c ⊥−→b ), Á ÚÎÁÞÉÔ, −→c ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌØÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b (ÒÉÓ. 5.3);

3) ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→c ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b ÎÁ
ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Ô. Å.

|−→c | = |−→a | · |−→b | · sin(−→a ;̂−→b );

4) ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÓÍ.
ÒÉÓ. 5.3).

ðÒÉÎÑÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ1:

−→c = [−→a ;−→b ] = −→a ×−→b :
1ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ −→a ×−→b ÅÝÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÈÏÔÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁ-

ÀÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ [−→a ;−→b ], ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓËÏÂËÁ ìÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
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åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÚ Ð. 3) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a É −→b (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.3):

S =
∣∣[−→a ;−→b ]

∣∣ = |−→a | · |−→b | · sin(−→a ;̂−→b ): (5.1)

îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ −→c ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÕÎËÔÁÍÉ 2) É 4) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 27.1.

òÉÓ. 5.4. ðÒÁ×ÉÌÏ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ

27.2. ðÒÁ×ÉÌÏ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ2 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

ïÎÏ Ú×ÕÞÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ O
(ÓÍ. ÒÉÓ. 5.4); ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ
−→a ; ÓÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ × ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒ −→b ; ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ −→b1
ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ ÎÁ 90o ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Ó ËÏÎÃÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→a É
ÕÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ |−→a |. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅËÔÏÒ −→c
É ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ [−→a ;−→b ].

27.3. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÐÒÁ×ÉÌÁ öÕËÏ×ÓËÏ-
ÇÏ. äÏËÁÖÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌÁ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ 27.2 É ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 27.1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ −→c , ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5.4, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a ;−→b ]; Ô. Ë. ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (−→a ;−→b ;−→c ) ÐÒÁ×ÁÑ
(ÒÉÓ. 5.4) É ×ÅËÔÏÒ −→c ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a É −→b ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, −→c ⊥−→a ,
Ô. Ë. ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ −→c ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �; ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ −→a
É −→c ⊥−→b1 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −→c ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁ-
ÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b .

îÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ −→c :

|−→c | = |−→a | · |−→b1 | = |−→a | · |−→b | · cos(90o − ') = |−→a | · |−→b | sin' = |[−→a ;−→b ]|:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 27.1.
úÎÁÞÉÔ, ×ÅËÔÏÒ −→c ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a ;−→b ]. 2

2ñÂÌÏÎÓËÉÊ á. á., îÉËÉÆÏÒÏ×Á ÷. í. ëÕÒÓ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ: óÔÁÔÉËÁ. ëÉÎÅÍÁÔÉËÁ. äÉÎÁÍÉËÁ.
éÎÔÅÇÒÁÌ-ðÒÅÓÓ. 2006.
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òÉÓ. 5.5. ðÒÁ×ÉÌÏ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ (×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ)

ðÒÁ×ÉÌÏ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÓÔÒÏÉÔØ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→b (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.5).

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a ;−→b ] ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ O, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ −→b . óÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ × ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒ −→a . ðÏÌÕÞÅÎ-
ÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ ÎÁ 90o ÐÏ ÈÏÄÕ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ
Ó ËÏÎÃÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→b ) É ÕÍÎÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁ |−→b |.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
27.4. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

[−→a ;−→b ] = −[−→b ;−→a ]:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ËÁË ÌÅ×ÁÑ, ÔÁË É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ −→a É −→b ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.

îÁ ÒÉÓ. 5.6 ×ÅËÔÏÒ −→c Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a ;−→b ]. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
(ÓÔÒ 47) ÏÎ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ
×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b . ÷ÅËÔÏÒ −→c1 , ÒÁ×ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ [−→b ;−→a ], ÔÁËÖÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒÙ −→c É −→c1 | ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.

äÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× [−→b ;−→a ] É [−→a ;−→b ] ÒÁ×ÎÙ, Ô. Ë. × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÄÎÏÇÏ É
ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a É −→b :

òÉÓ. 5.6. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

42

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c = [−→a ;−→b ] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ), ×
ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ ×ÅËÔÏÒÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×

(−→b ;−→a ;−→c1 = [−→b ;−→a ]) | ÐÒÁ×ÁÑ:

ðÅÒÅÓÔÁ×É× × ÎÅÊ ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ: (−→a ;−→b ;−→c1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ (ÓÍ. Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁ ÓÔÒ 47).
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åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ −→c1 ÎÁ −1, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÏÐÑÔØ ÉÚÍÅÎÉÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÓÔÒ 47).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (−→a ;−→b ;−−→c1) | ÐÒÁ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ, ËÁË É ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
×ÅËÔÏÒÙ −→c É −−→c1 ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ.

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −→c É −→c1 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ËÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÙ −→c É −−→c1 ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ. úÎÁÞÉÔ, −→c = −−→c1 É

[−→a ;−→b ] = −[−→b ;−→a ]: 2

27.5. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ× −→a , −→b É −→c É ÞÉÓÌÁ � ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

1) [−→a +−→b ;−→c ] = [−→a ;−→c ] + [−→b ;−→c ];

2) [�−→a ;−→b ] = �[−→a ;−→b ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ −→c 6= −→0 , Ô. Ë. ÐÒÉ −→c = −→0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c , ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÅ
O, É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ (ÓÔÒ 48).

òÉÓ. 5.7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ

þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ −→c . óÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ −→a , −→b É
−→a + −→b ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÐÒÏÅËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ −→a1, −→b1 É −−→OB1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÏÅËÃÉÉ
ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ ÎÁ 90o ÐÏ ÈÏÄÕ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.7) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÞÅÒÅÚ
−→a2, −→b2 É −−→OB2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 4OA1B1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ×ÅËÔÏÒÎÙÊ 4OA2B2.

ôÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4OA2B2 ÎÁ |−→c | (ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × O É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |−→c |).

ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ 27.2 −−→OA3 = [−→a ;−→c ]; −−−→A3B3 = [−→b ;−→c ]; −−→OB3 = [−→a + −→b ;−→c ]: ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ 4OA3B3 ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ −−→OB3 = −−→OA3 +−−−→A3B3: úÎÁÞÉÔ,

[−→a +−→b ;−→c ] = [−→a ;−→c ] + [−→b ;−→c ]:

2) åÓÌÉ � = 0 ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a ‖ −→b , ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � 6= 0; Á
×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �[−→a ;−→b ] = [�−→a ;−→b ]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �[−→a ;−→b ] ÞÅÒÅÚ −→d ,
Á [�−→a ;−→b ] ÞÅÒÅÚ −→d1. óÒÁ×ÎÉÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ:

|−→d | = |�[−→a ;−→b ]| = |�| · |[−→a ;−→b ]| = |�||−→a | · |−→b | · sin�;
ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→a É −→b : ÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ

|−→d1| = |[�−→a ;−→b ]| = |�−→a | · |−→b | sin� = |�| · |−→a | · |−→b | sin� = |�| · |−→a | · |−→b | sin�:
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úÄÅÓØ ÐÒÉ � > 0 ∠� = ∠� É ÐÒÉ � < 0 ∠� = 180o − ∠�: ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ sin� = sin�: éÔÁË,
ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÎÙ.

ôÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒ −→d ËÏÌÌÉÎÅÁÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ [−→a ;−→b ], ÔÏ ÏÎ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ 47). ÷ÅËÔÏÒ −→d1 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �−→a É −→b , ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ−→d ‖ −→d1.

éÔÁË, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ |−→d | = |−→d1| É −→d ‖ −→d1. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ −→d = −→d1, ÌÉÂÏ −→d = −−→d1. ïÂÒÁÔÉÔÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÔÒÏÅË

(−→a ;−→b ;−→d ) É (−→a ;−→b ;−→d1):

ðÕÓÔØ � > 0. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ; [−→a ;−→b ]) | ÐÒÁ×ÁÑ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ −→d ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→d ) ÔÏÖÅ ÐÒÁ×ÁÑ (ÓÍ. Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁ
ÓÔÒ 47).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÒÏÊËÁ (�−→a ;−→b ;−→d1) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒÏÊËÉ (−→a ;−→b ;−→d1) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→d1) ÔÏÖÅ ÐÒÁ×ÁÑ. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ � > 0 −→d = −→d1.

ðÕÓÔØ � < 0. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÏÊËÁ (�−→a ;−→b ;−→d1) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ïÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒÏÊËÉ (−→a ;−→b ;−→d1) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→d1) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ (ÓÍ. Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁ ÓÔÒ 47).

äÁÌÅÅ, ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ; [−→a ;−→b ]) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ÔÁË ËÁË −→d = �[−→a ;−→b ] É � < 0,
ÔÏ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→d ) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ É × ÓÌÕÞÁÅ � < 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −→d = −→d1. 2

27.6. âÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b , −→c É ÞÉÓÅÌ � É
� ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

• [�−→a + �−→b ;−→c ] = �[−→a ;−→c ] + �[−→b ;−→c ];

• [−→a ; �−→b + �−→c ] = �[−→a ;−→b ] + �[−→a ;−→c ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÊ 27.5 (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ!).

÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ) ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÅ É
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÔÒ 49). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

[−→a ; �−→b + �−→c ] = −[�−→b + �−→c ;−→a ] = (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ)
=− �[−→b ;−→a ]− �[−→c ;−→a ] = (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ 1-ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ)
=�[−→a ;−→b ] + �[−→a ;−→c ] (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ). 2

28. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
úÄÅÓØ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ Ï ÓÐÏÓÏÂÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| , −→k , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁ
ÓÔÒ 47.
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28.1. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÒÔÏ×. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÚÍÉÎËÉ ÎÁÊÄÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÏÒÔÏ× −→{ , −→| , −→k ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.1. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

[−→{ ;−→{ ] = [−→| ;−→| ] = [−→k ;−→k ] = −→0 ; (5.2)

ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð. 1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
äÁÌÅÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| , −→k É ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 27.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!):

[−→{ ;−→| ] = −→k ; [−→| ;−→k ] = −→{ ; [−→k ;−→{ ] = −→| ;[−→| ;−→{ ]
= −−→k ; [−→k ;−→| ] = −−→{ ; [−→{ ;−→k ] = −−→| : (5.3)

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÏÒÔÁÍ ÂÁÚÉÓÁ
−→{ ;−→| ;−→k :

−→a = ax−→{ + ay−→| + az
−→k ; −→b = bx−→{ + by−→| + bz

−→k :
ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ (27.6) ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÉÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ):

[−→a ;−→b ] = [ax−→{ + ay−→| + az
−→k ; bx−→{ + by−→| + bz

−→k ] =
= axbx[−→{ ;−→{ ] + axby[−→{ ;−→| ] + axbz[−→{ ;−→k ] + aybx[−→| ;−→{ ] + ayby[−→| ;−→| ]+
+ aybz[−→| ;−→k ] + azbx[−→k ;−→{ ] + azby[

−→k ;−→| ] + azbz[
−→k ;−→k ]:

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (5.2) É (5.3) ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÒÔÏ×, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ

[−→a ;−→b ] = −→{ (aybz − azby) +−→| (azbx − axbz) +−→k (axby − aybx): (5.4)

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÇÒÏÍÏÚÄËÕÀ É ÎÅÕÄÏÂÎÕÀ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ,
ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ×ÎÏ×Ø ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (5.4).

29. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÌÙÈ ÐÏÒÑÄËÏ× É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÁÖÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÁÓÓËÁÚ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔ
ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.4).
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ××ÅÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ×ÅÒ-
ÎÕ×ÛÉÓØ Ë ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ.
29.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-
ÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ∣∣∣∣

a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21; (5.5)

ÇÄÅ aij | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ).

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÕ ÞÉÓÅÌ
(
a11 a12
a21 a22

)
ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ A

ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ 2 | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2. ôÁËÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ (ËÁÌØËÁ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á �determinant�) É ÐÒÉ ÅÇÏ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÓÉÍ×ÏÌ det(A) = |A|. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ ×
ËÒÕÇÌÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ × ÐÒÑÍÙÈ ÓËÏÂËÁÈ.



ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ 53

ðÒÉÍÅÒ 5.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

A =
(

2 −1
3 6

)
:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.5)

|A| =
∣∣∣∣

2 −1
3 6

∣∣∣∣ = 2 · 6− 3 · (−1) = 12 + 3 = 15:

29.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 3-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ
3× 3, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

|A| =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

= a11

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ :
(5.6)

ôÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ.
þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ a11; ÍÙÓÌÅÎÎÏ

×ÙÞÅÒÎÕÔØ 1-À ÓÔÒÏËÕ É 1-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ, ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.5) É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÎÁ a11: úÁÔÅÍ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ a12, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ 1-Ê
ÓÔÒÏËÉ É 2-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ
−a12. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a13: ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÅ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ É 3-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ a13. ÷ ËÏÎÃÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÌÏÖÉÔØ. ïÂÒÁÝÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5.6) ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ
ÚÎÁËÁ �+�.

ðÒÉÍÅÒ 5.2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

|A| =

∣∣∣∣∣∣

2 3 −1
1 4 7
5 −2 3

∣∣∣∣∣∣
= 2 ·

∣∣∣∣
4 7
−2 3

∣∣∣∣− 3 ·
∣∣∣∣

1 7
5 3

∣∣∣∣ + (−1) ·
∣∣∣∣

1 4
5 −2

∣∣∣∣ =

= 2(4 · 3− 7 · (−2))− 3(1 · 3− 7 · 5)− (1 · (−2)− 4 · 5) = 2(12 + 14)− 3(3− 35)− (−2− 20) =
= 2 · 26 + 3 · 32 + 22 = 52 + 96 + 22 = 170:

ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÍÅ.
ôÁÍ ÖÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ É ÄÏËÁÚÁÎÙ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
×ÁÖÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ× ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
29.3. ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ÌÀÂÏÍÕ
ÓÔÏÌÂÃÕ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÛÁÈÍÁÔÎÙÊ� ÐÏÒÑÄÏË ÚÎÁËÏ×.
ðÒÉÍÅÒ 5.3. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ

|A| =

∣∣∣∣∣∣

1 1 3
2 4 −2
1 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −1 ·

∣∣∣∣
2 −2
1 3

∣∣∣∣ + 4 ·
∣∣∣∣

1 3
1 3

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣

1 3
2 −2

∣∣∣∣=

= −1(2 · 3 + 2 · 1) + 4(1 · 3− 1 · 3)− (1 · (−2)− 2 · 3) = 0:

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÎÏ
ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÏÌÂÅÃ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÅÔÎÙÊ) ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �−�.
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29.4. ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. åÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ
ÓÔÏÌÂÃÁ, ÔÏ ÏÎ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÎ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ.
ðÒÉÍÅÒ 5.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

∣∣∣∣∣∣

4 −1 2
1 0 −1
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 4 · (0 · 2− (−1) · 1) + 1 · (1 · 2− (−1) · 2) +

+ 2 · (1 · 1− 0 · 2) = 4 + 4 + 2 = 10:

ôÅÐÅÒØ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÉ:
∣∣∣∣∣∣

4 −1 2
2 1 2
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= 4 · (1 · (−1)− 2 · 0) + 1 · ((−1) · 2− 1 · 2)+

+ 2 · (0 · 2− 1 · 1) = −4− 4− 2 = −10:

ëÁË ×ÉÄÉÍ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÍÅÎÉÌ ÚÎÁË.
29.5. ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. åÓÌÉ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ (ÉÌÉ Ä×Á ÓÔÏÌÂÃÁ) × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÔÏ ÜÔÏÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
29.6. ó×ÏÊÓÔ×Ï 4. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÌÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÔÏ ÏÎ
ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
29.7. ó×ÏÊÓÔ×Ï 5. åÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÕÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÌÅÇ-

ÞÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

ðÒÉÍÅÒ 5.5. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ∣∣∣∣∣∣

2 2 −1
5 1 3
4 0 −2

∣∣∣∣∣∣
;

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ 44, Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÍÎÏ-
ÖÉÍ ÎÁ −1

2 : ∣∣∣∣∣∣

0 2 0
5 1 3
4 0 −2

∣∣∣∣∣∣
= −2 · (5 · (−2)− 3 · 4) = 44:

30. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (5.4) É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÄÏÂÎÕÀ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (5.4) ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 29.1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ×

[−→a ;−→b ] = −→{ (aybz − azby) +−→| (azbx − axbz) +−→k (axby − aybx) =
= −→{ (aybz − azby)−−→| (axbz − azbx) +−→k (axby − aybx) =

= −→{
∣∣∣∣
ay az
by bz

∣∣∣∣−−→|
∣∣∣∣
ax az
bx bz

∣∣∣∣ +−→k
∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣ :
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ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ
ÓÔÒÏËÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b , ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ,
ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (29.2), × ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ-
ÐÉÓÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ −→{ ; −→| É −→k ; Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

[−→a ;−→b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
: (5.7)

ðÒÉÍÅÒ 5.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×−→a = −→{ +2−→| −3−→k É−→b = −→{ −−→| +2−→k :
òÅÛÅÎÉÅ.

[−→a ;−→b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
1 2 −3
1 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= −→{

∣∣∣∣
2 −3
−1 2

∣∣∣∣−−→|
∣∣∣∣

1 −3
1 2

∣∣∣∣ +−→k
∣∣∣∣

1 2
1 −1

∣∣∣∣ = −→{ − 5−→| − 3−→k :

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 5.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a = −→m + 2−→n É
−→b = −→m − 3−→n ; ÅÓÌÉ |−→m| = 5; |−→n | = 4; (−→m;̂−→n ) = �

6 .

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×−→a É−→b ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÍÏÄÕÌØ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a ;−→b ]:

S = |[−→a ;−→b ]| = |−→a | · |−→b | · sin(−→a ;̂−→b ):

îÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÄÁÎ ÕÇÏÌ (−→m;̂−→n ), Á ÎÅ (−→a ;̂−→b ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 27). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [−→a ;−→b ] ÍÏÖÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ:

[−→a ;−→b ] = [−→m+2−→n ;−→m−3−→n ] = [−→m;−→m]+2[−→n ;−→m]−3[−→m;−→n ]−6[−→n ;−→n ] = 2[−→n ;−→m]+3[−→n ;−→m] = 5[−→n ;−→m]:

ôÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË

S = |5[−→n ;−→m]| = 5 · |−→n | · |−→m| · sin(−→m;̂−→n ) = 5 · 4 · 5 · sin �6 = 5 · 4 · 5 · 1
2 = 50:

ðÒÉÍÅÒ 5.8. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ: A(1;−2; 0); B(2; 0; 1); C(−3; 1; 1):
ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ.

òÉÓ. 5.8. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 5.8

òÅÛÅÎÉÅ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD
(ÓÍ. ÒÉÓ. 5.8). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: SABC = 1

2SABCD. ðÌÏÝÁÄØ ÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ
ABCD ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
(ÓÔÒ 48):

SABCD = |[−−→AB;−→AC]|:
ïÔÓÀÄÁ

SABC = 1
2 |[
−−→AB;−→AC]|:
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB É −→AC ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ:
−−→AB(1; 2; 1); −→AC(−4; 3; 1):

úÁÐÉÛÅÍ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ, ÒÁÚÌÏÖÉ× ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ
ÓÔÒÏËÅ

[−−→AB;−→AC] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
1 2 1
−4 3 1

∣∣∣∣∣∣
= −→{ (2 · 1− 1 · 3)−

−−→| (
1 · 1− 1 · (−4)) +−→k (1 · 3− 2 · (−4)

)
= −−→{ − 5−→| + 11−→k :

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ
ÐÌÏÝÁÄØ

SABC = 1
2
√

(−1)2 + (−5)2 + 112 = 1
2
√

1 + 25 + 121 =
√

147
2 :

ðÒÉÍÅÒ 5.9. ðÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M1(2; 3;−1) É M2(0; 4; 2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ
−→a = −→{ +3−→| −−→k : îÁÊÔÉ ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � (ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÎÏÒÍÁÌØÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �).
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a É −→b ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÂÏ-
ÉÍ ÜÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ
(ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.1 ÎÁ ÓÔÒ 47). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÎÅËÏÌÌÉ-
ÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

ïÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ ÕÖÅ ÚÁÄÁÎ | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→a (1; 3;−1), Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ |−−−−→M1M2(−2; 1; 3). ÷ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ

−→n = −−−−→M1M2 ×−→a =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−2 1 3
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣
= −→{ (

1 · (−1)− 3 · 3)−

−−→| (
(−2) · (−1)− 3 · 1)

+−→k (
(−2) · 3− 1 · 1)

=
= −10−→{ +−→| − 7−→k :

ðÒÉÍÅÒ 5.10. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ P (0; 1;−3) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ (AB), ÅÓÌÉ A(1; 3; 2), B(0; 2; 4).

B

P

A M

Q

h

òÉÓ. 5.9. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 5.10

òÅÛÅÎÉÅ. óÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÐÒÑÍÕÀ AB É ÔÏÞËÕ P
(ÒÉÓ. 5.9). ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ −−→AB É −→AP; Á ÚÁÔÅÍ ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÉÈ
ÄÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ APQB. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ×ÙÓÏÔÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

åÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−−→AB;−→AP ] (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ 27.1):

S = |[−−→AB;−→AP ]|: (5.8)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ, Ô. Å.

S = |−−→AB| · h: (5.9)
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ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ, ×ÙÒÁÚÉÍ ×ÙÓÏÔÕ:

h = |[−−→AB;−→AP ]|
|−−→AB|

: (5.10)

÷ÅËÔÏÒÙ −−→AB É −→AP ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
−−→AB(−1;−1; 2); −→AP (−1;−2;−5):

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:

[−−→AB;−→AP ] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−1 −1 2
−1 −2 −5

∣∣∣∣∣∣
= −→{ (5 + 4)−−→| (5 + 2)+

+−→k (2− 1) = 9−→{ − 7−→| +−→k ;
ÔÏÇÄÁ

|[−−→AB;−→AP ]| =
√

92 + (−7)2 + 12 =
√

131:
äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

|−−→AB| =
√

(−1)2 + (−1)2 + 22 =
√

6:

ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.10) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

h =
√

786
6 :

A

n

B

C

M

M

h

M

òÉÓ. 5.10. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 5.11

ðÒÉÍÅÒ 5.11. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(0; 1;−3)
ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(1; 2;−1); B(−1; 5;−1);
C(1; 3; 2):
òÅÛÅÎÉÅ. óÄÅÌÁÅÍ ÒÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.10). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ M1 ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ M ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ABC), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ �. ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ h | ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔ-
ÒÅÚËÁ MM1.

óÏÅÄÉÎÉÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÕA Ó ÄÁÎÎÏÊ
ÔÏÞËÏÊ M É ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË −−→AM(−1;−1;−2): ÷
ÔÏÞËÅ A ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÏÒÍÁÌÉ−→n Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ h | ÜÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ
ÐÒÏÅËÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AM ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ −→n .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÉ É ÓËÁÌÑÒÎÕÀ
ÐÒÏÅËÃÉÀ ðÒ−→n

−−→AM .
îÏÒÍÁÌØ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÝÅÍ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 5.9. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB(−2; 3; 0) É −→AC(0; 1; 3), É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (5.7):

−→n = −−→AB ×−→AC =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−2 3 0
0 1 3

∣∣∣∣∣∣
= 9−→{ + 6−→| − 2−→k :

óËÁÌÑÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÉÝÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ:

ðÒ−→n
−−→AM = (−−→AM;−→n )

|−→n | = −1 · 9− 1 · 6− 2 · (−2)√
92 + 62 + (−2)2 = −1:
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úÎÁÞÉÔ, ÎÕÖÎÏÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ h = |ðÒ−→n
−−→AM | = 1.

ðÏÎÑÔÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÆÉÚÉËÅ.
ðÕÓÔØ ÓÉÌÁ −→F ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ × ÔÏÞËÅ B (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.11). íÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ −→F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ

A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ −−→MA; ÒÁ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB É −→F :
−−→MA = [−−→AB;−→F ] = −−→AB ×−→F : (5.11)

îÁ ÒÉÓ. 5.11 ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ −−→MA ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ −−→AB É −→F , ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÉÌÙ −→F Ó ËÏÎÃÁ
×ÅËÔÏÒÁ −−→MA ×ÉÄÅÎ ÐÒÏÔÉ× ÈÏÄÁ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÃÅÎÔÒÁ A ×ÙÂÒÁÎÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (5.11) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:−→M0 = −→r ×−→F , ÇÄÅ −→r | ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÌÙ −→F .

B

A

òÉÓ. 5.11.
íÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ

ðÒÉÍÅÒ 5.12. óÉÌÁ −→F (2;−4; 5) ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ Ë ÔÏÞËÅ B(4;−2; 3): ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ A(3; 2;−1):
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.11) −−→MA = [−−→AB;−→F ]: ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB É −→F :

−−→MA =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
1 −4 4
2 −4 5

∣∣∣∣∣∣
= −4−→{ + 3−→| + 4−→k :

ðÒÉÍÅÒ 5.13. ëÒÕÇÌÙÊ ÄÉÓË ÒÁÄÉÕÓÁ 0;5 Í ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-
ÎÏ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ! =
= 2 ÒÁÄ

Ó ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÉÓËÁ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. îÁÊÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ
ÏÂÏÄÅ ÄÉÓËÁ.
òÅÛÅÎÉÅ. óËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞÅË Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÓÏ×ÅÒÛÁÀÝÅÇÏ ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÏÅ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÏËÒÕÇ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÏÓÉ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ:
−→v = −→! ×−→r ;

ÇÄÅ −→v | ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ, −→! | ×ÅËÔÏÒ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÌÁ, −→r |
ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÏÓÉ ×ÒÁÝÅ-
ÎÉÑ.

M

O

òÉÓ. 5.12. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 5.13

åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó×ÑÚÁÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÄÉÓËÁ (ÒÉÓ. 5.12),
ÔÏ −→r = −−→OM: ÷ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÂÕÄÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ÐÏ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÉÓËÕ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÅÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ É ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ
ÒÁ×ÅÎ

v = ! ·OM; v = 2 · 0;5Í
Ó = 1Í

Ó :

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
5.1. ëÁËÕÀ ÔÒÏÊËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÁ×ÏÊ?
5.2. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÅ Ä×ÕÈ ÅÅ ÞÌÅÎÏ×?
5.3. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ
ÎÉÈ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ −2?
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5.4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| ; −→k .
5.5. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ? (÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÒÅ-

ÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.)
5.6. ÷ ÞÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ?
5.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ [−→a ; 2−→a ].
5.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×.
5.9. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ Ó ×Ù×ÏÄÏÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.
5.10. ëÁËÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ?

úÁÄÁÞÉ
5.1◦. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

a)
∣∣∣∣

4 2
3 8

∣∣∣∣ ; Â)
∣∣∣∣
−1 −3

4 0

∣∣∣∣ ; ×)
∣∣∣∣

2 −5
−3 7

∣∣∣∣ ; Ç)
∣∣∣∣

sin� cos�
cos� − sin�

∣∣∣∣ :

5.2◦. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

a)

∣∣∣∣∣∣

2 3 2
4 7 5
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
; Â)

∣∣∣∣∣∣

1 −2 4
0 3 6
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣
; ×)

∣∣∣∣∣∣

3 5 7
1 3 0
4 −2 0

∣∣∣∣∣∣
:

5.3◦. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a)
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣
c d
a b

∣∣∣∣ ; Â)
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a+ �c b+ �d
c d

∣∣∣∣ :

5.4◦. ÷ÅËÔÏÒÙ −→a (1;−2; 3) É −→b (0; 2; 4) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

5.5◦. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M1(3; 4; 2); M2(6; 6; 1);
M3(4; 4; 2):

5.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ−→a = 2−→p −−→q ; −→b = −→p +3−→q ;
ÅÓÌÉ |−→p | = 3; |−→q | = 2; (−→p ;̂−→q ) = �

6 :
5.7. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a = −→m+2−→n ; −→b = 2−→m+−→n ;

ÅÓÌÉ −→m É −→n | ÏÒÔÙ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÅÎ �
3 :

5.8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→{ +−→| +−→k É 2−→{ − 3−→| − 3−→k :
5.9. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ A(0; 1; 2); B(1; 2; 1); C(2; 2; 0): îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ

ÐÌÏÝÁÄØ.
5.10. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4M1M2M3, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ:

M1(−1; 0; 1); M2(2;−1; 2), M3(4; 3;−3):
5.11. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→{ +−→| +−→k É −→{ −−→| −−→k :
5.12. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(0;−1; 1), B(1;−1; 0),

C(−2; 0; 1), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÔÕÐÏÊ ÕÇÏÌ Ó ÏÓØÀ Oz:
5.13. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓØ Oz É ÔÏÞËÕ A(1; 3; 5):
5.14. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 1; 1) É B(3; 5;−2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox: îÁÊÄÉÔÅ ×ÅË-

ÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ Ó ÏÓØÀ Oy:
5.15. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ Ox, Oy, Oz ÏÔ-

ÒÅÚËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
5.16. ðÅÒ×ÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→{ −−→| É −→{ + 2−→| − −→k , Á ×ÔÏÒÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→{ − 2−→| + −→k É −→{ + 2−→k : îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÌÉÎÉÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.



5.17. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔ ÌÉÎÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oyz Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(1; 1; 0), B(1; 0; 3), C(4; 4; 3):

5.18. óÉÌÁ −→F (2;−3; 4) ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ Ë ÔÏÞËÅ A(1;−1; 0): ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ −→F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÔÏÞËÉ C(1; 0; 2):

5.19. óÉÌÁ −→F (3; 2;−3) ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ Ë ÔÏÞËÅ B(2; 1;−2): îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ËÏÓÉ-
ÎÕÓÙ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÉÌÙ −→F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O(0; 0; 0):

5.20. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B Ë ÓÔÏÒÏÎÅ AC,
ÅÓÌÉ ÄÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A(1; 0; 0), B(5;−1; 3), C(1; 1; 1):

5.21. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(3;−2) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ AB, ÅÓÌÉ A(0; 2), B(1;−1):
5.22. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ C(3;−2; 1) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(−1;−2; 4)

É B(−4;−2; 0):
5.23. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(1;−1; 7) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓØ Oz É ÔÏÞËÕ

B(1; 1; 1):
5.24. äÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÉÒÁÍÉÄÙ A(1; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 1), D(2; 2; 2): îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÓÏÔÕ DH,

ÏÐÕÝÅÎÎÕÀ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ D ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ABC:
5.25∗. ÷ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ABCD ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ABC, ACD, ABD ÌÅÖÁÔ ÏÔÒÅÚËÉ AN , AP É AQ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÉÍÅÀÔ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×: (−−→AB;−→AC;−−→AD) É
(−−→AN;−→AP;−→AQ)?

5.26∗. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ a ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (−2; 4) × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÁÚÉÓÏÍ−→e1 , −→e2 . äÌÉÎÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× |−→e1 | = |−→e2 | = 1, Á ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ−→e1 ;̂−→e2 = �
3 . îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ −→a É ÐÅÒ×ÙÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ −→e1 .

5.27∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b , −→c ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

[−→a ; [−→b ;−→c ]] = (−→b ; (−→a ;−→c ))− (−→c ; (−→a ;−→b )):

5.28∗. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ

[−→a ; [−→b ;−→c ]] + [−→b ; [−→c ;−→a ]] + [−→c ; [−→a ;−→b ]] = −→0 :

5.29∗. C ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

5.30∗. òÁÚÒÁÂÏÔÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ É ×ÅÒÛÉÎÙ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ôÅÍÁ 6

óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

31. óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ

×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂßÅÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÌ.
31.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÍÅÛÁÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ
ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ −→a ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→b É −→c :

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ; [−→b ;−→c ]): (6.1)
60



ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ 61

31.2. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏ-
ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ1. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÞÉÓÅÌ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:

〈�−→a1 + �−→a2;
−→b ;−→c 〉 = �〈−→a1;

−→b ;−→c 〉+ �〈−→a2;
−→b ;−→c 〉;

〈−→a ; �−→b1 + �−→b2 ;−→c 〉 = �〈−→a ;−→b1 ;−→c 〉+ �〈−→a ;−→b2 ;−→c 〉;
〈−→a ;−→b ; �−→c1 + �−→c2〉 = �〈−→a ;−→b ;−→c1〉+ �〈−→a ;−→b ;−→c2〉:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ É ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÌÉÛØ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×,
ÏÓÔÁ×É× ÏÓÔÁÌØÎÙÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÏÇÏ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

〈�−→a1 + �−→a2;
−→b ;−→c 〉

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ:
〈�−→a1 + �−→a2;

−→b ;−→c 〉 = (�−→a1 + �−→a2; [
−→b ;−→c ]) =

(××ÉÄÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ)

= �(−→a1; [
−→b ;−→c ]) + �(−→a2; [

−→b ;−→c ]) =

(×ÎÏ×Ø ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 31.1)

= �〈−→a1;
−→b ;−→c 〉+ �〈−→a2;

−→b ;−→c 〉:

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÅÇÏ
ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ É ÔÒÅÔØÅÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ËÁË
ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ, ÔÁË É ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. 2

31.3. ôÅÏÒÅÍÁ. ÷ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ × ÏÂÝÅÅ ÎÁ-
ÞÁÌÏ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ −→d = [−→b ;−→c ]. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→b É −→c ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÒÁ×ÎÏ −→d = −→0 (ÓÔÒ 47). úÎÁÞÉÔ,

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ; [−→b ;−→c ]) = (−→a ;−→0 ) = 0:

åÓÌÉ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→b É −→c ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→d ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁË ×ÅËÔÏÒÕ −→b , ÔÁË
É ×ÅËÔÏÒÕ −→c . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ −→b É−→c . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒ −→a ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
×ÅËÔÏÒÙ −→b É −→c . úÎÁÞÉÔ, −→a ⊥−→d É (−→a ;−→d ) = 0, ÞÔÏ ÄÁÅÔ

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ; [−→b ;−→c ]) = (−→a ;−→d ) = 0:

2) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ 〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = 0. ôÁË ËÁË

0 = 〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ; [−→b ;−→c ]);

ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:
Á) −→a = 0; Â) [−→b ;−→c ] = 0; ×) −→a ⊥−→d = [−→b ;−→c ].
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ −→a , −→b É −→c ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ (Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ)

ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.
1÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÞÁÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ.
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÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→b É −→c ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ (ÓÔÒ 47), ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c .

îÁËÏÎÅÃ, × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ −→a ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ −→b É −→c ,
ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→b É −→c , ÞÔÏ ×ÎÏ×Ø ÄÁÅÔ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ
×ÅËÔÏÒÏ× −→a ; −→b ; −→c . 2

32. óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ −→a (ax; ay; az),−→b (bx; by; bz) É −→c (cx; cy; cz) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| , −→k . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÑ 〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ; [−→b ;−→c ]), ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→b ;−→c ], ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.6):

−→d = [−→b ;−→c ] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
= −→{

∣∣∣∣
by bz
cy cz

∣∣∣∣−−→|
∣∣∣∣
bx bz
cx cz

∣∣∣∣ +−→k
∣∣∣∣
bx by
cx cy

∣∣∣∣ :

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ −→a É −→d , ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = (−→a ;−→d ) = ax
∣∣∣∣
by bz
cy cz

∣∣∣∣− ay
∣∣∣∣
bx bz
cx cz

∣∣∣∣ + az
∣∣∣∣
bx by
cx cy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
:

üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÎÁÓ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.
32.1. ôÅÏÒÅÍÁ. óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a (ax; ay; az),

−→b (bx; by; bz) É −→c (cx; cy; cz), ÚÁ-
ÄÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| , −→k , ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
:

32.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c ,
ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
= 0:

33. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
33.1. ôÅÏÒÅÍÁ. óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈−→a ;−→b ;−→c 〉 ÒÁ×ÎÏ ÏÂßÅÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a , −→b , −→c , ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) ÐÒÁ×ÁÑ, É ÏÂßÅÍÕ, ×ÚÑÔÏÍÕ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �−�,
ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÔÒÏÊËÁ ÌÅ×ÁÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÌÏÖÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c Ë ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ OMNP
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→b É −→c , ÞÅÒÅÚ OMNPO1M1N1P1 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ,
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a , −→b É −→c , É ÞÅÒÅÚ −→d ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ −→d = [−→b ;−→c ].
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òÉÓ. 6.1. ðÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a , −→b É −→c

îÕÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

Á) ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) | ÐÒÁ×ÁÑ (ÒÉÓ. 6.1);

Á) ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) | ÌÅ×ÁÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ. éÚ ÔÏÞËÉ O ÏÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒ OA ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÇÒÁÎØ O1M1N1P1
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ |OA| = h | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ É ÏÂßÅÍ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ

V = Sh; (6.2)

ÇÄÅ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, Ô. Å. ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ OMNP .
ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ OMNP ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→b É −→c , ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ

×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ |[−→b ;−→c ]| (ÓÔÒ 48), Ô. Å.

S = |−→d |: (6.3)

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) ÐÒÁ×ÁÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÔÒ 47), ÔÒÏÊËÁ (−→b ;−→c ;−→d ) ÔÏÖÅ ÐÒÁ×ÁÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÒÏÊËÁ (−→d ;−→b ;−→c )
ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÁ×ÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.1). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅËÔÏÒÙ −→d É −→a ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÔÏÞËÉ O Ë
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÁ h | ÜÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ
−→a ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −→d , ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ:

h = ðÒ−→d
−→a = (−→a ;−→d )

|−→d |
:

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ (6.3) × ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂßÅÍÁ (6.2):

V = Sh = |−→d |(
−→a ;−→d )
|−→d |

= (−→a ;−→d ):

ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ
−→d = [−→b ;−→c ] É (−→a ; [−→b ;−→c ]) = 〈−→a ;−→b ;−→c 〉:

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (−→a ;−→b ;−→c ) ÐÒÁ×ÁÑ, ÔÏ

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = V; (6.4)

ÇÄÅ V | ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a , −→b É −→c .
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) | ÌÅ×ÁÑ. ðÏÍÅÎÑ× × ÎÅÊ ×ÅËÔÏÒÙ −→b É −→c ÍÅ-

ÓÔÁÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ (−→a ;−→c ;−→b ) (ÓÍ. Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁ ÓÔÒ 47)
ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, 〈−→a ;−→c ;−→b 〉 | ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ.
ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÓÁÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÎÉ ÅÇÏ ÏÂßÅÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
×ÅËÔÏÒÏ× × ÔÒÏÊËÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

V = 〈−→a ;−→c ;−→b 〉 = (−→a ; [−→c ;−→b ]) = (−→a ;−[−→b ;−→c ])

× ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÔÒ 49). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ××ÉÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ
ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

(−→a ;−[−→b ;−→c ]) = −(−→a ; [−→b ;−→c ]) = −〈−→a ;−→b ;−→c 〉:
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ (−→a ;−→b ;−→c ) ÌÅ×ÁÑ, ÔÏ

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = −V; (6.5)

ÇÄÅ V | ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ. 2

33.2. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÓÏ-
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ. çÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ × ÓÍÅÛÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ-
ÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÏÂßÅÍ), ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ
ÐÒÁ×ÁÑ, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ (ÏÂßÅÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ), ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÌÅ×ÁÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ × ÔÒÏÊËÅ
ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÏÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÓÔÒ 47).

éÔÁË, ÅÓÌÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÐÏÍÅÎÑÔØ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÌÅ×ÏÊ É ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË Ó ÐÌÀÓÁ ÎÁ ÍÉÎÕÓ. åÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÌÅ×ÏÊ ÔÒÏÊËÅ, ÔÏ ÏÎÁ
ÓÔÁÎÅÔ ÐÒÁ×ÏÊ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÅ ÐÏÍÅÎÑ× ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. üÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
33.3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −→c

(−→a ; [−→b ;−→c ]) = ([−→a ;−→b ];−→c ): (6.6)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

(−→a ; [−→b ;−→c ]) = 〈−→a ;−→b ;−→c 〉:
éÚ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

〈−→a ;−→b ;−→c 〉 = −〈−→a ;−→c ;−→b 〉 = 〈−→c ;−→a ;−→b 〉:
÷ÎÏ×Ø ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

〈−→c ;−→a ;−→b 〉 = (−→c ; [−→a ;−→b ]):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ:

(−→c ; [−→a ;−→b ]) = ([−→a ;−→b ];−→c ): 2

34∗. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ
÷ÙÑÓÎÑÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÚÎÁËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂßÅÍÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÍÅ-
ÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÂßÅÍÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× ÞÅÒÅÚ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. îÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂßÅÍÁ, ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÚÎÁË ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó
ÜÔÉÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂßÅÍÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

èÏÒÏÛÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ×. ïÂÒÁ-
ÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÐÁÒÏÊ ÓÍÅÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÉÌÉ ÐÁÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ×.
÷×ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ �(−→a ;−→b ) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a , −→b , ÒÁ×ÎÁ:

1) ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÅÓÌÉ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→a Ë ×ÅËÔÏÒÕ −→b ÐÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÕÇÌÕ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÒÉÓ. 6.2, Á) (ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ);
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2) ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, ÅÓÌÉ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→a Ë ×ÅËÔÏÒÕ −→b ÐÏ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÍÕ ÕÇÌÕ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ (ÒÉÓ. 6.2, Â) (ÌÅ×ÁÑ ÐÁÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×).

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ:

�(−→a ;−→b ) = −�(−→b ;−→a ): (6.7)

òÉÓ. 6.2. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ −→{ , −→| , ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÕÀ ÐÁÒÕ, É ÄÏÓÔÒÏÉÍ
ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ −→{ , −→| , −→k (ÒÉÓ. 6.2). ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÂÕÄÕÔ
ÉÍÅÔØ ×ÉÄ:

−→a (ax; ay; 0); −→b (bx; by; 0)
É ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ:

S = |[−→a ;−→b ]|; [−→a ;−→b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
ax ay 0
bx by 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣
−→k :

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ−→c = [−→a ;−→b ] ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ Ó−→k , ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ−→a ,−→b ÐÒÁ×ÁÑ, É ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ −→k , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÅ×ÁÑ (ÒÉÓ. 6.2). ðÏÜÔÏÍÕ,

∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣ > 0 ÄÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÁÒÙ;
∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣ < 0 ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÐÁÒÙ:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ, ËÁË É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ:

�(−→a ;−→b ) =
∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣ :

éÔÁË, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄ-
ËÏ× (ÓÔÒ 52) | ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄØ É ÏÂßÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ëÏÇÄÁ ÜÔÕ ÆÒÁÚÕ
ÐÒÏÉÚÎÏÓÉÛØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÍÅÌÙÅ ÉÚ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÀÔ: �á ÞÔÏ ÔÁËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï? ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ?� ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ. ðÒÅÖÄÅ
×ÓÅÇÏ, ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ
ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ. åÓÌÉ Ó ÜÔÉÍ ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ
ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÁÔÍÏÓÆÅÒÎÏÇÏ ÌÅÔÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÐÐÁÒÁÔÁ. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÁÎÎÙÈ.
äÁÖÅ ÐÒÉ ÇÒÕÂÏÍ ÒÁÓÞÅÔÅ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÒÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÔÒÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ),
ÆÉËÓÉÒÕÀÝÉÅ ÁÐÐÁÒÁÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÓÁÍÏ ×ÒÅÍÑ (ÏÄÉÎ ÐÁÒÁÍÅÔÒ),
ÓËÏÒÏÓÔØ ÁÐÐÁÒÁÔÁ (ÅÝÅ ÔÒÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÅÔÒÁ (ÔÒÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ) É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
×ÏÚÎÉËÁÅÔ 10 ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, É ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÌÅÔÁÔÅÌØÎÏÇÏ
ÁÐÐÁÒÁÔÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó 10-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÈÏÔÑ ÓÁÍ ÁÐÐÁÒÁÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × 3-ÍÅÒÎÏÍ.
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éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÈÏÔØ ÍÙ, ËÁË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, É ÖÉ×ÅÍ × 3-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÞÔÏ ÐÏËÁ ÎÅ
ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÎÁÓ Ë ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ É ÓÐÏ-
ÓÏÂ ÅÇÏ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ. äÕÍÁÑ Ï ÔÏÞËÅ × ÔÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÕÖÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÍÎÏÇÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÎÁÂÏÒÏÍ n ÞÉ-
ÓÅÌ (x1; x2; : : : ; xn).

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ôÁËÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
ËÁË ÎÁÂÏÒ n ×ÅËÔÏÒÏ× (a1;a2; : : : ;an) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ n
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ai(ai1; : : : ; ain), i = 1; 2; : : : ; n.

óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ (e1; e2; : : : ; en), ÇÄÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ i-ÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ | ÜÔÏ ei(0; : : : ; 1; : : : 0) (ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ). ôÁË, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1, Á ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÅÐÉÐÅÄ | ÜÔÏ ËÕÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÜÔÕ ÁÎÁÌÏÇÉÀ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÒÁ×ÅÎ 1:

voln(e1; e2; : : : ; en) = 1:

÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÏÂßÅÍÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.
34.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ voln(a1; : : : ;an) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ
ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ (a1; : : : ;an) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, | ÜÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ (ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ.

35. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ n
÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ×ÏÐÒÏÓÅ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅ-

ÄÁ. ïÄÎÁËÏ ÓÐÏÓÏÂ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌÓÑ ÐÏËÁ ÎÅÒÁÓËÒÙÔÙÍ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

íÙ ÕÖÅ ÏÓÏÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ (a1;a2; : : : ;an). åÓÌÉ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n× n:

A =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann


 ;

Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ (ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÒÏË ÔÁËÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1 ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË:

det A ÉÌÉ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

íÙ ÖÅ, ÐÏÍÎÑ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ
ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÉÓÁÔØ

det(a1;a2; : : : ;an);
×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÑ ËÁÖÄÙÊ i-ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ai ÌÉÂÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒ, ÌÉÂÏ ËÁË ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ
ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ.
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ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏ ÅÇÏ ÏÞÅÎØ
ÐÏÌÅÚÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ.
35.1. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ

det(a1;a2; : : : ;an)

ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ a1;a2; : : : ;an ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÏ-
ÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. îÏ ÍÙ ÅÇÏ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ É
ÐÒÏÓÔÏ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ É ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ É ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÂßÅÍ (ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ). åÓÌÉ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ×ÍÅ-
ÓÔÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, n-ÍÅÒÎÙÊ
ÏÂßÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. 2

éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÀÔ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.
35.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

3. åÓÌÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉ-
ÔÅÌØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ:

det(a1; : : : ;ai; : : : ;aj ; : : : ;an) = det(a1; : : : ;ai + �aj ; : : : ;aj ; : : : ;an):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÌÉ Ä×Á ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÔØÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ:

det(a1; : : : ;ai + �aj ; : : : ;aj ; : : : ;an) =
= det(a1; : : : ;ai; : : : ;aj ; : : : ;an) + �det(a1; : : : ; �aj ; : : : ;aj ; : : : ;an):

ïÄÎÁËÏ det(a1; : : : ; �aj ; : : : ;aj ; : : : ;an) = 0, ÔÁË ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ: aj É �aj .
2

36. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ

ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÞÉÓÌÏ,
×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÙÈ
ÐÒÉÍÅÒÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 6.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

A =




4 −3 −4 −3
0 3 4 7
0 0 2 2
0 0 0 1


 :
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÂÁ×ÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−2) (ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ):

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 −4 −3
0 3 4 7
0 0 2 2
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 −4 −3
0 3 4 7
0 0 2 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

ðÒÉÂÁ×É× ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−7), Á Ë ÐÅÒ×ÏÊ |
ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 3, ÐÏÌÕÞÉÍ

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 −4 0
0 3 4 0
0 0 2 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

ôÅÐÅÒØ Ë ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÁÍ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÔØ ÔÒÅÔØÀ ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 2 É (−2) ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

îÁËÏÎÅÃ, Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ×ÔÏÒÕÀ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(4e1; 3e2; 2e3; e4):

(÷ÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; en ××ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÓÔÒ 66.) ÷ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÅÒÅÄ
×ÅËÔÏÒÁÍÉ ei, i = 1; 2; 3; 4, ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÅÓÔÉ ÚÁ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ:

det(4e1; 3e2; 2e3; e4) = 4 det(e1; 3e2; 2e3; e4) =
= 4 · 3 det(e1; e2; 2e3; e4) = 4 · 3 · 2 det(e1; e2; e3; e4):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

det(e1; e2; e3; e4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1:

éÔÁË, ∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 −4 −3
0 3 4 7
0 0 2 2
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4 · 3 · 2 · 1 = 24:

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ, Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ
ÄÏËÁÚÁÎÏ.
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36.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n−1 a1n
0 a22 : : : a2n−1 a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : an−1n−1 an−1n
0 0 : : : 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11a22 · · · ann:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ann = 0, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ.
îÏ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ôÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÙÍ.

ðÕÓÔØ ann 6= 0. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n−1 a1n
0 a22 : : : a2n−1 a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : an−1n−1 an−1n
0 0 : : : 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n−1 a1n
0 a22 : : : a2n−1 a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : an−1n−1 an−1n
0 0 : : : 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

÷ÙÞÉÔÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ,
ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ (ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ), ÐÏÌÕÞÉÍ

det A = ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n−1 0
0 a22 : : : a2n−1 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : an−1n−1 0
0 0 : : : 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

åÓÌÉ an−1n−1 = 0, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÁË É ÓÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ
ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ. âÕÄÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ an−1n−1 6= 0.
÷ÙÎÅÓÅÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ

det A = annan−1n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n−1 0
0 a22 : : : a2n−1 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : 1 0
0 0 : : : 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ �ÏÂÎÕÌÅÎÉÑ� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (ËÁË ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ aii = 0, ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ó
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ, ËÁË É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÓÌÉ ÖÅ ÎÉ ÏÄÉÎ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ

det A = annan−1n−1 · · · a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 : : : 0 0
0 1 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : 1 0
0 0 : : : 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= annan−1n−1 · · · a11: 2
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37. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 36.1.
ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË:

1) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÔÒÏË (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË);

2) ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ).

òÁÚÂÅÒÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ.

ðÒÉÍÅÒ 6.2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

A =




0 3 4 7
4 −3 −4 −3
1 −2 2 2
6 1 −1 1


 :

òÅÛÅÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: 



∗
0
0
0


 ;

ÇÄÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ∗ ÓÔÏÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÔÒÅÔØÀ É ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÉ-
ÔÅÌØ ÐÏÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË):

det A = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
4 −3 −4 −3
0 3 4 7
6 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

õÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ (−4) É ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ÅÅ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ:

det A = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
4 + 1(−4) −3 + (−2)(−4) −4 + 2(−4) −3 + 2(−4)

0 3 4 7
6 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 5 −12 −11
0 3 4 7
6 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

õÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ (−6) É ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ÅÅ Ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ:

det A = −

∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 5 −12 −11
0 3 4 7
0 13 −13 −11

∣∣∣∣∣∣∣
:

ãÅÌØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÔÒÅÍÑ
ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÓÔÒÅÍÑÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ×ÉÄÁ



−2
∗
0
0


 :

åÓÌÉ ÎÅ ÏÐÁÓÁÔØÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÏÛÉÂËÕ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ×ÔÏ-
ÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ (−3=5) É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÅÅ Ë ÔÒÅÔØÅÊ. ôÏÇÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ×ÍÅÓÔÏ 3 ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
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ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ 0. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏ É Ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ ÔÒÅÔØÀ,
ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ (−4):

det A = −

∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 5 −12 −11
0 3 4 7
0 1 −29 −39

∣∣∣∣∣∣∣
:

ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ×ÔÏÒÕÀ É ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ, ÕÞÔÑ ÓÍÅÎÕ ÚÎÁËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 3 4 7
0 5 −12 −11

∣∣∣∣∣∣∣
:

ôÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ (−3), Á ÐÏÔÏÍ ÎÁ (−5) É ÐÒÉÂÁ×ÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ É
ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

det A =

∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 91 124
0 0 133 184

∣∣∣∣∣∣∣
:

ïËÏÎÞÁÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÂÅÚ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ×. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ
×ÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ É ÐÏÊÍÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ!

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 91 124
0 0 133− 91 184− 124

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 91 124
0 0 42 60

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 91− 2 · 42 124− 2 · 60
0 0 42 60

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 7 4
0 0 42 60

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 2 2
0 1 −29 −39
0 0 7 4
0 0 0 36

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 1 · 7 · 36 = 252:

38∗. ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
úÄÅÓØ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ

ÎÉÈ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.
38.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÌÏÞÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÉÄÁ

G =




a11 a12 : : : a1k b11 b12 : : : b1m
a21 a22 : : : a2k b21 b22 : : : b2m
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ak1 ak2 : : : akk bk1 bk2 : : : bkm
c11 c12 : : : c1k d11 d12 : : : d1m
c21 c22 : : : c2k d21 d22 : : : d2m
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
cm1 cm2 : : : cmk dm1 dm2 : : : dmm




:

âÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ G =
(

A B
C D

)
, ÇÄÅ A = (aij)k×k, B = (bij)k×m,

C = (cij)m×k, D = (dij)m×m.
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38.2. ôÅÏÒÅÍÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ G =
(

A B
0 D

)
, ÇÄÅ A É D | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ

ÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁ×ÅÎ
det G = det A · det D:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ G ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ G Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ

G′ =
(

A′ B′

0 D′

)
:

úÄÅÓØ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ A′, ÔÁË É ÍÁÔÒÉÃÁ D′ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A′ ÍÙ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÅ k ÓÔÒÏË (ÎÁ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A). ðÏÜÔÏÍÕ det A = det A′.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ D Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ

ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ m ÓÔÒÏË, det D = det D′.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÉÁÇÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ

det G = a′11a′22 · · · a′kkd′11d′22 · · · d′mm:

îÏ
a′11a′22 · · · a′kk = det A′ = det A; d′11d′22 · · · d′mm = det D′ = det D: 2

ëÁË ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 6.3.
38.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÁÓ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅÚÎÏ Ó ÎÅÊ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ É ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.
38.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ

A =




a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann


 :

ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ

AT =




a11 a21 : : : an1
a12 a22 : : : an2
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
a1n a2n : : : ann


 ;

ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ

A =




1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16


 ; ÔÏ AT =




1 5 9 13
2 6 10 14
3 7 11 15
4 8 12 16


 :

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.
38.5. ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

det A = det AT ;
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Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ ××ÉÄÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.
38.6. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÏÌÂÃÏ×
ÍÁÔÒÉÃÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÐÒÏ
ÓÔÒÏËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ×ÅÒÎÏ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ Ä×Á ÓÔÏÌÂÃÁ
ÍÅÓÔÁÍÉ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË. á ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.
2

38.7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A = (aij)n×n É B = (bij)n×n

det(A ·B) = det A · det B: (6.8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÐÕÓÔÉÍ ××ÉÄÕ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ×ÙËÌÁÄÏË.
38.8. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ. úÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ Ë×Á-
ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (aij)n×n. åÅ ÍÉÎÏÒÏÍ Mij ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ
(n − 1) × (n − 1), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÏÓÌÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ n = 4, ÔÏ

M11 =

∣∣∣∣∣∣

a22 a23 a24
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
; M21 =

∣∣∣∣∣∣

a12 a13 a14
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
;

M31 =

∣∣∣∣∣∣

a12 a13 a14
a22 a23 a24
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
; M41 =

∣∣∣∣∣∣

a12 a13 a14
a22 a23 a24
a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣
:

38.9. ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n× n ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

det A = a11M11 − a21M21 + · · ·+ (−1)n+1an1Mn1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ n ÓÔÏÌÂÃÏ×:



a11
a21
...
an1


 =




a11
0
...
0


 +




0
a21
...
0


 + · · ·+




0
0
...
an1


 :

ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÏ

det A = det A1 + det A2 + · · ·+ det An;

ÇÄÅ

A1 =




a11 a12 : : : a1n
0 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : :
0 an2 : : : ann


 ; A2 =




0 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
: : : : : : : : : : : :
0 an2 : : : ann



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É Ô. Ä. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ A1 | ÂÌÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ É ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ:

det A1 = det(a11) det




a12 : : : a1n
a22 : : : a2n
: : : : : : : : :
an2 : : : ann


 = a11M11:

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ det A2, ÐÏÍÅÎÑ× ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ Õ ÎÅÇÏ ÐÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÅÓÔÁÍÉ:

det A2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 : : : a2n
0 a12 : : : a1n
0 a32 : : : a3n
: : : : : : : : : : : :
0 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −a21

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 : : : a1n
a32 : : : a3n
: : : : : : : : :
an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −a21M21:

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

det Ak =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 : : : a1n
: : : : : : : : : : : :
ak1 ak2 : : : akn
: : : : : : : : : : : :
0 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)k+1ak1Mk1:

åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ k Ó k− 1,
ÚÁÔÅÍ k − 1 Ó k − 2 É Ô. Ä. ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ËÏÇÄÁ k-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÔÁÎÅÔ ÐÅÒ×ÏÊ, Á ÐÅÒ×ÙÅ k − 1 ÓÔÒÏË
ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×ÎÉÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÄÅÌÁÔØ k − 1 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓÔÒÏË,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ak1Mk1, ÒÁ×ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ
ÓÔÏÉÔ ÚÎÁË (−1)k+1 = (−1)k−1. 2

38.10. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ (i = 1; 2; : : : ; n)
(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.21∗):

det A =
n∑

k=1
aik(−1)k+iMki =

= (−1)i+1ai1Mi1 + (−1)i+2ai2Mi2 + · · ·+ (−1)i+nainMin: (6.9)

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ×ÏÐÒÏÓ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÏ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÏÖÅÔ
×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ×ÐÏÌÎÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: �á ÚÁÞÅÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ?
îÅÕÖÅÌÉ, ÏÎÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ!?�

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉ-
ÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.
38.11. ôÅÏÒÅÍÁ. ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A−1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ det A 6= 0.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ 38.7:

det(A ·A−1) = det E ⇒ det A · det A−1 = 1:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
det A = 1

det A−1 6= 0:
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2. ðÕÓÔØ det A 6= 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A−1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÅ ÐÒÅÄß-
Ñ×ÉÔØ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÃÙ A−1 ×ÏÚØÍÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

A−1 = 1
det A ·




A11 A21 : : : An1
A12 A22 : : : An2
: : : : : : : : : : : :
A1n A2n : : : Ann


 ; (6.10)

ÇÄÅ Aij = (−1)i+jMij , | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ aij , Á Mij | ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A.
íÁÔÒÉÃÁ

A∨ =




A11 A12 : : : A1n
A21 A22 : : : A2n
: : : : : : : : : : : :
An1 An2 : : : Ann


 ;

ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A. éÓÐÏÌØ-
ÚÕÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ:

A−1 = 1
det A(A∨)T :

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (6.10) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ×ÙÞÉÓÌÉ× ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ AA−1.

òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A−1 ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ

1
det A




n∑
k=1

a1kA1k
n∑
k=1

a1kA2k : : :
n∑
k=1

a1kAnk
n∑
k=1

a2kA1k
n∑
k=1

a2kA2k : : :
n∑
k=1

a2kAnk
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
n∑
k=1

ankA1k
n∑
k=1

ankA2k : : :
n∑
k=1

ankAnk




: (6.11)

÷ÙÑÓÎÉÍ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÙ
n∑
k=1

aikAjk. óÎÁÞÁÌÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÕÍÍÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (i = j).

n∑

k=1
aikAik = (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Aij ÎÁ ÓÔÒ 75)

=
n∑

k=1
aik(−1)k+iMik = (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.9))

= det A:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÒÁ×ÎÙ det A.
ôÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÕÍÍÕ

n∑
k=1

aikAjk, ÓÔÏÑÝÕÀ ×ÎÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ i 6= j. ëÁË É
ÒÁÎÅÅ,

n∑

k=1
aikAjk =

n∑

k=1
aik(−1)k+iMjk = cij :

îÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ cij | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A (ÓÍ. (6.9)), ÐÏÓËÏÌØËÕ
×ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ajk ÓÔÏÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aik. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÉÓÌÏ cij ÔÏÖÅ
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ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÏ ÎÅ A, Á ÔÁËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ A
ÚÁÍÅÎÏÊ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ i-ÕÀ:

cij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 : : : a1n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ai1 ai2 : : : ain
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ai1 ai2 : : : ain
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:
i-Ñ ÓÔÒÏËÁ

j-Ñ ÓÔÒÏËÁ

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2 ÉÚ (35.2) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ É, ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ cij ÍÁÔÒÉÃÙ (6.11)
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ (6.11) ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (6.10) ×ÅÒÎÁ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ det A 6= 0 ÏÂÒÁÔÎÁÑ
ÍÁÔÒÉÃÁ A−1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. 2

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 6.3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

G =




1 2 3 4
5 6 7 8
0 0 1 2
0 0 5 6


 :

òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

G =
(

A B
0 D

)
;

ÇÄÅ A = D =
(

1 2
5 6

)
. ñÓÎÏ, ÞÔÏ det A = det D = 6− 10 = −4. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 38.2,

det(G) = det(A) · det(D) = 16.

ðÒÉÍÅÒ 6.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂßÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ A(1;−1; 2), B(2; 1; 2),
C(1; 1; 4), D(6;−3; 8).

òÉÓ. 6.3. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 6.4

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 33.1). ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÄÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ (ÒÉÓ. 6.3) É ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË
ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÏÂßÅÍÙ ÜÔÉÈ ÔÅÌ. éÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
ÏÂßÅÍÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁÍ:

VABCD = 1
3SABC · h; VABA′CDB′D′C′ = SABA′C · h;

ÇÄÅ SABC | ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, SABA′C | ÐÌÏÝÁÄØ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, Á h | ×ÙÓÏÔÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏÐÕÝÅÎ-

ÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ D ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÕÖÉÔ ÔÁËÖÅ ×ÙÓÏÔÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
SABC = 1

2SABA′C (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂßÅÍÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅ-
ÌÅÐÉÐÅÄÁ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË 1 : 6. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

VABCD = 1
6VABA′CDB′D′C′ :
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ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ 33.1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂßÅÍÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ:

VABCD = 1
6

∣∣∣〈−−→AB;−→AC;−−→AD〉
∣∣∣ :

óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ
ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÓÔÒ 62). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:

−−→AB(1; 2; 0); −→AC(0; 2; 2); −−→AD(5;−2; 6):

äÁÌÅÅ,

〈−−→AB;−→AC;−−→AD〉 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 0
0 2 2
5 −2 6

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (2 · 6− 2 · (−2))−

− 2 · (0 · 6− 2 · 5) = 16 + 20 = 36:

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ
VABCD = 1

6 · 36 = 6:

ðÒÉÍÅÒ 6.5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(1;−1; 1) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÉ A(−2; 0; 3), B(2; 1;−1), C(2;−; 2− 4).
òÅÛÅÎÉÅ. îÁ ÒÉÓ. 6.4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ −−→AB; −→AC; −−→AM , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. åÇÏ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB, −→AC, −−→AM .
üÔÏÔ ÖÅ ÏÂßÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ-
ÐÅÄÁ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ (5.1) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ,
ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÒÁ×ÎÁ ÍÏÄÕÌÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB É−→AC. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∣∣∣〈−−→AB;−→AC;−−→AM〉
∣∣∣ =

∣∣∣[−−→AB;−→AC]
∣∣∣ · h;

ÏÔËÕÄÁ

h =

∣∣∣〈−−→AB;−→AC;−−→AM〉
∣∣∣

∣∣∣[−−→AB;−→AC]
∣∣∣

: (6.12)

A

M

h
B

C

òÉÓ. 6.4. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 6.5

éÔÁË, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×
−−→AB(4; 1;−4); −→AC(4;−2;−7); −−→AM(3;−1;−2):

îÁÊÄÅÍ ÉÈ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:

〈−−→AB;−→AC;−−→AM〉 =

∣∣∣∣∣∣

4 1 −4
4 −2 −7
3 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 4((−2)·(−2)−(−1)·(−7))−

− 1(4 · (−2)− 3 · (−7))− 4(4 · (−1)− 3 · (−2)) = −33:

ôÏÇÄÁ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ−−→AB, −→AC, −−→AM , ÒÁ×ÅÎ 33. ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

[−−→AB;−→AC] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
4 1 −4
4 −2 −7

∣∣∣∣∣∣
= −→{ (1 · (−7)− (−2) · (−4))−

−−→| (4 · (−7)− 4 · (−4)) +−→k (4 · (−2)− 4 · 1) = −15−→{ + 12−→| − 12−→k :
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ:

SABCD = |[−−→AB;−→AC]| =
√

(−15)2 + 122 + (−12)2 =
√

513:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C, ÒÁ×ÎÏ:

h = 33√
513

= 11
√

57
57 :

ðÒÉÍÅÒ 6.6. ôÏÞËÉ A(2;−1;2), B(1; 2;−1), C(3; 2; 1), D(−4; 3; 5) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.
îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁÍÉ (AB) É (CD) (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.5).
òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ É ×ÅËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ −−→AB, −→AC É −−→CD

−−→AB(−1; 3;−3); −→AC(1; 3;−1); −−→CD(−7; 1; 4):

A

B

C DD

D

h

òÉÓ. 6.5. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 6.6

ôÅÐÅÒØ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ×ÅËÔÏÒ −−→CD ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ C ÓÏ×ÐÁÌÁ Ó ÔÏÞËÏÊ A, ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÅËÔÏÒ−−→AD1 = −−→CD. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅËÔÏÒÙ −−→AB, −→AC, −−→AD1 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ
ÎÁÞÁÌÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.5). éÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÊÄÅÍ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÏÔ ÔÏÞËÉ C ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B É ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ −−→CD ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.12)

h = |〈−−→AB;−→AC;−−→CD〉|
|[−−→AB;−−→CD]|

:

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×:

〈−−→AB;−→AC;−−→CD〉 =

∣∣∣∣∣∣

−1 3 −3
1 3 −1
−7 1 4

∣∣∣∣∣∣
= −1 · (3 · 4− 1 · (−1))−

− 3(1 · 4− (−1) · (−7))− 3(1 · 1− 3 · (−7)) = −70:

îÁÊÄÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB É −−→CD:

[−−→AB;−−→CD] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−1 3 −3
−7 1 4

∣∣∣∣∣∣
= −→{ (3 · 4− 1 · (−3))−

−−→| ((−1) · 4− (−3) · (−7)) +−→k ((−1) · 1− (−7) · 3) = 15−→{ + 25−→| + 20−→k :

÷ ÉÔÏÇÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÂÒÁÍÉ AB É CD:

h = | − 70|√
152 + 252 + 202 = 7

√
2

5 :

ðÒÉÍÅÒ 6.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë A =
(

1 2
3 4

)
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÍÁ-

ÔÒÉÃÙ.
òÅÛÅÎÉÅ. üÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.10). óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ A11 = (−1)1+1M11, ÇÄÅ M11 | ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ
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ÎÅÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÏ 4. úÎÁÞÉÔ, A11 = 4.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ:

A12 = (−1)1+2M12 = −3; A21 = (−1)2+1M21 = −2; A22 = (−1)2+2M22 = 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

A∨ =
(

4 −3
−2 1

)
:

ôÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det A = −2 É ×ÙÐÉÛÅÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ:

A−1 = 1
−2

(
4 −2
−3 1

)
=

( −2 1
3=2 −1=2

)
:

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
6.1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.
6.2. ëÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ?
6.3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÔÒÅÈ ×ÅË-

ÔÏÒÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
6.4. úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.
6.5. ÷ ÞÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ?
6.6. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.
6.7. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ n? ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÓÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÕÊÔÅ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
6.8. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ?
6.9. ëÁË ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏÒÑÄËÁ n?
6.10. ëÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ?
6.11. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ.
6.12. ëÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ? þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ?

úÁÄÁÞÉ
6.1◦. îÁÊÄÉÔÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a (2; 3;−1), −→b (1;−1; 3) É −→c (1; 9;−11).
6.2◦. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ:

Á) −→a = −→{ −−→| −−→k , −→b = −4−→{ + 7−→| + 6−→k , −→c = 3−→{ −−→k ;
Â) −→a = −→{ −−→| + 2−→k , −→b = −−→| , −→c = 2−→{ + 4−→k ;
×) −→a = 2−→{ + 2−→| + 3−→k , −→b = 2−→{ + 4−→| + 3−→k , −→c = 3−→{ + 10−→| + 5−→k ?

6.3◦. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −−→AB;−→AC;−−→AD, ÅÓÌÉ A(3;−1; 4),
B(2; 0;−1), C(−1; 2; 3), D(3;−2; 0).

6.4. ìÅÖÁÔ ÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A;B;C É D × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:
a) A(1; 1; 0), B(2; 0; 2), C(1; 0; 0), D(3; 1; 4);
Â) A(0; 0; 1), B(1; 0; 3), C(0; 1; 1), D(2; 1; 5);
×) A(−2;−1;−1), B(0; 3; 2), C(3; 1;−4), D(4; 3; 0)?

6.5. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD É ÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ D ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ABC, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ: A(2; 5; 4), B(−5;−2; 0),
C(1; 5;−4), D(−3; 4;−7).

6.6. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −−→AB1, −−→BC1, −−→CA1 × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÅ ABCA1B1C1?
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6.7. õÐÒÏÓÔÉÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:
a) 〈−→a −−→b ;−→b −−→c ;−→c −−→a 〉;
Â) 〈−→a +−→b ;−→b +−→c ;−→c +−→a 〉;
×) 〈−→a +−→b −−→c ;−→a −−→b +−→c ;−−→a +−→b +−→c 〉.

6.8. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃ A É AT , ÅÓÌÉ A =
(
a b
c d

)
.

6.9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ:

a)

∣∣∣∣∣∣

−2 1 2
3 0 −1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
; Â)

∣∣∣∣∣∣

5 −2 2
3 −2 1
2 2 −2

∣∣∣∣∣∣
; ×)

∣∣∣∣∣∣

5 −2 2
3 −2 1
2 2 −2

∣∣∣∣∣∣
; Ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 −2 5
3 −2 4 −6
−3 5 −1 3
0 0 0 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

Ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 1 2
1 2 −1 −1
3 1 2 0
0 −1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
; Å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 5 0 0
−1 3 1 0 0
3 −1 4 0 0
−1 0 2 3 2
3 7 6 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; Ö)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−6 9 4 −1 −3
−1 2 0 0 0
8 4 1 −3 2
5 3 0 0 0
1 7 −2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

6.10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ A(1; 1; 2),
B(0;−1; 2), C(−1; 4; 3), D(0; 0; 1).

6.11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ABCDEFA1B1C1D1E1F1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ: A(16; 0; 12), B(12; 10; 9), C(4; 10; 3), D(0; 0; 0), E(4;−10; 3),
F (12;−10; 9),A1(16; 0; 18),B1(12; 10; 15),C1(4; 10; 9),D1(0; 0; 6),E1(4;−10; 9),F1(12;−10; 15).

6.12. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ABCDE, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ
A(−4; 3; 1), B(−2; 2; 4), C(−1; 2; 2), D(−3; 3;−1), E(1=2; 4; 3).

6.13. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(1; 2; 3) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ B(−1; 2; 4),
C(0; 0; 0), D(1; 2; 5).

6.14. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(2;−2; 1) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓØ Oy É ÔÏÞËÕ
B(3; 1; 4).

6.15. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(1;−1; 2) É B(−1; 3; 6), ÄÏ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ C(1; 2; 4) É D(3;−2; 4).

6.16. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 1; 4) É B(−3; 2; 1) É ÐÒÑ-
ÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ C(0; 1; 1) É D(−1; 2; 0).

6.17. äÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ: ABCD: A(−1;−3; 1); B(5; 3; 8); C(−1;−3; 5); D(2; 1;−4). îÁÊ-
ÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÒÅÂÒÁ BD ÄÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÇÒÁÎÉ ABC ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

A

B

C

D

M

N

P

L

òÉÓ. 6.6. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 6.18∗

6.18∗. ÷ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ABCD ÒÅÂÒÁ AB, AC, AD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ M , N , P ÄÅÌÑÔÓÑ
ÐÏÐÏÌÁÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÏ× ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×ABCD É LNMP , ÇÄÅ L| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉ BDC (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.6).

6.19∗. ÷ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ABCD ÔÏÞËÉ M É N Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÒÅÂÅÒ AB É CD. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M É N , ÄÅÌÉÔ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÏ ÏÂßÅÍÕ
ÞÁÓÔÉ.
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6.20∗. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë




1 2 3
0 −1 5
0 0 −1


 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

6.21∗. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 38.9 É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÓËÒÙ-
ÔÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ k-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ É k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ:

Á) detA = (−1)k+1a1kM1k + (−1)k+2a2kM2k + · · ·+ (−1)k+nankMnk:

Â) detA = (−1)k+1ak1Mk1 + (−1)k+2ak2Mk2 + · · ·+ (−1)k+naknMkn:

ëÕÌÅÛÏ× óÅÒÇÅÊ áÌÅËÓÅÅ×ÉÞ, ÄÆÍÎ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ËÁÆÅÄÒÙ \÷ÙÓÛÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ÷ÏÅÎÎÏ-
×ÏÚÄÕÛÎÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ÉÍÅÎÉ ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. KuleshovSergej@rambler.ru

óÁÌÉÍÏ×Á áÌØÆÉÑ æÁÉÚÏ×ÎÁ, ËÐÎ, ÄÏÃÅÎÔ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÆÅÄÒÙ. afsalimova@mail.ru

óÔÁ×ÃÅ× óÔÁÎÉÓÌÁ× ìÅÏÎÉÄÏ×ÉÞ, ËÆÍÎ, ÄÏÃÅÎÔ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÆÅÄÒÙ. stav@inm.ras.ru



éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

éÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ × ÓÔÁÔØÅ á. à. ü×ÎÉÎÁ × ÎÏÍÅÒÅ 1(49), 2009 Ç.

á×ÔÏÒ ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÏÛÉÂÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �19. ðÒÉ×Ï-
ÄÉÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

19. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 007 + x207 + x27 + x7 + 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 − x.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÏÓÔÁÔËÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,
ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÏÓÔÁÔÏË r(x) = ax2 + bx+ c
É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x2 007 + x207 + x27 + x7 + 1 = (x3 − x) · s(x) + ax2 + bx+ c: (∗)
ðÏÄÓÔÁ×É× × (∗) ÎÕÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 − x | ÞÉÓÌÁ −1, 0 É 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒ£È ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ: 



−3 = a− b+ c;
1 = c;
5 = a+ b+ c:

òÅÛÉÍ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ: a = 0, b = 4, c = 1.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á xn+2−xn = xn−1(x3−x) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ
x ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x3 − x ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, Á ÉÍÅÎÎÏ x.

ïÔ×ÅÔ. 4x+ 1.
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ.
æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ
ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô ëÏÓÍÏÎÁ×ÔÏ×

9-167.
E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2009 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) {

60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ

ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ
ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2009 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ,
ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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