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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

óÅÍØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ
÷. â. äÒÏÚÄÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÅÚËÉGH,GL,
HL (G | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, H | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, L | ÔÏÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÉÌÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ. óÔÁÔØÀ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×-
ÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á ÔÁËÖÅ × ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ.

I. ðÒÅÄÙÓÔÏÒÉÑ
÷ ÖÕÒÎÁÌÅ �ðÏÔÅÎÃÉÁÌ� � 10, 2008 Ç., ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÔØÑ ì. á. âÅËÌÅÍÉÛÅ×ÏÊ �úÁÄÁÞÁ

÷Ï×Ù�. õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏ×Ï:
äÁÎ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, É ÐÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË MN ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË MN
ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ-
×ÉÑÈ? ëÁË ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ?

ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÎÏ ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×.
ëÒÁÓÉ×ÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÓÔÏ ÎÅÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ. õÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÐÏÈÏ-

ÖÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÕÀÓÑ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ × 1966 ÇÏÄÕ:
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏ-
ÇÒÅÓÓÉÀ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÑ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ

(ç. ÷. äÏÒÏÆÅÅ×, í. ë. ðÏÔÁÐÏ×, î. è. òÏÚÏ×, �ðÏÓÏÂÉÅ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÕÐÁÀÝÉÈ × ×ÕÚÙ�,
í.: �îÁÕËÁ�, 1968, Ó. 368).

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÅÔØÑ ÚÁÄÁÞÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ É
ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. é ÅÝÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ | ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ.
îÁÌÉÞÉÅ ÛÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞ Ó ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍ ÓÀÖÅÔÏÍ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÓËÁÔØ ÅÄÉÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. á
ÔÁËÏ×ÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏÓÔÉ, ÔÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. ôÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ
ÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ.

÷Ï ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÄÉÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
î | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ).
G | ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ).
L | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ).

õÎÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
Ë ÓÔÏÒÏÎÅ áó = b ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, a ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ | Ë ÓÔÏÒÏÎÅ BC = a.

÷ÅËÔÏÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÉÚÂÁ×ÌÑÅÔ ÏÔ ÏÂÉÌØÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×ÙËÌÁÄÏË. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ËÏÒÏÔËÏ ÎÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ù-
ÂÉÒÁÅÍ �ÚÏÌÏÔÕÀ ÓÅÒÅÄÉÎÕ�: ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ, Á �ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ�
ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. ÷ÅÄØ ÞÉÔÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÁÔØÀ ÎÁ-
ÄÏ Ó ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ × ÒÕËÁÈ!

2
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II. ÷ÅËÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

÷Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ËÁË ÐÌÁÎÉ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ, ÔÁË É ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ.

ðÕÓÔØ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB = c, AC = b, BC = a ÔÏÞËÁ E ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ
ÓÔÏÒÏÎÅ BC, ÔÏÞËÁ D | ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ CE=EB = �1 É AD=DB = �2.
ïÔÒÅÚËÉ AE É CD ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ F (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ôÏÞËÁ O | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅÔ). ðÕÓÔØ ~e1, ~e2, ~e3 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ
×ÅËÔÏÒÁÍ −→OA, −−→OB, −−→OC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ:

−−→OF = �1 ·OA · ~e1 + �1�2 ·OB · ~e2 + �2 ·OC · ~e3
�1 + �2 + �1�2

: (1)

òÉÓ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ −−→OF = OC · ~e3 + −−→CF . þÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÅËÔÏÒ −−→CF , ÎÁÄÏ
ÎÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ CF=FD = x. äÌÑ ÞÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÉ B É F É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×: SCEF = S1,
SEBF = S2, SBDF = S3, SDAF = S4, SACF = S5. ôÁË ËÁË ËÁË ÐÌÏÝÁÄØ | ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×-
ÎÁÑ É ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÂÝÅÊ ×ÙÓÏÔÏÊ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË ÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë
ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: 




S1
S2

= �1;

S4
S3

= �2;

S1 + S5
S2 + S3 + S4

= �1;

S4 + S5
S1 + S2 + S3

= �2:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S1 + S2
S3

= x É S5
S4

= x. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ x = �1(1 + �2)
�2

. ôÏÇÄÁ
CF
CD = x

x+ 1 = �1(1 + �2)
�1 + �2 + �1�2

, Á ÚÎÁÞÉÔ −−→CF = �1(1 + �2)
�1 + �2 + �1�2

· −−→CD. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, AD = �2 ·BD, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −−→AD = �2 · −−→BD. îÏ
−−→AD = −−→OC −−→OA+−−→CD É −−→BD = −−−→CD +−−→OB −−−→OC:

éÚ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÅËÔÏÒ −−→CD:

−−→CD =
−→OA+ �2 · −−→OB − (1 + �2) · −−→OC

1 + �2
:



4 ÷. â. äÒÏÚÄÏ×

−−→CF = �1 · −→OA+ �1�2 · −−→OB − �1(1 + �2) · −−→OC
�1 + �2 + �1�2

;

ÏÔËÕÄÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× −→OA = OA ·~e1, −−→OB = OB ·~e2, −−→OC = OC ·~e3, −−→OF = OF ·~e3 +−−→CF ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (1).

óÏ×ÍÅÓÔÉ× ÔÏÞËÉ O É C, ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (1):

−−→CF = �1 · CA · ~e1 + �1�2 · CB · ~e2
�1 + �2 + �1�2

: (2)

æÏÒÍÕÌÁ (2) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ.

III. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ

ôÁË ËÁË × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÍÙ ×ÐÒÁ×Å ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ GL ÏÄÎÏÊ ÉÚ
ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÉÓ. 2

òÅÛÅÎÉÅ. óÍ. ÒÉÓ. 2. äÌÑ ÍÅÄÉÁÎ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A É C, ÉÍÅÅÍ: �1 = �2 = 1,
ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) −−→CG = b · ~e1 + a · ~e2

3 . äÌÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A É

C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ: �1 = b=c, �2 = b=a. æÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ: −→CL = ab(~e1 + ~e2)
a+ b+ c . ðÏÓËÏÌØËÕ

−→GL = −→CL−−−→CG, ÔÏ
−→GL = (2a− b− c)b

3(a+ b+ c) ~e1 + (2b− a− c)a
3(a+ b+ c) ~e2: (3)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ GL ‖ AC ⇔ −→GL ‖ ~e1, Ô. Å. 2b− a− c = 0, ÏÔËÕÄÁ b = a+ c
2 .

éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÏË GL ÂÙÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÎÁÞÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÏË GL ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË GL ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌÅÎ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÍ. ÒÉÓ. 3.
îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ Á < b < Ó. ôÏÇÄÁ ÕÇÏÌ C | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ. îÁÈÏÄÉÍ cosC ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

c2 = a2 +
(a+ c

2

)2
− 2a

(a+ c
2

)
cosC:

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ: cosC = 5a− 3c
4 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ 5a > 3c ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØ-

ÎÙÍ, ÐÒÉ 5a = 3c | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ, ÐÒÉ 5a < 3c | ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÍ. é ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ.
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òÉÓ. 3

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ GH ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÉÓ. 4

òÅÛÅÎÉÅ. óÍ. ÒÉÓ. 4. ÷ÅËÔÏÒ −−→CG = b · e1 + a · ~e2
3 ×ÙÒÁÖÅÎ × ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. äÌÑ ×ÙÓÏÔ, ÐÒÏ-

×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A É C, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ:

�1 = ctgC
ctgB ; �2 = ctgA

ctgB :

æÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ: −−→CH = b ctgB ctgC · ~e1 + a ctgA ctgC · ~e2:
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ:

ctgA ctgB + ctgA ctgC + ctgB ctgC = 1; (4)

ÇÄÅ A, B, C | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÏÓËÏÌØËÕ −−→GH = −−→CH −−−→CG, ÔÏ

−−→GH = b
(

ctgB ctgC − 1
3

)
· ~e1 + a

(
ctgA ctgC − 1

3

)
· ~e2: (5)



6 ÷. â. äÒÏÚÄÏ×

ñÓÎÏ, ÞÔÏ GH ‖ AC ⇔ −−→GH ‖ ~e1, Ô. Å. ctgA ctgC = 1=3, ÉÌÉ tgA tgC = 3.
éÔÁË,

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÏË GH ÂÙÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁÎÇÅÎÓÏ× ÕÇÌÏ×, ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÈ Ë ÜÔÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ, ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÔÒÅÍ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 60◦, ÉÎÁÞÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÏÔÒÅÚÏË GH ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË GH ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ
ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ôÁË ËÁË
tgA tgC > 0, ÔÏ ÕÇÌÙ A É C | ÏÓÔÒÙÅ. ðÏÌÏÖÉ× × ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ctgA ctgC = 1=3, ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ

ctgB = 2
3(ctgA+ ctgC) > 0:

úÎÁÞÉÔ É ÕÇÏÌ B | ÏÓÔÒÙÊ. ôÏÇÄÁ 4ABC | ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ LH ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË −−→LH = −→LG+−−→GH, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (5) ÉÍÅÅÍ:

−−→LH = b
(

ctgB ctgC − a
2p

)
· ~e1 + a

(
ctgA ctgC − b

2p

)
· ~e2: (6)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ LH ‖ AC ⇔ −−→LH ‖ ~e1, Ô. Å. ctgA ctgC = b=2a, ÉÌÉ

tgA tgC = 2p
b : (7)

éÔÁË,

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÏË LH ÂÙÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁÎÇÅÎÓÏ× ÕÇÌÏ×, ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÈ Ë ÜÔÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ, ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÜÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 60◦, ÉÎÁÞÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔ-
ÒÅÚÏË LH ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (7)
ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÒÁ×ÎÙÍ 60◦, ÔÏ É ÄÒÕÇÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ 60◦. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË LH ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ.
ÒÉÓ. 3). ôÁË ËÁË tgA tgC > 0, ÔÏ ÕÇÌÙ A É C | ÏÓÔÒÙÅ. úÁÍÅÎÉ× × ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ctgA ctgC = b=2a,
ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ

ctgB = a+ c
2p(ctgA+ ctgC) > 0:

úÎÁÞÉÔ É ÕÇÏÌ B | ÏÓÔÒÙÊ. ôÏÇÄÁ 4ABC | ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ.
ïÓÔÁÌÉÓØ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÅÓØÍÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. úÁÒÁÎÅÅ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ. á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ tgA tgC = 3 ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÎÅ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÏÍÎÅÎÉÑ.
ðÏÜÔÏÍÕ Ó×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7) Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ. éÍÅÅÍ:

2p
b = a+ b+ c

b = 2R(sinA+ sinB + sinC)
2R sinB = (sinA+ sinC) + sin(A+ C)

sin(A+ C) =

= 2 sin A+C
2 cos A−C2 + 2 sin A+C

2 cos A+C
2

2 sin A+C
2 cos A+C

2
= cos A−C2 + cos A+C

2
cos A+C

2
=

= 2 cos A2 cos C2
cos A2 cos C2 − sin A

2 sin C
2

= 2
1− tg A

2 tg C
2
:
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åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ

tgA = 2 tg A
2

1− tg2 A
2
; tgC = 2 tg C

2
1− tg2 C

2

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ tg C
2 = x, tg A

2 = t (ÓÞÉÔÁÅÍ t ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ) ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7) ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

(3t2 − 1)x2 − 2tx+ (1− t2) = 0: (8)

ôÁË ËÁË 4ABC ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ 0 < t < 1 É 0 < x < 1.
åÓÌÉ t = 1=

√
3 ⇔ A = 60◦, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ËÏÒÅÎØ x = 1=

√
3

⇔ C = 60◦. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ × ÔÏÞËÕ
ÏÔÒÅÚËÏÍ LH.

åÓÌÉ t 6= 1=
√

3, ÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t, ÞÔÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ. ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) ÅÓÔØ:

x1 = t+
√

3t4 − 3t2 + 1
3t2 − 1 ; x1 = t−√3t4 − 3t2 + 1

3t2 − 1 :

åÓÌÉ 0 < t < 1=
√

3, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ x1 < 0; x2 > 0. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 < 1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ
t(1− t)(1− 3t2) > 0, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ 0 < t < 1=

√
3.

åÓÌÉ 1=
√

3 < t < 1, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ x1 > 0; x2 > 0. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x1 < 1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë
×ÉÄÕ t(1 − t)(1 − 3t2) > 0, ÞÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ ÎÉ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ 1=

√
3 < t < 1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 < 1

ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ t(1− t)(1− 3t2) < 0, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ 1=
√

3 < t < 1.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ

x = t−√3t4 − 3t2 + 1
3t2 − 1 :

IV. ðÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ

ôÁË ËÁË × ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ×ÙÓÏÔÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÄÉÁÎÏÊ É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ, ÔÏ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× GL, GH, LH ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ.
ÒÉÓ. 3). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÖÅ ÉÝÅÍ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË GL ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?
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òÉÓ. 5

òÅÛÅÎÉÅ. óÍ. ÒÉÓ. 5. ñÓÎÏ, ÞÔÏ GL ⊥ BC ⇔ −→GL · ~e2 = 0. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3) Ó ÕÞÅÔÏÍ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ~e1 · ~e2 = cosC = (a2 + b2 − c2)=2ab:

(b3 − c3) + (3a2c− 3a2b) + (2ac2 − 2ab2) + (b2c− bc2) = 0;
(b− c)(b2 + bc+ c2)− 3a2(b− c)− 2a(b− c)(b+ c) + bc(b− c) = 0;
(b− c)

(
(b+ c)2 − 2a(b+ c)− 3a2) = 0; (b− c)(b+ c+ a)(b+ c− 3a) = 0:

ôÁË ËÁË b 6= c, ÔÏ b+ c = 3a. éÔÁË,

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÏË GL ÂÙÌ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎ-
ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ, Ë ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÔÒÅÚÏË GL, ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎ.

îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ b < c. ôÏÇÄÁ c | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,
ÉÂÏ ÔÁËÏ×ÏÊ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÏÒÏÎÁ BC = a. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ cosC =
(a2 + b2 − c2)=2ab, ÇÄÅ C | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ a = (b + c)=3 ÐÏÌÕÞÉÍ cosC =
(5b − 4c)=3b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ 5b > 4c ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍ, ÐÒÉ 5b = 4c |
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ, ÐÒÉ 5b < 4c ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÍ. é ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË GH ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ GH ⊥ ÷ó ⇔ −−→GH · ~e2 = 0. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
~e1 · ~e2 = cosC:

b
(

ctgB ctgC − 1
3

)
cosC + a

(
ctgA ctgC − 1

3

)
= 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× a = 2R sinA, b = 2R sinB. õÞÉÔÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ A = 180◦ − (B + C) É ÚÁÍÅÎÑÅÍ
ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ë ÓÉÎÕÓÁÍ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ:

sinB
(1

3 −
cosB cosC
sinB sinC

)
cosC + sin(B + C)

(1
3 + cos(B + C)

sin(B + C) ·
cosC
sinC

)
= 0:
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ðÒÉ×ÏÄÉÍ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ cos(B + C) =
= cosB cosC − sinB sinC. éÍÅÅÍ:

1
3 sinC(2 sinB cosC + sinC cosB) + cosC(cosB cosC − sinB sinC − cosB cosC) = 0;
1
3 sinC(sinC cosB − sinB cosC) = 0; sinC · sin(C −B) = 0:

ôÁË ËÁË B É C | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ B = C ⇔ b = c. éÔÁË,
ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË GH ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ
ÓÔÏÒÏÎ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË LH ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ LH ⊥ BC ⇔ −−→LH · ~e2 = 0. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (6) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
~e1 · ~e2 = cosC:

b cosC
(cosB cosC

sinB sinC − sinA
sinA+ sinB + sinC

)
+ a

(cosA cosC
sinA sinC − sinB

sinA+ sinB + sinC

)
= 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× Á = 2R sinA, b = 2R sinB. éÓËÌÀÞÁÅÍ ÕÇÏÌ A = 180◦ − (B + C):

cosC
(cosB cosC

sinC − sinB sin(B + C)
sin(B + C) + sinB + sinC

)
−

−
(cos(B + C) cosC

sinC + sinB sin(B + C)
sin(B + C) + sinB + sinC

)
= 0:

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÏÂÝÅÅ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÓËÏÂÏË ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:

sinB sin(B + C)
sin(B + C) + sinB + sinC = 2 sin B

2 cos B2 · 2 sin B+C
2 cos B+C

2
2 sin B+C

cos
B+C

2 + 2 sin B+C
2 cos B−C2

=

= 2 sin B
2 cos B2 · cos B+C

2
cos B+C

2 + cos B−C2
= 2 sin B

2 cos B2 · cos B+C
2

2 cos B2 cos C2
= sin B

2 cos B+C
2

cos C2
:

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

cosC
(

cosB cosC − 2 sin B2 sin C2 cos B + C
2

)
−

−
(

cos(B + C) cosC + 2 sin B2 sin C2 cos B + C
2

)
= 0;

− 2 sin B2 sin C2 cos B + C
2 · (1 + cosC) + cosB cos2C − cos(B + C) cosC = 0;

− 4 sin B2 sin C2 cos B + C
2 cos2 C

2 + cosC(cosB cosC − cosB cosC + sinB sinC) = 0;

− 4 sin B2 sin C2 cos B + C
2 cos2 C

2 + 4 sin B2 cos B2 sin C2 cos C2 cosC = 0;

4 sin B2 sin C2 cos C2

(
cos B2 cosC − cos C2 cos B + C

2

)
= 0;

sin B2 sin C2 cos C2

(
cos

(B
2 + C

)
+ cos

(B
2 − c

)
− cos B2 − cos

(B
2 + C

))
= 0;

sin B2 sin C2 cos C2

(
cos

(B
2 − C

)
cos B2

)
= 0; sin B2 cos C2 sin2 B − C

2 = 0:

ôÁË ËÁË B É C | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÷ = C ⇔ b = c. éÔÁË,
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ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË LH ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ
ÓÔÏÒÏÎ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

V. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ: Á ÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×: GL, GH, LH ÂÙÔØ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÄÒÕÇÏÊ? ÷ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× GH
É LH ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. ÷ÅÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÔÏÌØËÏ × ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ. üÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ×
ÚÁÄÁÞÁÈ 2 É 3. á ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚÏË GL ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÅ
É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÄÒÕÇÏÊ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ GL ‖ b ⇔ a + c = 2b. ÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ GL ⊥ a ⇔ b+ c = 3a. éÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

{
a+ c = 2b;
b+ c = 3a

Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ: b = 4a=3, c = 5a=3. úÎÁÞÉÔ, a : b : c = 3 : 4 : 5 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6).

òÉÓ. 6

éÔÁË,

ÏÔÒÅÚÏË GL ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÅÇÏ
ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏÄÏÂÅÎ ÅÇÉÐÅÔÓËÏÍÕ ÐÉÆÁÇÏÒÏ×Õ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 3, 4, 5.

äÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÄÒÅ×ÎÉÍ ÅÇÉÐÔÑÎÁÍ Ó×ÙÛÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÙÓÑÞ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ. îÅÓÍÏ-
ÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÓÅÊÞÁÓ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÎÏ×ÏÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ!

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ,
Ç. òÑÚÁÎØ.



ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ
ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ

å. ÷. ðÏÔÏÓËÕÅ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÏÂÒÁÝÅÎÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á-
ÎÉÉ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ \ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÉÚ ËÁÒÔÉÎËÉ" ÆÁËÔÏ×: ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ
ÉÌÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ä×ÕÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É Ô.Ð.
ðÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÏÂÒÁÚÃÙ ÔÁËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÑÄÁ ÚÁÄÁÞ.

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÕÞÁÝÉÅÓÑ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ É �ÏÞÅ×ÉÄÎÏ-
ÓÔÉ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ËÁÒÔÉÎËÉ�, ÍÏÇÕÔ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔØ ËÁË ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ×ÅÒÎÙÅ,
ÔÁË É ÎÅ×ÅÒÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÏ ÄÁÖÅ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ. ìÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÂÅÚÏÛÉÂÏÞÎÙÈ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ É ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ×ÅÒÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ, ×ÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÓÎÉÖÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏÞÎÏÇÏ ÂÁÌÌÁ.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÄÏÌÖÅÎ ×Ù-
ÒÁÂÏÔÁÔØ ÕÍÅÎÉÅ ÂÙÓÔÒÏ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, É ËÏÒ-
ÒÅËÔÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ ËÁÖÄÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÑ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ×ÙÒÁÂÏÔËÅ Õ ÕÞÁ-
ÝÉÈÓÑ ÎÁ×ÙËÏ× ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ ËÁË �ÛÁÇÉ� ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ
ÆÉÇÕÒÙ, ÔÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ.

õÞÁÝÉÍÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ 4íòë, Á ×ÅÒÛÉÎÁ í1 ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ íòë É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ï. úÁÔÅÍ ÎÁ ÌÕ-
ÞÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ ï ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ íòë, ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ M1, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ
ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÚÍÙ É ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ-
×ÉÄÉÍÙÅ ÒÅÂÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÛÔÒÉÈÏ×ÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ.

ó ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÒÕÇÉÈ ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÐÒÉÚÍ ÞÁÓÔÎÙÈ
×ÉÄÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ á÷óá1B1C1 ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

á÷ó, ÓÔÏÒÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 8. ÷ÅÒÛÉÎÁ A1 ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÏ A1á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ á÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÕÇÏÌ × 45◦. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÏËÏ×ÏÊ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÏÂßÅÍ ÜÔÏÊ ÐÒÉÚÍÙ.

òÉÓ. 1.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ï | ÃÅÎÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 1), ÚÎÁÞÉÔ, ÏÔÒÅÚËÉ áí , ÷ë É óî
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÔÒÅÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÁÈ ÏÔÒÅÚËÉ A1î É A1ë ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
á÷ É áó, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÓÏÔÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ áA1B1B É áA1ó1ó. ðÒÉÞÅÍ, A1î = A1ë (ËÁË ÎÁ-
ËÌÏÎÎÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ïî É ïë). üÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A1áî É A1áë ÒÁ×-
ÎÙ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ: ∠A1áë = ∠A1áî = 45◦. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ, ÐÏÜÔÏ-
ÍÕ A1î = A1ë = 0;5á÷ = 0;5 · 8 = 4. úÎÁÞÉÔ, SAA1C1C =
áó ·A1ë = 8 ·4 = 32. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, SAA1B1B = á÷ ·A1î = 32.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎØ ÷÷1ó1ó | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË É ÎÁÊÄÅÍ ÅÅ
ÐÌÏÝÁÄØ SBB1C1C .

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ: A1ï ⊥ (á÷ó) ⇒ A1ï ⊥ ÷ó (ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ); áí ⊥ ÷ó. úÎÁÞÉÔ, ÷ó ⊥ (A1áí) (ÐÏ

11
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ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ⇒ ÷ó ⊥ A1á (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ).

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË A1á ‖ (÷1ó1ó), ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ òí = (÷1ó1ó) ∩ (A1áí) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ A1á (ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÌÉÎÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÕÀ ÄÒÕÇÏÊ). ðÏÌÕÞÁÅÍ: ÷ó ⊥ A1á, A1á ‖ ó1ó ⇒ ÷ó ⊥ ó1ó, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË
÷÷1ó1ó | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, É SBB1C1C = ÷ó · ó1ó. îÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÕ ÒÅÂÒÁ A1á.

÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4A1áî Ó ËÁÔÅÔÏÍ áî = 4 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: A1á = 4
√

2. ôÁË
ËÁË ó1ó = A1á = 4

√
2, ÔÏ SBB1C1C = 8 · 4√2 = 32

√
2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

SÂÏË. = 2SAA1C1C + SBB1C1C = 2 · 32 + 32
√

2 = 32(2 +
√

2) (Ë×. ÅÄ.):

îÁÊÄÅÍ ÏÂßÅÍ V ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4A1áï:

A1ï =
√
á1á2 −ïá2 =

√√√√(
4
√

2
)2
−

(
8
√

3
3

)2

= 4
√

6
3 :

ôÏÇÄÁ ÏÂßÅÍ

V = S4ABC ·A1ï = 82√3
4 · 4

√
6

3 = 64
√

2 (ËÕÂ. ÅÄ.):

ïÔ×ÅÔ: 32(2 +
√

2) Ë×.ÅÄ.; 64
√

2 ËÕÂ.ÅÄ.

òÉÓ. 2.

õÞÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÏ×
ÐÒÉÚÍ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ×. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ Ï ÎÁËÌÏÎÎÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ, ÂÏËÏ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÎÉÍ ÒÅ-
ÂÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÃ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÊÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÜÔÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.
úÁÄÁÞÁ 2. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁËÌÏÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÓÌÕ-

ÖÉÔ ÒÏÍÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ 6, É ÏÓÔÒÙÍ ÕÇÌÏÍ × 60◦. îÁÊ-
ÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ | ÒÏÍ-

ÂÙ Ó ÏÓÔÒÙÍ ÕÇÌÏÍ × 45◦.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ á÷óDA1÷1ó1D1 (ÒÉÓ. 2), × ËÏÔÏÒÏÍ ∠÷áD =

= 60◦, ∠C1C÷ = ∠C1CD = 45◦; C1í É C1ë | ×ÙÓÏÔÙ ÂÏËÏ×ÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, C1î |
ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ.

ôÁË ËÁË ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ | ÒÏÍÂÙ, ÔÏ C1C = ÷ó = 6. ðÒÉÞÅÍ × ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ C1Cí É C1Cë ÉÍÅÅÍ: Cí = Cë = 6

√
2

2 = 3
√

2.
ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÔÒÅÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ îí ⊥ ÷ó, îë ⊥ CD, ÐÒÉÞÅÍ îí = îë (ËÁË ÐÒÏ-

ÅËÃÉÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ó1í É ó1ë). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ î | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ C1î
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ ÷óD, Ô. Å. ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áó ÒÏÍÂÁ á÷óD.

÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4óíî (Cí ⊥ îí) ÎÁÈÏÄÉÍ:

óî = CM
cos 30◦ = 3

√
2 :

√
3

2 = 2
√

6;

ÔÏÇÄÁ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4ó1óî (C1î ⊥ îó) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ó1î =
√
C1C2 − CH2 =

√
62 −

(
2
√

6
)2

= 2
√

3:
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

V = á÷2 · sin 60◦ · ó1î = 36 ·
√

3
2 · 2

√
3 = 108 (ËÕÂ. ÅÄ.):

ïÔ×ÅÔ: 108 ËÕÂ.ÅÄ.

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ×ÉÄÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Ä×ÕÇÒÁÎ-
ÎÙÍ ÕÇÌÏÍ ÐÒÉ ÒÅÂÒÅ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÕ ÐÉÒÁÍÉÄÕ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÎÙÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÔÅÈ ÇÒÁÎÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÁÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ.

éÚÕÞÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ÓÔÏÉÔ ÏÓÏÂÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄÁÈ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÈ. óÌÅ-
ÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ×ÓÅ ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ), É ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÒÁ×ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ (ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÙÊ ÔÅ-
ÔÒÁÜÄÒ). ðÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÙÍ É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ×ÉÄÙ ÐÉÒÁÍÉÄ: Á) ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ×ÓÅ
ÂÏËÏ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÉ-
ÒÁÍÉÄÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; Â) ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ×ÓÅ
Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ ÒÅÂÒÁÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ; ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ
×ÅÒÛÉÎÙ ÔÁËÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÎÁ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÜÔÏ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÅ; ×) ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ.

õÞÉÔÅÌØ ÓÁÍ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÐÉÒÁÍÉÄ É ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ: Á) Ï ÐÉÒÁÍÉÄÅ,
ÂÏËÏ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÎÉÍ ÒÅÂÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ;
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÁËÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÎÁ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ
ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ; Â) Ï ÐÉÒÁÍÉÄÅ, Ä×Á ÂÏËÏ×ÙÈ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ; ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÏÔÒÅÚËÁ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙÈ ÂÏËÏ×ÙÈ ÒÅÂÅÒ.

óÌÅÄÕÅÔ ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÐÒÉ×ÙÞËÕ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÐÉÒÁÍÉ-
ÄÙ Ó ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ (×ÓÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ) ÐÉÒÁÍÉ-
ÄÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÎÁËÌÏÎÅÎÙ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ (×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÉÌÉ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ), É ÔÏÌØ-
ËÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
É ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ
ÃÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÉÒÁÍÉÄÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÉÄÏ×.

òÉÓ. 3.

úÁÄÁÞÁ 3. ä×Á ÂÏËÏ×ÙÈ ÒÅÂÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ É ÚÁ-
ËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ 12 ÄÍ, 18 ÄÍ É 18 ÄÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ
ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, Á ×ÙÓÏÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÎÁ 6

√
3 ÄÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ áò = á÷ = 18, ÷ò = 12, òï =
= 6

√
3 | ×ÙÓÏÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ òá÷ó (ÒÉÓ. 3).

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ×ÙÓÏÔÙ òë, òí É òî ÇÒÁÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
òá÷, ò÷ó É òáó. éÚ òë ⊥ á÷, òí ⊥ ÷ó, òî ⊥
áó ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÔÒÅÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ: ïë ⊥ á÷,
ïí ⊥ ÷ó, ïî ⊥ áó. ôÏÇÄÁ ∠ïëò = ∠ïíò =
∠ïîò (ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÇÌÙ ÒÁ×ÎÙÈ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ
ÒÅÂÒÁÈ á÷, ÷ó É áó). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ïëò , ïíò É ïîò ÒÁ×ÎÙ, ÏÔËÕÄÁ: ïë =
= ïí = ïî; òë = òí = òî. ðÏÌÕÞÉÌÉ: ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ï ×ÙÓÏÔÙ
òï ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÏ ÏÔ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ ï | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó É ïë = R, ÇÄÅ R |
ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
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ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ ë, í É î Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × 4á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ
áë = áî, ÷ë = ÷í , óî = óí (ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). îÁÊÄÅÍ
ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ áó É ÷ó.

÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ò ÎÁÈÏÄÉÍ: òë = 2S4ABP
AB = 2

√
24·12·6·6

18 = 8
√

2. ôÏÇÄÁ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ
4áòë ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ: AK =

√
AP 2 − PK2 =

√
182 − (8

√
2)2 = 14. úÎÁÞÉÔ, áî = áë =

14 É ÷ë = á÷ − áë = 4 = ÷í . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4ïòë ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ:
ïK =

√
Pë2 −ïP 2 =

√
128− 108 = 2

√
5 = R.

åÓÌÉ óí = óî = È, ÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÒÁ×ÅÎ:

ò4á÷ó = 18 + (14 + È) + (4 + È) = 2 · (18 + È);

S4á÷ó =
√

(È+ 18)(È+ 18− 18)(È+ 18− (È+ 14))(È+ 18− (È+ 4)) =
=

√
(È+ 18) · È · 4 · 14 = 2

√
14È(È+ 18):

ôÏÇÄÁ

R = 2S4ABC
P4ABC

= 2 · 2
√

14x(x+ 18)
2 · (18 + x) = 2

√
14x(x+ 18)
18 + x = 2

√
5

ÉÌÉ √
5 =

√
14È(È+ 18)
È+ 18 =

√
14È√
È+ 18 ⇒ 5(È+ 18) = 14È ⇒ È = 10:

ôÏÇÄÁ ÷ó = 14, áó = 24.
ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂßÅÍ V ÐÉÒÁÍÉÄÙ:

VÐÉÒ. = 1
3 · S4ABC · òï = 1

3 · 2
√

14 · 10 · (10 + 18) · 6
√

3 = 112
√

15 (ÄÍ3):

ïÔ×ÅÔ: 112
√

15 ÄÍ3.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ × ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÁÅÍÙÈ ×ËÌÀÞÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄÁÈ, × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÎÏ É ÔÒÁÐÅÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ òá÷óD Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ á÷óD (á÷ ‖
óD); ×ÓÅ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ÒÅÂÒÁÈ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÏËÏ×ÏÊ ÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ 3200 ÓÍ3, á÷ = 32 ÓÍ, óD = 18 ÓÍ.

òÉÓ. 4.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ÒÅ-
ÂÒÁÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ òá÷óD ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ òï ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ï
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÁÐÅÃÉÀ á÷óD; ÔÏÞËÁ ï
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ îí , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÓÅÒÅ-
ÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: ' = ∠ïëò =
∠ïíò = ∠ïîò | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÇÌÙ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ×
ÐÒÉ ÒÅÂÒÁÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÇÄÅ íî ⊥ á÷,
ïë ⊥ AD (ÒÉÓ. 4).

òï ⊥ (á÷ó), ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ òï ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ
ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

ôÁË ËÁË î, í É ë | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ × ÔÒÁÐÅÃÉÀ á÷óD ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ: áë =
= áî = 1

2á÷ = 16; ëD = DM = 1
2óD = 9. úÎÁÞÉÔ,

AD = áë +ëD = 16 + 9 = 25.
÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ áOD ÎÁÈÏÄÉÍ:

ïë =
√
áë ·ëD =

√
16 · 9 = 12: úÎÁÞÉÔ, ×ÙÓÏÔÁ íî ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÒÁ×ÎÁ 2ïë = 24, Á ÅÅ ÐÌÏ-

ÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ
CD +AB

2 ·MH = 18 + 32
2 · 24 = 600:



ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ 15

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂßÅÍÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ V = 1
3SÏÓÎ: · òï, ÉÍÅÅÍ: 3200 = 1

3 · 600 · òï, ÏÔËÕÄÁ
òï = 16. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4ïíò : tg' = ïò

ïí = 16
12 = 4

3 ⇒ cos' = 0;6.
ôÁË ËÁË ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AOB, BOC, COD É DOA,

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ

SÏÓÎ: = SÂÏË: · cos' ⇒ SÂÏË: = SÏÓÎ:
cos' = 600

0;6 = 1000 (ÓÍ2):

ïÔ×ÅÔ: 1000 ÓÍ2.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÎ
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ. üÔÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ: ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ (ÎÁËÌÏÎÎÙÊ) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ-
ÐÅÄ, ÎÁËÌÏÎÎÁÑ (ÐÒÑÍÁÑ) ÐÒÉÚÍÁ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ É ÄÒÕÇÉÅ ÉÈ ×ÉÄÙ. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÔÁËÉÅ
ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ�, ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
ÚÁÄÁÞÉ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.
úÁÄÁÞÁ 5. ïÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ á÷óA1÷1ó1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ á÷ó É A1÷1ó1, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 12 É 4. îÁÊÄÉÔÅ
ÄÌÉÎÙ ÂÏËÏ×ÙÈ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ á1 ÕÄÁÌÅÎÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 8 ÏÔ
ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ á÷ó.

òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ �ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï� ÄÁÎÎÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.
ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ï | ÃÅÎÔÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ á÷ó, í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÷ó, M1 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÷1C1.

÷ÅÒÛÉÎÁ á1 ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ á÷ó, ÚÎÁÞÉÔ, A1ï ⊥
⊥ (á÷ó) (ÒÉÓ. 5), ÏÔËÕÄÁ A1O ⊥ ÷ó. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, áí ⊥ ÷ó (ËÁË ÍÅÄÉÁÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁá÷ó). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (A1áí) ⊥
÷ó. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÷ó ‖ B1C1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: (A1áí) ⊥ B1C1, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A1ïí ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ í1 ÏÔÒÅÚËÁ ÷1C1, ÔÁË ËÁË á1 ∈ (A1áí) É A1M1 ⊥ B1C1.

òÉÓ. 5.

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË A1M1 = 2
√

3 É ïí = 2
√

3, ÔÏ A1M1 = ïí ,
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË A1M1íï | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. á ÔÁË
ËÁË A1O ⊥ (á÷ó), ÔÏ A1M1íï | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÐÏÜÔÏÍÕ
M1M ⊥ (á÷ó), ÏÔËÕÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ ÷÷1C1ó ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ á÷ó É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A1áí (ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ).

ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÙ ÂÏËÏ×ÙÈ ÒÅÂÅÒ ÷1÷ É ó1ó.
÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4A1áï:

M1í = A1ï =
√
á1á2 −ïá2 =

√
82 − (4

√
3)2 = 4:

ôÁË ËÁË ÷1ó1 = 1
3÷ó, ÔÏ ÷1M1 = 1

3÷í , É ÅÓÌÉ MD = ÷
÷1M1 = 2, ÔÏ BD = ÷í −MD = 6 − 2 = 4. ôÏÇÄÁ × ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÏÍ 4÷÷1D ÎÁÈÏÄÉÍ: ÷1÷ =

√
B1D2 +BD2 = 4

√
2. á ÔÁË

ËÁË ÷÷1ó1ó | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, ÔÏ óó1 = ÷1÷ = 4
√

2.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏËÏ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ ÄÁÎÎÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÎÙ 8, 4

√
2, 4

√
2.

ïÔ×ÅÔ: 8, 4
√

2, 4
√

2.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ �ÛÁÇÁ� ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ
ÞÅÇÏ ÎÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

õÒÏ×ÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ×ÙÛÁÔØ ËÁË �ÎÁ-
ÈÏÄÑÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×�, ÔÁË É ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÈ ×ÉÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ
(ÏÔ ÐÒÉÚÍ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× | Ë ÐÉÒÁÍÉÄÁÍ).



16 å. ÷. ðÏÔÏÓËÕÅ×

÷ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ (É ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ
ËÌÁÓÓÁÈ) ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ É ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÕÂÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ ÒÁ×ÎÏ 6.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ á÷CDA1÷1C1D1 | ÄÁÎÎÙÊ ËÕÂ, ÔÏÞËÁ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A1ó,
� | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ í ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ A1ó (ÒÉÓ. 6).

òÉÓ. 6

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A1ó ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ á÷ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ áó ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÑ á÷CD, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÷D. úÎÁÞÉÔ, A1ó ⊥ ÷D (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÔÒÅÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑ-
ÒÁÈ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, A1ó ⊥ ó1÷. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
A1ó ⊥ (÷C1D), ÏÔËÕÄÁ A1ó ⊥ C1ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: L = A1ó ∩ (÷ó1D) = A1ó ∩ C1ï.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A1ó = 6
√

3, íó = 0;5A1ó = 3
√

3, áó = 6
√

2, ïó = 3
√

2. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ïóL É A1Cá ÉÍÅÅÍ:

ïó : A1ó = óL : Cá ⇒ óL = ïó · óá
á1ó

= 3
√

2 · 6√2
6
√

3
= 2

√
3:

ôÏÇÄÁ ML = íó − óL = 3
√

3− 2
√

3 =
√

3. úÎÁÞÉÔ, íL : LC = 1 : 2.
ôÁË ËÁË � ⊥ A1ó É (÷ó1D) ⊥ A1ó, ÔÏ � ‖ (÷ó1D), ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ m = � ∩ (á÷ó) ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÁ BD (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ),
ÐÒÉÞÅÍ � ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ áó × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ô , ÞÔÏ ôï : ïó = íL : LC = 1 : 2. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ,
ÞÔÏ ïá = ïó, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ: ÔÏÞËÁ ô = � ∩áó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ïá.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ô ∈ m, ô | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ïá É m ‖ BD ⇒ ÔÏÞËÉ P = m ∩ á÷ = � ∩ á÷ É
Q = m ∩ áD = � ∩ áD Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÒÅÂÅÒ á÷ É áD (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ). ôÏÞËÉ ò É
Q | ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ � ‖
(÷ó1D), Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ É ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË � ‖ (÷ó1D), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎØ á÷÷1A1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÇÒÁÎÉ óDD1C1
É ÔÏÞËÁ ò | ÓÅÒÅÄÉÎÁ á÷, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É ÇÒÁÎÉ á÷÷1A1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË
òë ‖ DC1 ‖ AB1, ÇÄÅ ë | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÒÅÂÒÁ ÷÷1; ÔÏÞËÁ ë | ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É ÇÒÁÎÉ áDD1A1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË QR ‖
‖ BC1 ‖ áD1, ÇÄÅ R | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÒÅÂÒÁ DD1; ÔÏÞËÁ R | ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÍ
ÏÔÒÅÚËÉ Rî ‖ DC1 (î | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ó1D1) É ëN ‖ ÷ó1 (N | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÷1C1). ôÏÞËÉ H É N |
×ÅÒÛÉÎÙ ÓÅÞÅÎÉÑ.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÕÂÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË PQRHNK, ÓÔÏÒÏ-
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ, Ô. Å. òë = 3

√
2. ðÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÁ 6 · (3
√

2)2√3
4 = 27

√
3 (Ë×. ÅÄ.).

ïÔ×ÅÔ: 27
√

3 Ë×. ÅÄ.

òÉÓ. 7.

úÁÄÁÞÁ 7. þÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÅ-
ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ
ÅÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÓÅËÕÝÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �
ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÕÇÏÌ �, Á ×ÙÓÏÔÁ ÐÉ-
ÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÎÁ h.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ òá÷óD | ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ
(ÒÉÓ. 7); òï = h | ×ÙÓÏÔÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ; ÔÏÞËÉ E É F |
ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÒÅÂÅÒ ÷ó É áD.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �,
ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ áD ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÇÒÁÎÉ
÷óò .

ôÁË ËÁË áD ‖ ÷ó, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ áD ‖ (÷óò ). úÎÁÞÉÔ, ÏÔÒÅÚÏË íë,
ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎØ ÷óò , ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÅÎ áD (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÕÀ ÄÒÕÇÏÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ
ADKM .

éÍÅÅÍ: EF ⊥ ÷ó; På ⊥ ÷ó (ËÁË ÍÅÄÉÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ 4÷òó) ⇒ ÷ó ⊥ (EFP ) (ÐÏ
ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ⇒ (÷óò ) ⊥ (EFP ) (ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: FL = � ∩ (EFP ), íë = � ∩ (÷óò ). ôÁË ËÁË áD ‖ ÷ó, ÷ó ⊥ (EFP ), ÔÏ
áD ⊥ (EFP ), ÏÔËÕÄÁ áD ⊥ FL, áD ⊥ Få. úÎÁÞÉÔ, ∠EFL = � | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ Ä×ÕÇÒÁÎÎÏÇÏ
ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ � É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

ôÁË ËÁË � ⊥ (÷óò ), (EFP ) ⊥ (÷óò ), ÔÏ FL ⊥ (÷óò ). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, FL ⊥ òå É FL ⊥ íë, ÐÒÉ ÜÔÏÍ L = òå ∩íë É MK ‖ AD
(ÔÁË ËÁË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ BCP É � ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ BC É AD). úÎÁÞÉÔ, ÓÅÞÅÎÉÅ
ADKM | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ FL | ×ÙÓÏÔÁ (L | ÓÅÒÅÄÉÎÁ íë). îÁÊÄÅÍ
SADKM .

ðÕÓÔØ í1, ë1, L1 | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞÅË
í , ë, L, ÐÒÉ ÜÔÏÍ L1 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ M1ë1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÐÒÑÍÙÈ òó, ò÷ É òå
ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÑÍÙÅ áó, ÷D É EF . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, í1 ∈ BD,
K1 ∈ AC, L1 ∈ EF . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ADK1M1, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áë1 É
DM1 ËÏÔÏÒÏÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ ADKM
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ SADKM = SADK1M1

cos� . îÁÊÄÅÍ SADK1M1 .
ôÁË ËÁË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

ïë1L1 É ïFD | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ïL1 = L1K1, OF = FD. ðÏÜÔÏÍÕ

SADK1M1 = AD +K1M1
2 · L1F = 2OF + 2OL1

2 · FL1 = FL2
1:

ôÏÇÄÁ SADKM = FL2
1

cos� . îÁÊÄÅÍ L1F .
÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4L1FL: L1F = LF · cos�. ôÁË ËÁË FL ⊥ òå, EF ⊥ ïò , ÔÏ ∠ïPå =

= ∠åFL = � (ËÁË ÕÇÌÙ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ). ôÏÇÄÁ × 4ïòå:
ïå = ïò · tg� = h · tg�. úÎÁÞÉÔ, åF = 2ïå = 2h · tg�. ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ 4åFL:

FL = åF · cos� = 2h · tg� · cos� = 2h · sin�:
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L1F = LF · cos� = 2h · sin� · cos�.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

SADKM = FL2
1

cos� = 4h2 · sin2 � · cos2 �
cos� = 4h2 sin2 � cos�:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÌÏÝÁÄØ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÎÁÞÅ: SÓÅÞ = AD+MK
2 ·FL. ïÔÒÅÚÏË íë ÍÏÖÎÏ

ÎÁÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÅÞÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ
íK ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ MKD1A1 (ÒÉÓ. 7); F1 = A1D1 ∩ PF .
õ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ LF1 = MK. îÁÊÄÅÍ F1L.

÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ LFF1 ÉÍÅÅÍ ∠FLF1 = � (LF1 ‖ EF ); ∠FF1L = 90◦ + �, ËÁË ÓÍÅÖÎÙÊ Ó
∠LF1ò = 90◦ − �;

∠F1FL = ∠OFP − ∠OFL = (90◦ − �)− � = 90◦ − 2�:

ôÏÇÄÁ × 4LF1F ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× ÉÍÅÅÍ:

LF1
sin (90◦ − 2�) = LF

sin (90◦ + �) ⇒ LF1 = LF cos 2�
cos� = 2h · sin� · cos 2�

cos� :

úÎÁÞÉÔ, íë = LF1 = 2h tg� cos 2�. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ áD = åF = 2h · tg�, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

SÓÅÞ = AD +MK
2 · FL = 2h · tg�+ 2h · tg� · cos 2�

2 · 2h · sin� =

= 2h · tg� · (1 + cos 2�) · 2h · sin�
2 = 4h2 sin2 � cos� (Ë×. ÅÄ.):

ïÔ×ÅÔ: 4h2 sin2 � · cos� Ë×.ÅÄ.

úÁÄÁÞÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÍ × ÔÅËÓÔÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÚÁÄÁÞÎÉËÅ [2].
üÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÉ: 2.006-2.019, 2.021-2.030, 2.035-2.039, 2.043-2.057, 2.062-2.068, 2.073-2.089,
2.190-2.200, 2.205-2.225, 2.231-2.248, 2.253-2.273, 2.295-2.317, 2.320-2.330, 2.350-2.359, 2.384-2.389,
2.395-2.403.
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úÁÄÁÞÅ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1]. ïÄÎÁËÏ, ÔÏÌØËÏ × [2] ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂ-
ÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ Ó ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ É ÌÀÂÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ, Ó ÔÏÞ-
ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ [2], × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ Ó ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ × ÚÁÄÁÞÕ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÔÁËÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÌÁ-
ÇÁÅÍÏÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ
n∑
j=1

ajyj + an+1

n∑
j=1

bjyj + bn+1

(1)

ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ

fk(y1; y2; :::; yn) ≤ Bk; (k = 1; 2; :::;m); (2)

yj ≥ 0; (j = 1; 2; :::; n): (3)
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2),(3) ÞÅÒÅÚ M . åÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ (1) ×

ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (1) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í ÎÉ Ó×ÅÒÈÕ,
ÎÉ ÓÎÉÚÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ (1), (2), (3) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁ-
ÔÅÌØ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0. úÁÄÁÞÕ (1), (2), (3) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ D. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÚÁÄÁÞÁ D
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ
L. ôÏÞÎÅÅ, ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á {y1; y2; :::; yn},
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÚÁÄÁÞÕ D × ÚÁÄÁÞÕ L, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÒÁÚÒÙ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í , ÔÁË
ËÁË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (2) ÌÉÎÅÊÎÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ D ÂÕÄÅÔ
ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÁ
DL. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í ÓÎÏ×Á ×
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÇÉ-
ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ DL
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁ-
ÄÁÞÅÊ LL. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (2) ×ÙÐÕËÌÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ D × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÚÁÄÁÞÁ D ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ L. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ

n∑

j=1
bjyj + bn+1 = 0 (4)
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× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, \×ÙÐÒÑÍÌÑÅÔ" ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (1), Ô.Å. ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (1) × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ

yj =

n∑
j=1

dijy′i + dj;n+1

n∑
i=1

diy′i + dn+1

(j = 1; 2; :::; n) (5)

ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (4). ðÏÌÕÞÉÍ
n∑

j=1
bj

( n∑

i=1
dijy′i + dj;n+1

)
+ bn+1

( n∑

i=1
diy′i + dn+1

)
= 0

ÉÌÉ, ÍÅÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,

n∑

i=1




n∑

j=1
bjdij + bn+1di


 y′i+

n∑

j=1
bjdj;n+1 + bn+1dn+1 = 0:

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (5) ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (4) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ
ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

n∑

j=1
bjdij + bn+1di = 0; (i = 1; 2; :::; n):

îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ
n∑
j=1

bjdj;n+1 + bn+1dn+1 6= 0; ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(1) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÌÉÎÅÊÎÕÀ, Ô.Å. ÚÁÄÁÞÁ D ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÚÁÄÁÞÕ L. õËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ
ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ. ÷ÁÖÎÙÍ ËÒÉÔÅ-
ÒÉÅÍ ÐÒÏÓÔÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ (2), (3), Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ËÁË ÞÉ-
ÓÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (2), ÔÁË É ÞÉÓÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (3). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (5), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (3) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ, Ô.Å. ×
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

y′j ≥ 0; (j = 1; 2; :::; n): (6)
óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ bn+1 6= 0: äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ:

yj =
y′j

n∑
i=1

diy′i + dn+1

; (j = 1; 2; :::; n): (7)

ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÜÔÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (4). ðÏÌÕÞÉÍ

n∑

j=1


bj

y′j
n∑
i=1

diy′i + dn+1


 + bn+1 = 0; (j = 1; 2; :::; n): (8)

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (7) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ
n∑

i=1
diy′i + dn+1 = 0 (9)
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îÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ′ (× ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ
(7)) ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (9) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ′ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(8) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:

n∑

j=1
bjy′j + bn+1

( n∑

i=1
diy′i + dn+1

)
= 0

ÉÌÉ
n∑

j=1
(bj + bn+1dj)y′j + bn+1dn+1 = 0:

ôÅÐÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ dj ; (j = 1; 2; :::; n+ 1) ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (4) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÌÁÓØ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (7) × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÌÁÇÁÑ

dj = − bj
bn+1

; (j = 1; 2; :::; n); dn+1 = 1 (10)

ÄÏÂØÅÍÓÑ ÜÔÏÇÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

yj =
y′j

1−
n∑
i=1

bi
bn+1

y′i
; (j = 1; 2; :::; n) (11)

ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (1) × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
n∑

j=1
�jy′j + �n+1; (12)

ÇÄÅ

�j = bn+1aj − an+1bj
b2n+1

; (j = 1; 2; :::; n); �n+1 = an+1
bn+1

:

îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í ′ ÆÕÎËÃÉÑ

1−
n∑

i=1

bi
bn+1

y′i (∗)

ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (3) ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ (11) ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÉÌÉ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (6), ÉÌÉ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

y′j ≤ 0; j = 1; 2; :::; n;

ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÍÅÎÏÊ y′j ÎÁ −y′j ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (6).
ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (2), (3) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (11) ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

'k(y′1; y′2; :::; y′n) ≤ �k; (k = 1; 2; :::;m) (13)

y′j ≥ 0; (j = 1; 2; :::; n): (3′)
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ (ÍÉÎÉÍÕÍÙ) ÆÕÎËÃÉÉ (1) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í É ÆÕÎËÃÉÉ (12) ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í ′ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ bn+1 6= 0, ÚÁÄÁÞÁ D ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (11) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ L: ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ
ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (12) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í ′, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (13), (3′). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (2), (3)
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ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ (13), (3′). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (2) ÌÉÎÅÊÎÙ,
ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (13) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ (1), (2), (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ
ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (11) ÏÎÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ×
ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (12), (13), (3′) Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ (2),
(3).

ðÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (12), (13), (3′) × ÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ (11) ×ÙÒÁÚÉÍ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÉÓÈÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ïÓÔÁÌÓÑ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ ÆÕÎËÃÉÉ (*) ÎÁ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ′.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (1) ÎÁ ÔÏÞËÁÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í É ÚÎÁËÏÍ ÞÉÓÌÁ bn+1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ,
ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ (11). îÁÊÄÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. éÚ (11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
i, j = 1; 2; :::; n.

y′j
yj

= y′i
yi

= 1−
n∑

i=1

bi
bn+1

y′i:

ïÔÓÀÄÁ

y′jyi = yjy′i; (i; j = 1; 2; :::; n) : (15)
äÁÌÅÅ, ÉÚ (11) ÉÍÅÅÍ

bn+1y′j = yj
(
bn+1 −

n∑

i=1
biy′i

)
= bn+1yj −

n∑

i=1
biyjy′i; (j = 1; 2; :::; n) :

ïÔÓÀÄÁ, × ÓÉÌÕ (15)

bn+1y′j = bn+1yj −
n∑

i=1
biyjy′i; (j = 1; 2; :::; n)

ÉÌÉ

(bn+1 +
n∑

i=1
biyi)y′j = bn+1yj ; (j = 1; 2; :::; n) :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y′j = bn+1yj
bn+1 +

n∑
i=1

biyi
; (j = 1; 2; :::; n): (16)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (16) × (*), ÐÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ

1−
n∑

i=1

bi
bn+1

y′i = bn+1

bn+1 +
n∑
j=1

bjyj
;

Ô.Å. ÚÎÁË ÆÕÎËÃÉÉ(*) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

bn+1
n∑
j=1

bjyj + bn+1

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÎÁËÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (1) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Åí É ÞÉÓÌÁ bn+1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ,
ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (*) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ′. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ (*) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
M ′ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.
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óÌÕÞÁÊ bn+1=0 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÉÄÁ:

y′i = yi + �ij ; (i = 1; 2; :::; n) ; ÇÄÅ j; (1 ≤ j ≤ n) ÔÁËÏÅ; ÞÔÏ bj 6= 0; Á �ij =
{

0; ÅÓÌÉ i 6= j
1; ÅÓÌÉ i = j :

ó ÃÅÌØÀ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.
ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

f (y1; y2) = y1 − y2
y1 + y2 + 1

ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å í




2y1 + y2 − 2 ≤ 0
y1 ≥ 0
y2 ≥ 0

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ

y1 = y′1
1− y′1 − y′2

(17)

y2 = y′2
1− y′1 − y′2

: (18)

ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ

'(y′1; y′2) = y′1 − y′2
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ′

4y′1 + 3y′2 − 2 ≤ 0;
y′1 ≥ 0;
y′2 ≥ 0:

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ y′1 =
1
2 ; y′2 = 0 É '

(1
2 ; 0

)
= 1

2 . üÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ y1 = 1; y2 = 0; f (1; 0) = 1

2 , ËÏÔÏÒÏÅ
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (17), (18).
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éÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ïÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ1

èÅÎË é. í. âÏÓ

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏËÌÁÄ ÎÁ ÓÉÍÐÏÚÉÕÍÅ �300-
ÌÅÔÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ç. ÷. ìÅÊÂÎÉÃÁ `Nova Methodus' (1684{1984)�, ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ Ë ÚÁÇÏÌÏ×ËÕ. ÷ ÎÅÊ
ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ìÅÊÂÎÉÃÅÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÑÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÏÓÎÏ×Å ÓÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ) Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÊÎÏÊ, ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÎÁÞÉÍÏÊ
É ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ. òÁÎÅÅ ÓÔÁÔØÑ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÁ × ÖÕÒÎÁÌÅ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ×ÙÓ-
ÛÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ", �2, 2004 Ç. îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ Ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅÄÁËÃÉÉ
ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

íÙ ÐÒÁÚÄÎÕÅÍ 300-ÌÅÔÉÅ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ2. ÷ ÎÅÊ
ÅÝ£ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÍÎÏÇÏ ÎÅÑÓÎÙÈ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ É ÄÁÖÅ ÚÁÂÌÕÖÄÅÎÉÊ3. ïÄÎÁËÏ Ë 1684 Ç. Õ ìÅÊÂÎÉ-
ÃÁ ÕÖÅ ÓÌÏÖÉÌÏÓØ Þ£ÔËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ �ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ�. �éÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ� ÉÌÉ �ÏÔËÒÙÔÉÅ� ìÅÊÂÎÉÃÅÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÏÂÙÞÎÏ ÄÁÔÉÒÕÅÔÓÑ 1675 Ç.4, ÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÉÄÅÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÍ
ÐÏÎÁÞÁÌÕ, ÂÙÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÙ ÚÁ ÄÅ×ÑÔØ ÌÅÔ, ÐÒÏÛÅÄÛÉÈ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÄÏ
ÐÅÒ×ÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ ÓÁÍÏÇÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ, Á ÔÁËÖÅ ÂÒÁÔØÅ× âÅÒÎÕÌÌÉ, ìÏÐÉ-
ÔÁÌÑ É ÄÒÕÇÉÈ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ; ÏÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÌÏÓØ É ÓÔÁÌÏ ÐÒÉÍÅ-
ÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ó 1684 Ç. ÄÏ 1720 Ç. ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÅ ÐÏÎÑ-
ÔÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÔÅÒÐÅÌÉ ÌÉÛØ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ5. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ Ñ ÂÕÄÕ

1äÏËÌÁÄ ÂÙÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÓÉÍÐÏÚÉÕÍÅ �300-ÌÅÔÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ç. ÷. ìÅÊÂÎÉÃÁ `Nova Methodus' (1684{1984)�,
ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÍ × Ç. îÏÒÄ×ÉËÅÒÈÕÔ (îÉÄÅÒÌÁÎÄÙ) × Á×ÇÕÓÔÅ 1984. ïÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ × Studia Leibnitiana, Sonderheft 14
(Wiesbaden (Steiner Verlag), 1986), pp. 103{118.

2G.W. Leibniz, �Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas, nec irrationales quan-
titates moratur, et singulare pro illis calculi genus�, Acta Eruditorum. ÏËÔÑÂÒØ 1684, pp. 467{473; ÔÁËÖÅ × G. W. Leibniz
Mathematische Schriften (7 vols., ed. C. I. Gerhardt), Berlin and Halle, 1849{1853 (ÐÅÒÅÐÅÞÁÔÁÎÏ Hildesheim 1961{1962),
vol. 5, pp. 220-226.

3óÒ. H.-J. Hess �Zur Vorgeschichte der `Nova Methodus�', StudiÁ Leibnitiana, Sonderheft 14 (Wiesbaden (Steiner),
1986), pp. 64{102. óÍ. ÔÁËÖÅ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÉÅ É ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÑ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÍ ÉÚÄÁÎÉÉ
íÅÔÏÄÁ P. Dupont'ÏÍ É C. S. Roero: Leibniz 1684, Torino (Fac. Sci. Mat. Fis. Nat., Univ. Torino; Series Quaderni di
Mathematica 56), 1984.

4óÍ. Hofmann, J. E., Die Entwicklungsgeschichte der Leibnizschen Mathematik w�ahrend des Aufenthaltes in Paris
(1672{1676), Munchen, 1949, pp. 118-130; Hofmann, J. E., Leibniz in Paris 1672{1676 (ÐÅÒÅ×ÏÄ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ),
Cambridge, 1974, pp. 187{201; Baron, M. and Bos, H. J. M., Newton and Leibniz (Unit C3 of the Open University course
AM 289 History of Mathematics | origins and development of the calculus), Milton Keynes (Open University Press),
197, pp. 35{46 É Bos, H. J. M. Newton, Leibniz and the Leibnizian tradition, (çÌÁ×Á II ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ×: From calculus
to set theory, and introductory history (ed. I. Grattan Guinness), London, 1980), pp. 49{93, ÏÓÏÂÅÎÎÏ pp. 60{70.

5îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÒÁÎÎÉÊ ÐÅÒÉÏÄ ÓÏÓÔÏÑÌÏ × ÐÅÒÅÎÏÓÅ
ÍÅÔÏÄÏ×, ÒÁÚ×ÉÔÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÒÁÂÏÔÁ Ó ËÒÉ×ÙÍÉ) ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ (ÓÅÍÅÊÓÔ×Á
ËÒÉ×ÙÈ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ, ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ); ÓÍ. S.B. Engelsman �Orthogonaltrajektorien im Pri-
oritatsstreit zwischen Leibniz und Newton� Studia Leibnitiana, Sonderheft 14 (Wiesbaden (Steiner) 1986), pp. 144{156,
Á ÔÁËÖÅ Engelsman, S.B. Families of curves and the origins of partial di�erentiation, Amsterdam a. o. (North-Holland
Publ.), 1984.
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ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ6. íÏÅÊ ÃÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ
ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ñ ÐÏÐÙÔÁÀÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÉÓÓÌÅÄÕÑ, × Þ£Í ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ñ ÓÏÂÉÒÁÀÓØ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÔÅÈÎÉËÉ × ÂÏÌØÛÅÊ ÍÅÒÅ, ÎÅÖÅÌÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÅÎÑ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ
ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ, Á ÔÏ, ËÁË ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÓÅÂÅ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ìÅÊÂÎÉÃ É ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ.
ñ ÐÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÍÏÖÅÔ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ,
ÞÁÓÔÏ ÕÐÕÓËÁÅÍÙÅ ÉÚ ×ÉÄÕ.

ìÏÍÁÎÁÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ

ìÅÊÂÎÉÃ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÏÔÍÅÞÁÌ, ÞÔÏ ËÌÀÞÏÍ Ë ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÅÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÅ Ï ËÒÉ×ÏÊ ËÁË Ï ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, × 1684 Ç. ÏÎ ÐÉÓÁÌ Ï
Ó×ÏÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÁÈ:

×ÓÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù×ÅÄÅÎÙ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ, ËÏÔÏÒÙÍ Ñ ÐÏÌØÚÕÀÓØ ÐÒÉ ÉÚ-
ÍÅÒÅÎÉÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÉÇÕÒ: ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ.7

òÉÓ. 1.

þÔÏÂÙ ÐÏÑÓÎÉÔØ ËÏÎÃÅÐÃÉÀ ËÒÉ×ÏÊ ËÁË ÌÏÍÁÎÏÊ Ó
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, Ñ ÒÁÓÓÍÏÔÒÀ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÔ
ÓÌÕÞÁÊ (ÒÉÓ. 1), ËÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏ-
ÍÁÎÏÊ OABC. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÏÍÁÎÏÊ ÌÅ-
ÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÒÄÉÎÁÔÕ y, ÁÂÓÃÉÓÓÕ x, ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ s, ÉÚÍÅÒÑÅÍÕÀ ÏÔ ÎÁ-
ÞÁÌÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÐÌÏÝÁÄØ Q ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÏÊ, ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É
ÏÒÄÉÎÁÔÏÊ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÔÁËÖÅ �Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÏÊ� ËÒÉ×ÏÊ),
É ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ × Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ðÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ. õÖÅ × Ó×ÏÉÈ ÒÁÎÎÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ìÅÊÂÎÉÃ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÓÑ ÔÏÊ ÒÏÌØÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÇÒÁÀÔ × Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ËÒÉ×ÙÍÉ: ÚÁÄÁÞÅ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÈ É ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ïÎ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÌ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ Ó×ÑÚÁ-
ÎÙ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ | Ó ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ:
ÅÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ x
ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÏÒÄÉÎÁÔ ÄÁ£Ô ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ, Á ÒÁÚÎÏ-
ÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÎÁËÌÏÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ ËÒÉ×ÏÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÓÕÍÍ É ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÍ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÍ, ÎÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ
ÕÄÏÂÎÙÍ.

÷ ÒÁÎÎÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ìÅÊÂÎÉÃ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ
É ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÏ×ÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍ É ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌ. 1. ïÎ ÏÔÍÅÞÁÌ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÁÉÍÏÏÂÒÁÔÎÙ: ÐÏÓÔÒÏÉ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÓÕÍÍ, ÍÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ×ÚÑ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

6ñ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ × ÍÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ �Di�erentials, higher-order di�erentials and the derivative
in the Leibnizian calculus�, Archive for History of Exact Sciences, 14, 1974, pp. 1{90; ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÉÔÏÇ
ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÇÌÁ×Å II, pp. 12{35.

7�... omnes deduci posse ex generali quodam meo dimentiendorum curvilineo-rum principio, quod �gura curvilinea
censenda sit aequipollere Polygono in�nitorum laterum�. (Leibniz, Mathematische Schriften (ÐÒÉÍ. 1) vol. 5, p. 126).
ãÉÔÁÔÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × Acta Eruditorum × ÄÅËÁÂÒÅ 1684 Ç.; ìÅÊÂÎÉÃ ÏÔÞÁÓÔÉ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ÉÎÆÉÎÉ-
ÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÊ é. è. ûÔÕÒÍÏÍ × ÍÁÒÔÏ×ÓËÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 1684 Ç.
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ÓÕÍÍ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÍÙ ÏÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÌÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
(ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ a1, ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÍ).

ôÁÂÌÉÃÁ 1
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:
a1, a2, a3, a4, . . . ,

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ:
s1, s2, s3, s4, . . . d1, d2, d3, d4, . . .

ÇÄÅ ÇÄÅ
s1 = a1, d1 = a2 − a1,

s2 = a1 + a2, d2 = a3 − a2,
s3 = a1 + a2 + a3, d3 = a4 − a3,

s3 = a1 + a2 + a3 + a4, d4 = a5 − a4,
É Ô. Ä. É Ô. Ä.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÒÉ×ÙÈ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ìÅÊÂÎÉÃ ÓÄÅÌÁÌ
Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ ×Ù×ÏÄÁ:

• éÚÕÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ ËÒÉ×ÙÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÏÒÄÉÎÁÔ É Ô. Ä.; ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍ, Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ | ÓÕÍ-
ÍÁÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÕÍÍ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÎÏ-
ÓÔÅÊ ×ÚÁÉÍÏÏÂÒÁÔÎÙ, ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÈ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÏÏÂÒÁÔ-
ÎÙÍÉ.

• åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. üÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ
ÍÅÎØÛÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ×ÚÑÔÙ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×. é ÏÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÔÏÞÎÙÍÉ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
ÂÕÄÕÔ ×ÚÑÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ (Á ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÎÕÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ), ÔÏ ÅÓÔØ
ËÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ.

üÔÉ ÉÎÔÕÉÃÉÉ, ÓËÏÌØ ÂÙ ÎÅÑÓÎÙÍÉ ÏÎÉ ÎÉ ÂÙÌÉ, ÂÙÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÙ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ
ìÅÊÂÎÉÃ ÏÓÏÚÎÁÎÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ × 1765 Ç. É ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÕÓÐÅÛÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÇÏÄÙ. ëÏÎÔÕÒÙ ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÔÁËÏ×Ù:

• å£ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÙÈ Ó ËÒÉ×ÙÍÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÂÙ ÓÏÂÏÊ ÍÅÔÏÄ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÈ
É ÐÒÁ×ÉÌÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

• üÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÏÒÄÉÎÁÔ, ÁÂÓÃÉÓÓ É ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) Ó
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ.

• üÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÀ (Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ d), ÓÔÁ×ÑÝÕÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Å£ ÒÁÚÎÏÓÔÎÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ÏÐÅÒÁÃÉÀ (Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ∑), ÓÔÁ×ÑÝÕÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Å£ ÓÕÍÍ. ðÅÒ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ×ÔÏÒÁÑ | ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒ.

• ïÐÅÒÁÃÉÉ d É ∑ ×ÚÁÉÍÏÏÂÒÁÔÎÙ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÃÉÔÁÔÁÍÉ, ËÁË ìÅÊÂÎÉÃ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÜÔÉ ÒÁÎÎÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍ-
ÎÙÅ ÉÄÅÉ. ÷ 1697 Ç. ÏÎ ÐÉÓÁÌ ÷ÁÌÌÉÓÕ:
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òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÓÕÍÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ×ÅÌÏ ÍÅÎÑ Ë ÍÏÅÊ
ÐÅÒ×ÏÊ ÄÏÇÁÄËÅ, ËÏÇÄÁ Ñ ÏÓÏÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ÓÕÍÍÙ |
Ë Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁÍ8.

÷ ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ ìÅÊÂÎÉÃ ÐÉÓÁÌ:

ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÁÌÉÚÁ: òÁÚÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚ-
ÎÏÓÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÅÒ×ÏÅ Ñ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀ ÔÁË:∑ dx = x; ×ÔÏÒÏÅ ÔÁË: d∑x = x. 9

üËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ

ïÐÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÙÌÁ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. ñ ÈÏÞÕ ÒÁÚßÑÓ-
ÎÉÔØ ÜÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÏÂÓÕÖÄÁÑ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÔÅÈÎÉËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ìÅÊÂÎÉÃ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ
× ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÄ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ (×ÍÅÓÔÅ Ó ìÅÊÂÎÉÃÅÍ), ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ËÏ-
ÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÁÑ ËÒÉ×ÕÀ, ÓÏ×ÐÁÄ£Ô Ó ËÒÉ×ÏÊ. åÓÌÉ ÍÙ ×ÉÚÕÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ
ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ (ÒÉÓ. 2), ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÍÎÏÇÉÍ ÐÏÍÏÖÅÔ: ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÒÄÉÎÁÔ É Ô. Ð. ÓÔÁÎÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÚÁÐÏÌÎÑÔ ×ÓÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÏÊ
É ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, Á ÏÔ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ.

òÉÓ. 2.

ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÌÏËÁÌØÎÏ (ÒÉÓ. 3). ÷ ËÁ-
ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉ×ÏÊ ÓÅËÕÝÁÑ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÏÍÁÎÏÊ) ÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, É ×ÙÓÏÔÁ ÐÌÏÓËÏÊ ÐÏÌÏÓËÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÄ-
ÎÉÍ ÉÚ Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÏÒÄÉÎÁÔÅ. üÔÏÔ ÌÏËÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÌÅÇËÏ ×ÉÚÕÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ; ×
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

òÉÓ. 3.

ïÄÎÁËÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÎÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ,
ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÑ ÅÍÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ. ïÎ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÓÅÂÅ ÐÅÒÅÈÏÄ
ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ë ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ
ËÁË ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ú×ÅÎØÑ É ÕÇÌÙ ÌÏÍÁÎÏÊ
ÉÓÞÅÚÌÉ ÂÙ, É ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÍÏÇ
ÂÙ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÎ ÌÉÛØ ÌÏËÁÌØÎÏ. ìÅÊÂÎÉÃ ÓÍÏÔÒÅÌ ÎÁ
ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓËÏÒÅÅ ËÁË ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÌÏÍÁÎÏÊ, ËÁË ÓÔÏÒÏÎÙ É ÕÇÌÙ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. çÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏ; ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚ-
ËÉÍÉ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÕÄÎÏ ×ÉÚÕÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÐÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÌÌÁÐÓÁ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 2, ×Ó£ ÅÝ£ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ìÅÊÂÎÉÃ
ÒÁÚÒÅÛÉÌ, ÉÌÉ ÓËÏÒÅÅ ÏÂÏÛ£Ì ÜÔÕ ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔËÁÚÏÍ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ É ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÁÍÉÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ. ïÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÉÎÆÉ-
ÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÍÉ, ÏÄÎÁËÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÒÏÄÙ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ

8�Mihi considerationern di�erentiarum et summarum in seriebus numerorum primam lucern a�uderat, cum animad-
verterem di�erentias tangentibus, et summas quadraturis respondere�. (ÐÉÓØÍÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÷ÁÌÌÉÓÕ 28.05.1697, Leibniz,
Mathematische Schriften (ÐÒÉÍ. 1) vol. 4, p. 25).

9�Fundamentum calculi: Di�erentiae et summae sibi reciprocae sunt, hoc est summa di�erentiarum seriei est seriei
terminus, et di�erentia summarum seriei est ipse seriei terminus, quorum illud ita enuntio: P dx aequ. x; hoc ita;
d P x aeq. x� (ÉÚ ÒÕËÏÐÉÓÉ ìÅÊÂÎÉÃÁ Elementa calculi novi pro di�erentiis el summis, tangentibus et quadraturis,
ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ C.I. Gerhardt'ÏÍ × Die Geschichte der hÃheren Analysis, erste Ableilung, die Entdeckung der h�oheren
Analysis, Halle 1855, pp. 149-155; ÃÉÔÁÔÁ p. 153).
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×ÅÌÉÞÉÎ × Ó×Ï£Í ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. óËÏÒÅÅ ÏÎ ÉÚÕÞÁÌ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÁÒÎÙÈ
É ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. üÔÏ ÓÍÅÌÙÊ ÐÏÄÈÏÄ,
É Ñ ÓÞÉÔÁÀ, ÞÔÏ ÏÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÔÉÌØ ìÅÊÂÎÉÃÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ | ÓÉÌÕ ÅÇÏ
ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ.

éÓÓÌÅÄÕÑ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÑÍÏÊ ÜËÓÔÒÁÐÏÌÑÃÉÉ, ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÁËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ
×ÙÄÅÌÑÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
ÌÏÍÁÎÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ËÁÖÄÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÅÊ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚ-
ËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. é ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÐÅÒØ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÒÉ×ÏÊ, ÎÅ
ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÉËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
ðÏÎÑÔÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÐÅÒØ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ; ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ É ÅÓÔØ ÐÒÏÂÅÇÁÅÍÁÑ
ÅÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÑÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ d É ∑, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÅÐÅÒØ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ËÁË ÔÁËÏ×ÙÍÉ, d É ∑ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁÄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ïÐÅÒÁÃÉÑ d ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x, y, s, Q É Ô. Ä. ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-
ÅÍÙÅ dx, dy, ds, dQ É Ô. Ä. üÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÓÕÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙ, É ÏÎÉ
ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, y, s É Q. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∑ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x, y,
s, Q É Ô. Ä., ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ∑x, ∑ y, ∑ s, ∑Q, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ.

ëÏÎÃÅÐÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× É ÓÕÍÍ ËÁË ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÎÁ ÚÁÍÅÔÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎØÀÔÏÎÏ×Á
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÌÀËÓÉÊ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÉÎÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓËÏÒÅÅ
ÐÒÏÔÅËÁÀÝÉÈ ÐÏ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÎÅÖÅÌÉ ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÉÈ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

òÉÓ. 4.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÑ d ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ É Ë
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍ. üÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×:

dx d−→ ddx

ds d−→ dds
É Ô. Ä.

üÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ:

ddx = dxI − dx;
(ÒÉÓ. 4), ÇÄÅ dxI É dx ÓÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ dx. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ
×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÎÏ×Ø Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ; ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÓÕÍÍÁÍ ×ÙÓ-
ÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ∑∑x, ∑∑ y, É Ô. Ä. ÷ ÐÒÁËÔÉËÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ
ÓÕÍÍÙ É ÐÏ×ÔÏÒÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÄËÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∑ ÐÒÉÌÁÇÁÅÔÓÑ
× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ.
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�ðÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ�

ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÚÄÅÓØ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ d, ÔÁËÉÅ ËÁË d(x + y) = dx + dy, É Ô. Ð.
ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÖÅÌÁÎÉÅÍ Ñ ×ÅÒÎÕÓØ Ë ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ËÏÎÃÅÐÃÉÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× É ÌÏÍÁÎÙÈ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ ×ÙÛÅ.

òÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÑ Ó×ÏÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ìÅÊÂÎÉÃ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ | Ó
ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. ñ ÓÍÏÇÕ ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁ× ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ:

éÍÅÅÔ ÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ?

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÏÔ×ÅÔ, ÒÁÚÇÌÑÄÙ×ÁÑ ÜÔÕ ÌÏÍÁÎÕÀ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ | ËÒÉ×ÕÀ.
íÙ ÄÏÌÖÎÙ (ÒÉÓ. 5) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ. ëÏÇÄÁ ÍÙ
ÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ. ìÏÍÁÎÙÅ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÅ
ËÒÉ×ÕÀ, ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁ×ÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ (ÒÉÓ. 5, Á), ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ; ÄÒÕÇÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ,
Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ Ú×ÅÎØÅ× ÎÁ ÏÓÉ X ÉÌÉ Y (ÒÉÓ. 5, Â É ×), É
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ
Ó ÎÅÒÁ×ÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ �ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ�
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ; ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ a priori, ÏÔ ËÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÂÙÌ ÓÏ×ÅÒÛ£Î
ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ
ÍÅÎÑÀÔÓÑ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ds ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ dds ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ, Á dx É dy ÂÕÄÕÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ddx É ddy ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ
ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÅÊ). îÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ dx ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ,
É ÔÏÇÄÁ dds 6= 0 É ddx = 0, É Ô. Ä.

òÉÓ. 5.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ËÁË ÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ
×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ ×Å-
ÝÅÊ:

• ÏÔ ÐÒÉÒÏÄÙ ËÒÉ×ÏÊ, É

• ÏÔ ÐÒÉÒÏÄÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÌÏÍÁ-
ÎÏÊ.

ðÏËÁ ÐÒÉÒÏÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÌÏÍÁ-
ÎÏÊ ÎÅ ÕÔÏÞÎÅÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ.
âÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÎÁÚÙ×ÁÌ �ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ�. üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÕÄÁÞÎÏ ×ÙÂÒÁÎÏ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ dx ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÉÌÉ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ Ó×ÏÉ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÒÕÇÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÍ
ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÂÙÌÏ ds.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÃÅÌØ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ-
ÓÔÏÉÔ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ËÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ó ÐÒÉÒÏÄÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. îÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Ä×Á ×ÉÄÁ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ. íÙ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÊÞÁÓ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ.

îÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×

ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÏÄÎÏÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Ë
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ÐÒÉÍÅÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ dx ÁÂÓÃÉÓÓÙ x, ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÁÀÝÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕ, ÐÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 5, Â. äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÁÖÎÏ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÎÅ ÓÞÉÔÁÌ ÜÔÏÔ ×ÙÈÏÄ ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÍ. ïÎ ÈÏÔÅÌ ÓÏÈÒÁ-
ÎÉÔØ Ó×ÏÂÏÄÕ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ, Á ÅÝ£ ÔÏÞÎÅÅ | ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÙÂÏÒ
ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ; ÎÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉÇÕÒÁÈ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÎÕÖÄÁÌÏ ÂÙ ÏÔÄÁÔØ ÜÔÕ
ÐÒÉ×ÉÌÅÇÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÏÌØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, Á ÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y ÉÌÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. ìÅÊÂÎÉÃ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÁÌ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁË:

ðÒÉ ×ÚÑÔÉÉ ÓÕÍÍ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ dx ÉÌÉ dy ÂÙÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ddx = 0,
ÎÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ x ÉÌÉ y (ÅÓÌÉ ËÔÏ-ÌÉÂÏ ÚÁÈÏÞÅÔ ÐÒÉÎÑÔØ y ÚÁ ÁÂÓÃÉÓÓÕ)
ÔÁËÏÊ, ËÁË ÚÁÈÏÞÅÔÓÑ10.

ðÏÜÔÏÍÕ ìÅÊÂÎÉÃ ÎÅ ÈÏÔÅÌ ÉÓÈÏÄÎÏ ÐÒÉÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ; ÏÎ
ÎÅ ÈÏÔÅÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÓÅÇÄÁ × ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚÂÒÁÎÎÏÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÎ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ñ ÓÎÏ×Á ÐÏÄÞÅÒËÎÕ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ-
ÍÉ; ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈ ÜÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔ ÒÁÚ×ÉÔÙÈ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ
ÆÏÒÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÎÑÌÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ
ÒÏÌØ × ÐÏÚÄÎÅÊÛÅÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÏÔÐÁÌÁ11.

ìÅÊÂÎÉÃ ÒÅÛÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÉÎÁÞÅ. ïÎ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ×ÉÌ
ÐÒÉ£ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÒÁÚÌÉÞÁÔØ Ä×Á ÒÏÄÁ ÉÚÍÅÎÑÅ-
ÍÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, ÏÄÉÎ | ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ, ÄÒÕÇÏÊ | ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÉ ÐÒÉ£ÍÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÔÏÑÝÁÑ ÚÁ ÎÉÍÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÉÄÅÑ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÇÏÌØÎÁÑ
ÌÏÍÁÎÁÑ | ÂÙÌÉ ×ÏÓÐÒÉÎÑÔÙ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÏÚÄÎÅÅ ÏÎÉ
ÂÙÌÉ ÚÁÂÙÔÙ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÚ ÚÁÍÅÎÉÌ ÐÒÉ£ÍÙ, ÐÅÒÅÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É
ÕÔÒÁÔÉÌ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÉÄÅÀ. îÏ ÜÔÉ ÁÓÐÅËÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ; Ñ
ÈÏÞÕ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÉÈ ÚÄÅÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÁÒÁÂÏÌÁ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

ay = x2:

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y ×ÄÏÌØ
ËÒÉ×ÏÊ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. üÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ
ÆÏÒÍÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ dx ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÙÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ:

ady = 2xdx
addy = 2(dx)2

ad3y = 0
ad4y = 0

É Ô. Ä.

10�Es ist ganz nicht n�otig dass die dx oder dy constantes und die ddx = 0 seyen, sondern man assumiert die progression
der x oder y (welches man pro abscissa halten will) wie man es gut �ndet�. (ÐÉÓØÍÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÆÏÎ âÏÄÅÎÈÁÕÚÅÎÕ,
Leibniz, Mathematische Schriften (ÐÒÉÍ. 1), vol. 7, p. 387).

11�Di�erentials� (ÓÍ. ÐÒÉÍ. 6) pp. 5{6 É 66{77.
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ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ dy, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÄÒÕÇÉÍÉ:

ady = 2xdx
0 = 2(dx)2 + 2xddx
0 = 6dxddx+ 2xd3x
0 = 6(ddx)2 + 8dxd3x+ 2xd4x
É Ô. Ä.

äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ds ÉÌÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ydx)
ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ ËÏ ×ÓÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ x É y ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ù:

ady = 2xdx
addy = 2(dx)2 + 2xddx
ad3y = 6dxddx+ 2xd3x
ad4y = 6(ddx)2 + 8dxd3x+ 2xd4x

É Ô. Ä.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ, Á ÄÌÑ ×ÙÓÛÉÈ | ÚÁ×ÉÓÑÔ. ðÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ
ÍÏÖÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. üÔÏ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï
Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÍÁÓÔÅÒÓËÉ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÜÔÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ

òÉÓ. 6.

íÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ12 ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÒÉ×ÉÚÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
(ÒÉÓ. 6) ËÒÉ×ÕÀ ó É Ä×Å ÔÏÞËÉ P É P ′, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚ-
ËÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÕÓÔØ R | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ,
×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ P É P ′. òÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ × ÔÏÞËÅ P ÅÓÔØ
ÐÒÅÄÅÌ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ PR ÐÒÉ P ′ → P . (éÌÉ, ËÁË ÏÂ ÜÔÏÍ ÓËÁÚÁÌ ÂÙ ÓÁÍ
ìÅÊÂÎÉÃ: ×ÏÚØÍ£Í PP ′ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ R ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌÅÊ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ P ′ É P ; RP ÅÓÔØ ÒÁÄÉÕÓ
ËÒÉ×ÉÚÎÙ.)

ìÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÒÉ-
×ÉÚÎÙ. üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×; ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÏÔ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÄÌÑ
ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ):

r = ds3

dxddy ÄÌÑ dx = const;

r = ds3

dyddx ÄÌÑ dy = const;

r = dxds
ddy ÄÌÑ ds = const:

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÑÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

r = dyds2

dsddx− dxdds:

12�Di�erentials�, pp. 35{42.



32 èÅÎË é. í. âÏÓ

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ; ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎÎÙÍÉ ÄÌÑ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÏ×, ÐÏÌØÚÕÀÝÉÈÓÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏ-
ÓÔØÀ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÒÉ×ÉÚÎÙ r ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) × ÔÏÞËÅ (x; y):

r = [1 + (f ′(x))2]3=2
f ′′(x) :

ðÒÉÍÅÒ 3. æÏÒÍÕÌÁ d2x
dx2 .

æÏÒÍÕÌÁ d2x
dx2 ÉÚ×ÅÓÔÎÁ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ; ÅÓÌÉ

y = f(x), ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ËÁË

f ′(x) = dy
dx;

f ′′(x) = d2y
dx2 ;

: : :

f (n)(x) = dny
dxn :

æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ É ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÇÏÄÎÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÈÒÁÎÉÌÏÓØ ÓÔÁÒÏÅ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ d2, d3, É Ô. Ä. ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ×ÙÓÛÉÈ
ÐÏÒÑÄËÏ×. ïÄÎÁËÏ × ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÔÏÍ ×ÉÄÅ, ËÁË ÍÙ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍ
ÉÈ ÓÅÇÏÄÎÑ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ; ÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ × ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ dx ÂÅÒ£ÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ; ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÛËÏÌÙ
ìÅÊÂÎÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÁÞÅ, ÎÅÖÅÌÉ ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ËÏÌÌÅÇÁ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ

y = f(x) = x2

a
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

d2y
dx2 = 2

a = f ′′(x) ÄÌÑ dx = const;
d2y
dx2 = 0 ÄÌÑ dy = const;
d2y
dx2 = 2a

a2 + 4x2 ÄÌÑ ds = const

(Ñ ÏÐÕÓËÁÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ). üÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÖÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ
ÓÅÇÏÄÎÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ, ÞÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÐÒÏ-
ÇÒÅÓÓÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ dx), ËÏÇÄÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ d2x

dx2 ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.
íÙ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÎÏ ÕÔÒÁÔÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Õ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ
÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 Ñ ÏÔÍÅÞÁÌ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄ-

ËÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏ ÏÂÝÁÑ ÞÅÒÔÁ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ, ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏ-
ÂÁÍÉ, ÎÅÖÅÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.13 ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÕÓÔØ

dv :: v:
13�Di�erentials�, pp. 47{53.
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üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÅ, É ÏÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÍÅÎØÛÅ-
ÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ dv ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÓÁÍÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÁ
ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÕËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÓËÏ-
ÒÏÓÔÉ: ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÚÁ ÒÁ×ÎÙÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ) ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÌÉ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÈ
ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ, ÉÌÉ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÉÎÁÞÅ. üÔÉ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ìÅÊÂ-
ÎÉÃ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ dv, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÓËÏÒÏÓÔØ É ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ dv ÚÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ,
ÔÏ ÔÏÇÄÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

v = ce−t;

ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. îÏ ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ dv ÏÔÎÅÓÅÎÙ Ë ÒÁ×ÎÙÍ ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÍ ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÑÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, × ËÏÔÏÒÏÊ ds ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÉÌÉ,
ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, vdt ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ds = vdt), ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

v = c
t :

úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÇÒÁÌÁ ×ÁÖÎÕÀ
ÒÏÌØ × ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÍÅÖÄÕ çÀÊÇÅÎÓÏÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ, ÐÒÏÉÚÏÛÅÄÛÅÊ ÏËÏÌÏ 1690 Ç. ðÒÅÄÍÅÔÏÍ ÜÔÏÊ
ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÂÙÌÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÅ, É ÏÎÁ ÂÙÌÁ ×ÙÚ×ÁÎÁ ×ÚÁÉÍÎÙÍ ÎÅÐÏÎÉ-
ÍÁÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÕÞ£ÎÙÈ, ×ÏÚÎÉËÛÅÍ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÕËÁÚÁÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë
ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÌÉÓØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÒÅÄ.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ

ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÂÙÌÁ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅÎÕÖÎÏÊ ÐÏÍÅÈÏÊ. îÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÁ ÄÁ×ÁÌÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï.
ðÅÒ×ÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ ×ÉÒÔÕÏÚÁÍÉ × ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÉ ×ÙÇÏ-
ÄÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÉÍÅÑ ÄÅÌÏ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×, ÏÎÉ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1). ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×
ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÔÁËÉÈ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÆÏÒÍÅ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÈ ÕÐÒÕÇÉÈ ÂÁÌÏË ÉÌÉ
Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÔÅÌ × ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÅ), ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÞÅÒÔÅÖÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÍÅÞÁÌÉÓØ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×, É ÜÔÉ ÞÅÒÔÅÖÉ ÞÁÓÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×Ù-
ÂÏÒÏÍ ÕÄÏÂÎÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ÍÎÏÀ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÄÅÉ É ÐÒÉ£ÍÙ ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ; ÏÎÉ ÕÔÒÁÞÅÎÙ ×
ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÇÏ É ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÊ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÚÄÅÓØ ÐÒÉÞÉÎÙ ÉÈ
ÉÓÞÅÚÎÏ×ÅÎÉÑ; ÏÔÍÅÞÕ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÉÍÅÌÁÓØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒ£ÎÎÏÓÔØ × Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅ-
Ì£ÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× | ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ üÊÌÅÒÁ | É × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ14.

çÌÑÄÑ ÎÁÚÁÄ ÎÁ ÜÔÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ, ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÐÕÔ£Í ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÎÅ-
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ É ÕÒÏÄÌÉ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÅÏÒÉÉ. òÁÂÏÞÉÅ ÐÒÉ£ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÎÅ ÂÙÌÉ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ;
Ñ ÓÞÉÔÁÀ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÂÙÌÉ É ÕÒÏÄÌÉ×ÙÍÉ. îÏ ÏÎÉ ÎÅ ×ÐÉÓÁÌÉÓØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏÅ
ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÂÙÌÉ ÏÔÂÒÏÛÅÎÙ.

÷ ÈÏÄÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÓÞÅÚÌÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ£ÍÙ É ÉÄÅÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅ-
ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×; ÐÒÏÞÉÅ ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ËÉ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÔÁËÖÅ ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÉÓÞÅÚÌÉ ÉÌÉ ÐÒÅÔÅÒÐÅÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÊ
ÇÌÁ×ÅÎÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÏÌÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÁÌÏ ÉÇÒÁÔØ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

14�Di�erentials�, pp. 66{77.
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òÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ

ñ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ËÁË ÓÉÌØÎÅÊÛÕÀ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÀ ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÅÏÒÉÊ15 Ñ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÀ × ÔÁÂÌ. 2.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, Ä×Å ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÉÍ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ; É ÏÂßÅËÔÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ
ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ, ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ìÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÏÂÅÇÁ-
ÀÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÁË ÜÔÏ
ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÅ
ÂÅÒ£ÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ìÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á-
ÎÉÅ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÏ×ÕÀ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ Å£
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÁÚÙ×Á-
ÅÍÕÀ Å£ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ; ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ìÅÊÂÎÉÃÅ×Á
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∑ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÉÓÐÏÌØÚÕÀ ÌÅÊÂÎÉÃÅ× ÔÅÒÍÉÎ �ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ�, ÈÏÔÑ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ
ÞÁÓÔÏ ÚÁÍÅÎÑÌÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÍ �ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ�, ××ÅÄ£ÎÎÙÍ ÂÒÁÔØÑÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ) ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÏ×ÕÀ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÔÁ×ÉÔ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ.

îÁËÏÎÅÃ, ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÌÅÊÂÎÉÃÅ×ÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ-
ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË × Î£Í ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÁÂÌÉÃÁ 2
ìåêâîéãå÷ï óï÷òåíåîîùê
éóþéóìåîéå áîáìéú

âÁÚÏ×ÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ
ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ æÕÎËÃÉÑ

ïÐÅÒÁÃÉÉ
îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×: ÷ÚÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:

ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ → ÆÕÎËÃÉÑ → ÆÕÎËÃÉÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ

x→ dx f → f ′
dy → ddy

óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ: éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ:
ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ → ÆÕÎËÃÉÑ → ÆÕÎËÃÉÑ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ
x→ ∑x f → F

ydx→ ∑ ydx (ÇÄÅ F (x) =
∫ x
a f(t)dt)

îÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ
îÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, îÉËÁËÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ

ÕÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ

üÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÚÂÁ×ÉÌÓÑ
ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉÓÕÝÉÈ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Õ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ. ÷ Î£Í ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ

15äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÍ. (ÐÒÉÍ. 4) Baron and Bos �Newton and Leibniz� pp. 54{57, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÉ
ÒÁÂÏÔÙ �Di�erentials� pp. 34{35, �Newton, Leibniz and the Leibnizian tradition�, pp. 92{93.
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É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×; ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ËÏÎÅÞÎÙ. õÓÔÒÁÎÅÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌÏ× É ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÏÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÏ Ñ ÈÏÞÕ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÅÝ£ ÒÁÚ,
ÞÔÏ ÔÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÕÓÔÒÁÎÅÎÙ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÐÕÔÉ Å£
ÒÁÚ×ÉÔÉÑ, ÎÅ ÂÙÌÉ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÕÒÏÄÌÉ×ÙÍÉ. ñ ÐÏÉÓÔÉÎÅ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÓÍÏÇ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÐÒÉÄÁ×ÁÌÉ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Õ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÓÔ×Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É ÄÁÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ËÒÁÓÏÔÕ.

úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

÷ ÜÔÏÍ ËÏÒÏÔËÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÄÅÔÁÌÉ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÑÓØ × ÏÓÎÏ×-
ÎÏÍ ÎÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉ£ÍÁÈ. ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÄÅÌÁ ÎÅ ÚÁËÒÙÌÁ ÓÏÂÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÏÂÝÅÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÈÏÔÅÌ ÏÔÍÅÔÉÔØ:

• ìÅÊÂÎÉÃÅ×Ï ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ.

• é ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ É ËÒÁÓÉ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÁÍÏ
ÐÏ ÓÅÂÅ.

• üÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ É ËÒÁÓÏÔÁ ÏÔËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏÍÕ, ËÔÏ ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ É
ÓÕÄÉÔ Ï ÎÅÊ × Å£ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Á ÎÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÊ,
×ÏÚÎÉËÛÉÈ ÐÏÚÄÎÅÅ.

ñ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÌ ÏÓÏÂÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÌÅÊÂÎÉÃÅ×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÏÔÌÉÞÉÑ ÏÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉ-
ÚÁ. îÏ ÍÏÇÕÔ ÓÐÒÏÓÉÔØ: ÓÔÏÉÔ ÌÉ ÐÒÉÄÁ×ÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ? ëÁË-ÎÉËÁË ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁ-
ÌÉÚ ÂÙÌ ÓÏÚÄÁÎ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ìÅÊÂÎÉÃ ÖÅ ÓÏÚÄÁÌ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ |
ÏÎ ÂÙÌ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ ÍÙÓÌÉÔÅÌÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ, ÓÏÚÄÁÎÎÕÀ ÄÒÕÇÉÍÉ,
ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÛÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ.

èÅÎË é.í. âÏÓ,
ÐÏÞÅÔÎÙÊ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ óÅËÃÉÉ ÉÓÔÏÒÉÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÁÕË
õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ Ç. õÔÒÅÈÔ, îÉÄÅÒÌÁÎÄÙ.

ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ: á. é. ýÅÔÎÉËÏ×.
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ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÎÔÁÍ
÷ÏÅÎÎÏ-×ÏÚÄÕÛÎÏÊ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÉÍ. ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÅÍÙ 7 É 8. ôÅÍÙ 5 É 6 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.

ôÅÍÁ 7

ðÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
÷ ÒÁÚÄÅÌÅ �÷ÅËÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ� ÍÙ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌÉ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÐÅÒØ ÁËÔÉ×ÎÏ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ,
Á ÔÁËÖÅ ËÒÉ×ÙÈ É ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÐÒÅÄÍÅÔÁ �áÎÁÌÉÔÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ×ÙÒÏÓÌÁ × ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÏÔÒÁÓÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ |
�áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ� | ÎÁÕËÕ, ÐÒÉ×ÌÅËÁÀÝÕÀ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ,
ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ËÏÔÏÒÏÊ | ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÅÄÉÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ × Ó×ÏÉÈ
ÒÁÍËÁÈ ËÁË ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË É ÇÒÁ×ÉÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ. çÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ
ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÄ×ÉÎÕÌ ÅÝÅ á. üÊÎÛÔÅÊÎ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ëÕÌÏÎÁ, ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÀÝÉÊ ÓÉÌÕ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÚÁÒÑÖÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ, É ÚÁËÏÎ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ
ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÅÌ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ ÚÎÁÀÔ
Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉÃÙ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÙÅ.
îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÅÌ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁ-
ÍÁÎÞÉ×ÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÅÄÉÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÌÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÞÔÁÌ üÊÎÛÔÅÊÎ, ÔÏ ÏÎÁ,
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÒÅÄÓËÁÖÅÔ, ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÌÁ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÕÖÉÔØ ÏÔ-
ÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÁÎÔÉÇÒÁ×ÉÔÁÃÉÀ!

ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÍÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÄÅÓØ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ×Ù×Å-
ÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ É ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ
ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ ÍÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ïÂÓÕÄÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ� ÉÌÉ �ÐÒÑÍÁÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ�. ëÏÇÄÁ ÍÙ
ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÂßÅËÔÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ Ä×Å
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ x É y):

F (x; y) = 0;

ÇÄÅ F (x; y) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

2x+ 3y − 2 = 0;
x2 + y2 − 4 = 0;
sinx = cos y

36
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É Ô. Ä. ïÂßÅËÔ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÁÑ), ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÈ
É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x− 2y = 0. ìÅÇËÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅ-
ÎÉÊ: (0; 0), (2; 1), (20; 10), . . . , É ×ÏÏÂÝÅ, ÐÁÒÁ (x; y) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ËÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ
x × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y. åÓÌÉ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ �×ÓÅ� ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÅÝÅ ÓÏ ÛËÏÌØÎÏÊ ÓËÁÍØÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ
(ÓÍ. ÒÉÓ. 7.1).

1 2 3

1

2

3

-1-2-3

-1

-2

-3

òÉÓ. 7.1. ðÒÑÍÁÑ, ÏÐÉÓÙ×Á-
ÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x− 2y = 0

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ × ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ | ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÔÉÐÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÀÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ËÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ×Ù×ÏÄÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÅ. ïÎ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ
ÐÕÎËÔÁÍ:

1) ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ M
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ,

2) ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÁÓÔ ÎÕÖÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.

39. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ É ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ
ÉÚ ÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
39.1. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ ÚÁÄÁÞÕ: ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ A(x0; y0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→a (p; q)
(ÒÉÓ. 7.2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→a ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÏÊ l.

òÉÓ. 7.2. ë ×Ù×ÏÄÕ ËÁÎÏÎÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÉÎÃÉÐÕ, ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M(x; y)
É ×ÙÑÓÎÉÍ, ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÎÁ ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l. ðÏÓËÏÌØËÕ
ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÕÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÅÄÉÎÉÍ
ÔÏÞËÉ A É M ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7.2.
ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-
ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −−→AM ÂÕÄÕÔ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÉÓËÁÌÉ.

ôÅÐÅÒØ, ÓÌÅÄÕÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÐÒÉÎÃÉÐÕ, ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ
ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÅË-
ÔÏÒÙ −→a É −−→AM ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→a (p; q) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AM ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ
ËÁË −−→AM(x− x0; y − y0). ðÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x− x0
p = y − y0

q : (7.1)

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ

ÔÏÞËÁ M Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ
ÔÏÞËÕ A(x0; y0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→a (p; q), ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ (x; y) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (7.1). éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7.1)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÎÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ p É q | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅË-
ÔÏÒÁ, Á (x0; y0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÛÅÊ ÐÒÑÍÏÊ.
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òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÚÏÂÒÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 7.1.
39.2. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÚ ÎÅÇÏ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

éÚ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. ôÏÞÎÅÅ,
ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {

x = x(t);
y = y(t);

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÒÅÍÅÎÉ).

óÔÁÒÔÕÅÍ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ (7.1), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ:
x− x0
p = y − y0

q :

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ t É ÚÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ:




x− x0
p = t;

y − y0
q = t:

õÍÎÏÖÉ× ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ Ó×ÏÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÐÅÒÅÎÅÓÑ x0 É y0 × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

{
x = x0 + pt;
y = y0 + qt:

(7.2)

÷ ÎÅÍ (p; q) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ, Á (x0; y0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ, t | ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ
× �ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ� t = 0 ÔÏÞËÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ
A(x0; y0). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÕ A ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, ÔÏÞËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,
Á ÓÁÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ × ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ, ÔÏ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÎÉÈ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÏÓÔÁ×É× ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ 7.15.
39.3. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖ-
ÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(x0; y0) É B(x1; y1)
(ÒÉÓ. 7.3).

òÉÓ. 7.3. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÕÍÅÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁËÏÊ-
ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË A É B, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ ×ÅËÔÏÒ −−→AB,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÐÒÑÍÏÊ (AB) É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ: −−→AB(x1 − x0; y1 − y0):

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7.1). ÷ÏÓÐÏÌØÚÕ-
ÅÍÓÑ ÉÍÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÚÁÄÁÎÎÙÅ
ÔÏÞËÉ:

l : x− x0
x1 − x0

= y − y0
y1 − y0

: (7.3)
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úÄÅÓØ (x0; y0), (x1; y1) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÑÍÏÊ.
ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÁ × ÐÒÉÍÅÒÅ 7.2.

40. ïÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
40.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÔÏÞËÅ É ÎÏÒÍÁÌÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ×ÅËÔÏÒ −→n (A;B) É
ÔÏÞËÁ M0(x0; y0) É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0 ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (ÒÉÓ. 7.4).

M

M

n

òÉÓ. 7.4. ðÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÚÁÄÁÎÁ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÁÌÉ É
ÔÏÞËÏÊ

ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕM(x; y), ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅËÔÏÒ−−−→M0M É ÚÁÄÕÍÁÅÍÓÑ: ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÏÞËÁ M ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l?
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→M0M
ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ −→n .

÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ
ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−−→M0M | ÜÔÏ (x−x0; y− y0). ðÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ' ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
90◦, Ô. Å. ËÏÓÉÎÕÓ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 0. ÷ÙÒÁÖÁÑ ËÏÓÉÎÕÓ
ÕÇÌÁ ÞÅÒÅÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

cos' = (−→n ;−−−→M0M)
|−→n ||−−−→M0M |

:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 0.
ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

(−→n ;−−−→M0M) = A(x− x0) +B(y − y0):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

l : A(x− x0) +B(y − y0) = 0: (7.4)

ðÒÉ ÜÔÏÍ A É B | ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −→n , ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÊ l, Á (x0; y0) |
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ÅËÔÏÒ −→n (A;B) ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÒÑÍÏÊ l.
40.2. ïÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ. òÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (7.4), ÐÏÌÕÞÉÍ

Ax+By + (−Ax0 −By0) = 0:

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ | ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ C É ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
× ×ÉÄÅ

Ax+By + C = 0: (7.5)
íÙ ÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË × ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÉ (7.4), ÔÏ ÏÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: Á ×ÓÑËÏÅ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÉÐÁ (7.5) ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÐÒÑ-
ÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÔ×ÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ A = B = 0,
ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË C = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ C | ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÂÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (ÅÓÌÉ C = 0), ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å. ÔÁËÏÅ �ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ�
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÌÉÂÏ ÌÏÖÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÅÓÌÉ C 6= 0), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÕÓÔÏ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.5)
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ −→n (A;B). üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.5), × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÂÏ A, ÌÉÂÏ B ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÎÁÊÄÅÍ
ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A 6= 0 É ÐÏÌÏÖÉÍ y = 0. ôÏÇÄÁ
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

Ax = −C;

ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÞÉÓÌÏ x = −C=A. úÎÁÞÉÔ, ÐÁÒÁ (−C=A; 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (7.5),
ÓÉÍ×ÏÌÏÍ l. ôÏÞËÁ M0 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (−C=A; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ l.

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÅÅ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 3x+ 5y + 9 = 0. ðÏÌÏÖÉ× y = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ 3x = −9, ÏÔËÕÄÁ x = −3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÁÒÁ (−3; 0) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×-
ËÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ M0(−3; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ l (ÍÙ ÐÏËÁ ÅÝÅ ÎÅ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ).

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.5) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ax+By + C = 0 ⇔ A(x+ C=A) +B(y − 0) = 0

É ××ÅÄÅÍ ÐÁÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ×: −→n (A;B) É −−−−→M0M(x + C=A; y − 0). ôÏÞËÁ M0(−C=A; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ l, Á ÔÏÞËÁ M Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

n

òÉÓ. 7.5.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ A(x+C=A) +B(y− 0) = 0 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ
ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M(x; y) ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï l, ËÏÇÄÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −→n É −−−→M0M ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÏÎÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ
(ÓÍ. ÓÔÒ. 39). îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï l ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(−C=A; 0) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅË-
ÔÏÒÕ −→n (A;B) (ÒÉÓ. 7.5), ÞÔÏ ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ:

3x+ 5y + 9 = 0 ⇔ 3(x+ 3) + 5(y − 0) = 0:

úÄÅÓØ −→n (3; 5), M0(−3; 0), M(x; y) É −−−→M0M(x+ 3; y− 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (−→n ;−−−→M0M), Ô. Å. ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
×ÅËÔÏÒÏ×.

41. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ (7.5) É ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y:

l: Ax+By + C = 0 ⇔ y = −ABx−
C
B :

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B 6= 0 (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ y × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÔ).

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: k = −A=B, b = −C=B É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

y = kx+ b: (7.6)

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. ïÂßÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 7.6.
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òÉÓ. 7.6. ðÒÑÍÁÑ ÐÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ

ðÒÏÓÔÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ A(0; b) É B(1; k+b).
ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ b × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ | ÜÔÏ ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏÓØ Oy. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, −−→AB(1; k) | ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑ-
ÍÏÊ l.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÉÓÕÎËÏÍ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AC É BC:

|AC| = 1; |BC| = k:

ïÔÓÀÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k | ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË

tg' = |BC|
|AC| ;

Ô. Å. ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.6) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

42. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÏÔÒÅÚËÁÈ
þÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÎÉÅ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÓØ Ox × ÔÏÞËÅ M(a; 0), Á ÏÓØ Oy × ÔÏÞËÅ N(0; b) (ÒÉÓ. 7.7).
ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÏÂÝÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ax+By +C = 0 ÐÒÑÍÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l. íÙ ÚÎÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ
×ÙÐÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: {

Aa+B0 = −C;
A0 +Bb = −C:

òÉÓ. 7.7. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÙÅ
ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÓÑÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÔÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ: A, B
É C. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÏÂÝÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔØ C = 0, ÔÏ
ÐÒÑÍÁÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ. ðÏÜÔÏÍÕ C 6= 0 É ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÂÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ:

{ A
C a+ B

C 0 = −1;
A
C 0 + B

C b = −1;
ÏÔËÕÄÁ A

C = −1
a;

B
C = −1

b

É ÎÕÖÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË
−1
ax−

1
b y + 1 = 0
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ÉÌÉ x
a + y

b = 1: (7.7)

ôÁËÏÊ ×ÉÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÊ × ÏÔÒÅÚËÁÈ.

43. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ l, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2x− 3y + 4 = 0. åÓÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÉÔØ

ÎÁ 4, ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 8x − 12y + 16 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÒÑÍÕÀ. âÏ-
ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ
ÒÁÚÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÑÍÕÀ. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÕÄÏÂÎÏ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ,
ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. äÏÓÔÉÞØ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ.
43.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

�x+ �y − � = 0;

ÇÄÅ �2 + �2 = 1 É � > 0.
íÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÚÁÄÁÞÁ 7.37∗).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ. áÌ-
ÇÏÒÉÔÍÕ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÔÅÏÒÅÍÁ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÅ.
43.2. ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ �x+ �y − � = 0 | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l. ôÏÇÄÁ

1) ÄÌÉÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ −→n (�; �) Ë ÐÒÑÍÏÊ l ÒÁ×ÎÁ 1;

2) ÎÏÒÍÁÌØ −→n ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÐÒÑÍÏÊ l, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7.8, Á;

3) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l ÒÁ×ÎÏ �.

а) б)

n n

M

òÉÓ. 7.8. ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→n (�; �) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÀ ÐÒÑÍÏÊ l
(ÓÍ. ÓÔÒ. 39), Ô. Å. ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÅÊ. äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→n (�; �) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË |−→n | =

√
�2 + �2.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÒÁ×ÎÏ 1. ôÁË ÞÔÏ |−→n | = 1.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 2) É 3) ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ M0(x0; y0) (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.8, Â). ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ−−−→OM0(x0; y0) ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (�; �). úÎÁÞÉÔ, ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. éÎÙ-
ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ t, ÞÔÏ x0 = t�, y0 = t�. ðÒÉÞÅÍ t > 0, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ
ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ) É t < 0, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÁ M0(x0; y0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0; y0)
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ, Ô. Å.

�x0 + �y0 − � = 0:
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ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x0 = t�, y0 = t�:

�t�+ �t� − � = 0

É ×ÙÎÅÓÅÍ t ÚÁ ÓËÏÂËÉ:
t(�2 + �2)− � = 0:

ôÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �2 + �2 = 1, ÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: t = �.
éÔÁË, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ � > 0, ÚÎÁÞÉÔ, É t > 0, Ô. Å. ×ÅËÔÏÒÙ −→n É −−−→OM0

ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ É ÎÏÒÍÁÌØ −→n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÐÒÑÍÏÊ.
òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ −−−→OM0, ËÏÔÏÒÁÑ

×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

|−−−→OM0| =
√

(t�)2 + (t�)2 =
√
t2(�2 + �2) = |t|1 = �: 2

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÍ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ 7.4.

þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 7.5).
43.3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ �x+ �y − � = 0 | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(A; l)
ÏÔ ÔÏÞËÉ A(x0; y0) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

�(A; l) = |�x0 + �y0 − �|:

òÉÓ. 7.9. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ Auv × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ Oxy.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ËÏ-
ÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A | ÜÔÏ (0; 0) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 43.2). ðÏÜÔÏÍÕ
××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Auv (ÒÉÓ. 7.9), ÏÓÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÔÏÞËÏÊ A.

÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÔÁÒÙÅ É ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A × ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ | (x0; y0), Á × ÎÏ×ÏÊ | (0; 0),
ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁ x = x0, ÔÏ u = 0, Á ËÏÇÄÁ y = y0, v = 0. îÅÓÌÏÖ-
ÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

u = x− x0; v = y − y0:
÷ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ x É y:

x = u+ x0; y = v + y0

É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l:

�(u+ x0) + �(v + y0)− � = 0:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�u+ �v + (�x0 + �y0 − �) = 0:

ôÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÔÏ �2 + �2 = 1. ôÁË ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÚÎÁË Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ).
ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô. Å. ÔÏÞËÉ A)
ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l ÒÁ×ÎÏ |�x0 + �y0 − �|. 2
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44. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ, Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅ-

ÓÅËÁÔØÓÑ, ÌÉÂÏ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÚÕÞÁÑ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ l1 É l2 ÚÁÄÁÎÙ Ó×ÏÉÍÉ ÏÂÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

l1 : A1x+B1y + C1 = 0;
l2 : A2x+B2y + C2 = 0:

åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÏ, ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, l1 = l2. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ:

A1
A2

= B1
B2

= C1
C2
:

åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.10), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ôÁË ËÁË −→n1(A1; B1), Á −→n2(A2; B2), ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ
×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

A1
A2

= B1
B2
:

òÉÓ. 7.10. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑ-
ÍÙÅ

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÝÅ
A1
A2

= B1
B2

6= C1
C2
;

ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÉ ÂÙÌÉ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Ô.Å.
A1
A2

6= B1
B2
:

45. ðÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ
óÌÏ×Ï �ÐÕÞÏË� × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÒÁÚÇÏ×ÏÒÎÏÍ ÑÚÙËÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ,

ÎÅÞÔÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ, ÎÏ ÐÏÈÏÖÉÈ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ �×ÅÔÏÞÅË�. ÷ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ �×ÅÔÏÞ-
ËÉ� | ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ (ÐÏËÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). òÁÚÌÉÞÁÀÔ Ä×Á ÔÉÐÁ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ: ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ
ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÒÉÓ. 7.11, Â), É ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ (ÒÉÓ. 7.11, Á). ÷ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÂÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÅÚÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ
ÐÕÞËÏ×. æÁËÔÉÞÅÓËÉ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÈ ×Ù×ÅÄÅÍ.

а) б)

òÉÓ. 7.11. ðÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ: Á) ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ; Â) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÕÞËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ −→a (p0; q0) É ÏÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ
Ó ÔÁËÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ. úÄÅÓØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
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ÐÒÑÍÏÊ (7.1). ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ ÎÅ ÄÁÎÁ ÔÏÞËÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ. åÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É
ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, x0 = �, y0 = �. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ:

x− �
p0

= y − �
q0

:

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔÎÅÅ, ×ÏÚØÍÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, −→a (2; 3). ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ
ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

x− �
2 = y − �

3 :

ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ × ×ÉÄÅ:

q0x− p0y + (�p0 − �q0) = 0:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (p0; q0) × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ, Á � É � |
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �p0 − �q0 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷ÚÑ× ÅÇÏ ÚÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒ 
, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ
ÐÒÑÍÙÈ :

q0x− p0y + 
 = 0: (7.8)

ðÁÒÁÍÅÔÒ 
, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÕÞËÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÎÁÐÒÑÍÕÀ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ
ÐÒÑÍÙÍÉ × ÐÕÞËÅ. ëÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉ-
ÍÅÒÅ 7.6.

ó ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ. ðÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ï ÞÅÍ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ.

éÔÁË, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→a (p; q):

x− x0
p = y − y0

q ;

ÉÌÉ
q(x− x0)− p(y − y0) = 0: (7.9)

üÔÏ É ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
åÓÌÉ × ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ py0 − qx0 ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ËÁËÏÊ-

ÎÉÂÕÄØ ÎÏ×ÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÔÅÒÑÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ!

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.9) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ (ÓÍ. ÐÒÉ-
ÍÅÒ 7.7).

46∗. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ
÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ÔÏÞÎÅÅ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ,

ËÁË �ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ�. ðÏÄ ÎÉÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÏÈÏÖÉÈ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÏÂßÅËÔÏ× Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ËÕÒÓÁ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÜÔÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÅÊ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÔÅÒÍÉÎ
�ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ�. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×,
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. âÙÌÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏ-
ÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ××ÅÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ
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ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÅÇÏ ËÏÎÃÁ (ÍÙ ÓÞÉÔÁ-
ÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ!

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÜÔÏ ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÕÞËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÞËÁ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ).
þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ (7.8)
É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÐÕÞËÁ (ÒÉÓ. 7.12).

òÉÓ. 7.12. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÕÞËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ

ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l
 ÐÕÞËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

q0x− p0y + 
 = 0;

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ l. úÎÁÞÉÔ, Ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ
ÐÒÑÍÁÑ l. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ 
 ÐÒÑÍÙÈ × ÐÕÞËÅ ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÐÒÑÍÏÊ l).

ôÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÐÕÞËÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ (7.9), ×ÙÂÒÁ×
ÚÁ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 7.13). ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ

ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ:
qx− py = 0: (7.10)

îÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ |
ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÕÞËÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(ÒÉÓ. 7.13). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÕÞËÁ (ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ËÁË l0)
ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÐÒÑÍÕÀ l ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÕÞÏË ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÌÀÓ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ x∞, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÒÑÍÏÊ l0! ÷ÏÐÒÏÓ
× ÔÏÍ, ËÁË ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÏÄËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÐÒÑÍÏÊ l. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÕÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË P1.

òÉÓ. 7.13. ðÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ òÉÓ. 7.14. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ

óÔÒÏÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ: ÂÌÉÚËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÕÞËÁ
(ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÁÌ) ÄÏÌÖÎÙ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
(ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÁÌÅÎØËÏÅ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ x∞ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ×ÏÚØÍÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ l1; l2; : : :, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈÓÑ Ë l0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.14).
ôÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó l ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÈÏÄÉÔ ×ÐÒÁ×Ï ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ l−1; l−2; : : : (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.14), ÐÒÉ-
ÂÌÉÖÁÀÝÉÈÓÑ Ë l0 Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ l ÂÕÄÅÔ
ÕÈÏÄÉÔØ ×ÌÅ×Ï × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ËÁË ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË, ÔÁË É
×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÓÌÕÖÉÔØ ÔÏÞËÁ x∞. úÎÁÞÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄËÌÅÉÔØ ÔÏÞËÕ x∞ Ë ÐÒÑÍÏÊ l, ÎÕÖÎÏ ÏÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ� ÐÒÑÍÏÊ l (ÒÉÓ. 7.15). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÔÏ-ÔÏ,
ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ�.
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òÉÓ. 7.15. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ

ïÂÓÕÄÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ | ÜÔÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(7.10), × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× p É q. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÜÔÕ
ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (p; q) É ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÚÑÔØ ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. îÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ (p; q), (2p; 2q),
(−2p;−2q), . . . × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÑÍÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÁË (p : q).

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 7.1. ÷ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(2; 3) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅË-
ÔÏÒÕ −→a (−1; 4).
òÅÛÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÒÑÍÏÊ (7.1), ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× x0, y0, p É q ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ ×
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÁÒÁÍÅÔÒÙ x0, y0 | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ x0 = 2, y0 = 3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p É q | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ; Õ ÎÁÓ p = −1, q = 4. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.1),
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ:

l : x− 2
−1 = y − 3

4 :

÷ÓÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÏÄÎÏ �ÎÏ�! äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÍÎÉÔØ ËÁË ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÁË É ÓÍÙÓÌ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÏ×. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÓÌÏÖÎÏ. îÏ ÔÏÌØËÏ × ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÔÁËÏÇÏ
ÓÏÒÔÁ ÆÏÒÍÕÌ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÐÁÍÑÔØ ÎÅÔÒÅÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ×ÅÓØÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ �ÆÏÒÍÕÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ�, ÕÄÅÌÑÑ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÄÅÑÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÁÍ, ÉÌÉ ËÁÒÔÉÎËÁÍ. ôÁË É × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ-
ÃÉÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÉÓÕÎËÁ (ÒÉÓ. 7.16), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÔÏÞËÕ A(2; 3), ×ÅËÔÏÒ−→a (−1; 4) É ÔÏÞËÉ M(x; y): ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l É ×ÎÅ ÅÅ.

òÉÓ. 7.16. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 7.1

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÉÓÕÎÏË ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÎ. óÏ×ÅÒÛÅÎ-
ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÔÍÅÞÁÔØ
× ÎÅÊ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
ÒÉÓÕÎÏË ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ É ËÏÎÃÅÎÔÒÉ-
ÒÏ×ÁÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.

éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ M ∈ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −−→AM ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ×ÙÐÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AM(x− 2; y − 3) É ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ×ÅËÔÏÒÁ −→a (−1; 4):

l : x− 2
−1 = y − 3

4 :
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ðÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÅ | ÚÁÄÁÞÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ
ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ, ÎÁÄÅÑÓØ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÓÍÏÖÅÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ!

ðÒÉÍÅÒ 7.2. ÷ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 3) É B(2; 7).
òÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×Ù×ÅÄÅÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (7.3), ÎÏ ÌÕÞÛÅ ÐÏÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ É
×Ù×ÅÓÔÉ ÅÇÏ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÉÓÕÎËÁ (ÒÉÓ. 7.17).

òÉÓ. 7.17. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 7.2

ôÏÞËÉ A(2; 3) É B(2; 7), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÄÁÀÔ ×ÅËÔÏÒ −−→AB(0; 4). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ
M(x; y) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅËÔÏÒ −−→AM(x− 2; y − 3).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −−→AM ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ −−→AB, Ô. Å. ÉÈ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ÷ÙÐÉÓÙ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔ×ÅÔ:

l : x− 2
0 = y − 3

4 :

ëÁË ÓÔÒÁÎÎÏ! ëÁÖÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÌÉ ×ÅÒÎÏ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÛÉÂÏË ÔÏÖÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓÔÉÌÉ, Á ×
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÎÕÌØ. á �ÎÁ ÎÕÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑ!� | ÉÓÔÉÎÁ, ÕÓ×ÏÅÎÎÁÑ
ÅÝÅ × ÛËÏÌÅ. þÔÏ ÜÔÏ? ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÌÉ ÍÙ ×ÓÅ ÖÅ ÇÄÅ-ÔÏ ÏÛÉÂÌÉÓØ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÎÅÔ É ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ×ËÒÁÌÁÓØ × ÎÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. äÅÌÏ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÒÏ-
ÂÅÊ! ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅÅ ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË �ÒÁ×ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ�. á ÞÔÏÂÙ
ÎÕÌØ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ �ÎÅ ÒÅÚÁÌ ÇÌÁÚ�, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ:

x− 2
0 = y − 3

4 ⇔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×
ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÒÁÊÎÉÈ

⇔ 4 · (x− 2) = 0 · (y − 3) ⇔ x− 2 = 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ | ÜÔÏ x = 2.

ðÒÉÍÅÒ 7.3. îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(−1; 0) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ-
ÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (5; 2).
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÉÓÕÎËÁ (ÒÉÓ. 7.18), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ É ÔÏÞËÕ
M(x; y) Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÉÓËÏÍÏÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→M0M(x+ 1; y) ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ −→n .

òÉÓ. 7.18. òÉÓÕÎÏË Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 7.3

õÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

−−−→M0M⊥−→n ⇔ (−−−→M0M;−→n ) = 0:

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ −→n (5; 2) É −−−→M0M(x+1; y) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(−−−→M0M;−→n ) = 5(x+ 1) + 2y:

úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

5(x+ 1) + 2y = 0:

ðÒÉÍÅÒ 7.4. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l: 2x− y + 4 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅ-
ÍÏÊ 43.2. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÉ −→N (2;−1). åÅ ÄÌÉÎÁ |−→N | =

√
4 + 1 =

√
5.
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åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ×ÅËÔÏÒ −→N ÐÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −→n
(

2√
5 ;
−1√

5

)
, ÓÏÎÁÐÒÁ-

×ÌÅÎÎÙÊ Ó −→N .
åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l ÎÁ

√
5, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

2√
5
x− 1√

5
y + 4√

5
= 0;

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÞÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ, ÔÁË ËÁË
( 2√

5

)2
+

(−1√
5

)2
= 1:

ïÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÁË ËÁË × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ −�, ÇÄÅ � > 0, Á Õ ÎÁÓ + 4√

5 .
õÍÎÏÖÉ× ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ (−1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

− 2√
5
x+ 1√

5
y − 4√

5
= 0

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 43.2 ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 4√
5 .

ðÒÉÍÅÒ 7.5. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(1; 2) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l: 2x− y + 4 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 43.3 ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ × ÎÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A É ×ÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ: − 2√

5x + 1√
5y −

4√
5 = 0.

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A É ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔ×ÅÔ:

�(A; l) =
∣∣∣∣−

2√
5

1 + 1√
5

2− 4√
5

∣∣∣∣ = 4√
5
:

ðÒÉÍÅÒ 7.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ:

l1 : 2x− 3y + 4 = 0; l2 : 2x− 3y + 2 = 0:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 7.4 ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ É × ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (ÒÉÓ. 7.19).

а) б)

O

=

òÉÓ. 7.19. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÏ-
ÖÉÔØ ÉÌÉ ×ÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.19).

ðÏËÁ ÏÔÌÏÖÉÍ ×ÙÑÓÎÅÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ
ÔÏÞËÉ O(0; 0) ÄÏ ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 7.4.
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óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÉÈ ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (−√13):

l1 : − 2x√
13

+ 3y√
13
− 4√

13
= 0; l2 : − 2x√

13
+ 3y√

13
− 2√

13
= 0:

ïÔÓÀÄÁ �(O; l1) = 4√
13 , �(O; l2) = 2√

13 .
ôÅÐÅÒØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÙÈ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ: ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÜÔÉ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ×ÙÞÉÔÁÔØ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 43.2 ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë
ÐÒÑÍÏÊ! ÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ −→n1 = −→n2(− 2√

13 ;
3√
13). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÅÖÉÔ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ

ÎÁ ÒÉÓ. 7.19, Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ

�(l1; l2) = �(O; l1)− �(O; l2) = 4√
13
− 2√

13
= 2√

13
:

ðÒÉÍÅÒ 7.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ

l1 : x+ 3y − 4 = 0; l2 : 2x− y + 7 = 0:

òÉÓ. 7.20. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 7.7

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒ-
ÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 7.20). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ
ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÕÇÏÌ ', ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ �=2. ðÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÅÊ (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ −→n1(1; 3) É −→n2(2;−1)).
íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ ÏÓÔÒÙÊ ÉÌÉ
ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÕÇÏÌ  ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÕÐÙÍ. ôÏÇÄÁ ' +  = � É cos = − cos' < 0.
îÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→n1 É −→n2. üÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:

cos = (−→n1;−→n2)
|−→n1||−→n2| :

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÁË É ÉÈ ÄÌÉÎÕ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÔØ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ:

(−→n1;−→n2) = 1 · 2 + 3 · (−1) = 2− 3 = −1;
|−→n1| =

√
12 + 32 =

√
10; |−→n2| =

√
22 + (−1)2 =

√
5:

éÔÁË, cos = −1
5
√

2 . ôÁË ËÁË cos ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÕÇÏÌ  | ÔÕÐÏÊ. ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ
' = � −  É cos' = | cos( )| = 1

5
√

2 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' = arccos 1
5
√

2 .

ðÒÉÍÅÒ 7.8. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÙÍÉ

l1 : x+ 3y − 4 = 0; l2 : 2x− y + 7 = 0:

òÅÛÅÎÉÅ. úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ:
ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ
M(x; y) ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: �(M; l1) = �(M; l2).
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òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 7.6. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ
Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:

l1 : x√
10

+ 3y√
10
− 4√

10
= 0; l2 : − 2x√

5
+ y√

5
− 7√

5
= 0:

ôÅÐÅÒØ

�(M; l1) =
∣∣∣∣
x√
10

+ 3y√
10
− 4√

10

∣∣∣∣ ; �(M; l2) =
∣∣∣∣−

2x√
5

+ y√
5
− 7√

5

∣∣∣∣ :

ðÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ ÜÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ:
∣∣∣∣
x√
10

+ 3y√
10
− 4√

10

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−

2x√
5

+ y√
5
− 7√

5

∣∣∣∣ :

ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÏÞËÁ M(x; y) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÉÓËÏÍÏÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÓÑ ÎÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ÔÉÐÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÄÕÌÉ.
éÚÂÁ×ÉÍÓÑ ÏÔ ÎÉÈ, ÐÏÍÎÑ. ÞÔÏ |a| = |b| ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b:

x√
10

+ 3y√
10
− 4√

10
= − 2x√

5
+ y√

5
− 7√

5
;

x√
10

+ 3y√
10
− 4√

10
= 2x√

5
− y√

5
+ 7√

5
:

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ. ÷ÅÄØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÉÓ-
ÓÅËÔÒÉÓÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅ ÏÄÎÉ
ÕÇÏÌ, Á ÞÅÔÙÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÕÇÌÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÔ×ÅÔÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ b1 É b2.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÐÌÏÈÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ:

b1: (1 + 2
√

2)x+ (3−
√

2)y − 4 + 7
√

2 = 0;
b2: (1− 2

√
2)x+ (3 +

√
2)y − 4− 7

√
2 = 0:

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
7.1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÙÈ.
7.2. úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁËÏ× ÓÍÙÓÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ

ÐÅÒÅÄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x É y?
7.3. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ.
7.4. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, É ×ÅËÔÏÒÕ ÎÏÒÍÁÌÉ.
7.5. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ k É b?
7.6. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ ÏÓÑÈ. ëÁËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ?
7.7. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0). ëÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ,

ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0, ÎÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ?
7.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÁÍ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ.
7.9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ.

úÁÄÁÞÉ
7.1◦. ìÅÖÁÔ ÌÉ ÔÏÞËÉ M1(2;−3), M2(−2;−3), M3(2; 3) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ x− 3y + 7 = 0?
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7.2◦. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ Ó ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ Ox ÕÇÏÌ:

Á) 45o; Â) 90o; ×) 120o; Ç) 135o:

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ.

7.3◦. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(2; 0) ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45o Ë ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÓÉ
Ox. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

7.4◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 4) É B(−1; 3). ëÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ
ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÑÈ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ?

7.5◦. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÑÍÙÅ x+ 2y − 6 = 0; y = −2x+ 1; x
3 + y

4 = 1; 2x+ 5 = 0, y + 3 = 0. õËÁÖÉÔÅ
ÉÈ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

7.6◦. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ A(8;−2), B(2; 5), C(0; 0). óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ É ÕËÁÖÉÔÅ ÕÇÌÙ ÎÁËÌÏÎÁ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ Ë ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ
ÏÓÉ Ox.

7.7◦. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(1; 3) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ 3x − 4y + 1 = 0. úÁÐÉÛÉÔÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ëÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÑÈ ÏÎÁ ÏÔÓÅËÁÅÔ?

7.8◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P (−2; 1) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
2x+ 3y + 5 = 0.

7.9◦. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ 2x− 3y − 1 = 0 É 4x− y + 3 = 0.

7.10◦. óÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ 3x−y−2 = 0; y = x−2,
x− 2 = 0. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

7.11◦. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 0) É B(0; 4). þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C(1; 1) ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

7.12◦. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(1;−1) É B(3; 1). þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C(3; 2) ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

7.13◦. ðÒÑÍÁÑ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÑÈ Ox É Oy ÏÔÒÅÚËÉ a = 2 É b = 5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.

7.14. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÎÃÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ
ÔÏÞËÉ A(−3; 3), B(5; 5).

7.15. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
A(1;−1) × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→a (2; 7).

7.16. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ O(0; 0) É A(4; 0) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, Á ÅÇÏ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ B(0; 2). óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ-
ÇÒÁÍÍÁ.

7.17. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ M(−6; 12) ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ 4x+ 7y + 5 = 0.

7.18. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ P (−3; 6) ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(7;−9) É
B(0;−5).
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7.19. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(4; 3) É ÏÔÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÔ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÌÏÝÁÄØÀ S = 3.

7.20. äÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ M(1; 6), Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
x+ 2y = 23. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

7.21. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ A(−3; 4); B(5; 2), C(8; 2). îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎÙ, ×ÙÓÏÔÙ É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B Ë ÓÔÏÒÏÎÅ AC.

7.22. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC, ÅÓÌÉ A(3; 0),
B(1;−3), C(1; 3).

7.23. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ:
Á) l1 : 3x− y + 11 = 0; l2 : x+ 3y − 7 = 0.
Â) l1 : 3x+ 2y − 1 = 0; l2 : A(1; 4); B(−5;−11).
×) l1 : A(0; 1); B(6;−3); l2 : M(3; 8); N(−1; 2).

7.24. îÁÊÄÉÔÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÕÇÌÙ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ
A(1;−3), B(0; 0), C(3; 9).

7.25. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(2;−5) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ 3x− y − 5 = 0.
7.26. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(−8; 12) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ (AB); ÅÓÌÉ A(2;−3); B(−5; 1).
7.27. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ x− 2y = 3 É 2x− 4y = 7, ÐÒÅÖÄÅ ÄÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÏÎÉ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.
7.28. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 4 ÅÄÉÎÉÃ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÍ:

Á) 3x− 4y + 5 = 0; Â) y = 3
4x+ 2; ×) x = 3; Ç) y = −1:

7.29. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(2; 0) ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 3 ÅÄÉÎÉÃ ÏÔ
ÔÏÞËÉ B(6; 0).

7.30. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ l1 É l2 É ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ
ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÏÔ ÎÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÅÓÌÉ l1: 2x− 5y + 7 = 0, l2 : 4x− 10y + 9 = 0.

7.31. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁ A(5;−3) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÙÓÏÔ: 2x − y = 0,
3x− 7y + 16 = 0. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

7.32. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁ A(2; 6), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ 5x+ 2y − 27 = 0 É
ÍÅÄÉÁÎÙ 4x + 5y − 8 = 0, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

7.33. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁ A(1; 3) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÅÄÉÁÎ x−2y+ 1 = 0,
y − 1 = 0. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

7.34. äÌÑ ÔÏÞËÉ P (0; 10) ÎÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÏÔÒÅÚÏË, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ
ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ x− 3y + 10 = 0 É 2x+ y − 8 = 0 ÄÅÌÉÌÓÑ × ÔÏÞËÅ P ÐÏÐÏÌÁÍ.

7.35. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 4ABC ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÎÃÏ× ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ A(2; 3),
B(1; 0). îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÔÅÔÏ×.

7.36. äÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4ABC: A(−8; 8), B(2;−7), C(−5;−3). îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A Ë ÍÅÄÉÁÎÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B.

7.37∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ.

7.38∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ l1 É l2, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ y = k1x+ b1 É y = k2y + b2, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

tg' = k2 − k1
1 + k1 · k2

:
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ðÌÏÓËÏÓÔØ
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂßÅËÔ ÐÏÓÌÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÌÉÛØ Ë ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌØ,
ÕÓ×ÏÉ×ÛÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÍÙ, ÂÅÚ ÏÓÏÂÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÐÏÊÍÅÔ É ÜÔÕ ÔÅÍÕ.

47. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ

òÉÓ. 8.1. ðÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÏÞËÁ M0(x0; y0; z0) É ×ÅËÔÏÒ −→n (A;B;C). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0 ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (ÒÉÓ. 8.1). ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ, ×ÏÚØÍÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M(x; y; z) É ×ÙÑÓÎÉÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÎÁ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �.

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ −→n , ÐÏÜÔÏÍÕ
ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÁËÖÅ ÅÍÕ ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÁÑ (M0M) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÅËÔÏÒ −−−→M0M)
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ −→n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ M ÐÏÐÁÄÁÅÔ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.1).

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−−→M0M ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:−−−→M0M(x−x0; y− y0; z− z0), Á ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ: (−→n ;−−−→M0M) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

�: A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0: (8.1)

÷ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ −→n (A;B;C) | ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÑÔÏ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏÒÍÁÌØÀ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á (x0; y0; z0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

48. ïÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (8.1) ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ

Ax+By + Cz − (Ax0 +By0 + Cz0) = 0:

ôÁË ËÁË ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (−(Ax0+By0+Cz0)) | ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÍÙ ÅÅ ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ D.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:

Ax+By + Cz +D = 0: (8.2)

ôÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. íÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (A;B;C) | ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ÌÀÂÏÅ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (A;B;C) = (0; 0; 0), ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
(ÅÓÌÉ D 6= 0), ÌÉÂÏ ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÅÓÌÉ D = 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ A;B;C ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(A;B;C) ÞÅÒÅÚ −→n É ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8.2).

54
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ôÁË ËÁË −→n (A;B;C) 6= 0, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. âÅÚ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A 6= 0. ðÏÌÏÖÉ× × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ y = z = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÓÔÏÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ x:

Ax+D = 0 ⇔ x = −D=A:
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ M0(−D=A; 0; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8.2).

åÓÌÉ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8.2) × ×ÉÄÅ

A(x+D=A) +By + Cz = 0;

ÔÏ ÅÇÏ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×
−→n (A;B;C) É −−−→M0M(x+D=A; y; z);

Á ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Ô. Å. ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× −→n (A;B;C) É −−−→M0M(x + D=A; y; z). úÎÁÞÉÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y; z) ÔÏÞËÉ M
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8.2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

−→n (A;B;C)⊥−−−→M0M(x+D=A; y; z):

îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M(x; y; z) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (A;B;C).

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ −→n (A;B;C) 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8.2) ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ, ÐÒÉÞÅÍ −→n (A;B;C) | ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ!

49. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ä×ÕÍ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ

òÉÓ. 8.2. ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÅ
×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −−−→M0M

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0; z0), ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a (ax; ay; az)
É −→b (bx; by; bz). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ,
ÔÁË ËÁË × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ!

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÒÉÓ. 8.2. îÁ ÎÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ É ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M(x; y; z). úÁÄÕÍÁÅÍÓÑ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÏÞËÁ M ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÎÁÛÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −−−→M0M
ÂÕÄÕÔ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÍÅ-
ÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ É
ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÅÇÏ ÎÕÌÀ:

�: 〈−−−→M0M;−→a ;−→b 〉 =

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
= 0: (8.3)

ðÏÍÎÑ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÌÅÇËÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë
ÏÂÝÅÍÕ ×ÉÄÕ:

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
=

= (x− x0)(aybz − azby)− (y − y0)(axbz − azbx) + (z − z0)(axby − axby) = 0:

ïÄÎÁËÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÕÂÒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. ìÕÞÛÅ ÏÓÏÚÎÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×Ù×ÏÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(8.3). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (8.3), ÎÅ ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, Á ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ×ÉÄÕ,
ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ
ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

îÅÐÌÏÈÏ ÂÙÌÏ ÂÙ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁÄÁÔØ ÓÅÂÅ ×ÏÐÒÏÓ: Á ÐÏÞÅÍÕ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8.3) ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. äÁ×ÁÊÔÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ × ÜÔÏÍ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ,
ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M0(x0; y0; z0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÏÄÓÔÁ×É× ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
(x; y; z) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ

∣∣∣∣∣∣

x0 − x0 y0 − y0 z0 − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
;

ËÏÔÏÒÙÊ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8.3),
Ô. Å. ÔÏÞËÁ M0 ∈ �.

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M1(x1; y1; z1) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
× ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8.3):

∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
:

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÁ×ÎÁ ÏÂßÅÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −−−−→M0M1, −→a É −→b , ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ
ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ M1 ∈ �.

50. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ðÏÄÏÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ, ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÉÎÁÞÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
M0(x0; y0; z0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a (ax; ay; az) É −→b (bx; by; bz).

íÙ ÕÖÅ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −−−→M0M ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅËÔÏÒÙ −→a É −→b ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ,
Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a , −→b É −−−→M0M ×ÏÚÍÏÖÎÁ
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→M0M ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→a É −→b :

−−−→M0M = t1−→a + t2
−→b ;

ÇÄÅ t1 É t2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÏÍÎÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ ÎÁÄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

(x− x0; y − y0; z − z0) = t1(ax; ay; az) + t2(bx; by; bz) ⇔
⇔ (x− x0; y − y0; z − z0) = (t1ax; t1ay; t1az) + (t2bx; t2by; t2bz) ⇔

⇔ (x− x0; y − y0; z − z0) = (t1ax + t2bx; t1ay + t2by; t1az + t2bz):

ïÔÓÀÄÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ:

�:





x = x0 + t1ax + t2bx;
y = y0 + t1ay + t2by;
z = z0 + t1az + t2bz:

(8.4)

úÄÅÓØ (x0; y0; z0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, (ax; ay; az) É
(bx; by; bz) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ, Á t1 É t2 | ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ.
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51. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ
ÔÏÞËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ M0(x0; y0; z0), M1(x1; y1; z1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→a (ax; ay; az). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÒÉÓÕÎÏË (ÒÉÓ. 8.3, Á), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M(x; y; z).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ M0 É M1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ −−−−→M0M1 ÂÕÄÅÔ ÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ
(ÒÉÓ. 8.3, Â). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ä×ÕÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a É −−−−→M0M1, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÕÍÅÅÍ ÄÅÌÁÔØ (ÓÔÒ. 55).

òÉÓ. 8.3. ðÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÒÏÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. éÓÓÌÅÄÕÑ
ÒÉÓ. 8.3, Â, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
×ÅËÔÏÒÙ −→a , −−−−→M0M1 É −−−→M0M ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, Ô. Å. ÉÈ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a (ax; ay; az),−−−→M0M(x− x0; y − y0; z − z0) É −−−−→M0M1(x1 − x0; y1 − y0; z1 − z0).
óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

〈−−−→M0M;−−−−→M0M1;−→a 〉 =

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
ax ay az

∣∣∣∣∣∣
:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÀ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

�:

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
ax ay az

∣∣∣∣∣∣
= 0: (8.5)

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (8.5) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÎÁ ÓÔÒ. 56.

52. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÅ
ÔÏÞËÉ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M0(x0; y0; z0), M1(x1; y1; z1) É M2(x2; y2; z2).

÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× (ÓÔÒ. 55) ÒÁÚÏÂÒÁÎÏ, ËÁË ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÉÅ
×ÅËÔÏÒÙ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÏÞËÉ M0 É M1, M0 É M2. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

−−−−→M0M1(x1 − x0; y1 − y0; z1 − z0); −−−−→M0M2(x2 − x0; y2 − y0; z2 − z0):

÷×ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M(x; y; z) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ
−−−→M0M(x− x0; y − y0; z − z0):
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ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ×ÙÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

�:

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0: (8.6)

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ!

53. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ
éÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÂÙÔØ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. ðÒÉÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 É �2
ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ:

1) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: �1 = �2;

2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: �1||�2, �1 6= �2;

3) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ l: �1 ∩ �2 = l.

úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÏ ÉÈ
ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (8.2):

�1: A1x+B1y + C1z +D1 = 0;
�2: A2x+B2y + C2z +D2 = 0:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ
ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, É ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A1
A2

= B1
B2

= C1
C2

= D1
D2

: (8.7)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ:

A1
A2

= B1
B2

= C1
C2

6= D1
D2

: (8.8)

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ
A1
A2

= B1
B2

= C1
C2
;

ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→n 1(A1; B1; C1) É −→n 2(A2; B2; C2) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÉ ×ÅËÔÏ-
ÒÙ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. ïÄÎÁËÏ −→n 1 | ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 (ÓÔÒ. 55), Á −→n 2 | ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �2
(ÓÔÒ. 55). úÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8.8) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ �1 É �2.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÉ ÎÅÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

54. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÔÒÅÚËÁÈ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
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54.1. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÔÒÅÚËÁÈ.
ðÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÚÁÄÁÎÏ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (8.2) Ó A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0 É D 6= 0.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ax+By + Cz +D = 0 ⇔ Ax+By + Cz = −D ⇔
⇔− A

Dx−
B
Dy −

C
Dz = 1 ⇔ x

−D=A + y
−D=B + z

−D=C = 1:

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ a = −D=A, b = −D=B, c = −D=C É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ×ÉÄÅ:

x
a + y

b + z
c = 1: (8.9)

ôÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÔÒÅÚËÁÈ. ÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (8.9) ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ
a; b; c ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

îÁÚ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÍÙÓÌÏÍ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×
a; b; c. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ y = 0, z = 0 ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8.9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ P (a; 0; 0) |
ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � Ó ÏÓØÀ Ox (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Q(0; b; 0) | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÓØÀ Oy, Á R(0; 0; c) | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÓØÀ Oz. ëÁË ×ÉÄÎÏ
ÉÚ ÒÉÓ. 8.4, |a|, |b| É |c| | ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÔÓÅËÁÅÍÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ � ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8.9) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÔÒÅÚËÁÈ.

54.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÏÐÒÏ-
ÓÁÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ, ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ×ÅËÔÏÒÕ ÎÏÒÍÁÌÉ ÓÌÏÖÎÏ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÏÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏ ÔÒÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÉÌÉ ÐÏ ÔÏÞËÅ É Ä×ÕÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏ,
ÎÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÉÌÉ ÐÏ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ) ÎÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÐÒÅÏÄÏÌÉÍÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

òÉÓ. 8.4. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×
ÏÔÒÅÚËÁÈ

åÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ × ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ ÏÓÑÈ, ÔÏ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ
ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ ÎÁ ÒÉÓ. 8.4, ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÌÅÇËÏ É ÐÒÏÓÔÏ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ | P;Q;R. úÁÔÅÍ,
ÐÏÓÔÒÏÉ× ÐÒÑÍÙÅ (PQ), (QR), (PR), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ �.

ðÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8.9) ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ A 6= 0,
B 6= 0, C 6= 0 É D 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÏÌÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÐÁÒÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÉÚ A;B;C ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ A = 0, ÔÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (8.2) ÐÒÉÎÉÍÁ-
ÅÔ ×ÉÄ

By + Cz +D = 0;

Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ ÏÓÑÈ ÂÕÄÅÔ
y
b + z

c = 1:

ôÁË ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ
ÏÓÉ Ox.
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òÉÓ. 8.5. þÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ Ox, ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÔÏÞËÉ Q(0; b; 0) É R(0; 0; c) ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÏÓÑÍÉ Oy É Oz (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.5, Á). óÔÒÏÉÍ ÐÒÑÍÕÀ (QR).
äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÍ ÐÒÑÍÙÅ QM1 É RM2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Q É R É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÉ Ox.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ Ox, (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.5, Á).

ðÒÉ A = 0 É B = 0 ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (8.2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

Cz +D = 0;

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ ÏÓÑÈ: z
c = 1:

ôÁË ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ
É ÏÓÉ Ox, É ÏÓÉ Oy, Ô. Å. ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.5, Â).

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ R(0; 0; c) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � Ó ÏÓØÀ Oz ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ (RM1) É (RM2), ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ Oy
É Oz (ÌÅÖÁÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ Oyz É Oxz), ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.5, Â.

òÁÓÐÉÛÉÔÅ É ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÄÒÕÇÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ ÉÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ D = 0 ÐÒÉ A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0. ïÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ (8.2) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

Ax+By + Cz = 0:
ðÒÉ D = 0 ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ × ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ ÏÓÑÈ.

òÉÓ. 8.6. ðÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ O(0; 0; 0) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÆÁË-
ÔÏÍ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �.

÷Ù, ÎÁ×ÅÒÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÉÓ. 8.4, ÒÉÓ. 8.5 ÐÒÉ
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÌÉÎÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÐÒÉÅÍÏÍ ÐÒÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oyz x = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÉÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � Ó Oyz ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

{
x = 0;
By + Cz = 0:

óÔÒÏÉÍ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ.
ÒÉÓ. 8.6).
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ôÁËÖÅ ÓÔÒÏÉÍ ÌÉÎÉÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � Ó Oxz:
{
y = 0;
Ax+ Cz = 0:

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.6).

55. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÚÁÄÁÎÁ

Ó×ÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ
Ó ÐÒÑÍÏÊ (ÓÔÒ. 42).
55.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �x+ �y + 
z − � = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ

1) �2 + �2 + 
2 = 1;

2) � > 0.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÕÞÉÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒ-
ÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.
55.2. ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �x+ �y+ 
z− � = 0. ôÏÇÄÁ

1) ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ |−→n | = 1;

2) ÎÏÒÍÁÌØ −→n ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;

3) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÒÁ×ÎÏ �.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÔÅÈ
ÆÁËÔÏ×, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −→n (�; �; 
) (ÓÔÒ. 55), Á ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ
ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.

òÉÓ. 8.7. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ ÏÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ M0. ôÏÇÄÁ M0 ∈ � (ÒÉÓ. 8.7).

ðÕÓÔØ M0(x0; y0; z0). ðÏÓËÏÌØËÕ −−−→OM0 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ �, ÔÏ −−−→OM0||−→n . úÎÁÞÉÔ, ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÞÔÏ x0 = ��, y0 = ��,
z0 = �
 (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−−→OM0 ÒÁ×ÎÙ (x0; y0; z0)).

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � > 0, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −−−→OM0 É−→n ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.7), ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ
×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |�| | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÁ
×ÅËÔÏÒÁ −−−→OM0 (ÔÁË ËÁË −−−→OM0 = �−→n É |−−−→OM0| = |�|·|−→n | = |�|·1 = |�|).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ M0 ∈ �, ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (��; ��; �
) ÄÏÌÖÎÙ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�(��) + �(��) + 
(�
)− � = 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ:

�(��) + �(��) + 
(�
)− � = 0 ⇔ �(�2 + �2 + 
2)− � = 0 ⇔ � = �:

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ � = � > 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÒÁ×ÎÏ �, Á, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÏÒÍÁÌØ −→n ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.7 (ÐÏÞÅÍÕ?). 2
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ôÅÐÅÒØ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.
55.3. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �x + �y + 
z − � = 0, ÔÏ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M0(x0; y0; z0) ÄÏ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ

∣∣�x0 + �y0 + 
z0 − �
∣∣:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÔÏÉÔ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ M0uvw, ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ M0 (ÒÉÓ. 8.8).

éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ u = x−x0, v = y−y0 É w = z−z0. ÷ÙÒÁÖÁÑ ÏÔÓÀÄÁ x, y É z É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ
ÉÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

�: �(x0 + u) + �(y0 + v) + 
(z0 + w)− � = 0:

òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ:

�: �u+ �v + 
w − (�− �x0 − �y0 − 
z0) = 0: (8.10)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÚÎÁÞÉÔ �2 +�2 +
2 = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ (�−�x0−�y0−
z0) > 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8.10),
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ M0uvw, ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô. Å. ÏÔ M0) ÄÏ � ÒÁ×ÎÏ � − �x0 − �y0 − 
z0 (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 55.2).
åÓÌÉ ÖÅ (�− �x0 − �y0 − 
z0) < 0, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

�: − �u− �v − 
w − (−�+ �x0 + �y0 + 
z0) = 0

É ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ (−�+ �x0 + �y0 + 
z0).

òÉÓ. 8.8. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ M0uvw × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxyz

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M0(x0; y0; z0)
ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �x+ �y + 
z − � = 0, ÒÁ×ÎÏ

�(M0; �) =
∣∣�x0 + �y0 + 
z0 − �

∣∣: 2 (8.11)
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ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 8.1. îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(1; 2;−3) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→n = −3−→{ + 5−→| + 2−→k .
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M(x; y; z) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AM :

−−→AM(x− 1; y − 2; z + 3):

ôÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ −−→AM É −→n ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ×
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

−3(x− 1) + 5(y − 2) + 2(z + 3) = 0:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÓÌÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

3x− 5y − 2z + 1 = 0:

ðÒÉÍÅÒ 8.2. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(0; 1; 2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→l = −−→{ +2−→| +
+3−→k É −→m = −−→| +−→k . îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÅËÔÏÒ

−→n = [−→l ;−→m] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−1 2 3
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 5−→{ +−→| +−→k :

äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÈÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ:

5 · (x− 0) + 1 · (y − 1) + 1 · (z − 2) = 0 ⇔ 5x+ y + z − 3 = 0:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÄÒÕÇÏÊ
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÚÁ-
ÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ−−→AM , Ô. Å. ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AM(x; y − 1; z − 2), −→l (−1; 2; 3) É −→m(0;−1; 1), ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÁ-
ÎÁÒÎÙÍÉ (ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ). úÁÐÉÛÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:

〈−−→AM;−→l ;−→m〉 = 0 ⇔
∣∣∣∣∣∣

x y − 1 z − 2
−1 2 3
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔

⇔ x · (2 · 1− 3 · (−1)
)− (y − 1)

(−1 · 1− 3 · 0)
+ (z − 2)

(
(−1) · (−1)− 2 · 0)

= 0 ⇔
⇔ 5x+ y − 1 + z − 2 = 0 ⇔ 5x+ y + z − 3 = 0:

éÔÁË, ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 8.3. îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(0; 1; 2) É B(−2; 1; 0)
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→s = −→{ − 2−→| +−→k .
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M(x; y; z), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÐÉ-
ÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:

−−→AM(x; y − 1; z − 2); −−→AB(−2; 0;−2):
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÷ÅËÔÏÒÙ −−→AM , −−→AB É −→s ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

∣∣∣∣∣∣

x y − 1 z − 2
−2 0 −2
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ x− z + 2 = 0:

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÁÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ Oy.

ðÒÉÍÅÒ 8.4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(1; 2;−1), B(2; 1; 3),
C(0;−2; 4).
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M(x; y; z) | ÔÅËÕÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ M , A, B,
C ÌÅÖÁÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. úÁÐÉÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÒÅÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �, ÎÁÐÒÉÍÅÒ

−−→AM(x− 1; y − 2; z + 1); −−→AB(1;−1; 4); −→AC(−1;−4; 5):

ôÁË ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ, ÞØÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ,
ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ:

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 2 z + 1
1 −1 4
−1 −4 5

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 11x− 9y − 5z + 2 = 0:

úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 8.5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(5;−2; 0) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 2x+ y − 2z + 4 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ËÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÁÐÉÓÁ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
× ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ É ÐÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ 55.3.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ÚÁÄÁÞ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÇÏÔÏ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ, ÐÏÄÅÌÉ× ÐÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

Ax+By + Cz +D = 0;

ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
√
A2 +B2 + C2, ÅÓÌÉ D < 0, ÉÌÉ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ −√A2 +B2 + C2, ÅÓÌÉ D > 0. ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
Ax+By + Cz +D√

A2 +B2 + C2 = 0

ÉÌÉ
−Ax+By + Cz +D√

A2 +B2 + C2 = 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 55.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 55.3 ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ
ÔÏÞËÉ M(x0; y0; z0) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

�(M0; �) = |Ax0 +By0 + Cz0 +D|√
A2 +B2 + C2 : (8.12)

äÌÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (8.12) Ë ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÄÁÎ-
ÎÙÍ, Ô. Å.

� = |2 · 5 + 1 · (−2)− 2 · 0 + 4|√
22 + 12 + (−2)2 = 12

3 = 4:
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ðÒÉÍÅÒ 8.6. äÁÎÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1: x − y + 2z − 3 = 0 É �2 : 2x − 2y + 4z − 5 = 0. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.
òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
(8.8), ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 É �2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÐÒÉ x, y É z ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙ:

1
2 = −1

−2 = 2
4 :

òÉÓ. 8.9. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 8.6

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 É �2 ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË ËÁË ÕÓÌÏ-
×ÉÅ (8.7) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:

D1
D2

= −3
−5 = 3

5 6=
1
2 :

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ
×ÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.9). îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0; z0), ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x0 − y0 + 2z0 − 3 = 0 ⇔ x0 − y0 + 2z0 = 3:
òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M0 ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �2 ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8.12):

� = |2x0 − 2y0 + 4z0 − 5|√
22 + (−2)2 + 42 = |2(x0 − y0 + 2z0)− 5|√

24
:

ðÏÄÓÔÁ×É× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x0 − y0 + 2z0 = 3 × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

� = |2 · 3− 5|√
24

=
√

6
12 :

åÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. ïÎ ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÅÎ ÍÅÔÏÄÕ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÔÒ. 49). òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 8.7. äÁÎÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1: x+ y+ 2z− 3 = 0 É �2: 2x− y+ 4z− 5 = 0. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
Ä×ÕÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÈ ×Å-
ÌÉÞÉÎÙ ' É  ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ '+ = �. õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏ× ' É  .

÷ÏÚØÍÅÍ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ −→n1(1; 1; 2) É −→n2(2;−1; 4). åÓÌÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ �=2, ÔÏ ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (ÐÏÞÅÍÕ?). á ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÔÕÐÏÊ, ÔÏ
ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ �. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ
ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË

cos' =
∣∣∣∣cos(−→n1 ;̂−→n2)

∣∣∣∣ :

õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:

cos' =
∣∣∣∣∣

1 · 2 + 1 · (−2) + 2 · 4√
12 + 12 + 22

√
22 + (−1)2 + 42

∣∣∣∣∣ = 4√
126

:
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ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
8.1. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ. ëÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-

ÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÄ x, y, z?
8.2. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ×ÅËÔÏÒÕ ÎÏÒ-

ÍÁÌÉ.
8.3. ëÁË ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ?
8.4. ïÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.
8.5. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÏÔÒÅÚËÁÈ. õËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌÅÊ

Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁËÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × ÏÔÒÅÚËÁÈ?
8.6. ëÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ? ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ?
8.7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.
8.8. ëÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ?

úÁÄÁÞÉ
8.1◦. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

Á) 2x+ 3y + z = 6; Â) x− 4y + z − 5 = 0; ×) x− y − z = 0;
Ç) x+ 2y − 3z = 0; Ä) 4x+ y = 8; Å) x+ z − 2 = 0;
Ö) x− 3 = 0; Ú) 2y = 5:

÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ?
8.2◦. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(1;−2;−1) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ

×ÅËÔÏÒÕ −→n = 2−→{ −−→| +5−→k .
8.3◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(1; 1; 0) É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏ-

ÒÁÍ −→a = −→{ + 2−→| − 5−→k É −→b = −2−→| + 3−→k .
8.4◦. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(−2; 3; 4) É B(1; 0; 1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→l (1;−1; 2).

îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
8.5◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A(0;−1; 6), B(1; 1; 5) É

C(1; 4; 5).
8.6◦. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÚÁÐÉÛÉÔÅ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ:

Á) 2x− 2y + z − 3 = 0; Â) x+ 2y − z + 1 = 0;
×) 4x− 4y − 2z + 1 = 0; Ç) 3y − z + 2 = 0;
Ä) 3x+ 4z − 1 = 0; Å) − x+ 3 = 0:

8.7. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(2; 3; 0) É B(−2; 0; 1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÏ ÏÓÉ Ox.

8.8. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓØ Oy É ÔÏÞËÕ C(1; 3; 2). úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
8.9. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ D(−2;−3; 1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oyz.
8.10. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ P (4;−7; 2) É Q(5;−3; 1). ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ

×ÅËÔÏÒÕ −−→QP . îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
8.11. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(0; 1;−2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

2x− y − 4z + 3 = 0.
8.12. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M(−2; 3; 1) É K(1; 0; 3) ÐÅÒÐÅÎ-

ÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 5x+ 2y + z − 1 = 0.
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8.13. äÁÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ:

Á) x− 2y + z + 3 = 0; Â) 4x+ 2y − 1 = 0;
×) 2x− y + 7 = 0; Ç) 3x− 6y + 3z + 1 = 0;
Ä) 3x− 1 = 0; Å) z = 2:

éÚ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×ÙÂÅÒÉÔÅ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.
8.14. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÑÈ Ox, Oy, Oz ÏÔÒÅÚËÉ 1; 5; 4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÕËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ÜÔÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

8.15. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ Ox É ÏÔÓÅËÁÅÔ ÎÁ ÏÓÑÈ Oy É Oz ÏÔÒÅÚËÉ 2 É 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

8.16. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ:

Á) x+ y + 1 = 0; y − z + 1 = 0; Â) x− 3y − 2z + 1 = 0; x+ y − z + 2 = 0;
×) x− y + 1 = 0; −4x+ 4y + 3 = 0; Ç) z = 1; z = x;
Ä) 3x− y = 0; 2x+ y + 2 = 0; Å) 4x+ 3z + 7 = 0; x+ 2y + 2z + 3 = 0:

8.17. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(5;−2; 0) ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 2x+ y − 2z + 4 = 0.
8.18. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ x−2y+ 2z+ 1 = 0 É 4x−8y+

+8z−4 = 0. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÜÔÉÈ
ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

8.19. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 6x−2y+3z+1 = 0 É ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ
ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÒÁ×ÎÏÍ 2.

8.20. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ 2x− y + z = 2; 3x+ 2y + 2z = −2;
x− 2y + z = 1.

8.21. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÉÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ x−2y+
+z = 4, 2x+ 3y − z = 3 É ÔÏÞËÕ A(0; 1; 2).

8.22. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ:

Á) 2x+ y − 2z + 3 = 0; Â) 3x− y + z + 2 = 0;
×) x− y + 2z − 3 = 0; Ç) 4x+ 2y − z + 2 = 0:

8.23∗. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ A(2;−1; 2) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 3x− y + z + 2 = 0.
8.24∗. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Q, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ P (2; 1; 1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

x− 2y − z + 3 = 0.
8.25∗. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÄÅÌÑÝÉÈ ÐÏÐÏÌÁÍ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÑÍÉ:

Á) x+ y = 0; x+ z = 1; Â) 2x+ 2y + z + 9 = 0; 4y + 3z − 1 = 0:

õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÅÌÑÝÅÊ ÐÏÐÏÌÁÍ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ.

8.26∗. ðÌÏÓËÏÓÔØ 2x − y + 2z = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÓÓÅËÔÏÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Ä×ÕÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �1 : 2x + 4y − 4z − 5 = 0 É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �2. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �2.

8.27∗. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÔ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ x−4y−2z−8 = 0 É −6x−3y+z−6 = 0, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ A(0;−2; 4).

8.28∗. îÁÊÄÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ A(−6; 4; 4), B(−1; 0;−3),
C(−3;−2;−2) É D(1;−4; 2).
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ.
æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ
ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
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9-167.
E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2009 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) {

60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ
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ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2009 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ,
ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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