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ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ
ü. ô. á×ÁÎÅÓÏ×

òÁÚ×ÉÔÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÐÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ
ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ×ÁÖÎÕÀ É ÁËÔÕÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

üÒÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ×ÙÓÛÅÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÓÏ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ 50-60 ÌÅÔ, É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÛÉÒÏËÏÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ-
ÐØÀÔÅÒÏ× ÏËÁÚÁÌÏ ÇÌÕÂÏËÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

÷Ï ÍÎÏÇÏÍ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ
1) ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ,
2) ÍÎÏÇÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÏÓÏÚÎÁÀÔ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ×Á, ÜÔÕ ×ÅÔ×Ø ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÉ ËÁË ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÎÁÕËÕ É
3) ÓÁÍÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÇËÏ.
îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ÄÁÅÔ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ Õ×ÅÒÅÎ-

ÎÏÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÀ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ É ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÒÕÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙ-

ÍÉ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ
1) ÍÏÝÎÏÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏ-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ,
2) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÉÓËÕÓÓÔ×Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,
3) ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÑÚÙËÏ× ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.
ïÂÙÞÎÙÊ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÁÇÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂÛÉÒÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÁÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ôÁËÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÎÄÉÏÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÁËÔÏ× ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÍÙÓÌÉÍÏ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ,
ÎÅ ×ÏÏÒÕÖÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏÍ, ÎÏ ÏÎÏ, × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÓÏÐÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÝÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÏÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á, ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÉÄÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

éÔÁË, × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÏÂÛÉÒÎÙÅ É ÕÔÏÍÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÂÙÓÔÒÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ É ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ÓÏÚÄÁÀÔ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÐÏËÁÚÁÔØ (ÄÁÔØ ÉÄÅÀ), ËÁË ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, É ÓÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÙ × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ, É ÐÒÏÂÌÅÍÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÉÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, Á ÜÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅÄÅÔ
Ë ÎÏ×ÙÍ ÒÁÓÞÅÔÁÍ-ÔÁÂÌÉÃÁÍ É Ô.Ä.

ôÁËÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ 1) ÔÁÂÌÉÃ, 2) ÉÄÅÊ É ÇÉÐÏÔÅÚ É 3) ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÕËÁÚÁÎÁ ÅÝÅ ûÅÎËÓÏÍ, É
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ × ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÕÎËÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÌÅÞÅÔ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ × ÄÒÕÇÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÔÅÚÉÓÁ ûÅÎËÓÁ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÁÑ ÓÈÅÍÁ | ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ
ÞÉÓÅÌ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÑ (ÉÌÉ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ.

ðÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÃÅÌØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏ×, ÐÏÉÓË ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÍÉ.
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ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ 3

éÍÅÀÔÓÑ É ÔÏÎËÉÅ ÐÕÔÉ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
ïÔÍÅÔÉÍ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÕÀ (× Ó×ÑÚÉ Ó ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÍÉ) ÌÉÎÉÀ ÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÔÅ-

ÓÔÏ× ÐÒÏÓÔÏÔÙ, Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÍÅÔÏÄÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

÷×ÉÄÕ ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÂÏÌØÛÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ËÒÁÔËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ.

éÚÌÏÖÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ-ÁÓÐÅËÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÅ, ËÁË
ÏÎÉ ÐÏÍÏÇÌÉ É ÍÏÇÕÔ ÐÏÍÏÞØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÊ ÐÏÉÓË ÓÙÇÒÁÌ É ÉÇÒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ.

üÔÏ
I ÇÒÕÐÐÁ

1) ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ, îïä É îïë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
2) ÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ,
3) ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ É ÐÒÏÞÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÈ ÉÔÅ-

ÒÁÃÉÉ,
4) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÔÅÓÔÙ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ:
- ÐÏÄÓÞÅÔ É ÐÏÉÓËÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÁÒ ÂÌÉÚÎÅÃÏ×, ÔÒÉÐÌÅÔÏ× É Ë×ÁÄÒÕÐÌÅÔÏ×; × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ

×ÒÅÍÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ ÂÌÉÚÎÅÃÁÍÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ 338a+ 821 É 338a+ 823, ÇÄÅ

a = �pi<300pi;

- ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ Ó k (k = 3, k ≥ 13 É Ô.Ä.) ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
321 ÃÉÆÒÕ;

- ÞÉÓÌÁ óÅÒÐÉÎÓËÏÇÏ k · 2n + 1;
- ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ

an − 1
a− 1 ; 3 ≤ a ≤ 12; 2 ≤ n ≤ 100 (n = 10; n ≤ 2000);

ÈÁÒÁËÔÅÒ ÞÉÓÅÌ k| ± 1 É 2 · 3 · ::: · p± 1, Á ÔÁËÖÅ
ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Fn É ìÀËÁ Ln Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ n ≤ 385;
ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ nn + 1, n ≤ 104;
ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ an = a1 + nd, ÇÄÅ

a1 = 8297644387 É d = 4180566390 ÐÒÉ n = 0; 1; 2; :::; 18 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ).
5) ÞÉÓÌÁ-ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÙ É ÉÈ ÒÁÚÙÓËÁÎÉÅ, ÞÉÓÌÁ-ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ;
6) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÉÆÒ

ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ e; �;
√

2 É Ô.Ä.;
7) ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p;
8) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ É ÉÚÂÙÔÏÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÒÕÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ;
9) ÐÏÉÓË ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ É íÅÒÓÅÎÎÁ;
10) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ É ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ;
11) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÉÈ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ.

II ÇÒÕÐÐÁ
1) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÞÉÓÌÏ×ÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÑÈ;
2) ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ;
3) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ É ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ;
4) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔÅÊ;
5) ÃÉËÌÏÔÏÍÉÑ É ÐÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÑÈ;
6) ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÉÎÉÍÕÍÙ;
7) ÔÒÏÊËÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ;
8) ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ;
9) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ËÏÄÙ É ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ;
10) ÐÏÉÓË ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÉÐÁ òÏÄÖÅÒÓÁ-òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ;



4 ÷. á. çÕÓÅ×

11) ×ÅÌÉËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ;
12) ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÕÌÅÊ É ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÏÄÓÞÅÔ

ÎÕÌÅÊ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÕÌÅÊ;
13) ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÉÈ;
14) ÇÉÐÏÔÅÚÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÏÂÌÁÓÔÉ |x|p + |y|p < 1;
15) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÅÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ;
16) ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ;
17) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ É ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÐÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÊ;
18) ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ;
19) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁÄ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ;
20) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ;
21) ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÑÈ;
22) p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ.
ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÚÏÒÁ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÏ

ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ ×ÏÐÒÏÓÏ×.
ïÂÚÏÒÙ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÔÏÄÏ× É ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÓÐÅÈÏ× × ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÉÓÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÎÉÊ Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3, 4, 5, 6, 9, 12, 14, 17, 20, 23, 24,
29, 30, 31, 32, 33].

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ É ÐÏÌÎÙÊ ÒÁÓÞÅÔ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÕÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÒÅÂÕÀÔ ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÍÁÛÉÎÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ F. Hirzenbruch, The signature theorem reminescences and recreation,
Annals of Math. Studies, 1971, v.70, p.1-31 ÉÚÕÞÅÎÁ Ó×ÑÚØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ (ÔÏÞÎÅÅ,
Ó �-ÆÕÎËÃÉÅÊ É ÓÕÍÍÁÍÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ) É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÏÄÎÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÚÁÄÁÞÁ,
ËÏÔÏÒÁÑ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ÐÕÓÔØ xi, i = 1; 2; 3; 4; 5 | ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ≥ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

45
5∏

i=1
xi = 7

∑

i<j
x2
ix2
j − 5

(∑
x2
ix2
j
)2
:

úáäáþá: ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍÕ

×ÉÄÕ
5∑

i=1
x4
i +

5∏

i=1
xi = 5

∑
x2
ix2
j :

ìÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ

(x1; x2; x3; x4; x5) = (1; 1; 1; 1; 1); (1; 1; 1; 1; 2)

É ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.
äÏÎ ãÁÇÉÒ × âÏÎÎÅ ÎÁ IBM-7090 ÎÁÛÅÌ ÎÏ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (2; 7; 19; 47; 59), É ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ≤ N = 100.
ï ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÇÏ×ÏÒÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÎÙÊ ×ÉÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÓÑËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 5 ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ N | ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÁÓÞÅÔÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ xi, ÔÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ g = N .

ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï M ÐÑÔÅÒÏË ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ < N , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ ÉÓÐÙÔÁÎÉÀ
ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ, ÒÁ×ÎÏ

M = '(m ·Nn)− '(m ·Nn−1);
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ÇÄÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, m = 1; n = 5, N | ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÁÓÞÅÔÁ,

'(m · gn) = C1+n
g+n − C1+n

g+n−m − 1:

ðÏÌÁÇÁÑ ÇÒÁÎÉÃÕ ÒÁÓÞÅÔÁ ÒÁ×ÎÏÊ 100 É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÞÔÏ ×ÓÅ xi 6≡ 0 (mod 5), Á ÚÎÁÞÉÔ, N = 80,
ÎÁÈÏÄÉÍ:

M = 29401920:
åÓÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ×Ä×ÏÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÒÁÓÞÅÔÁ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ: ×ÓÅ xi 6≡ 0 (mod 5), Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÅÔÎÙÈ
xi ÒÁ×ÎÏ 0, 1 ÉÌÉ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ:

M = 447102396:
ïÓÏÂÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÚÁÄÁÞÁÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÂÏÌØÛÉÈ

ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ.
ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ, É ×ÏÐÒÏÓÙ ÉÈ ÎÁÉ-

ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÐÒÉ×ÌÅËÁÀÔ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ.
÷ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÐÒÏÄ×ÉÎÕÌÏÓØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÍÏÝÎÏÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ.
ôÁËÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÏÓØ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÐÏ Ä×ÕÍ ×ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ.
ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ ÔÝÁÔÅÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ É ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÏ-

ÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÒÁÂÏÔÕ, ÐÏ-
Ó×ÑÝÅÎÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ,
ÐÒÅÄ×ÏÓÈÉÝÅÎÎÏÍ ÅÝÅ ìÅÖÁÎÄÒÏÍ É ÒÁÚ×ÉÔÏÍ ëÒÁÊÞÉËÏÍ É ìÅÍÅÒÏÍ.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÕÔØ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÙÈ ÉÄÅÊ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. éÓËÕÓÎÏÅ É ÕÍÅÌÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ
×ÓÅÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉÅÍÏ× É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×, ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÁ 70 ÃÉÆÒ.

1) ðÅÒ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÍÁÌÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p. ïÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ∼ √

N ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, É ÍÎÏÇÉÅ ÏÓÔÒÏÕÍÎÙÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÉÛØ ÄÁÀÔ ÔÅ ÖÅ O(

√
N)

ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

2) ðÒÉ ÐÏÉÓËÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ N ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÙÓËÉ×Á-
ÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ p, n1 ≤ p ≤ n2, ÔÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÕÖÅ ÐÒÉÓÔÕÐÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ
N É p.

3) íÅÔÏÄ æÅÒÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÁÒÅÊÛÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÅ-
ÔÏÄÏÍ, É ÈÏÔÑ ÏÎ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÙÊ
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

4) óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ

x2 = y2 (modN)
É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÅÌ x − y É N ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ
å×ËÌÉÄÁ.

5) íÅÔÏÄ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÉÛØ Ë ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÏÒÍÏÊ a2 + Db2. äÌÑ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ìÅÖÁÎÄÒÁ

(x2 +Dy2)(u2 +Dv2) =
{

(xu+Dyv)2 +D(yu− xv)2

(xu−Dyv)2 +D(yu+ xv)2

üÊÌÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ N ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ N = a2 + Db2 É
N = c2 +Dd2 ÐÒÉ (bd;N) = 1, ÔÏ N ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ.
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6) íÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÍÎÏÇÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÒÅ-
ÛÅÔÏ.
éÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄ-
ËÁ, ÎÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÍÅÔÏÄÁ íÏÒÉÓÓÏÎÁ-âÒÉÌØÈÁÒÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÞÉÓÌÁ N Ó ÐÏÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

7) íÅÔÏÄ ìÅÖÁÎÄÒÁ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÌÅÇ × ÏÓÎÏ×Õ ÍÎÏÇÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÊ
ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

8) íÅÔÏÄ ûÅÎËÓÁ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ Ë çÁÕÓÓÕ, ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ É ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÍÅÔÏÄ
ðÏÌÌÁÒÄÁ É ÄÒ.

äÌÑ ÕÓÐÅÛÎÏÊ ËÒÕÖËÏ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅ-
ÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÁÎÁÌÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×.

üÔÏ 1) ×ÏÐÒÏÓÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÃÉÆÒ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÓÔÅÐÅÎÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
ÐÏÌÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ 10 (ÉÌÉ ÉÚ 9 ÚÎÁÞÁÝÉÈ) ÃÉÆÒ, ÌÉÂÏ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÚÁÐÉÓÉ ÌÉÛØ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÉÆÒÙ;

2) ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É
ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ ÃÉÆÒ (ÚÁÄÁÞÁ ëÁÐÒÅËÁÒÁ);

3) ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÄÒÏÂÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÔÅÊÎÇÁÕÚÁ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÊ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ;

4) ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÃÅÌÙÅ
ÒÅÂÒÁ, ÇÒÁÎÉ É ÏÂßÅÍ; ÎÁÊÄÅÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÐÑÔÅÒËÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ;

5) ÁÎÁÌÉÚ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ É ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÉÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÂ-
ÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ óÅÒÐÉÎÓËÏÇÏ

É Ô.Ä.
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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

óÅÍØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÄÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
(ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÄÌÑ ×ÎÅËÌÁÓÓÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ)

ð. ÷. þÕÌËÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÒÑÄ ÓÏÐÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ
ËÌÁÓÓÁÈ É ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÁÈ.

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅÒÅÄËÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ É ÐÅÒÅÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. é
ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÏÍÎÅ×ÁÀÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, É ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÏÔËÒÙ-
×ÁÔÅÌÅÊ ÎÅÕËÌÀÖÉ" (ä. é. ìÉÔÌ×ÕÄ), ÎÏ ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ,
×ÙÑ×ÉÔØ ÅÇÏ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ.

úÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÅÚÎÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ: \ÔÏ,
ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÁÎÏ, ÌÅÇÞÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ É ÌÅÇÞÅ ÕÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ" (ç. æÒÅÊÄÅÎÔÁÌØ).

÷ ÚÁÍÅÔËÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÓÅÍØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É
ÎÁÂÏÒ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ, ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ (ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÔÁÐÁÈ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÅÄÉÎÏ×ÒÅÍÅÎ-
ÎÏ!) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÓÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÜÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ
(ÐÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÍÏÝÉ ÕÞÉÔÅÌÑ).

íÁÔÅÒÉÁÌ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÐÒÏÆÉÌØÎÙÍÉ) ËÌÁÓ-
ÓÁÍÉ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÁ.

ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÷ÅÊÚÅÎÂ£ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√

3s; (1)
ÇÄÅ a, b, c É s | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏ-
ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ1.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÐÒÁ×ËÁ

óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÷ÅÊÚÅÎÂ£Ë (Weizen-
bock, Weitzenb�ock) × 1919 ÇÏÄÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÉÎÏÇÄÁ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÷ÅÊÚÅÎÂ£ËÁ [11,
43]. ÷ 1914 ÇÏÄÕ í. óÏÆÒÏÎÏ× (õÒÁÌØÓË) ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ × ÖÕÒÎÁÌÅ \÷ÅÓÔÎÉË ÏÐÙÔÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ É
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ"2 ÚÁÄÁÞÕ, ÐÏ ÈÏÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÌ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ óÏÆÒÏÎÏ×Á { ÷ÅÊÚÅÎÂ£ËÁ.
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÚÁÄÁÞÁ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌÁÓØ, Á × 1961 ÇÏÄÕ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ III
ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ.

1úÄÅÓØ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÉÎÑÔÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ ÄÌÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, A, B É C | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ma | ÍÅÄÉÁÎÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ a
É Ô.Ð.

2õÓÌÏ×ÉÅ: úÁÄÁÞÁ 179 // ÷ÅÓÔÎÉË ÏÐÙÔÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÅÒÉÑ I ÓÅÍÅÓÔÒ, 8 (608),
1914. ó.239. òÅÛÅÎÉÅ: // ôÏ ÖÅ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÅÒÉÑ II ÓÅÍÅÓÔÒ, 11-12 (623-624) 1914. ó. 286.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÚÎÁÎÉÊ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛËÏÌÙ.

ðÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÏÎÁ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1-4).
ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÌÏÝÁÄÉ × ×ÉÄÅ:

a4 + b4 + c4 + 16S2 = 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2: (2)
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca (3)
(ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7). óÎÁÞÁÌÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (2) ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ a4 + b4 + c4 ÎÁ a2b2 +
b2c2 + c2a2. ðÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ 16S2: (4)
úÁÔÅÍ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 ÎÁ 2a4 + 2b4 + 2c4.
ðÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a4 + b4 + c4 ≥ 16S2: (5)
õÍÎÏÖÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) ÎÁ 2 É ÓÌÏÖÉÍ Ó (5). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚ×ÅÄÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÌÕÞÉÍ:
(
a2 + b2 + c2)2 ≥ 48S2;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
(
a2 + b2 + c2)2 ≥ 3

(
2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4) :

ôÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ:

4a4 + 4b4 + 4c4 − 4a2b2 − 4b2c2 − 4c2a2 = 4
(
a4 + b4 + c4 − a2b2 − b2c2 − c2a2) ≥ 0;

ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
ôÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ [2, ÚÁÄÁÞÁ 63]).
äÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Å ëÏÛÉ. ÷ÏÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ:

a+ b+ c
3 = (a+ b− c) + (b+ c− a) + (c+ a− b)

3 ≥ 3
√

(a+ b− c) (b+ c− a) (c+ a− b)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ:

(a+ b+ c) (a+ b+ c)
27

3
≥ (a+ b+ c) (a+ b− c) (b+ c− a) (c+ a− b) = 16s2;

ÏÔËÕÄÁ

(a+ b+ c)
3
√

3

2
≥ 4s; a2 + b2 + c2 ≥ (a+ b+ c)

3
2
≥ 4

√
3s;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2 +b2 +c2 ≥ (a+b+c)2=3

(ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8).
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þÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÓÔÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉ-
ÎÕÓÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

a2 + b2 + c2 − 4
√

3s = a2 + b2 +
(
a2 + b2 − 2ab cosC

)− 2
√

3ab sinC:
ðÏÌÕÞÉÍ:

2a2 + 2b2 − 4ab
(

1
2 cosC −

√
3

2 sinC
)

= 2
(
a2 + b2 − 2ab cos (C − 60◦)

) ≥ 2 (a− b)2 ≥ 0:

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ C = 60◦ É a = b, ÔÏ ÅÓÔØ a = b = Ó.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. íÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÚÎÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ \ËÏÓÉÎÕÓ ÓÕÍÍÙ" (ÓÅÊÞÁÓ ÅÅ ÎÅ

ÐÒÏÈÏÄÑÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÛËÏÌÅ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

1
2 cosC −

√
3

2 sinC ≤ 1:

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ:

cos (−→m;−→n ) =
−→m · −→n
−→|m| · −→|n|

≤ 1 ÉÌÉ; ÉÎÁÞÅ : −→|m| · −→|n| ≥ −→m · −→n :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ:

−→m
(

1
2;−

√
3

2

)
; −→n (cosC; sinC) :

ðÏÌÕÞÉÍ:

−→m · −→n = 1
2 cosC −

√
3

2 sinC ≤ −→|m| · −→|n| =
√

sin2C + cos2C ·

√√√√
(1

2

)2
+

(√
3

2

)2

= 1:

÷ ÏÓÎÏ×Å ðÑÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á | ÆÏÒÍÕÌÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ ÄÌÉÎÕ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ:

4m2
a = 2b2 + 2c2 − a2:

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ:
(
a2 + b2 + c2 − 3a2)2 ≥ 0;

(
a2 + b2 + c2)2 − 6

(
a2 + b2 + c2) a2 + 9a4 ≥ 0:

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ma ≥ ha.
(
a2 + b2 + c2)2 ≥ 3a2 (

2b2 + 2c2 − a2) ≥ 3a2 · 4m2
a ≥ 3a2 · 4h2

a; ÏÔËÕÄÁ

a2 + b2 + c2 ≥ 2aha
√

3 = 4
√

3s:
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ha = ma, ÏÔËÕÄÁ b = c É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ, ÎÏ ËÁË ÅÇÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ? üÔÏ ÐÒÅÄÍÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÇÏ-
×ÏÒÁ.

ûÅÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
ðÕÓÔØ a = m+n, b = n+k, c = k+m. åÓÌÉ p - ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ, ÔÏ m = p−b, n = p−c, k = p−a.
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a2 + b2 + c2 = (m+ n)2 + (n+ k)2 + (k +m)2 ≥ 4 (mn+ nk + km)
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (a+ b+ c)2 ≥ 3 (ab+ bc+ ca). ðÏÌÕÞÉÍ:

4 (mn+ nk + km) ≥ 4
√

3
√
mn · nk + nk · km+ km ·mn = 4

√
3
√
mnk(n+ k +m)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√

3
√
p (p− a) (p− b) (p− c) = 4

√
3s:

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÒÉÅÍ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ, ÎÏÓÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ: a, b, c ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = m+n, b = n+k,
c = k + m, ÇÄÅ m, n É k − ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 13-31).

óÅÄØÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.
1) ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÔ 120�.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∠AOC = ∠AOB = ∠BOC = 120◦ (Å£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÏÊ

ôÏÒÒÉÞÅÌÌÉ).

A

BC

O

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ AO = m, BO = n, CO = p. îÁÊÄÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ËÁË ÓÕÍÍÕ
ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AOB, AOC, BOC. ðÏÌÕÞÉÍ:





SAOB = 1
2mn sin 120◦ =

√
3

4 mn;
SAOC = 1

2np sin 120◦ =
√

3
4 np;

SBOC = 1
2pm sin 120◦ =

√
3

4 pm
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ:

S = SAOB + SAOC + SBOC =
√

3
4 (mn+ np+ pm) ; ÏÔËÕÄÁ mn+ np+ pm = 4S√

3
:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ:




a2 = p2 + n2 − 2pn sin 120◦ = p2 + n2 + pn;
b2 = m2 + p2 − 2mp sin 120◦ = m2 + p2 +mp;
a2 = n2 +m2 − 2mn sin 120◦ = n2 +m2 +mn:

óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÏÌÕÞÉÍ:

a2 + b2 + c2 = m2 + p2 + n2 + pn+mn+mp ≥ 3 (pn+mn+mp) = 3 · 4S√
3

= 4
√

3S:



óÅÍØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÄÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 13

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ m = n = p, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ.

2) ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ 120�.
ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ∠AOB > 120◦. ôÏÇÄÁ: c2 > a2 + b2, a2 + b2 + c2 > 2

(
a2 + b2

) ≥ 4ab. ôÏ ÅÓÔØ,
× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó ÕÇÌÏÍ �, ÂÏÌØÛÉÍ 120�:

s = 1
2ab sin� < 1

2ab sin 120◦ =
√

3
4 ab; ÏÔËÕÄÁ ab > 4√

3
s:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a2 + b2 + c2 > 4ab = 16√
3s > 4

√
3s.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ { ×ÙÑÓÎÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÉÄÎÁ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 120�. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ×.

úÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÚÄÅÓØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ëÒÉ-
ÔÅÒÉÊ ÏÔÂÏÒÁ | ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ \ÐÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ" ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÊ ÄÌÑ ÄÅ×ÑÔÉËÌÁÓÓÎÉËÏ×. îÏ
ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÈÏÒÏÛÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ó Å£ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ É × 10
ËÌÁÓÓÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ï ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÕÇÌÅ âÒÏËÁÒÁ É ÔÁË
ÄÁÌÅÅ, ÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÚÁÄÁÞÉ 1-6).

1. 1− cosA = (a+b−c)(a−b+c)
2bc 2. 1 + cosA = (b+c+a)(b+c−a)

2bc

3. 16s2 = 4b2c2−(
b2 + c2 − a2)2 4. 16s2 = a2 (

b2 + c2 − a2)+b2
(
a2 + c2 − b2

)
+c2 (

a2 + b2 − c2)

5. 16s2 = (a+ b+ c) (a+ b− c) (a− b+ c) (−a+ b+ c)
6. 16s2 = 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4

äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÚÁÄÁÞÉ ��7-11):

7. a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca 8. a2 + b2 + c2 ≥ (a+b+c)2

3 9. (a+b+c)2

3 ≥ ab+ bc+ ca

10.
(a
b
)2 +

( b
c
)2 +

( c
a
)2 ≥ a

c + c
b + b

a 11. a4 + b4 + c4 ≥ abc(a+ b+ c).
äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÚÁÄÁÞÉ ��12-15).

12.
√
a+ b ≥

√
2a+

√
2b

2 13. a3 + b3 + c3 ≥ 3abc 14. a+b+c
3 ≥ 3√abc 15. (a+ b+ c)3 ≥ 27abc

äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÚÁÄÁÞÉ ��16-34)3.
16. 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 > a4 + b4 + c4 17. 2ab+ 2bc+ 2ca > a2 + b2 + c2

18. abc ≥ (a+ b− c) (b+ c− a) (c+ a− b) 19. a2b2+b2c2+c2a2 ≥ 16S2 20. a4+b4+c4 ≥ 16S2

21. abc (a+ b+ c) ≥ 16S2 22. ab+ bc+ ca ≥ 4
√

3s� 23. 2ab+2bc+2ca−a2− b2− c2 ≥ 4
√

3s
24. a2 + b2 + c2 + (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≥ 4

√
3s 25. a

b+c−a + b
c+a−b + c

a+b−c ≥ 3

26.
√
a+ b− c+

√
b+ c− a+

√
c+ a− b ≤ √a+

√
b+√c 27. 2

(a
b + b

c + c
a
) ≥ (a

c + b
a + c

b
)

+ 3
28. a4 + b4 + c4 + a2bc+ ab2c+ abc2 ≥ 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 29. h2

a +h2
b +h2

c ≤ 3
4
(
a2 + b2 + c2)

30.
√
ab+

√
bc+√ca > p 31. 1

b+c−a + 1
a+c−b + 1

a+b−c ≤ 9
a+b+c

32. a2 (b+ c− a) + b2 (a+ c− b) + c2 (a+ b− c) ≤ 3abc 33. a3b+ b3c+ c3a ≥ a2b2 + b2c2 + c2a2.
3îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 13-31 ×ÅÒÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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34. a (b− c)2 + b (c− a)2 + c (a− b)2 + 4abc > a3 + b3 + c3

òÅÛÅÎÉÑ, ÕËÁÚÁÎÉÑ, ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ
ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÊ ÄÅ×ÑÔÉËÌÁÓÓÎÉËÁÍ.

1. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

1− cosA = 1− b2 + c2 − a2

2bc = a2 − (b− c)2

2bc = (a+ b− c) (a− b+ c)
2bc :

2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ:

1 + cosA = 1 + b2 + c2 − a2

2bc = (b+ c)2 − a2

2bc = (b+ c+ a) (b+ c− a)
2bc :

3-6. æÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ.
óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÒÅÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

óÐÏÓÏÂ 1. éÓËÌÀÞÉÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ:

sinA = 2S
bc ; cosA = b2 + c2 − a2

2bc ; sin2A+ cos2A = 1

ðÏÌÕÞÉÍ:
(2S
bc

)2
+

(b2 + c2 − a2

2bc

)2
= 1; 16S2 +

(
b2 + c2 − a2)2

4b2c2 = 1

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

16S2 = 4b2c2 − (
b2 + c2 − a2)2 :

óÐÏÓÏÂ 2. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ×ÙÓÏÔÕ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÕÀ Ë ÎÅÊ É
Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÏÌÕÞÉÍ:

a =
√
Ó2 − h2a +

√
b2 − h2a; ÏÔËÕÄÁ a2 = c2 + b2 − 2h2

a + 2
√
Ó2 − h2a

√
b2 − h2a;

a2 − c2 − b2 + 2h2
a = 2

√
Ó2 − h2a

√
b2 − h2a;

(
a2 − c2 − b2 + 2h2

a
)2 = 4

(
Ó2 − h2

a
) (
b2 − h2

a
)
;

(
a2 − c2 − b2

)2 + 4h2
a
(
a2 − c2 − b2

)
+ 4h4

a = 4h4
a − 4h2

a
(
c2 + b2

)
+ 4Ó2b2;

(
a2 − c2 − b2

)2 + 4h2
aa2 = 4Ó2b2 É 16S2 = 4c2b2 − (

a2 − b2 − c2)2 :

óÐÏÓÏÂ 3. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 1-2. ðÏÌÕÞÉÍ:

sin2A = (a+ b− c) (a− b+ c) (b+ c+ a) (b+ c− a)
4b2c2 ;

4b2c2 sin2A = (a+ b− c) (a− b+ c) (b+ c+ a) (b+ c− a) ;

16s2 = (a+ b− c) (a− b+ c) (b+ c+ a) (b+ c− a) :
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ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ûËÏÌØÎÉËÉ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÍÎÑÔ É ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ çÅÒÏ-
ÎÁ, ÎÏ ÒÅÄËÏ ÐÏÍÎÑÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 3-6 . äÏËÁÚÙ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ çÅÒÏÎÁ, ÏÎÉ × ÂÕË×ÁÌØÎÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ \ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÍÉÍÏ" ÄÒÕÇÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÌÏÝÁÄÉ.

7. óÐÏÓÏÂ 1. óÌÏÖÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (a− b)2 ≥ 0, (b− c)2 ≥ 0, (c− a)2 ≥ 0. òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É
ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ a = b = c.

óÐÏÓÏÂ 2. òÁÚÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:

f (a) = a2 − a (b+ c) + b2 + c2 − bc:
äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (a) ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ.

8-9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ: Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7.
10-11. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7 (ÍÅÔÏÄ ÚÁÍÅÎÙ).
12. ÷ÏÚ×ÅÄÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × Ë×ÁÄÒÁÔ:

a+ b ≥ 2a+ 2b+ 4
√
ab

4 :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

a+ b− 2a+ 2b+ 4
√
ab

4 = 2a+ 2b− 4
√
ab

4 =

(√a−
√
b
)2

2 ≥ 0:

13. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7:

14. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 13 (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).
15. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 14, ÅÓÌÉ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × ËÕÂ.

16. (ðÏÌØÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1955-1956).
óÐÏÓÏÂ 1. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÁÒÉÁÃÉÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÏÎÁ:

2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4 = 16s2 > 0:
óÐÏÓÏÂ 2. åÓÌÉ ÐÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÓÈÏÄÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÅÒÏÎÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

a4 − 2
(
b2 + c2) a2 +

(
b2 − c2)2 < 0:

ëÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ:

a2 = b2 + c2 ±
√

(b2 + c2)2 − (b2 − c2)2 = b2 + c2 ± 2bc = (b± c)2 ;
ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

17. óÐÏÓÏÂ 1. \éÚ ÐÕÛËÉ ÐÏ ×ÏÒÏÂØÑÍ". õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ:

2 (x+ y) (y + z) + 2 (y + z) (z + x) + 2 (z + x) (x+ y) > (x+ y)2 + (y + z)2 + (z + x)2 :

òÁÚÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ 4 (xy + yz + zx), ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ.
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óÐÏÓÏÂ 2. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC; a2 = b2 + c2 − 2bc cosA; b2 = c2 + a2 − 2ca cosB:
óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

2ab cosC + 2bc cosA+ 2ca cosB = a2 + b2 + c2:
úÁÍÅÎÉÍ ËÏÓÉÎÕÓÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

óÐÏÓÏÂ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ √a,
√
b, √c, Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ s1, ÔÏÇÄÁ: 2ab +

2bc+ 2ca− a2 − b2 − c2 = 16s2
1 > 0.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ √a,
√
b, √c ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÐÕÓÔØ a ≥ b ≥ c É a < b < c. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ √a <
√
b + √c. ðÕÓÔØ√a ≥

√
b+√c, ÎÏ a < b+ c+ 2

√
bc. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

óÐÏÓÏÂ 4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a+b > c, b+c > a, c+a > b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ
aÓ + bÓ > c2, bÓ + ca > a2, cb + ab > b2. óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

óÐÏÓÏÂ 5. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a > |c− b|, b > |a− c|, c > |b− a| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÁÍ a2 > c2−2bc+ b2, b2 > a2−2ac+c2, c2 > b2−2ab+a2. óÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,
ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

óÐÏÓÏÂ 6. ðÕÓÔØ a ≤ b ≤ c É f (c) = 2ab + 2bc + 2ca − a2 − b2 − c2. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ: f (c) = c2 − 2 (a+ b) c+ (a− b)2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a ≤ b ≤ c < a+ b, f (c) < 0.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(b) < 0 É f(a+ b) < 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ:

f (a+ b) = (a+ b)2 − 2 (a+ b)2 + (a− b)2 = −4ab < 0; f (b) = b2 − 2 (a+ b) b = −2ab− b2 < 0

18. óÐÏÓÏÂ 1. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. ðÕÓÔØ a = m + n, b = n + k,
c = k +m.

(m+ n) (n+ k) (k +m) ≥ 8mkn;
ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

(m+ n) (n+ k) (k +m) ≥ 2
√
mk · 2

√
kn · 2√mn:

óÐÏÓÏÂ 2. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

a2 ≥ a2 − (b− c)2 ; b2 ≥ b2 − (c− a)2 ; c2 ≥ c2 − (a− b)2 :
òÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏÌÕÞÉÍ:

a2b2c2 ≥ (a+ b− c)2 (b+ c− a)2 (c+ a− b)2 ; É ÔÁË ÄÁÌÅÅ:

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ
ÞÉÓÅÌ a+ b− c, b+ c− a, c+ a− b ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ.

19-20. óÍ. ÐÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
21. äÏÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 18 ÎÁ (a+ b+ c).
22. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 20 É 21. óÌÏÖÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ 16S2É 2a2bc+ 2ab2c+ 2abc2 ≥ 32S2:
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ðÏÌÕÞÉÍ:

(ab+ bc+ ca)2 ≥ 48S2É ÔÁË ÄÁÌÅÅ:

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
23. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÉÎÓÌÅÒÁ-èÁÄ×ÉÇÅÒÁ (1938). õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ. ðÏÌÕÞÉÍ:

(m+ n)2 + (n+ p)2 + (p+m)2 − (m− p)2 − (p− n)2 − (n−m)2 ≥ 4
√

3s

4mn+ 4np+ 4pm ≥ 4
√

3s; mn+ np+ pm ≥
√

3s; mn+ np+ pm ≥
√

3mnp (m+ n+ p);

(mn+ np+ pm)2 ≥ 3mnp (m+ n+ p) ; (mn)2+(np)2+(pm)2 ≥ (mn) (np)+(np)·(pm)+(pm)·(mn) :

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17),

2ab+ 2bc+ 2ca− a2 − b2 − c2 = 16s2
1;

ÇÄÅ s1 | ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ√a,
√
b,√c. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÉÎÓÌÅÒÁ-

èÁÄ×ÉÇÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:

s2
1 ≥

√
3

4 s; ÇÄÅ s − ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a; b É c:

24. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 23 É 24 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.

25. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

m+ n
2k + n+ k

2m + k +m
2n ≥ 3;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
(m
k + k

m

)
+

(n
k + k

n

)
+

(m
n + n

m
)
≥ 6 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ:

26. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ:
√

2m+
√

2n+
√

2k ≤ √
m+ n+

√
n+ k +

√
k +m:

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 12.
27. (úÁÄÁÞÎÉË \ë×ÁÎÔÁ", í1107). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏÍÎÏ-

ÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ abc É ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ:

2
(
a2c+ b2a+ c2b

) ≥ a2b+ b2c+ c2a+ 3abc;

a2c+ b2a+ c2b ≥ (
a2b+ abc− b2a

)
+

(
b2c+ abc− c2b

)
+

(
c2a+ abc− a2c

)
;

a2c+ b2a+ c2b ≥ ab (a+ c− b) + bc (b+ a− c) + ca (c+ b− a) ;

(m+ n)2 (p+m) + (n+ p)2 (m+ n) + (p+m)2 (n+ p) ≥ (m+ n) (n+ p) p+ (n+ p) (p+m)m+
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+ (p+m) (m+ n)n (p+m)
(

(m+ n)2 − (m+ n)n
)

+ (m+ n)
(

(n+ p)2 − (n+ p) p
)

+

+ (n+ p)
(

(p+m)2 − (p+m)m
)
≥ 0;

(p+m)
(
m2 −mn

)
+ (m+ n)

(
n2 − pn

)
+ (n+ p)

(
p2 − pm

) ≥ 0
ðÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

m3 + n3 + p3 +m2p+ n2m+ p2n ≥ 2m2n+ 2p2m+ 2n2p:
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

(
m3 − 2m2n+ n2m

)
+

(
n3 − 2n2p+ np2) +

(
p3 − 2p2m+m2p

)
=

= m (m− n)2 + n (n− p)2 + p (p−m)2 ≥ 0:

28. (íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1982; íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÏÂÌÁÓÔÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 2001).
óÐÏÓÏÂ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a2bc+ ab2c+ b2ac ≥ 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4;
ÔÏ ÅÓÔØ

abc (a+ b+ c) ≥ 16S2;
ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 18.

óÐÏÓÏÂ 2 [8, ÚÁÄÁÞÁ 261]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(a+ b)2 > c2; (a+ b)2 (a− b)2 > (a− b)2 c2:
òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ:

a4 − 2a2b2 + b4 ≥ a2c2 + 2abc2 + b2c2:
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:

b4 − 2b2c2 + c4 ≥ b2a2 − 2bca2 + c2a2; c4 − 2c2a2 + a4 ≥ c2b2 − 2cab2 + a2b2:
óÌÏÖÉ× ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

29. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ma ≥ ha, 4m2
a = 2b2 + 2c2 − a2. ðÏÌÕÞÉÍ:

h2
a + h2

b + h2
c ≤ m2

a +m2
b +m2

c = 3
4

(
a2 + b2 + c2) :

30. (XI ÔÕÒÎÉÒ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÂÏÅ× ÉÍ. á. ð. óÁ×ÉÎÁ).
óÐÏÓÏÂ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

√
ab+

√
bc+

√
ca− a+ b+ c

2 = 2
√
ab+ 2

√
bc+ 2√ca− a− b− c

2 = 16s2
1;

ÇÄÅ s1 | ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 4√a, 4√b, 4√c.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ

Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 17.
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óÐÏÓÏÂ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a ≥ b ≥ c, ÔÏÇÄÁ:
√
ab+

√
bc+

√
ca >

√
ab+

√
bc ≥ b+ c > a+ b+ c

2 :

31. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ. ðÏÌÕÞÉÍ:

1
m + 1

n + 1
k ≥

9
m+ n+ k ;

m+ n+ k
m + m+ n+ k

n + m+ n+ k
k ≥ 9;

n+ k
m + m+ k

n + m+ n
k ≥ 6;

(m
k + k

m

)
+

(n
k + k

n

)
+

(m
n + n

m
)
≥ 6 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ:

32. (íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1964).
óÐÏÓÏÂ 1. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2 × ×ÉÄÅ:

16s2 = a2 (b+ c+ a) (b+ c− a) + b2 (a+ c+ b) (a+ c− b) + c2 (a+ b+ c) (a+ b− c)
−2a2bc− 2ab2c− 2abc2

16s2 = a2 (b+ c+ a) (b+ c− a)+b2 (a+ c+ b) (a+ c− b)+c2 (a+ b+ c) (a+ b− c)−2abc (a+ b+ c)

ðÏÌÕÞÉÍ:

(b+ c− a) (a+ c− b) (a+ b− c) = a2 (b+ c− a) + b2 (a+ c− b) + c2 (a+ b− c)− 2abc;

(b+ c− a) (a+ c− b) (a+ b− c)− abc = a2 (b+ c− a) + b2 (a+ c− b) + c2 (a+ b− c)− 3abc:

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 18:

(b+ c− a) (a+ c− b) (a+ b− c)− abc ≤ 0:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ a, b É c, ÔÏÇÄÁ É
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ a, b É c.

óÐÏÓÏÂ 2 . ðÕÓÔØ a ≥ b ≥ c, ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ:

3abc+ a3 + b3 + c3 − a2b− b2a− a2c− b2c− c2b− c2a =

(
a2 − b2

)
(a− b)− c (a− b)2 + c (c− a) (c− b) = (a− b)2 (a+ b− c) + c (c− a) (c− b) ≥ 0

óÐÏÓÏÂ 3 [2, ÚÁÄÁÞÁ 82]. óÌÏÖÉÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

(b− c)2 (b+ c− a) ≥ 0; (c− a)2 (c+ a− b) ≥ 0; (a− b)2 (a+ b− c) ≥ 0:
òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ. ðÏÌÕÞÉÍ:

6abc− 2a2 (b+ c− a)− 2b2 (c+ a− b)− 2c2 (a+ b− c) ≥ 0;
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ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
óÐÏÓÏÂ 4 [9, ÚÁÄÁÞÁ 341].
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ. ðÏÌÕÞÉÍ:

m2n+mn2 + n2p+ hp2 + p2m+ pm2 ≥ 6mnp;
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 14:

m2n+mn2 + n2p+ hp2 + p2m+ pm2 ≥ 2mn
√
mn+ 2np√np ≥ 2pm√pm ≥ 6mnp

(ÉÌÉ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ ÄÌÑ ÛÅÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. óÐÏÓÏÂÙ 3 É 4 ÐÒÉÇÏÄÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
33. (íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1984).
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ:

a2b (a− b) + b2c (b− c) + c2a (c− a) =

= (m+ n)2 (n+ p) (m− p) + (n+ p)2 (p+m) (n−m) + (p−m)2 (m− n) (p− n)
É, ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

2m3p+ 2n3m+ 2p3n− 2m2np− 2n2pm− 2p2mn = 2mp (m− n)2 + 2mn (n− p)2 + np (p−m)2 ≥ 0:

34. (÷ÅÎÇÅÒÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1972).
óÐÏÓÏÂ 1. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ:

4abc > a3 − a (b− c)2 + b3 − b (c− a)2 + c3 − c (a− b)2 ;

4abc > a
(
a2 − (b− c)2

)
+ b

(
b2 − (c− a)2

)
+ c

(
c2 − (a− b)2

)
;

4abc > a (a− b+ c) (a+ b− c) + b (b− c+ a) (b+ c− a) + c (c− a+ b) (c+ a− b) :
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ. ðÏÌÕÞÉÍ:

(x+ y) (y + z) (z + x) > (x+ y)xy + (y + z) yz + (z + x) zx;

z2x+ z2y + 2xyz + x2y + y2x+ y2z + zx2 > x2y + yx2 + y2z + zy2 + z2x+ xz2:
òÁÚÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ 2xyz > 0. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÐÏÓÏÂ 2. [4, ÚÁÄÁÞÉ 294-295] íÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÎÁÞÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

a (a− b+ c) (a+ b− c) + b (b− c+ a) (b+ c− a) + c (c− a+ b) (c+ a− b) =

= (a− b+ c) (a+ b− c) (−a+ b+ c) > 0:
üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ

4abc+ (a− b+ c) (a+ b− c) (−a+ b+ c) > 0:
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
÷. ÷. ãÕËÅÒÍÁÎ

óÔÁÔØÑ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ÂÅÚ 9 × ÐÅÒÉÏÄÅ
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÉÚ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ËÎÉÇÉ Á×ÔÏÒÁ \äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ", í., éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï éËÁÒ, 2010.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ É ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ
ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ \ÄÅ×ÑÔËÉ" × ÐÅÒÉÏÄÅ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÆÁËÔÏ×, ÍÏÔÉ×ÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑ-
ÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÂÅÚ \ÄÅ×ÑÔËÉ" × ÐÅÒÉÏÄÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÁËÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌØÀ ÜÔÏÊ
ÓÔÁÔØÉ.

1. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ
÷ÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a = p

q (ÇÄÅ p ∈ Z; q ∈ N) ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ. åÓÌÉ × ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ q ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁ-
ÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÔÏÌØËÏ 2{ËÉ É 5{ËÉ, ÔÏ p

q ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ
ÄÒÏÂÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 7

50 = 7
2 · 52 = 2 · 7

22 · 52 = 14
102 = 0; 14. ôÁËÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ: 7
50 = 0; 1400::: = 0; 14(0).

åÓÌÉ × ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ p
q ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 2

É 5, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒÙ. äÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 83

35 = 213
35 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

2; �1�2:::, ÇÄÅ 0; �1�2::: | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ 83
35−2, ÔÏ ÅÓÔØ

ÞÉÓÌÁ 13
35. äÌÑ ÞÉÓÌÁ −83

35 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ −2; �1�2:::, ÇÄÅ −0; �1�2:::
| ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ −13

35.
äÌÑ ÞÉÓÌÁ −83

35 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ × ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: −83
35 =

−213
35 = −2 − 13

35 = (−2 − 1) +
(

1− 13
35

)
= −3 + 22

35, É ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÕ −83
35 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ 3; �1�2:::, ÇÄÅ 0; �1�2::: ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÞÉÓÌÁ 22
35 (3 = −3 { ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ

ÞÉÓÌÁ −83
35, Á ÓÁÍÁ ÚÁÐÉÓØ 3; �1�2::: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÈÁ-

ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ É ÍÁÎÔÉÓÓÙ, ÇÄÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á ÍÁÎÔÉÓÓÁ |
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ).

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ b0; �1�2:::, ÇÄÅ b0 | ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ pq , Á 0; �1�2:::
| ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p

q × ×ÉÄÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, Á×ÔÏÒ ÓÞÉ-
ÔÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ. ïÎÏ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÍ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÍÅÎØÛÉÍÉ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÅÓÔØ
ÞÉÓÌÁÍÉ p

q , ÇÄÅ p ∈ N; q ∈ N; p < q É ÄÒÏÂØ p
q ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ

p
q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ a0; �1�2:::, ÇÄÅ Á0 = 0 É �1, �2. . . | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÉÆÒ
ÉÚ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ a0; �1�2::: ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅÌÅÎÉÑ \ÓÔÏÌÂÉËÏÍ" ÞÉÓÌÁ p ÎÁ q. ôÁË
ÄÌÑ 13

35 ÉÍÅÅÍ
22



ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 23

13 35

130
105

250
245

50
35
150
140

100
70
300
280

200
175
250

. . .

0,3714285714285...

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 13
35 = 0; 3 (714285). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÏËÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁË ËÁË Ó ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ (ÏÓÔÁÔËÉ
×ÙÄÅÌÅÎÙ), ÎÁÞÎÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ É ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÃÉÆÒÙ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÅÎÉÑ.

äÌÑ ÄÒÏÂÉ p
q (p ∈ N; q ∈ N; ÄÒÏÂØ p

q ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ) ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÞÉÓÌÁ 1, 2, 3, . . . ,
q − 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÉÏÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅ×ÙÛÁÔØ q − 1 ÃÉÆÒ. äÌÑ ÞÉÓÌÁ p

q = 13
35 ÐÅÒÉÏÄ (ËÁË

×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÃÉÆÒ.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ a = p

q (p ∈ N; q ∈ N; p < q) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ a = 0; �1�2:::�k
(�k+1�k+2:::�k+l) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ (9), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅp
q = 0; �1�2:::�k99::: = 0; �1�2:::�k (9).

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p
q = 0; �1�2:::�n::: (p ∈ N;

q ∈ N; p < q) ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ 0; �1 ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, Ó ÏÄÎÉÍ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÁÑ p

q , ÔÏ ÅÓÔØ

0; �1 ≤ p
q < 0; �1 + 1

10 :

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

0; �1�2 ≤ p
q < 0; �1�2 + 1

102 ;

0; �1�2�3 ≤ p
q < 0; �1�2�3 + 1

103 ;

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

0; �1�2�3:::�n ≤ p
q < 0; �1�2�3:::�n + 1

10n ;

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ (ÓÉÍ×ÏÌ) a0; �1�2:::�n:::, ÇÄÅ
(�1; �2; :::; �n; :::) | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÉÆÒ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.
óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ
ÄÒÏÂÅÊ:

(an) = (a0; a1; a2; :::; an; :::) ;
ÇÄÅ a0 = 0; a1 = 0; �1; a2 = 0; �1�2; ::: ; an = 0; �1�2:::�n É

(
a′n

)
=

(
a′0; a′1; a′2; :::; a′n; :::

)
;
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ÇÄÅ a′n = an + 1
10n , ÔÏ ÅÓÔØ a′0 = a0 + 1

100 = 0 + 1 = 1; a′1 = a1 + 1
10 = 0; �1 + 1

10; a′2 =
a2 + 1

102 = 0; �1�2 + 1
102 ; :::; a′n = an + 1

10n = 0; �1�2:::�n + 1
10n .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ an+1 ≥ an, ÐÒÉÞÅÍ
an+1 = an × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �n+1 = 0.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, an+1 − an = 0; �1�2:::�n�n+1 − 0; �1�2:::�n = 0; 00:::0�n+1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
(ÁÐ) | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a′n+1 ≤ a′n, ÐÒÉÞÅÍ a′n+1 = a′n ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ
�n+1 = 9. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

a′n+1 = 0; �1�2:::�n�n+1 + 1
10n+1 = 0; �1�2:::�n + �n+1

10n+1 + 1
10n+1 =

= 0; �1�2:::�n + �n+1 + 1
10n+1 ≤ 0; �1�2:::�n + 10

10n+1 = 0; �1�2:::�n + 1
10n = a′n

úÎÁË \≤" ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË \=" × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ �n+1 = 9 É �n+1 + 1 = 10. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, (a′n) | ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

åÓÌÉ ÂÙ p
q = 0; �1�2:::�k999::: = 0; �1�2:::�k(9) É �k 6= 9 (ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ k = 0, ÔÏÇÄÁ

a0 = 0 6= 9), ÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ:

a′k = a′k+1 = a′k+2 = ::: = a′n = :::; ÔÏ ÅÓÔØ a′n = a′k ÐÒÉ n ≥ k:

õÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N an ≤ p
q < a′n. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n ≥ k

0 < a′k −
p
q = a′n −

p
q ≤ a′n − an = 1

10n (∗)

÷ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (∗) ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ Ð, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÍ k, É
a′k − p

q | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (∗), ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË 1

10n ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×
Ð ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1

2 ·(
a′k − p

q
)

. þÉÓÌÏ Ð ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n ≥ k.
ôÏÇÄÁ

0 < a′k −
p
q ≤

1
10n <

1
2

(
a′k −

p
q

)

é, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 0 < a′k − p
q < 1

2
(
a′k − p

q
)

. ïÔÓÀÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a′k − p
q > 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

1 < 1
2 ÉÌÉ 2 < 1.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (∗) ÐÏÌÕÞÅÎÏ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ \9" × ÐÅÒÉÏÄÅ ÐÒÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ
ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
Ð, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1

10n < a. (úÄÅÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.)
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÂÌÁÚÎ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1

10n < a ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ð: ÐÏÌÕÞÁÅÍ 10n > 1a , ÏÔÓÀÄÁ n > lg 1a .

ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÅÓÃÅÎÉ-
×ÁÅÔ ÓÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ \9" × ÐÅÒÉÏÄÅ. òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ
××ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÂÅÚ \9" × ÐÅÒÉÏÄÅ. é ÔÏÇÄÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÎÙÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
n > lg 1

a .
òÅÛÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1

10n < a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ð ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ, ÎÅ ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÓÐÏÌØÚÕÑ \ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ï" Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ð, ÞÔÏ
na > b ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, bn < a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a = p1
q1
; b = p2

q2
(p1; q1; p2; q2 ∈ N);

na > b ⇒ np1
q1
> p2
q2

⇒ n > p2q1
p1q2

:

ôÁË ËÁË p1q2 ≥ 1 É 1
p1q2 ≤ 1, ÔÏ ÐÒÉ n > p2q1 ÉÍÅÅÍ:

na > p2q1a ≥ p2q1
p1q2

a = p2q1
p1q2

· p1
q1

= p2
q2

= b:

÷ ÃÅÐÏÞËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÅÒ×ÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, na > b.
äÁÌÅÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ Ð ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 10n > n, É ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ

Ð ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ na > b, É ÐÏÄÁ×ÎÏ 10na > b, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b
10n < a (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ b = 1

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 1
10n < a).

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 10n > n, n ∈ N , ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÎÏ Ð{ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ð ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.
õËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ É
ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:

bn − an = (b− a)
(
bn−1 + bn−2a+ bn−3a2 + :::+ ban−2 + an−1) ; n ≥ 2;

× ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓËÏÂËÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ôÏÇÄÁ

10n − 9n = 10n−1 + 10n−2 · 9 + 10n−3 · 92 + :::+ 10 · 9n−2 + 9n−1 > n · 9n−1; n ≥ 2;
ÔÏ ÅÓÔØ 10n − 9n ≥ n · 9n−1, n ∈ N (ÐÒÉ Ð = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 10n ≥ 9n + n · 9n−1 > n.
÷Ù×ÏÄ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ Ð É k ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 10k > n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k, ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ, ÞÅÍ Ð. üÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 10n > n ÚÄÅÓØ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÔÁË ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ×ÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n, ÞÔÏ 1

10n < a.
óÈÅÍÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÚÄÅÓØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÎÉÇÅ, ÕËÁÚÁÎ-

ÎÏÊ × ÁÎÎÏÔÁÃÉÉ Ë ÓÔÁÔØÅ, ÎÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ \ÄÅ×ÑÔËÉ" × ÐÅÒÉÏÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ \ÓÔÏÌÂÉËÏÍ" p : q; p ∈ N; q ∈ N; p < q:

ðÕÓÔØ p1 - ÐÅÒ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÃÉÆÒÁ 9. üÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ:

[10p1
1

]
= 9. äÅ×ÑÔËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÐÅÒ×ÏÊ ÃÉÆÒÏÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×

ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ
[10p

1
]

= 9. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 10p1
1 = 9 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
[10p1

1
]

= 9, ×ÙÓÔÕÐÁÌÏ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ:

10p1
q = 10 (q − (q − p1))

q = 9q + (q − 10 (q − p1))
q :

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 10(q − p1) ≤ q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. åÓÌÉ 10(q − p1) = q, ÔÏ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p

q ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ
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p
q = 0; �1�2:::�k�k+1 = 0; �1�2:::�k9

É ak+1 = 9 | ÐÅÒ×ÁÑ ÄÅ×ÑÔËÁ ÓÒÅÄÉ ÃÉÆÒ a1, a2,..., ak, ak+1. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË |
p2 = q − 10(q − p1) É ÔÏÇÄÁ q − p2 = 10(q − p1). þÔÏÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÃÉÆÒÏÊ ÄÅÌÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÓÎÏ×Á
ÄÅ×ÑÔËÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

10(q − p2) = 102(q − p1) ≤ q:
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÈ ÄÅ×ÑÔÏË ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ l(l ∈ N), ÅÓÌÉ

10l(q − p1) ≤ q; Á 10l+1(q − p1) > q:
óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ l ÏÐÑÔØ ÖÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2. éÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ×

îÁÚ×ÁÎÉÅÍ \ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ï" Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÑÚÁÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á: ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Á É b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ð, ÞÔÏ na > b ÉÌÉ bn < a
(×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÌÅÓÁ). óÐÒÁ×ÅÄÌÉ-
×ÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ É
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁËÓÉÏÍÙ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÏÔÒÅÚËÏ×. éÚ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ
å×ÄÏËÓÏÍ, ÎÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓÁÍÏÇÏ å×ÄÏËÓÁ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÓÏÈÒÁ-
ÎÉ×ÛÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÅ áÒÈÉÍÅÄÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ (ÒÅÖÅ ÁËÓÉÏÍÙ
å×ÄÏËÓÁ). áËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ (å×ÄÏËÓÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× É ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÑÍÏÊ (ÐÒÉ ×ÙÂÏÒÅ
ÏÔÒÅÚËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÄÒÏÂÑÍ
ÂÅÚ \ÄÅ×ÑÔËÉ" × ÐÅÒÉÏÄÅ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Á ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ne > a, ÇÄÅ Å | ÏÔÒÅÚÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÑÔÁ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

éÚ ÏÔÒÅÚËÏ× 0Å, Å, 2Å, 3Å, . . . , (n − 1)Å ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË a0e ≤ a < (a0 + 1) e.1
ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a0, a′0(0 ≤ a0 < a0 + 1 = a′0).

éÚ ÏÔÒÅÚËÏ× a0, 0e; a0, 1e; a0, 2e; a0, 3e; . . . ; a0, �19e ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ

a0; �1e ≤ a <
(
a0; �1 + 1

10

)
e:

÷×ÏÄÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: a1 = a0, �1, a′1 = a1 + 1
10 = a0, �1 + 1

10 É a1 = a1e, a′1 = a′1e. ôÏÇÄÁ
a1 ≤ a < a′1 = a1 + e

10.
úÁÔÅÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× a0, �10e; a0, �11e; a0, �12e; a0, �13e; . . . ; a0, �19e ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ

a0; �1�2e ≤ a <
(
a0; �1�2 + 1

102

)
e

É ××ÏÄÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ a2 = a0, �1�2; a′2 = a2 + 1
102 = a0; �1�2 + 1

102 ; a2 = a2e, a′2 = a′2e. ôÏÇÄÁ
a2 ≤ a < a′2 = a2 + e

102 .
üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ. ÷ ÉÔÏÇÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ a0, �1�2...�n.... ÷×ÏÄÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
1ðÏÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ 0Å ÐÏÎÉÍÁÀÔ \ÎÕÌÅ×ÏÊ" ÏÔÒÅÚÏË (ÔÏÞËÕ), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÎØÛÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.
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an = a0; �1�2:::�n; an; a′n = an + 1
10n = a0; �1�2:::�n + 1

10n
(× ×ÉÄÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ) É ÏÔÒÅÚËÉ

an = ane; a′n = a′ne =
(
an + 1

10n
)
e;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ Ð

an ≤ a < a′n = an + e
10n :

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÕ Á ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ an = a0, �1�2
...�n::: ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë \ÄÅ×ÑÔËÅ" × ÐÅÒÉÏÄÅ. âÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ï
ÐÒÑÍÏÊ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔÒÅÚËÉ an = ane, a, a′n = a′ne (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

M A NO n n

éÍÅÅÍ an = OMn, a = OA, a′n = ONn. åÓÌÉ ÂÙ ×ÏÚÎÉËÌÁ \9" × ÐÅÒÉÏÄÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÂÙ a0,
�1�2::: = a0, �1�2:::�k99:::, ÔÏ �′k = �′k+1 = �′k+2 = ::: É ÔÏÞËÁ Nn ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÂÙ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉ
n ≥ k. ôÏÇÄÁ ANk = ANk+1 = ANk+2 = ::: = ANn = ::: = c ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÔÒÅÚÏË.
éÍÅÅÍ

e
10n = MnNn ≥ ANn = c ÐÒÉ n ≥ k:

üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÁËÓÉÏÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
É ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÌÏ n ≥ k) e

10n < c.
ðÒÏÃÅÓÓ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ Á ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ

ÄÒÏÂÉ a0, �1�2 ...�n::: × ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÛÁÇÁÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = an. òÅÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ × ÓÉÌÕ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÉÞÉÎ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ É ÄÁÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÔÏÊ
ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÏÚÍÏÖÅÎ É ÐÒÑÍÏÊ ÍÅÔÏÄ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ \9" × ÐÅÒÉÏÄÅ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×. òÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙ, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕËÁÚÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÏÓÔÁÔËÁÍ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ
ÄÅÌÅÎÉÑ \ÓÔÏÌÂÉËÏÍ" p : q (p ∈ N , q ∈ N , p < q), p ∼ a; q ∼ e(a < e). åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ \9" × ÚÁÐÉÓÉ a0,
�1�2:::�k�k+1�k+2::: = a0, �1�2:::�k9�k+2::: ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (k + 1)-ÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÔÏ

p1 : p1 = 10k(a− ak):
ðÒÉ ÜÔÏÍ 10p1 = 9e+ (e− 10 (e− p1)) É 10(e− p1) ≤ e. äÅÔÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÂÏÒ ÜÔÏÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ
ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ.

ãÕËÅÒÍÁÎ ÷ÉÔÁÌÉÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ,
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ËÁÆÅÄÒÙ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ
ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. í. á. ûÏÌÏÈÏ×Á,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.

E-mail: tsuckerman@front.ru



ï ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÃÅÐÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ

á. é. ðÕÞËÏ×Á

äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ïÓÏ-
ÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ
×ÉÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × En.
ðÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ convF ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ En ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ôÏÞËÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÔÏÞÅË x1,. . . , xm ∈ En ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ �i; i = 1, . . . , m, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ �i ≥ 0; �1 + :::+ �m = 1,
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x = �1x1 + :::+ �mxm:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ x; y | ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á En. ïÔÒÅÚËÏÍ [x; y] Ó ËÏÎÃÁÍÉ x; y

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

[x; y] = {z ∈ En : z = �x+ (1− �)y; � ∈ [0; 1]};
ÉÌÉ

[x; y] =
⋃

�∈[0;1]
{�x+ (1− �)y}:

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. ðÅÒ×ÙÊ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÉÍÅ-
ÎÅÍ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ. ïÎ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ
ÓÍ. × [2].

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ En ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ
conv F , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØÀ ×ÓÅÈ ×ÙÐÕËÌÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÔÏÞÅË ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
F:

ìÅÍÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ). ðÕÓÔØ F ⊂ En. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ convF ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ
× ×ÉÄÅ ×ÙÐÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n+ 1 ÔÏÞÅË ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F; ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á En:

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.
ïÎ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÅ 3, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1].

ìÅÍÍÁ 3 (Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
F ⊂ En ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ convF , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×

F0; F1; : : : ; Fm; : : : ; (1)
ÇÄÅ

F0 = F

F1 =
⋃

x;y∈F0

[x; y];

28
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F2 =
⋃

x;y∈F1

[x; y];

:::::::::: ::::::::::

Fm =
⋃

x;y∈Fm
[x; y];

:::::::::: ::::::::::

ôÏÇÄÁ convF =
∞⋃
m=0

Fm.
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × ÌÅÍÍÅ 3 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÐÏ

×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ

F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ ::: ⊂ Fm ⊂
∞⋃

m=0
F ≡ convF :

äÌÑ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÉÍÅÅÍ F0 = F1 = ::: = convF , ÐÏÜÔÏÍÕ F = convF . äÌÑ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË × En, ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÜÔÉ
ÔÏÞËÉ, convF = F1.

а) F =F0 б) F = F1 conv

òÉÓ. 1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.

äÌÑ ÓÆÅÒÙ × En ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÁÒ, convF = F1.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 1; 2 É 3 ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ

×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å En ÐÒÉ n = 1, 2 É 3 ÃÅÐÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× (1) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒ s(F ), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ,

Fs = Fs+1 = ::: = convF;

s(F ) ≤ 1 ÐÒÉ n = 1; s(F ) ≤ 2 ÐÒÉ n = 2; 3:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
1. óÌÕÞÁÊ n = 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ convF = F1. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ F1 ⊂ convF , ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ

×ËÌÀÞÅÎÉÅ convF ⊂ F1. ðÕÓÔØ x ∈ convF , ÔÏÇÄÁ

x = �1x1 + �2x2;
ÇÄÅ

x1; x2 ∈ F ; �1 ≥ 0; �2 ≥ 0; �1 + �2 = 1:
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ôÏÞËÁ x ∈ F1 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F1.

2. óÌÕÞÁÊ n = 2. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ x ∈ convF , ÔÏÇÄÁ

x = �1x1 + �2x2 + �3x3;
ÇÄÅ

x1; x2; x3 ∈ F ; �1 ≥ 0; �2 ≥ 0; �3 ≥ 0; �1 + �2 + �3 = 1:
åÓÌÉ �1x1 + �2x2 = 0, ÔÏ �1 = �2 = 0, �3 = 1 É x = x3. õÞÉÔÙ×ÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÐÏ

×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÍ x = x3 ∈ F ⊂ F1 ⊂ F2, ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ F2. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �1 + �2 6= 1.
ðÅÒÅÐÉÛÅÍ x × ×ÉÄÅ

x = (�1 + �2)
( �1
�1 + �2

x1 + �2
�1 + �2

x2

)
+ �3x3:

y = �1
�1 + �2

x1 + �2
�1 + �2

x2 ∈ F1;

ÔÁË ËÁË

x = x3 ∈ F = F0; �1
�1 + �2

≥ 0; �2
�1 + �2

≥ 0; �1
�1 + �2

+ �2
�1 + �2

= 1:

x3 ∈ F ⊂ F1:
ðÏÌÕÞÁÅÍ

x = (�1 + �2)y + �3x3:
ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ x ∈ F2, ÔÁË ËÁË

y; x3 ∈ F1; �1 + �2 > 0; �3 ≥ 0; �1 + �2 + �3 = 1:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, convF = F2.

3. óÌÕÞÁÊ n = 3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ convF ⊂ F2. ðÕÓÔØ x ∈ convF , ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ

x = �1x1 + �2x2 + �3x3 + �4x4;
ÇÄÅ

x1; x2; x3; x4 ∈ F ; �1 ≥ 0; �2 ≥ 0; �3 ≥ 0; �4 ≥ 0; �1 + �2 + �3 + �4 = 1:
åÓÌÉ �1 + �2 = 0, ÔÏ �1 = �2 = 0 É ÔÏÞËÁ x ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

x = �3x3 + �4x4;
ÇÄÅ

x3; x4 ∈ F ; �3 ≥ 0; �4 ≥ 0; �3 + �4 = 1:
ôÏÇÄÁ x ∈ F1 = F2. ðÒÉ �3 + �4 = 0 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ∈ F2.

äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �1 + �2 6= 0 É �3 + �4 6= 0. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ x × ×ÉÄÅ

x = (�1 + �2)
( �1
�1 + �2

x1 + �2
�1 + �2

x2

)
+ (�3 + �4)

( �3
�3 + �4

x3 + �4
�3 + �4

x4

)
:

y = �1
�1 + �2

x1 + �2
�1 + �2

x2 ∈ F1;
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ÔÁË ËÁË

x1; x2 ∈ F = F0; �1
�1 + �2

≥ 0; �2
�1 + �2

≥ 0; �1
�1 + �2

+ �2
�1 + �2

= 1:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

z = �3
�3 + �4

x3 + �4
�3 + �4

x4 ∈ F1;

ÔÁË ËÁË

x3; x4 ∈ F = F0; �3
�3 + �4

≥ 0; �4
�3 + �4

≥ 0; �3
�3 + �4

+ �4
�3 + �4

= 1:

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = (�1 + �2)y + (�3 + �4)z. ôÏÇÄÁ x ∈ F2, ÔÁË ËÁË

y; z ∈ F1; �1 + �2 > 0; �3 + �4 > 0; �1 + �2 + �3 + �4 = 1

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ, n = 2, s(F ) = 2.

а) F =F0 в) F = F2 convб) F1

òÉÓ. 2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ n = 3, s(F ) = 1 (ÐÏÄ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ,
Á ÎÅ ÔÅÌÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ).

а) F =F0 б) F = F1 conv

òÉÓ.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ×
ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, n = 3, s(F ) = 2.
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а) F =F0 в) F = F2 convб) F1

òÉÓ.4. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ. × [3].
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ n{ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å En ÃÅÐÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× (1) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ

ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒ s ≡ s(n; F ), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á En É ÏÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

Fs = Fs+1 = ::: = convF;
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ En ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ

s(n; F ) :

s(n; F ) ≤ S(n) ≡ [log2 n] + 1 (2)
ÇÄÅ [x] | ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x:

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] ëÉÓÅÌ£× à.î. ïÐÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ. éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íçõ, 1988.

[2] âÌÁÇÏÄÁÔÓËÉÊ ÷.é. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2001.

[3] ðÕÞËÏ×Á á.é., ëÉÓÅÌ£× à.î., ëÕÌÅ×ÓËÉÊ á.÷., ïÒÌÏ× í.÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 15. ÷íÉë. 2010
(× ÐÅÞÁÔÉ).

[4] áÔÁÎÁÓÑÎ ì.ó., âÕÔÕÚÏ× ÷.æ., ëÁÄÏÍÃÅ× ó.â. çÅÏÍÅÔÒÉÑ: õÞÅÂÎÉË ÄÌÑ 10-11 ËÌÁÓÓÏ× ÓÒÅÄÎÅÊ
ÛËÏÌÙ. í.: ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1992.

ðÕÞËÏ×Á áÌÅÎÁ é×ÁÎÏ×ÎÁ,
ÁÓÐÉÒÁÎÔËÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á.
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õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ
Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ

á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÅÄÉÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×ËÌÉÄÁ, ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÕÍÍÏÊ
Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ ÓÔÁÔØÅ á. à. ü×ÎÉÎÁ (2009) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ î. ÷ÁÊÌÄÂÅÒÇÅÒÏÍ (Wildberger 2008); ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÚÁÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ \ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ". ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÒÁÎÅÅ × ÓÔÁÔØÅ (ýÅÔÎÉËÏ×
2004) × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÏÐÙÔËÏÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÍÏÇÌÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ áÒÈÉÍÅÄ É æÅÒÍÁ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, áÒÈÉÍÅÄ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ Ó×ÏÉÍ ÁÌÅËÓÁÎÄÒÉÊ-
ÓËÉÍ ËÏÌÌÅÇÁÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÂÙËÁÈ (áÒÈÉÍÅÄ 1962, Ó. 372{377). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ðÅÌÌÑ Ó ÔÁËÉÍ N, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ
×ÙÐÉÓÁÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ. ó ÍÏÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÔÁËÏÊ ×ÙÚÏ× ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌ ÏÔ×ÅÔ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÏÎÏ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÏ. ï ÔÏÍ, ÞÔÏ æÅÒÍÁ ÕÍÅÌ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N , Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ ÅÇÏ ÐÉÓÅÍ, × ÔÏÍ
ÞÉÓÌÅ ÐÉÓØÍÏ Ë ëÁÒËÁ×É, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ × Á×ÇÕÓÔÅ 1659 Ç.: \ëÁÖÄÏÅ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ñ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÐÕÓËÁ, ÐÒÉÍÅÎ£ÎÎÙÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÏÓÏÂÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ" (æÅÒÍÁ 1992, Ó. 79). ëÁË ÍÏÇÌÉ áÒÈÉÍÅÄ É æÅÒÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ, ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÉ ÃÅÐÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ, ÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ-
ÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ? ÷ÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ÐÙÔÁÌÓÑ ÏÔ×ÅÔÉÔØ × Ó×ÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ; ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ
ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÓÑ ÎÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ Ë ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ×
ÆÏÒÍÅ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ.

÷ ÒÁÍËÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÁ \ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ É Å£ ÉÓÔÏÒÉÑ", ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ×£Ì × ×ÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2010 ÇÏÄÁ
Ó ÎÏ×ÏÓÉÂÉÒÓËÉÍÉ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÁÍÉ, Ñ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ
ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ-üÊÌÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×Á-
ÄÒÁÔÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÌÅÇËÏ É ËÒÁÓÉ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÁÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÍÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÓÕÔØ
× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ q2 + 1).

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ (ýÅÔÎÉËÏ× 2008) ÐÉ-
ÆÁÇÏÒÅÊÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ \ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁË
ÉÚ ÍÁÔÅÒÉ É ËÏÒÎÑ"; ÕÓÌÏÖÎ£ÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÐÉÓÁÎÁ × ÏÂÚÏÒÎÙÈ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑÈ Ä×ÕÈ
ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× | îÉËÏÍÁÈÁ çÅÒÁÚÓËÏÇÏ (2009) É ôÅÏÎÁ óÍÉÒÎÓËÏÇÏ (2009).
úÁÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÒÅ×ÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÙÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÒÅ×ÏÍ ëÁÌËÉÎÁ-÷ÉÌÆÁ ÐÏ ÓÔÁÔØÅ
Calkin, Wilf (2000); ÓÍ. ÔÁËÖÅ áÊÇÎÅÒ, ãÉÇÌÅÒ (2006, Ó. 105{108).
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÷ ÜÔÏÍ ÖÅ ËÌÀÞÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ É ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ
Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× | ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÒÎÁ-
âÒÏËÏ (ÓÍ. çÒÜÈÅÍ, ëÎÕÔ, ðÁÔÁÛÎÉË 2006, Ó. 139{146).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ N

ôåïòåíá. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ

1 = x2 −Ny2 (1)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ÐÏÍÉÍÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (1, 0) ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ (x, y). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ îïä (x, y) = 1. þÉÓÌÁ × ÐÁÒÅ (x, y) ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÎÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ,
ËÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ, Á ËÁËÏÅ ÍÅÎØÛÅ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÏÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÅÎØÛÅÅ. ÷ ÓÉÌÕ
×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ (x, y) ÐÏÓÌÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ
1, Á ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ 0.

îÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, x > y, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ x → y + x. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

1 = x2 + 2xy + (1−N)y2:
îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÎÕÖÎÏ ÏÐÑÔØ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ x É y. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ

× ÓÌÕÞÁÅ x = y = 1; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1. åÓÌÉ
ÖÅ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ ÐÏ Å£ ÚÎÁËÕ ÍÙ ×ÙÑÓÎÑÅÍ, ËÁËÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ax2 + bxy + cy2. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
ÉÈ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× (a, b, c). éÓÈÏÄÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(1; 0;−N).

îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ x É y (ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×Ù-
ÓÔÕÐÁÅÔ ÚÎÁË ÓÕÍÍÙ a + b + c), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ × ×ÉÄÅ \ÍÅÎØÛÅÅ + ÄÏÂÁ×ËÁ", É
ÓÔÒÏÉÍ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

ÅÓÌÉ a+ b+ c < 0; ÔÏ x→ y + x É (a; b; c) → (a; b+ 2a; a+ b+ c);
ÅÓÌÉ a+ b+ c > 0; ÔÏ y → y + x É (a; b; c) → (a+ b+ c; b+ 2c; c):

õ ×ÓÅÈ ÆÏÒÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÙÍ (ÏÎ ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ), ÔÒÅÔÉÊ | ÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌØÎÙÍ (ÏÎ ÌÉÂÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ), ×ÔÏÒÏÊ | Þ£ÔÎÙÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ D = (b=2)2 − ac Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:

(b=2 + Á)2 − a(a+ b+ c) = (b=2)2 − ac;
(b=2 + c)2 − c(a+ b+ c) = (b=2)2 − ac:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÒÁ×ÅÎ N , ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÆÏÒÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ N .

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ a+ b+ c = 0. ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ a+ b+ c = 0 É (b=2)2−ac = N , ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ (a− c)2 = 4N ; ÎÏ N ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÉÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ D ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÅÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÁ. õ ÆÏÒÍÙ (Á, b, c) ÍÏÇÕÔ
ÉÍÅÔØÓÑ Ä×Å ÆÏÒÍÙ-ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉÃÙ:

(а, b, c)

(а–b+c, b–2c, c) (а, b–2a, а–b+c)

(а+b+c, b+2c, c)(а, b+2a, а+b+c)

(2)

ÎÏ ÌÉÛØ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒ×ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÔÒÅÔÉÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ a { b+ c:

ÅÓÌÉ a− b+ c < 0; ÉÍÅÌ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ (a; b− 2a; a+ c− b) → (a; b; c);

ÅÓÌÉ a− b+ c > 0; ÉÍÅÌ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ (a+ c− b; b− 2c; c) → (a; b; c):

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ, ÓÔÁÒÔÕÑ Ó ÆÏÒÍÙ (1; 0;−N), ÍÙ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×
×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÆÏÒÍÅ (1; 0;−N) É ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1).

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (1, 0). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ×ÏÓÈÏÖÄÅÎÉÅÍ
ÐÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ.

óÐÕÓËÕ ×ÎÉÚ ÎÁ n ÏÂÏÒÏÔÏ× ÃÉËÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ n-ÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ | ÔÏÊ ÓÁÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1),
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂÏÒÏÔÅ ÃÉËÌÁ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:
ÐÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÁÚ×ÉÔÕÀ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÔÅÈÎÉËÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ-
üÊÌÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ Ó ÐÏ-
ÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìåííá. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× |
ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ.

äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ
Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:N = x2 + y2. íÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÏ×Ù ÞÉÓÌÁ x, y; ÎÏ ËÁËÏ×Ù ÂÙ ÏÎÉ ÎÉ ÂÙÌÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ × ÆÏÒÍÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØ-
ËÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ îïä (x, y) = 1, ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÏÂÁ
ÏÓÔÁÔËÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, Á ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÅÎ 0.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (2) Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
(1, 0, 1) É ËÏ ×ÓÅÍ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ ÉÚ ÎÅ£ ÆÏÒÍÁÍ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ,
×ÅÒÈÎÉÅ ÕÒÏ×ÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1.
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(1, 2, 2) (2, 2, 1)

(1, 6, 10)

(1, 4, 5)

(10, 14, 5) (5, 16, 13) (13, 10, 2) (2, 10, 13) (13, 16, 5) (5, 14, 10) (10, 6, 1)

(5, 6, 2) (2, 6, 5) (5, 4, 1)

(1, 0, 1)

òÉÓ. 1

ëÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ
ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÏÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÜÔÏÇÏ
ÄÅÒÅ×Á.

÷ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å, ÉÍÅÀÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D =
(b=2)2−ac = −1 É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ
Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ D = −1 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ
ÄÅÒÅ×Å.

ðÕÓÔØ (a, b, c) | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
(b=2)2 = ac − 1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = Ó ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ (1, 0, 1). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a > c. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÙ-
ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉÃÙ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉÃÅÊ ÆÏÒÍÙ (a, b, c) ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÁ (a− b+ c, b−2Ó,
Ó). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

a− b+ Ó = a+ c− 2
√
ac− 1 > a+ c− 2

√
ac = (

√
a−√c)2 > 0;

b− 2c = 2
√
ac− 1− 2c ≥ 2(

√
(Ó+ 1)Ó− 1− Ó) ≥ 0;

ÐÒÉÞ£Í × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ (2, 2, 1), ÐÒÅÄÛÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÉÃÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ (1, 0, 1).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÙ-ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉÃÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÙ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÉÃÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ D = {1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍ-
ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉÃ Ó ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. îÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÁ (1, 0, 1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÄÉÓËÒÉÍÉ-
ÎÁÎÔÁ D = {1 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å.

óÏÅÄÉÎÑÑ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÆÏÒÍ ÄÉÓ-
ËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ D = {1 Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ (b=2)2 = ac − 1, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ (b=2)2 ≡ −1(moda). ÷ ÉÔÏÇÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÏÊ
Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ.
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ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:
×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ËÁË ÄÅÒÅ×Ï ûÔÅÒÎÁ-âÒÏËÏ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÁÞÉ-
ÎÁÅÔÓÑ Ó ÃÅÐÏÞËÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÁÒ (1, 0), (0, 1). îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÛÁÇÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÃÅÐÏÞËÉ ×ÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÐÁÒÙ,
ÔÁË ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ (p, q) É (r, s) ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (p + r, q + s). ÷ÅÒÈÎÉÅ ÕÒÏ×ÎÉ ÜÔÏÊ
ÉÅÒÁÒÈÉÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2.

(5, 1) (7, 2) (8, 3) (7, 3) (7, 4) (8, 5) (7, 5) (5, 4) (4, 5) (5, 7) (5, 8) (4, 7) (3, 7) (3, 8) (2, 5) (1, 5)

(1, 4)(2, 5)(3, 5)(3, 4)(4, 3)(5, 3)(5, 2)(4, 1)

(3, 1) (3, 2) (2, 3) (1, 3)

(1, 2)(2, 1)

(1, 1)

(1, 0) (0, 1)

òÉÓ. 2

ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: ÍÙ ÂÅÒ£Í ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ {(1, 0), (0, 1)}, ÐÒÏ×ÏÄÉÍ × Î£Í ÄÉÁÇÏÎÁÌØ (1, 1), ÓÔÒÏÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ
ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ {(1, 0), (1, 1)} É {(1, 1), (0, 1)}, ÐÒÏ×ÏÄÉÍ × ÎÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (2, 1) É (1, 2), É Ô. Ä. (ÒÉÓ.
3).

(1, 1)

(1, 0)

(1, 2)

(2, 1) (3, 1)

(3, 2)

(2, 3)(1, 3)

(0, 1)

òÉÓ. 3

ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
ÛÁÇÁ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, É ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÐÌÏ-
ÝÁÄØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ (p, q), (r, s) | Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ×, ÔÏ

ps− qr = 1:

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÐÁÒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ | ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÅ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ. ôÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ
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×ÅËÔÏÒÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÁÒÁ (p, q) Ó ÐÒÅÄ-
ËÁÍÉ (a, b) É (Ó, d) | ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÁÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ (a, b) É (Ó, d), ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÅÒÅ×ÅÄ£Í ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ (1, 0) É
(0, 1). ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÓÄ×ÉÇ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ × ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÞÔÏ ÎÅÌÅÐÏ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÁÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÅÒÁÒ-
ÈÉÉ. ðÕÓÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÐÁÒÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ; ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÁÒÕ (p, q) Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÏÊ ÞÉÓÅÌ.
îÁÊÄ£Í Å£ ÐÒÅÄËÏ× (a, b) É (Ó, d), ÒÅÛÉ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

aq − bp = 1 (a < p; b < q);

dp− cq = 1 (Ó < p; d < q);
ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ × ÓÉÌÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ (p, q). þÉÓÌÁ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÁÒ (a; b) É (Ó; d)
ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, É ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÅ p+ q. åÓÌÉ ÏÂÁ ÐÒÅÄËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÉÅÒÁÒÈÉÉ, ÔÏ ÔÁÍ
ÖÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÐÏÔÏÍÏË. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄËÏ× ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÉÅÒÁÒÈÉÉ,
ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

ìåííá. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× |
ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ.

äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÕÚÌÁÈ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÒÎÁ-âÒÏËÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÓÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÙÅ ÐÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÄÅÒÅ×Ï, × ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ
ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÚÌÁ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÒÎÁ-âÒÏËÏ (ÒÉÓ. 4). ÷ ÕÚÌÁÈ ÜÔÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÚÁÐÉÓÁÎÙ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×Á-
ÄÒÁÔÏ×, ÐÒÉÞ£Í ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ.

26 53 73 58 65 89 74 41 41 74 89 65 58 73 53 26

1729342525342917

10 13

5

13 10

5

2

1 1

òÉÓ. 4

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÞÉÓÌÁ a1, a2, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 4 ÓÔÒÅÌËÏÊ. ë ÜÔÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ä×Á
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÅÝ£ Ä×Á ÞÉÓÌÁ !1, !2. ÷Ù×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×Á-
ÀÝÅÅ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ a1, a2 | Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÔÏÒÏÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ,
ÔÏ !1, !2 | Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ðÕÓÔØ u1, u2 | ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ-
ÇÒÁÍÍÁ, l1, l2 | ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, S | ÐÌÏÝÁÄØ. ôÏÇÄÁ

l21;2 = u2
1 + u2

2 ± 2u1u1 cos� = u2
1 + u2

2 ± 2
√
u2

1u2
2(1− sin2 �) = u2

1 + u2
2 ± 2

√
u2

1u2
2 − S2:

ðÏÄÓÔÁ×É× S = 1 É ÚÁÍÅÎÉ× Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
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!1;2 = a1 + a2 ± 2
√
a1a2 − 1 (3)

ðÏÓËÏÌØËÕ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙ, Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÚÄÅÓØ ×ÓÅÇÄÁ ÉÚ×ÌÅËÁ-
ÅÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ. á ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×,
{1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a1, a2 É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ
ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

a1a2 = Q2 + 1:
ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ

!1;2 = a1 + a2 ± 2
√
a1a2 − 1 (4)

÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

2
√
a1a2 − 1 < 2√a1a2 ≤ a1 + a2;

Á ÐÏÔÏÍÕ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ !1, !2 ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

a1;2!1;2 = a2
1;2 + a1a2 ± 2a1;2Q = a2

1;2 +Q2 + 1± 2a1;2Q = (a1;2 ±Q)2 + 1:
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ a1, a2, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ
!1, !2. üÔÏ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ −1
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ (ÒÉÓ. 5).

а2

а1

w1

w2

òÉÓ. 5

óÐÕÓË ÐÏ ÜÔÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ Q = 0 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ a1 = a2 = 1.
óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÛÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÄ£Ô Ë Ä×ÕÍ ËÏÒÎÅ×ÙÍ
ÅÄÉÎÉÃÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ
× ÏÄÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ. îÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (4) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. á ÐÏÔÏÍÕ ÉÅÒÁÒÈÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ
ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÅÒÁÒÈÉÅÊ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ.
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úÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÅ ÛÁÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
úÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÅ ÛÁÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ-üÊÌÅÒÁ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÎÏ × ÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÑÈ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÈ ÚÄÅÓØ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ.
åÓÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ×

ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ É ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á âÒÁÈÍÁÇÕÐÔÙ

(m2 + n2)(p2 + q2) = (mp+ nq)2 + (mq − np)2:
ïÔÓÀÄÁ, ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÓÅ

ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ 2 = 12 + 12 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ

4n + 1 É 4n − 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛ£Î ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ÐÏÌÅÚÎÙÍ ×
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÌÁÎÅ ÍÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅ-
ÔÏ× ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ p ÐÏ ÃÉËÌÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, × ÜÔÏÍ ÃÉËÌÅ {1
ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁÐÒÏÔÉ× +1. åÓÌÉ p = 4n+ 1, ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÍÅÖÄÕ +1 É −1 ÒÁ×ÎÏ 2n; ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ |
Þ£ÔÎÏÅ, É −1 ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ. åÓÌÉ ÖÅ p = 4n + 3, ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÍÅÖÄÕ +1 É −1
ÒÁ×ÎÏ 2n+ 1; ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, É −1 ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ.
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÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ
É ÁÌÇÅÂÒÕ, × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÈ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ É ÒÁÚ×ÉÔÉÑ × ÁÎÔÉÞÎÏÓÔÉ, ××ÏÄÉÌÉÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ×.

íÎÏÇÉÍ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ
ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ëÁË íÉÄÌÍÉÓ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ × ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ Ë Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ (1953),
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = g(x) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ x = a, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ f(x) = g(x); ÔÏ x = a:
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏ×ÅÒËÁ f(a) = g(a) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
îÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ É ÂÅÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×:
úáäáþá. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÑÔØ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÁÄÃÁÔØ; ÎÁÊÄÉÔÅ

ÞÉÓÌÏ.
òåûåîéå. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ É

ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÑÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÁÄÃÁÔØ. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÐÏ ÐÑÔÉ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ ÕÔÒÏÅÎÎÏÅ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÑÔÉ.

ðòï÷åòëá: åÓÌÉ ÐÑÔØ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÑÔØ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÁÄÃÁÔØ.
òÅÛÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÒÕÄÎÏ-

ÓÔÉ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÉËÏÊ; ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔ çÅÒÛËÏ×ÉÞ (1989).
÷Ó£ ÜÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ. ÷

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ × Ä×ÕÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÁÈ:
I. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ ÐÕÔ£Í,

ÅÓÌÉ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÉÔØ Å£ ÐÒÑÍÏ.
II. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÏÂÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÞÉÓÅÌ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ (É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÉ

Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ).
ïÄÎÁËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÓÈÏÖÅ Ó ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ × ÄÒÕÇÉÈ

ÏÂÌÁÓÔÑÈ. ïÎÏ ÓËÏÒÅÅ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÔÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÓÏÆÉÓÔÙ, ËÁË ÐÉÛÅÔ
ÏÂ ÜÔÏÍ äÅ ìÏÎÇ (1970):

...íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÌÉÓØ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÎÁÚÙ×Á×ÛÉÅ ÓÅÂÑ ÓÏÆÉÓÔÁÍÉ. ðÏÄÏÂÎÏ ÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÔÒÕÂÁÄÕÒÁÍ, ÏÎÉ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ × ÇÏÒÏÄ, ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÐÌÁ-
ÔÕ ÏÂÕÞÁÑ Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÅÍÙ. óÏÆÉÓÔÙ ÕÞÉÌÉ
É ÔÏÍÕ, ËÁË ÏÔÒÁÖÁÔØ ÄÏ×ÏÄÙ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÐÏÎÅÎÔÁ × ÐÕÂÌÉÞÎÏÍ ÓÐÏÒÅ. óÁÍÉ ÓÐÏÒÙ ÎÅ-
ÒÅÄËÏ ÂÙ×ÁÌÉ ÏÞÅÎØ ÏÓÔÒÙÍÉ, Á ÄÏ×ÏÄÙ |- ×ÅÓØÍÁ ÔÅÁÔÒÁÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉÂÙÔÉÅ × ÇÏÒÏÄ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÏÆÉÓÔÁ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÐÕÂÌÉËÕ ×ÏÌÎÏ×ÁÔØ-
ÓÑ, É ÐÏÞÅÍÕ ÓÏÆÉÓÔÙ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÒÏÓÉÌÉ ÚÁ Ó×ÏÉ ÕÓÌÕÇÉ ÎÅÍÁÌÕÀ ÐÌÁÔÕ.

ðÒÏÔÁÇÏÒ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÁÍÙÍ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ ÓÏÆÉÓÔÏÍ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ
ÓÞÉÔÁÌÓÑ ÂÙ É ËÒÕÐÎÙÍ ÍÙÓÌÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ. âÏÌÅÅ ×ÓÅÇÏ
ÏÎ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ Ó×ÏÉÍ ÉÚÒÅÞÅÎÉÅÍ \ÞÅÌÏ×ÅË ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÊ" É Ó×ÏÉÍ ÇÕÍÁÎÉÚÍÏÍ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÎÁÍ ÎÅÐÒÉ×ÙÞÎÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÎÔÉÞÎÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ Ï
Î£Í, ÐÕÓÔØ ÏÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÐÏËÒÉÆÏÍ, ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÎÁÍ ÓÌÏ×ÅÓÎÕÀ ÐÉÒÏÔÅÈÎÉËÕ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÓÏÆÉÓÔÙ ÂÙÌÉ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÍÁÓÔÅÒÁÍÉ.

1ðÅÒÅ×ÏÄ ×ÙÐÏÌÎÅÎ á. é. ýÅÔÎÉËÏ×ÙÍ ÐÏ ÉÚÄÁÎÉÀ: Jonathan P. Seldin. Reasoning in the Elementary Mathematics.
Proceedings of the Annual Meeting of the Canadian Society for History and Philosophy of Mathematics. Universit�e Laval,
1989.
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ðÒÏÔÁÇÏÒ ÐÏÄÒÑÄÉÌÓÑ ÕÞÉÔØ å×ÁÔÌÁ ÒÉÔÏÒÉËÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÔ ÍÏÇ ×ÙÓÔÕÐÁÔØ
× ÓÕÄÅ. å×ÁÔÌ ÚÁÐÌÁÔÉÌ Á×ÁÎÓÏÍ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÐÌÁÔÙ, É ÏÎÉ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ,
ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÌÁÞÅÎÁ, ËÏÇÄÁ å×ÁÔÌ ×ÙÉÇÒÁÅÔ Ó×Ï£ ÐÅÒ×ÏÅ ÄÅÌÏ ×
ÓÕÄÅ. ïÄÎÁËÏ å×ÁÔÌ ÎÅ ÓÐÅÛÉÌ ÎÁÞÁÔØ Ó×ÏÀ ÓÕÄÅÂÎÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ. ðÒÏÔÁÇÏÒ, ÒÁ×ÎÏ
ÏÚÁÂÏÞÅÎÎÙÊ É Ó×ÏÅÊ ÒÅÐÕÔÁÃÉÅÊ, É ÐÏÌÕÞÅÎÉÅÍ ÄÅÎÅÇ, ÒÅÛÉÌ ×ÏÚÂÕÄÉÔØ ÐÒÏÔÉ× ÎÅÇÏ
ÄÅÌÏ. ÷ ÓÕÄÅ ðÒÏÔÁÇÏÒ ÚÁÑ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: \å×ÁÔÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ
ÐÌÁÔÉÔØ ÍÎÅ, ÎÏ ÜÔÏ ÁÂÓÕÒÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÜÔÏ ÄÅÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ
ÜÔÏ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÄÅÌÏ × ÓÕÄÅ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ ÍÎÅ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÄÏÇÏ×ÏÒÕ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÉÇÒÁÅÔ ÄÅÌÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ ÍÎÅ
ÐÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÕÄÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÍÕ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÐÌÁÔÉÔØ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÏÉÇÒÁÅÔ ÏÎ
ÉÌÉ ×ÙÉÇÒÁÅÔ". å×ÁÔÌ, ËÁË ÓÐÏÓÏÂÎÙÊ ÕÞÅÎÉË, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÄÏ×ÏÄÁÍ ðÒÏÔÁÇÏÒÁ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ: \ðÒÏÔÁÇÏÒ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Ñ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ ÅÍÕ, ÎÏ
ÜÔÏ ÁÂÓÕÒÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÜÔÏ ÄÅÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ Ñ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌ Ó×Ï£
ÐÅÒ×ÏÅ ÄÅÌÏ × ÓÕÄÅ, Ñ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÕ ÐÌÁÔÉÔØ ÅÍÕ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÄÏÇÏ×ÏÒÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ
ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÉÇÒÁÅÔ ÄÅÌÏ. ôÏÇÄÁ Ñ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÕ ÐÌÁÔÉÔØ ÅÍÕ ÐÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÕÄÁ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Ñ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÕ ÐÌÁÔÉÔØ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÏÉÇÒÁÅÔ ÏÎ ÉÌÉ ×ÙÉÇÒÁÅÔ"
(ÓÔÒ. 9|10).

÷ÏÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÓÎÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ!
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÏ×ÏÄÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ. é ÄÁÖÅ

ÅÓÌÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ É ÎÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÁ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÓÌÕÖÉÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÉÌ-
ÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ×
ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ.

äÒÕÇÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
É ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. üÔÏÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÔÁËÖÅ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÄÒÅ×ÎÉÍ ÇÒÅËÁÍ, ËÁË ÜÔÏ
ÏÔÍÅÞÁÅÔ üÒÉË óÔÅÎÉÕÓ (1978):

åÓÌÉ \ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ", ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ÐÅÒ×ÙÍÉ, ËÔÏ ÓÔÁÌ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ
ÔÅÏÒÅÍÙ; ÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÍ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÇÒÅËÉ ÂÙÌÉ ÐÅÒ×Ù-
ÍÉ, ËÔÏ ÓÔÁÌ ÉÓËÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÄÌÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÆÁËÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ Ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ:
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÁÑ É ÒÅ×ÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÉÄÅÑ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÏ× ÚÁËÌÀÞÁ-
ÌÁÓØ × ÉÈ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÆÁËÔÏ×.

òÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÉÆÁÇÏÒÅÊÃÙ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÞÅÒÔÅÖÏÍ (ÒÉÓ. 1), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÕÞÅÂÎÉËÁÈ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÐÒÑÍÕÀ DCE, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ AB (ÚÄÅÓØ ÓÌÏ×Ï \ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ" ÕÐÏ-
ÔÒÅÂÌÅÎÏ ÓËÏÒÅÅ × ÜÐÉÓÔÅÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ \ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÒÑÄÏÍ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÑÍÏÊ", ÎÅÖÅÌÉ ×
Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ \ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÑÍÏÊ"), ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØ-
ËÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÞÅÒÔ£Ö ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÅÄØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÁËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÅ ÕÇÌÙ
× ÐÁÒÅ DCA É CAB, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÎÁËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÅ ÕÇÌÙ × ÐÁÒÅ ECB É CBA. åÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó
ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ DCE ÒÁ×ÅÎ ÔÒ£Í ÕÇÌÁÍ DCA, ACB, BCE, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ |- Ä×ÕÍ ÐÒÑÍÙÍ
ÕÇÌÁÍ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ.

îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ÎÁËÒÅÓÔÌÅÖÁÝÉÅ ÕÇÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ,
ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÓÔÏÌËÎ£ÔÓÑ Ó ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË
ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ, ÐÒÉ×ÅÌÉ 2000 ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ Ë ÎÉÚ×ÅÒÖÅÎÉÀ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÁË
ÓÉÓÔÅÍÙ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÔÉÎ" (ÓÔÒ. 258|259).
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òÉÓ.1 òÉÓ.2

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅ-
ÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÞÅÒÔ£Ö ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ), ÉÍÅÅÔÓÑ × ÄÉÁÌÏÇÅ ðÌÁÔÏÎÁ íÅÎÏÎ, ÇÄÅ
óÏËÒÁÔ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÞÅÒÔÅÖÏÍ (ÒÉÓ. 2), ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ.

åÝ£ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉÆÁÇÏÒÁ (ÒÉÓ. 3). üÔÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ".

òÉÓ. 3

óÏÇÌÁÓÎÏ ôÏÒÅÔÔÉ (1978), ×ÓËÏÒÅ ÐÏÓÌÅ æÁÌÅÓÁ (ÏË. 639|546 ÄÏ Î. Ü.) ÇÒÅËÉ ÎÁÞÁÌÉ ÒÁÚ-
×É×ÁÔØ ÎÏ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÏÓØ ÎÅ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ
ÞÅÒÔÅÖÁ, ÎÏ ÎÁ ÒÁÂÏÔÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍÙÈ ÔÅÒÍÉÎÏ×. üÔÏ ÂÙÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÙÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ÷ ÃÅÌÏÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÁÒÅÊÛÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ
ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × 21|34 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ IX ËÎÉÇÉ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ,
ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ VII ËÎÉÇÉ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÁ 6 É 7). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÞÅÒÔ£Ö, ÎÏ ÏÎ ÎÅ ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍÙÈ ÓÌÏ× É ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÜÔÉÍ ÓÍÙÓÌÏÍ. ëÁË ÏÔÍÅÞÁÅÔ
ôÏÒÅÔÔÉ,

åÓÌÉ ÂÙ ÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÐÒÉÎÑÌÉ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÔÏÞÎÏÇÏ, ÓÉÌØÎÏÇÏ É ÎÅ-
ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅ-
ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ËÁËÏ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ
ËÒÁÔÎÙÍÉ ÎÉËÁËÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÁËÉÍ ÂÙ ÍÁÌÙÍ ÏÎ ÎÉ ÂÙÌ.

äÁÌÅÅ ôÏÒÅÔÔÉ ÃÉÔÉÒÕÅÔ â. ì. ÷ÁÎ-ÄÅÒ-÷ÁÒÄÅÎÁ:

éÍÅÑ ÄÅÌÏ Ó ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍÉ É ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, ÎÉËÏÍÕ
ÎÅ ÐÒÉÄ£Ô × ÇÏÌÏ×Õ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÔØ, ÉÍÅÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÏÂÝÕÀ ÍÅÒÕ; ÔÏÌÝÉÎÁ ×ÏÌÏÓÁ ÕÌÏÖÉÔ-
ÓÑ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ × ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÓÕÍÅÅÍ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï
ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÍÙÓÌÉ.
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(éÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÎÅÓÔÉ ÄÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.)
çÒÅËÉ ÕÖÅ ÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. éÈ ÏÔËÒÙÔÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉÐÉÓÙ-

×ÁÅÔÓÑ ðÉÆÁÇÏÒÕ ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍ. èÉÚÓ (1981) ÐÉÛÅÔ ÏÂ ÜÔÏÍ ÔÁË:

íÅÔÏÄ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ
√

2 ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ÅÄÉÎÉ-
ÃÅÊ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ áÒÉÓÔÏÔÅÌÅÍ [ðÅÒ×ÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉËÁ
41Á26|27], ËÏÇÄÁ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÂÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÂÙÌÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ É Þ£ÔÎÙÍ, É ÎÅÞ£ÔÎÙÍ. üÔÏ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ É
ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÔÅËÓÔ å×ËÌÉÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï X.117.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ AC ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ AB ; ÐÕÓÔØ
ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ � : �. ôÏÇÄÁ � > �, É ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔÉ � > 1. ôÏÇÄÁ AC 2 : AB2 = �2 : �2; É ÐÏÓËÏÌØËÕ AC 2 = 2AB2, ÔÏ É �2 = 2�2.
ôÏÇÄÁ �2, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �, ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ. òÁÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � : � ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ
ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ � ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ. ðÏÌÏÖÉÍ � = 2
. ôÏÇÄÁ 4
2 = 2�2, É ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ 2
2 = �2. ðÏÜÔÏÍÕ �2, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �, ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ. îÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ
ÎÅÞ£ÔÎÙÍ: Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ AC ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÊ
ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ AB.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÍÏÖÅÔ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÔØÓÑ ÞÅÒÔÅÖÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔ É ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÞÅÒÔ£Ö ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÄÌÑ ÅÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. ïÔ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÊ IX ËÎÉÇÉ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ ÏÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ.
ëÁË ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÚ ×ÉÚÕÁÌØÎÏÊ É ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÊ ÎÁÕËÉ ×
ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÅÒÍÉÎÏ× É ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, × ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÔÅÒÍÉÎÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ? îÁÛÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÔØÓÑ ÔÏÇÏ,
ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÉÌÉ ÉÍÅÎÎÏ ÇÒÅËÉ, Á ÎÅ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÝ£. é ÂÙÌÏ ÂÙ ÈÏÒÏÛÏ,
ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÄÁ×ÁÌÏ ÎÁÍ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ Ó×ÏÉÍ
ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÞÅÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ.

íÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÅËÉ ÌÀÂÉÌÉ ÓÐÏÒÉÔØ, ËÁË ÏÂ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ äÅ ìÏÎÇ ×
ÉÓÔÏÒÉÉ Ï ðÒÏÔÁÇÏÒÅ É å×ÁÔÌÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÎÎÉÈ ÁÎÔÉÞÎÙÈ ÏÂÝÅÓÔ×
ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ×ÓÅÍÏÇÕÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÖÒÅÃÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÉÈ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÎÁ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ
ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÌÏÖÅÎÏ ÔÁÂÕ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÁ ÌÀÂÏ×Ø Ë ÓÐÏÒÕ ÒÁÄÉ ÓÐÏÒÁ ÅÝ£ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÑ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÇÒÅËÁÍÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ÷ÅÄØ ÜÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÕÔÅÊ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÙ. ïÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ É Ë ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë ÞÉ-
ÓÔÏÍÕ ÕÍÏÚÒÅÎÉÀ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ ÐÏ ÅÇÉÐÅÔÓËÉÍ É ×Á×ÉÌÏÎÓËÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍ, ×ÓÅÇÄÁ
ÂÙÌÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ×ÉÄÁÍÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË ÚÅÍÌÅÍÅÒÉÅ É ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÁ. é
ÔÏÌØËÏ ÇÒÅËÉ ÓÔÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÅÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ, ÎÅ ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ
×ÙÇÏÄÙ, Ï Þ£Í ÇÏ×ÏÒÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ èÉÚÓ (1981):

ïÄÉÎ ÕÞÅÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÞÁÌ ÕÞÉÔØÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Õ å×ËÌÉÄÁ, ÓÐÒÏÓÉÌ,
ÅÄ×Á ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÏÂÒÁ× ÐÅÒ×ÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ: \á ËÁËÕÀ ÐÏÌØÚÕ Ñ ÐÏÌÕÞÕ ÏÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
ÜÔÏÇÏ?" å×ËÌÉÄ ÐÏÄÏÚ×ÁÌ ÒÁÂÁ É ÓËÁÚÁÌ: \äÁÊ ÅÍÕ ÏÂÏÌ, ÉÂÏ ÏÎ ÈÏÞÅÔ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ×ÙÇÏÄÕ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÁÅÔ".

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÏÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÅÇÏÄÎÑ ÕÔÒÁÞÅÎÙ, ÍÙ
ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ Õ×ÅÒÅÎÙ × ÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÉÞÉÎÁ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë ÐÏÄÏÂÎÏÍÕ ÉÚÍÅÎÅ-
ÎÉÀ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔØ ÒÑÄ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞ£Ô.

ïÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ×ÙÓËÁÚÁÌ áÒÐÁÄ óÁÂÏ. ÷ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ (1978) ÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ×ÎÅÛÎÉÈ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÆÁËÔÏÒÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÛËÏÌÙ ÜÌÅÁÔÏ×. üÔÏ ÂÙÌÁ ÛËÏÌÁ ðÁÒÍÅÎÉÄÁ (ÎÁÞÁÌÏ 5 ×ÅËÁ ÄÏ Î.
Ü.) É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ úÅÎÏÎÁ (ÏË. 490 | ÏË. 430 ÄÏ Î. Ü.). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ Ó×ÏÉÍ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÍÉ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ. óÁÂÏ ÏÂÒÉÓÏ×Ù×ÁÅÔ ÆÉÌÏÓÏÆÉÀ ÜÌÅÁÔÏ× ÔÁË:
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éÈ ÆÉÌÏÓÏÆÉÀ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÏÔËÁÚ ÏÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÙÔÎÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ É ÏÔ ÏÐÏÒÙ ÎÁ
ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÅ. ðÁÒÍÅÎÉÄ ÐÒÏ×ÏÚÇÌÁÓÉÌ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÉÇ-
ÎÕÔÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÛÉÂÏÞÎÏ, ÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÛØ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÕÍÁ. þÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÎÉÍÁÌ ÐÏÄ \ÒÁÚÕÍÏÍ", Ñ ÐÒÉ×ÅÄÕ ÚÄÅÓØ
ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÅ ÎÁ ÍÏÇÌÏ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ,
ÎÏ ÂÙÌÏ ×ÓÅÇÄÁ:

\ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÌÏ; ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÍÏÇÌÏ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÂÙÌÏ, ÌÉÂÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ; ÔÒÅÔØÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÌÏ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÕÖÅ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÏÚÎÉËÌÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÅÓÓÍÙ-
ÓÌÅÎÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÌÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ
×ÏÚÎÉËÌÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ôÏ, ÞÔÏ
ÅÓÔØ, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÔÅÍ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ É
ÜÔÉÍ ÐÕÔ£Í."

ëÏÓ×ÅÎÎÙÅ ÄÏ×ÏÄÙ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ ÉÇÒÁÌÉ × ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ÜÌÅÁÔÏ× ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ. âÅÚ
ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÕÞÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ×ÏÚ-
ÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ, ÉÓÞÅÚÎÏ×ÅÎÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ×ÒÅÍÅÎÉ. üÔÏ ÕÞÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×É-
ÄÅÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ÎÁÛÉÈ ÞÕ×ÓÔ×; ÏÄÎÁËÏ ÜÌÅÁÔÙ, ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÙÅ Ó×ÏÅÊ ×ÅÒÏÊ × ÔÏ, ÞÔÏ
ÒÁÚÕÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÏÍ Ë ÉÓÔÉÎÅ, ÐÒÉÎÑÌÉ ÅÇÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÑ
ÄÉÁÌÅËÔÉËÁ ÜÌÅÁÔÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÅÔÏÄ ËÏÓ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÐÏÜÔÏÍÕ
áÒÉÓÔÏÔÅÌØ É ÏÂßÑ×ÉÌ úÅÎÏÎÁ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÍ ÄÉÁÌÅËÔÉËÉ. < ::: > ïÄÎÁËÏ ÎÅÔ ÎÉËÁ-
ËÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÌÅËÔÉËÏÊ úÅÎÏÎÁ É ÄÏ×ÏÄÁÍÉ ðÁÒÍÅÎÉÄÁ. éÈ
ÓÁÍÁÑ ÄÏÓÔÏÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÏÂÝÁÑ ÞÅÒÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÓ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á. éÔÁË, Ñ ÓÞÉÔÁÀ, ÞÔÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ÜÌÅÁÔÏ× ÐÒÉ×ÅÌÏ ËÁË Ë ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÀ
ÜÍÐÉÒÉÚÍÁ É ÚÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔÉ ÉÚ ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÔÁË É Ë ×ÎÅÄÒÅÎÉÀ
× ÎÅ£ ËÏÓ×ÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

ëÏÎÃÅÐÃÉÑ óÁÂÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÔÁÌÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÏÊ × ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÐÙÔÏË ÓÄÅÌÁÔØ Å£ ÐÒÅÄÍÅÔ ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÍ ÄÌÑ ÆÉÌÏÓÏÆÏ× üÌÅÊÓËÏÊ ÛËÏÌÙ. üÔÏ ÂÙÌÏ
×ÅÓØÍÁ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÆÉÌÏÓÏÆÙ ÏÔ×ÅÒÇÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ (ÂÅÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ-
×ÅÄÏÍÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). óÏÇÌÁÓÎÏ
óÁÂÏ, ÐÒÉÅÍÌÅÍÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÚÁ ÓÞ£Ô ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ
ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ðÁÒÍÅÎÉÄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌ ÓÕÝÅÅ; ÐÒÏÞÉÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÁË
ÏÓÏÂÁÑ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÏÍ ÍÉ-
ÒÅ. ÷ÓÌÅÄ ÚÁ ÜÔÉÍ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÙ ÐÏÐÙÔËÉ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ; ÏÄÎÁËÏ ÓÄÅÌÁÔØ Å£ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÅÍÌÅÍÏÊ ÄÌÑ ÜÌÅÁÔÏ× ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ,
ÓÞÉÔÁÅÔ óÁÂÏ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÎÁÕËÏÊ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ËÁË ÐÉÛÅÔ ÏÂ ÜÔÏÍ ôÏÒÅÔÔÉ (1978), ÄÏ×ÏÄÙ óÁÂÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ \ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÍÉ". ë ÐÒÉÍÅÒÕ, óÁÂÏ ÎÁÓÔÁÉ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ (Ô. Å. ÉÒ-
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ), ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ × X ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ, ÂÙÌÁ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ ÅÝ£ ÄÏ ÜÐÏÈÉ
ðÌÁÔÏÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ðÌÁÔÏÎ × Ó×ÏÉÈ ÄÉÁÌÏÇÁÈ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔ Å£ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÁÕÄÉÔÏÒÉÑ ÂÙÌÁ Ó ÎÉÍÉ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÁ. ïÄ-
ÎÁËÏ ðÌÁÔÏÎ ÄÏÖÉÌ ÄÏ Ó×ÏÅÇÏ 80-ÌÅÔÉÑ × 347 Ç. ÄÏ Î. Ü.; É ÅÇÏ ÖÉÚÎØ ÂÙÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏÊ,
ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ ÛÉÒÏËÕÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔØ ÚÁ Å£ ×ÒÅÍÑ, É ÄÁÖÅ ÚÁ ÞÁÓÔØ
ÜÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ç. â. ëÁÒÒÉ, ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ ÂÙÌ, ÏÔÍÅÔÉÌ Ó×Ï£ 62-ÌÅÔÉÅ × ÔÏÔ ÇÏÄ, ËÏÇÄÁ
ð. äÖ. ëÏÜÎ ××£Ì ÔÅÒÍÉÎ \ÆÏÒÓÉÎÇ" × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ ÚÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÇÏÄÙ Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÉ (Á ÏÎ ÄÏÖÉÌ ÄÏ 81 ÇÏÄÁ) ÏÎ ÍÏÇ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ
ÐÅÒÅÄ ÁÕÄÉÔÏÒÉÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ É ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×,
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÕÄÉÔÏÒÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔ ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ.

áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉÅÍÌÅÍÏÊ, ÂÙÌÁ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÁ ëÎÏÒÒÏÍ (1975). (üÔÁ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÐÏÚÄÎÅÅ ÔÅÏÒÉÉ
óÁÂÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÎÉÇÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ (1978) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÏÍ ËÎÉÇÉ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍÅÃ-
ËÏÍ ÑÚÙËÅ × 1969 ÇÏÄÕ.) óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ, ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÕ
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ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ × ÒÁÍËÁÈ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ. ëÎÏÒÒ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÜÔÏÔ ÔÅÚÉÓ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É×
ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ëÎÏÒÒ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÏÚÄÎÉÈ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅ× × V ×ÅËÅ ÄÏ Î. Ü. ïÎ
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ ÚÄÅÓØ \ÞÅÒÔÅÖÉ" ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÓÏÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ×ÙÌÏÖÅÎÎÙÅ
ÒÑÄÁÍÉ ËÁÍÅÛËÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÚ 21|34 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ IX ËÎÉÇÉ
îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ ÍÏÇÌÉ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÆÉÇÕÒÙ ÄÌÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 21 (ÒÉÓ. 4) É 22 (ÒÉÓ. 5) É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÉÈ Ó ÔÅËÓÔÏÍ:

ðòåäìïöåîéå 21.

åÓÌÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ.
ðÕÓÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, AB, BC, CD, DE, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ; Ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,

ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ AE ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ AB, BC, CD, DE Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ; [VII. ïÐÒ. 6] ÐÏÜÔÏÍÕ É ÃÅÌÏÅ AE ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ.
îÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ; [id.] ÐÏÜÔÏÍÕ AE Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ. þÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðòåäìïöåîéå 22.

åÓÌÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ, ÔÏ
ÃÅÌÏÅ ÂÕÄ£Ô Þ£ÔÎÙÍ.

ðÕÓÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, AB, BC, CD, CE, × Þ£ÔÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ
×ÍÅÓÔÅ; Ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ AE ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
AB, BC, CD, DE Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÎÑÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÏÓÔÁÔËÉ ÂÕÄÕÔ
Þ£ÔÎÙÍÉ; [VII. ïÐÒ. 7] ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÏÊ. [IX. 21] îÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÃ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÌÏÅ AE Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ. [IX. 21] þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÉÓ. 4 òÉÓ. 5

îÁÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ ÄÁÀÔ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÉÇÕÒÙ ëÎÏÒÒÁ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ
Ó ÞÅÒÔÅÖÁÍÉ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ × ÉÚÄÁÎÉÑÈ å×ËÌÉÄÁ!

úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ×ÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÎÉÉ ÆÉÇÕÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×Ù×ÏÄÙ ÂÕÄÕÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ
ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ.

òÉÓ. 6 òÉÓ. 7



òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ 47

äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁÍÅÛËÉ ÕËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ, É ÄÁÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ (ÒÉÓ.
6). é ÏÐÑÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ ÞÅÒÔÅÖÏÍ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÌÀÂÏÇÏ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÞÅÒÔ£Ö (ÒÉÓ. 7) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ
ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÓÈÅÍÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁ ÂÕÄÅÔ
ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÊ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÍÕ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ
ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÏÓÅÍØ.

üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ: (2n)2 = 4n2 É (2n + 1)2 = 4n(n + 1) + 1.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÂÏ n, ÌÉÂÏ n + 1 ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ, Þ£ÔÎÙÍ ÂÕÄÅÔ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

åÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÒÏÅË ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÖÉÌÉ
ÂÙ ËÁÔÅÔÁÍÉ É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × Ó×ÅÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÍÙ
ÎÅÚÁÍÅÄÌÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÄ£Í Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ:

1. åÓÌÉ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ Þ£ÔÎÁÑ, ÔÏ Þ£ÔÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ É ÏÂÁ ËÁÔÅÔÁ.
2. åÓÌÉ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ, ÔÏ ÏÄÉÎ ËÁÔÅÔ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ.
ëÌÀÞ Ë ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ: (8n+ 1) + (8m+ 1) = 4(2n+ 2m) + 2.
ëÎÏÒÒ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÙ Ë ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ë ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏ-
ÇÏ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë ÅÇÏ ËÁÔÅÔÕ. üÔÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ × ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÊ ÔÕÐÉË.
÷ÅÄØ ÅÓÌÉ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÏÊ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ Þ£ÔÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ É ÏÂÁ ËÁÔÅÔÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÍÏ-
ÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ×
ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÒÁÚ ÚÁ ÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÏÐÑÔØ É ÏÐÑÔØ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó Þ£ÔÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ. ôÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÍ, Á × ÏÂÌÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÉÎ
ËÁÔÅÔ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ,
ÎÁÍ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÍÕ, ÞÔÏ ÁÂÓÕÒÄÎÏ. ÷ÙÈÏÄ ÉÚ ÔÕÐÉËÁ ÓÏ-
ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁ ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ É ÓÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÎÑÔÏ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÎÉÑ ÞÅÒÔÅÖÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ëÎÏÒÒÕ, ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏ-
Ñ×ÉÌÉÓØ ËÏÓ×ÅÎÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÔÁËÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÓÍÙÓÌÁ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÔÅÒÍÉÎÏ×. (ðÏ ëÎÏÒÒÕ,
ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÏËÏÌÏ 430 Ç. ÄÏ Î. Ü. üÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÏÚÄÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÎÅÄÒÅÎÉÅ ËÏÓ×ÅÎÎÙÈ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÛÌÏ ÐÒÑÍÏ ÏÔ ÜÌÅÁÔÏ×, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÜÌÅÁÔÁÍÉ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÎÏ
ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÈ ÆÉÌÏÓÏÆÏ×.)

óÏÂÌÁÚÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÉÅ ×ÙÚ×ÁÌÏ ÓÉÌØÎÙÊ ËÒÉÚÉÓ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÆÉÌÏÓÏ-
ÆÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ ×Ó£ ×Ï ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ÞÔÏ
ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÄÏÂÉÑ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÂÅÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. îÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÆÉÌÏÓÏÆÙ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÌÏÍ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÆÉÇÕÒ. (îÅÞÔÏ ÓÈÏÖÅÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ × ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ, ËÏÇÄÁ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÐÁÒÁÄÏËÓÙ
× ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×; ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏ-
ÒÉÅÊ, ÂÕÄÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ.) ðÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÅÔÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ,
×ÙÚ×ÁÎÎÏÅ ÜÔÉÍ ÏÔËÒÙÔÉÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÌÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×,
ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÓËÏÒÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÖÅÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÞÅÒÔÅÖÅÊ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ëÎÏÒÒÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ æÅÏÄÏÒÏÍ ÉÚ ëÉÒÅÎÙ (ÇÏÄÙ ÒÁÓ-
Ã×ÅÔÁ Ó 410 ÐÏ 390 ÄÏ Î. Ü.), ÒÅÛÉ×ÛÉÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ. ëÎÏÒÒ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÌ ÔÏ,
ËÁË æÅÏÄÏÒ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÓÔÏÒÏÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁ-
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ÔÏ×, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ÅÄÉÎÉÃÁÍ; × ÜÔÏÊ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÏÂß£ÍÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔËÁÚÙ-
×ÁÌ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ 17 (ÐÏÓËÏÌØËÕ 17 ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8). üÔÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÅÌÁÅÔ
ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÄÉÁÌÏÇÁ ðÌÁÔÏÎÁ ôÅÜÔÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÝÅÇÏ ×ÏÚÚÒÅÎÉÑ ÎÁ
ÉÓÔÏÒÉÀ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ÷ ÄÉÁÌÏÇÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × 399 Ç ÄÏ
Î. Ü., ôÅÜÔÅÔ (414 |- 369 ÄÏ Î. Ü.) ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌØ æÅÏÄÏÒ, ÏÂßÑÓÎÑÑ Ó×ÏÀ
ÔÅÏÒÉÀ, ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÓÑ, ÄÏÊÄÑ ÄÏ ÞÉÓÌÁ 17. (ëÁË ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ëÎÏÒÒ, ÔÅËÓÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÏ 17 ÐÒÉ×ÅÌÏ æÅÏÄÏÒÁ × ÚÁÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Ï.)

äÉÁÌÏÇ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ôÅÜÔÅÔÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ. ëÎÏÒÒ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉ-
ÒÏ×ÁÌ, ËÁË ôÅÜÔÅÔ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó áÒÈÉÔÏÍ ôÁÒÅÎÔÓËÉÍ, ÏËÏÌÏ 390 ÄÏ Î. Ü.) ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÏÔ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ; ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ËÁË ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉËÌÁÄÙ×ÁÌÁÓØ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÞÉÓÌÁ ÓÔÁÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÔÒÅÚ-
ËÁÍÉ, Á ÎÅ ÆÉÇÕÒÁÍÉ ÉÚ ËÁÍÅÛËÏ× (ëÎÏÒÒ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ×Ï ×ÒÅÍÑ æÅÏÄÏÒÁ).
üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÎÏ ÚÁÓÌÏÎÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÒÁÚÇÌÑÄÙ×ÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ; ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÔÁÌÁ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÏÊ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ôÅÜÔÅÔÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ
ÄÌÑ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. (ëÎÏÒÒ ÎÁÓÔÁÉ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ æÅÏÄÏÒ ÎÅ ÉÍÅÌ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ É ÎÅ ÎÕÖÄÁÌÓÑ × Î£Í. ëÎÏÒÒ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÚÄÅÓØ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ, ÏÄÎÁËÏ æÁÕÌÅÒ (1979)
ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÔÅÏÒÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. óÌÏ×Ï \ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ" Õ å×ËÌÉÄÁ
ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ.) üÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÂÙÌÁ ÎÅ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ × V ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉ-
ÄÁ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÅÊ, ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÎÉ × ËÁËÉÈ ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÈÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÈ, ÔÁË ÞÔÏ Å£ ÐÒÉÛÌÏÓØ
ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÓÌÅÄÁÍ.

ôÅÜÔÅÔ ÒÁÂÏÔÁÌ × áËÁÄÅÍÉÉ ðÌÁÔÏÎÁ × áÆÉÎÁÈ. ðÏÓÌÅ ÅÇÏ ÓÍÅÒÔÉ Ë áËÁÄÅÍÉÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉ-
ÎÉÌÓÑ å×ÄÏËÓ (395 | 340 ÄÏ Î. Ü.), É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉ ÔÁÍ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ. ëÎÏÒÒ ÐÏÌÁÇÁÅÔ,
ÞÔÏ × ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ðÌÁÔÏÎ ÐÏÂÕÖÄÁÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÚÌÁÇÁÔØ Ó×ÏÉ ÔÅÏÒÉÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÉÓ-
ËÌÀÞÁÑ ÁËÓÉÏÍÙ, ÐÏÓÔÕÌÁÔÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ëÎÏÒÒÕ, å×ÄÏËÓ
ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A : C = B : C, ÔÏ A = B, ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÎÉÍÁ×ÛÕÀÓÑ ÂÅÚ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. äÏËÁÚÁÔØ Å£ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ ôÅÜÔÅÔÏÍ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ å×ÄÏËÓ ÎÁÛ£Ì ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÖÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ËÁË 5 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V ËÎÉÇÉ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ (ÏÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, Á ÎÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ), ÏÎ ÓÍÏÇ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ôÅÜÔÅÔÁ ÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ ÔÅÏÒÉÑ ôÅÜÔÅÔÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÂÙÔÏÊ.

üÔÁ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ëÎÏÒÒÏÍ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÔÁ-
ÌÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÏÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ (Á ÎÅ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÈ) ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, ÉÓÈÏÄÉ×ÛÉÈ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÉÚÕÞÁ×ÛÅÊÓÑ ×
ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÏÂÚÏÒ ÜÔÏÊ ÒÅ-
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ËÏÓ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÅÇÏ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÕÞÁÝÉÍÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ.

üÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÍÙÓÌÉ Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ñ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÁÇÁÀ ÎÁÞÁÔØ Ó ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÅÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ (ÉÌÉ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÅÍÕ), ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ
ÎÅÐÒÑÍÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ. úÁ-
ÔÅÍ Ñ ×Ù×ÅÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÆÉÇÕÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÞÅÒÔÅÖÉ. æÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ
ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÐÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×; Ñ ÎÁÞÎÕ Ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ×, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÄÕ Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ÓÔÏÒÏÎÙ
ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ. (îÁ ÜÔÏÊ ÓÔÁÄÉÉ Ñ ÏÐÕÝÕ ×ÓÑËÏÅ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ.) úÁÔÅÍ Ñ ÄÏËÁÖÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (ÒÉÓ. 8) É
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ. 9).



òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ 49

òÉÓ. 8 òÉÓ. 9

ôÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÅÒÔÅÖÁ, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØ ËÁÍÅÛËÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, Á ÄÁÌÅÅ
ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÔÅÏÒÅÍÁÍ Ï ÐÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÊËÁÈ É Ë ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ëÎÏÒÒÏÍ ×ÅÒÓÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ.

úÄÅÓØ Ñ ×ÙÂÅÒÕ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ËÒÉÔÉËÉ ÐÒÅÖÎÅÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ-
ÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. üÔÁ ËÒÉÔÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÔÅËÁÔØ ÉÚ ÂÅÓÐÏËÏÊÓÔ×Á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉ, ÎÅ
ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙÅ ÎÁÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. ÷ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÒÉÔÉËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÂÙÌÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÕÐÅÎÑÈ, É Ñ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓËÌÀÞÅ-
ÎÉÅÍ. úÁÔÅÍ Ñ ÐÅÒÅÊÄÕ Ë ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÐÒÏÞÉÍ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ.

ðÏÚÄÎÅÅ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÈÏÒÏÛÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ. ñ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÀ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ × ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÁË ÏÎ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ áÒÈÉÍÅÄÏÍ: ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ×ÙÓÏÔÁ |- ÒÁÄÉÕÓÕ. ñ ÉÓÐÏÌØÚÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÞÅÒÔ£Ö (ÒÉÓ. 10).
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úÄÅÓØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÓÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ É ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚ-
ÄÅÌÅÎ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÍÅÔÒ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×
ÃÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ. ÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÞÅÒÔ£Ö, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×Á-
ÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ×ÙÓÏÔÁÍ ÞÅÔÙÒ£È ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Á
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
É ×ÙÓÏÔÁ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÄÉÕÓÁ; × ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É
×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ. åÓÌÉ ÍÙ ÕÄ×ÏÉÍ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ. ðÅÒÉÍÅÔÒÙ ÖÅ É ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÔÁÎÕÔ ÚÁÍÅÔÎÏ ÂÌÉÖÅ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. ðÒÅÄÓÔÁ×É× ÓÅÂÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÕÄ×ÏÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ áÒÈÉ-
ÍÅÄÁ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÔÝÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ × ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÐÕÔÅÊ
Ë ÂÏÌÅÅ ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ËÕÒÓÁÍ.



50 äÖÏÎÁÔÁÎ ð. óÅÌÄÉÎ

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] áÒÈÉÍÅÄ. óÏÞÉÎÅÎÉÑ. ðÅÒ. É ËÏÍÍ. é. î. ÷ÅÓÅÌÏ×ÓËÏÇÏ. í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962.

[2] ÷ÁÎ-ÄÅÒ-÷ÁÒÄÅÎ â. ì.. ðÒÏÂÕÖÄÁÀÝÁÑÓÑ ÎÁÕËÁ. í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1959.

[3] å×ËÌÉÄ; îÁÞÁÌÁ. ðÅÒ. É ËÏÍÍ. ä. ä. íÏÒÄÕÈÁÊ-âÏÌÔÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ 3 Ô. í.: éÚÄ-×Ï áî óóóò,
1948|51.

[4] DeLong H. A Pro�le of Mathematical Logic. Addison-Wesley, Reading: MA, 1970.

[5] Fowler D. H. Ratio in early Greek mathematics. Bull. Amer. Math. Soc. n.s., 1, pp. 807|846,
1979.

[6] Heath T. L. A History of Greek Mathematics, 2 vols, NY: Dover, 1981.

[7] Herscovics N. Cognitive obstacles encountered in the learning of algebra. In: Research Issues in
the Learning and Teaching of Algebra, 4. National Council of Teachers of Mathematics, Reston,
VA, 1989, pp. 60|86.

[8] Knorr W. R. The Evolution of the Euclidean Elements. Dordrecht: Reidel, 1975.

[9] Middlemiss R.. R. College Algebra. NY: McGraw-Hill, 1953.

[10] Stenius E. Foundations of mathematics: ancient Greek and modern. Dialectica, 32, pp. 255|290,
1978.

[11] Szab� A. The Beginnings of Greek Mathematics. Dordrecht: Reidel, 1978. (óÍ. ÔÁËÖÅ óÁÂÏ
á. ï ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÕÀ ÎÁÕËÕ É Ï ÎÁÞÁÌÅ ÅÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. éÓÔÏÒÉËÏ-
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, 12, 1959, Ó. 321|392.)

[12] Toretti R. Philosophy of Geometry from Reimann to Poincar�e. Dordrecht: Reidel, 1978.

äÖÏÎÁÔÁÎ ð. óÅÌÄÉÎ,
æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ,
õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ÇÏÒÏÄÁ ìÅÔÂÒÉÄÖ,
áÌØÂÅÒÔÁ, ëÁÎÁÄÁ.

E-mail: jonathan.seldin@uleth.ca



õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ

ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

úÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÎÔÁÍ
÷ÏÅÎÎÏ-×ÏÚÄÕÛÎÏÊ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÉÍ. ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÅÍÁ 11. ôÅÍÙ 9 É 10 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÎÏÍÅÒÅ 1(53), 2010 Ç.

ôÅÍÁ 11

ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
÷ ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Ô. Å. ÐÏ×ÅÒÈÎÏ-

ÓÔÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ

a11x2 + a22y2 + a33z2 + a12xy + a13xz + a23yz + b1x+ b2y + b3z + c = 0:

÷ ËÕÒÓÅ �áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ� ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅ-
ÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÁÖÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÖÅ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍÓÔ×ÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ | ÎÁÕÞÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÂÅÚ ÞÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ �ëÒÁÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ�.

íÅÔÏÄ ÓÅÞÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÅËÁÅÍ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÞÔÏ-ÔÏ ×ÒÏÄÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ ÎÁ ÔÏÐÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÅ | ÌÉÎÉÊ, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÉÈ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÏÒÑ. éÍÅÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÔÁËÉÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ, ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ.

1. üÌÌÉÐÓÏÉÄ
üÌÌÉÐÓÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 (a > b > c > 0):

(úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ.) éÓÓÌÅÄÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÇÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï
ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ Ó ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0; y0; z0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÊ ÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(±x0;±y0;±z0).

éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÍÅÔÏÄ ÓÅÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÅÞÅÍ ÎÁÛÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ
z = h, ÇÄÅ h | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. îÁ ÑÚÙËÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ





x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1;
z = h;
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ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ




x2

a2 + y2

b2 = 1− h2

c2 ;
z = h:

ðÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0, ËÏÔÏÒÁÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÌÉÐÓ1

x2

a2 + y2

b2 = 1− h2

c2 ⇔ x2

[a(h)]2 + y2

[b(h)]2 = 1

Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a(h) = a
c
√
c2 − h2 É b(h) = b

c
√
c2 − h2. ðÒÏÅËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 11.1, Á. üÌÌÉÐÓ

ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a É b ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÓÅÞÅÎÉÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0. úÁÔÅÍ
Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ |h| ÐÏÌÕÏÓÉ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÂÕÄÕÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ
|z| = c ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÞËÁ. åÓÌÉ ÖÅ |h| > c, ÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = h ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØ. üÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÍÅÖÄÕ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ
z = −c É z = c.

òÉÓ. 11.1. üÌÌÉÐÓÏÉÄ

þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÎÁÄÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ
ÄÒÕÇ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÔÉ-
ËÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ y = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÌÌÉÐÓ

x2

a2 + z2

c2 = 1;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 11.1, Â ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÖÉÒÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.
ôÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÏÎÑÔÎÁ (ÒÉÓ. 11.1, × É Ç). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉ-

ÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÁ Ó×ÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÅÅ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ
ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÜÌÌÉÐÓÙ.

2. ëÏÎÕÓ
óÒÅÄÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÅÓÔØ ÏÓÏÂÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕ-

ÓÏÍ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ, Ô. Å. ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ
1õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÊ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÕÄÕÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ,

ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
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ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ÷ ÎÁÛ ËÕÒÓ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ
ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÙÄÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ËÏÎÕÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÉ×ÙÞÎÏÍÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÍÕ
ËÏÎÕÓÕ, Ô. Å. ÉÍÅÎÎÏ Ë ÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÓÑ.
ïÄÎÁËÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÕÓÏ×, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ (ÒÉÓ. 11.2). ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÎÕÓÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÒÉ×ÁÑ � É ÔÏÞËÁ O, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ �, ÅÓ-
ÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ. ëÏÎÕÓÏÍ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÁÑ ÐÒÑÍÙÍÉ
(ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ), ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ O É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ �.

òÉÓ. 11.2. ïÂÝÉÊ ËÏÎÕÓ

2.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏ-
ÒÁÑ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 0; a > b > 0; c > 0:

îÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÕÓÁ) | ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = c. åÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy �: x2

a2 + y2

b2 = 1.
åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O(0; 0; 0).

õÂÅÄÉÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ËÏÎÕÓ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒ-
ÛÉÎÕ O É ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉÐÓÁ �. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M(x0; y0; c), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ �. åÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, Ô. Å.

x2
0
a2 + y2

0
b2 = 1: (11.1)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÔÏÞËÕ M0. åÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: 




x = tx0;
y = ty0;
z = tc;

t ∈ R:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ O(0; 0; 0) É M0(x0; y0; c) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÑÍÏÊ. úÎÁÞÉÔ ÅÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ
×ÅËÔÏÒ −→a (x0; y0; c), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÛÅÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÕÓÁ:
(x0t)2

a2 + (y0t)2

b2 − (ct)2

c2 = 0:

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÁ t2 É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
x2

0
a2 + y2

0
b2 −

c2

c2 = 0;



54 ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

ÐÏÓËÏÌØËÕ M0(x0; y0; c) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÌÌÉÐÓÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ÐÒÑÍÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÉÔ
ÎÁ ËÏÎÕÓÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÌÅÇËÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ (ÒÉÓ. 11.3).

òÉÓ. 11.3. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ

3. çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÙ
çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÙ ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×: Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÅ É ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÅ. îÁÞÎÅÍ Ó Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ

ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ.
3.1. ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ. ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ,
× ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:

x2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = −1 (a > b > 0; c > 0):

òÉÓ. 11.4. ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ

úÄÅÓØ, ËÁË É × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ ×ÈÏÄÑÔ ×Ï ×ÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÁ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ
ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

îÁÞÎÅÍ ÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ
ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ z = h. ðÒÏÅËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0 ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 + y2

b2 = h2

c2 − 1;

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ

x2

[a(h)]2 + y2

[b(h)]2 = 1;

Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a(h) = a
c
√
h2 − c2, b(h) = b

c
√
h2 − c2.

÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = h ÎÅ ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÅÔ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ |h| < c.
ðÌÏÓËÏÓÔÉ z = ±c ÏÔÓÅËÕÔ ÏÔ Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏ-
ÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÔÏÞËÅ. á ÚÁÔÅÍ,
Ó ÒÏÓÔÏÍ |h| ÐÏÌÕÏÓÉ ÜÌÌÉÐÓÏ× × ÓÅÞÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ
ÒÁÓÔÉ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ |h| → ∞. çÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 11.4, Á.
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þÔÏÂÙ �ÓËÌÅÉÔØ� ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ y = 0.
ïÎÁ ÒÁÓÓÅÞÅÔ Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÐÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 −
z2

c2 = −1:

çÉÐÅÒÂÏÌÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 11.4, Â. ðÏÌÎÏÓÔØÀ
Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 11.4, × É Ç.
3.2. ïÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ. ïÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ,
ËÏÔÏÒÁÑ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:

x2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 1 (a > b > 0; c > 0):

÷ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÈÏÄÑÔ ×Ï ×ÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÞÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

òÁÓÓÅËÁÑ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ z = h, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜÌÌÉ-
ÐÓÙ, ÐÒÏÅËÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x2

[a(h)]2 + y2

[b(h)]2 = 1;

ÇÄÅ a(h) = a
c
√
h2 + c2, b(h) = b

c
√
h2 + c2. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÉ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÄÁÓÔ ÜÌÌÉÐÓ. óÁÍÙÊ ÍÁÌÅÎØËÉÊ, Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a É b, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
× ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0. ðÒÏÅËÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 11.5, Á

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ x = 0. ïÎÁ ÒÁÓÓÅÞÅÔ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÐÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ

y2

b2 −
z2

c2 = 1;

ËÏÔÏÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 11.5, Â.
éÍÅÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÏÄÎÏ-

ÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ (ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 11.5, × É Ç).

òÉÓ. 11.5. ïÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏ× ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÜÌÌÉÐÓÙ É ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÙ. üÔÏ ÏÂÌÅÇÞÉÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÏÐÏ-
ÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ä×ÕÐÏÌÏÓÔ-
ÎÏÇÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÍ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ (ÐÏÌÏÓÔØ), ×
ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÍ ÉÈ Ä×Å.

õ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÄ-
ÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÅÓÑ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÌÅÖÁÔ ÐÒÑÍÙÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓ-
ÓÅÞÅÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ y = b. ðÏÌÕÞÉÍ
ËÒÉ×ÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ: { y = b;

x2
a2 = z2

c2 :
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ:

l1:
{
y = b;
x
a = z

c ;
l2:

{
y = b;
x
a = − z

c :
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îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ ÌÅÖÉÔ ÎÅ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÐÁÒ, ÎÏ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÕÄÎÏÊ, ÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

4. ðÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ
ë ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÒÅÄÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ

ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. òÁÚÌÉÞÁÀÔ Ä×Á ÔÉÐÁ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ×: ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ.
4.1. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

p + y2

q = 2z; p > 0; q > 0:

òÉÓ. 11.6. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Oxz
É Oyz, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x É y ×ÈÏÄÑÔ × ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×Ï ×ÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ.

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ z = h. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÐÒÉ h < 0
ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = h ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÁÛÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÙÛÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0; 0). åÓ-
ÌÉ h > 0, ÔÏ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÜÌÌÉÐÓ, ÞØÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

2hp + y2

2hq = 1:

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÏÓÉ ÜÌÌÉÐÓÁ √2ph É √2qh Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ h. ðÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 11.6, Á.

úÁÊÍÅÍÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ y = h. ðÒÏÅËÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxz
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x2

p + h2

q = 2z
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É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁÍÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ (0; h2=q), ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÔ×É ÐÁÒÁÂÏÌ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ××ÅÒÈ.
éÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11.6, Â. îÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÃÅÌÉËÏÍ. ïÎÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 11.6, × É Ç.
4.2. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ,
ÓÒÅÄÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÔÁË É ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

p − y2

q = 2z; p > 0; q > 0

É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Oxz É Oyz, ÎÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏ-
ÉÄÁ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ËÁË ÎÁÄ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0, ÔÁË É ÐÏÄ ÎÅÊ.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÎÁÞÎÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ z = h. åÓÌÉ h > 0 (ÒÉÓ. 11.7, Á), ÔÏ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ Ó ÐÏÌÕÏÓÑ-
ÍÉ √2ph É √2qh. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0 ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÓÉ Ox. ðÏ ÍÅÒÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ �×ÙÓÏÔÙ� ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌ ×ÓÅ ÂÌÉÖÅ É
ÂÌÉÖÅ ÐÏÄÈÏÄÑÔ Ë ÏÓÉ Oz, Á ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒÂÏÌ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ �ÐÒÑÍÙÍÉ�. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉ
h = 0 × ÓÅÞÅÎÉÉ ×ÍÅÓÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ y = ±

√q√px.
îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ h < 0 ×ÎÏ×Ø ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ

√
2p|h| É

√
2q|h| É ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÏ-

ÅËÃÉÊ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÏÓÉ Oy. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
z = 0 ÐÏÍÅÎÑÀÔ Ó×ÏÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÄÁÅÔ ÓÌÁÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.

òÉÓ. 11.7.
çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ

÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ y = 0. ôÕÔ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ

Py=0: x2 = 2pz; y = 0; (11.2)

×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ×ÅÔ×É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ××ÅÒÈ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÕ ÞÅÒÅÚ Py=0. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÜÔÏÍÕ, ÔÏ ÍÙ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÍ
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ÐÏÌÕÞÁÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÙ Ó ×ÅÔ×ÑÍÉ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ××ÅÒÈ, ÎÏ ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÁÄ
ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0 (ÒÉÓ. 11.7, Â).

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ x = h. ïÎÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÅËÁÀÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ÐÏ ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÁÍ Px=h, ÎÏ ÉÈ ×ÅÔ×É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÎÉÚ: −y

2

q = −h
2

p + 2z. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÁËÏÊ

ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
(
h; 0; h2

2p

)
. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ (11.2), ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ Px=h ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÕ Py=0.
éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÁÒÁÂÏÌ Px=h, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ËÁÔÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÁÒÁÂÏÌÅ Py=0 (ÒÉÓ. 11.7, ×). çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ
(ÒÉÓ. 11.7, Ç). üÔÕ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÂÅÚØÑÎØÉÍ ÓÅÄÌÏÍ� (ÒÉÓ. 11.8).

5. ãÉÌÉÎÄÒÙ
ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÔÉÐ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉÌÉÎ-

ÄÒÏÍ. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÕÓÁ, ÐÏÎÑÔÉÅ �ÃÉÌÉÎÄÒ� ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ �ÔÒÕÂÁ�.
ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.

òÉÓ. 11.8. ïÂÅÚØÑÎØÅ ÓÅÄÌÏ

5.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ �. ãÉÌÉÎÄÒÏÍ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÔÕÔ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉ×ÏÊ � ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ (ÐÏÞÅÍÕ?).
ïÂÓÕÄÉÍ, ËÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÃÉÌÉÎÄÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀ-

ÝÅÊ � ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÅ ÄÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Oxyz. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ � × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

F (x; y) = 0: (11.3)

ðÏÄÕÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (x; y; z), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ
ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.

úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (11.3) ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ z. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ (x0; y0)
ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z = h ÔÒÏÊËÁ (x0; y0; h) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11.3). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ (x0; y0; h), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11.3), × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÉÔ ÃÅÌÁÑ ÐÒÑÍÁÑ





x = x0;
y = y0;
z = t; t ∈ R:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (11.3) ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÔÒÅÈ-
ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÃÉÌÉÎÄÒ.
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îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÃÉÌÉÎÄÒÙ, ÞØÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ | ËÒÉ×ÙÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ë ÎÉÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.9):

ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ x2

a2 + y2

b2 = 1;

ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ y2 = 2px;

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ x2

a2 −
y2

b2 = 1:

òÉÓ. 11.9. ãÉÌÉÎÄÒÙ: Á) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ; Â) ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ; ×) ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 11.1. îÁÊÔÉ ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ x2 + y2 + z2 = 6x− 8z:
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÄÅÌÉÍ ÐÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É z:

x2 + y2 + z2 = 6x− 8z ⇔ x2 − 6x+ y2 + z2 + 8z = 0 ⇔
⇔(x2 − 6x+ 9)− 9 + y2 + (z2 + 8z + 16)− 16 = 0 ⇔
⇔ (x− 3)2 + y2 + (z + 4)2 = 25:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ A(3; 0;−4), Á ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ r = 5.

ðÒÉÍÅÒ 11.2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉÐ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2 = z − 1. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÕ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ.

òÉÓ. 11.10. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 11.2

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÁÑ y, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ Oy. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ y = 0;
Ô. Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÉÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÏÊ

{
x2 = z − 1;
y = 0:

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z = x2 + 1 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ,
ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxz, ×ÅÔ×É ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oz,
Á ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ × ÔÏÞËÅ A(0; 0; 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÉÍ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxz ÐÁÒÁÂÏÌÕ, Á ÚÁÔÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.10).

ðÒÉÍÅÒ 11.3. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ y = −√x2 + z2.
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òÉÓ. 11.11. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 11.3

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏ-
ÈÏÖÅÅ ÎÁ (11.1):

x2 − y2 + z2 = 0; (11.4)

ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÕÓÁ Ó ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Oy.
ïÄÎÁËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (11.4) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ: [

y =
√
x2 + z2; ÄÌÑ y > 0;

y = −√x2 + z2; ÄÌÑ y 6 0:

îÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y = −√x2 + z2; ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ y 6 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÞÁÓÔØ ËÏÎÕÓÁ
(ÄÌÑ y 6 0) Ó ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Oy, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11.11.

ðÒÉÍÅÒ 11.4. íÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z = 2−x2−y2,
É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ.
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÍÅ-
ÔÏÄÏ× ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | ÍÅÔÏÄ ÓÅÞÅÎÉÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ, Ô. Å.

1) ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ Oxy;

2) ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ Oxz;

3) ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ Oyz.

1) ôÁË ËÁË ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ Oxy, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z = h, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÉÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

{
2− x2 − y2 = h;
z = h:

åÓÌÉ h >
√

2, ÔÏ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ x2 + y2 = 2− h < 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË
Õ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÔ.

åÓÌÉ h 6
√

2, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ {
x2 + y2 = 2− h;
z = h

ÚÁÄÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = h, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ M(0; 0; h) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ
r =

√
2− h. ðÒÉ h = 0 ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ r =

√
2, Á ÐÒÉ h = 2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ

× ÔÏÞËÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.12, Á).

òÉÓ. 11.12. óÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÐÒÉ-
ÍÅÒÅ 11.4
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òÉÓ. 11.13. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ
ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 11.4

2) ìÉÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ y = h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÏÊ {

z = 2− h2 − x2;
y = h:

ìÉÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
y = h. ÷ÅÔ×É ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÐÒÏÔÉ× ÏÓÉ Oz, Á ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎÁ × ÔÏÞËÅ M1(0; h; 2− h2) (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.12, Â, ÒÉÓ. 11.13).

3) óÅÞÅÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ Oyz, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÓÅÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÉÚ Ð. 2).

óÕÍÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÒÉÓÕÅÍ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.13).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÅÔ×É ÐÁÒÁÂÏÌÙ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ Oz.
üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË z = f(x2 + y2).

ðÒÉÍÅÒ 11.5. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
{
x2 + y2 + z2 6 4;
3z > x2 + y2:

òÉÓ. 11.14. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 11.5

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÛÁÒ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2.

çÒÁÎÉÃÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ×ÔÏÒÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
ïÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØ Oz.

äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÉÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ 3z = x2 + y2 É ÓÆÅÒÙ x2 + y2 + z2 = 4. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÕ x2 + y2 ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:
3z + z2 = 4.

òÅÛÉ× ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z, ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÍ z1 = 1 É z2 = −4. ôÁË ËÁË ÓÆÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ, ÒÁ×ÎÙÊ 2,
ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÐÒÉ z2 = −4 ÓÆÅÒÁ É ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ-
ÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ {

x2 + y2 = 3;
z = 1:

üÔÁ ÌÉÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ A(0; 0; 1) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ
√

3 (ÓÍ.
ÒÉÓ. 11.14).

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A(0; 0; 1) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 3z > x2+y2,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÅÔ ÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ
3z = x2 + y2 É × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ A (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.14).

õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÓÔÒÏÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÔÁË, ËÁË
ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11.14.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
11.1. ÷ ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÍÅÔÏÄ ÓÅÞÅÎÉÊ?
11.2. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ.
11.3. ëÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ?
11.4. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏ× × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ.
11.5. ëÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅ-

ÎÉÊ?
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11.6. ëÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅ-
ÎÉÊ?

11.7. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ËÏÎÕÓÁ?
11.8. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ.
11.9. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ.
11.10. ëÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅ-

ÎÉÊ?
11.11. ëÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÅÞÅ-

ÎÉÊ?
11.12. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÉÌÉÎÄÒÁ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ �.
11.13. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÏ× | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ.
11.14. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ É ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒÙ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉ-

ÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ Ox.
11.15. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ É ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒÙ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉ-

ÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ Oy.

úÁÄÁÞÉ
11.1◦. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ:

Á) x2 + y2 + z2 = 25; Â) (x− 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 4; ×) x2 + y2 = 16; Ç) z = y2;
Ä) y2 − z2 + 1 = 0; Å) y2 = x2:

11.2◦. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ:

Á) x2 = y2 + z2; Â) x2 + 4y2 + 4z2 = 16; ×) z2 = 2x2 + 2y2 − 6; Ç) z2 = 1 + x2 + 3y2;
Ä) x2 + y2 + 5z = 0; Å) z2 = x2 + y:

11.3. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÔÉÐ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ:
Á) y2 = 4x+ 8y; Â) 3x = 4

√
y2 + z2;

×) x2 + 4y2 − z2 + 4 = 0; Ç) x2 + y2 + z2 = x+ 2y + 3z;
Ä) 4z2 = x2 + y2; Å) 2x2 + 3y2 + z − 2 = 0;
Ö) y = −√100− 4x2 − 100z2;
Ú) x2 + 4y2 − z2 + 4x+ 8y − 6z = 0;
É) y2 − x2 + 8z + 2x = 0.

11.4. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ:
Á) x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 2;
Â) x = √y, x = 2√y, y + z = 6, z = 0;
×) x2 = 2y, y = 2, x+ z = 3, z = 0;
Ç) z = 4− y2, z = y2 + 2, x = −1, x = 2;
Ä) z = x2 + y2, z = x+ y.

11.5. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÔÅÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:
Á) x2 + y2 6 2y, z > 0, z 6 1, y > x;
Â) z >

√
x2 + y2, x > 0, y > 0, z 6 1;

×) x2 + y2 + z2 6 16, x2 + y2 6 4, z > 0.
11.6. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÌÉÎÉÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ x2 + y2 + z2 = 16; x2 + y2 = 4x (ËÒÉ×ÁÑ

÷É×ÉÁÎÉ). îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy.
11.7∗. îÁ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ x2 + 2y2 − z2 = 1 ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ M(3; 2; 4): îÁÊÄÉÔÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M .
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11.8∗. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÜÌÌÉÐÓÁ
{x2

a2 + y2

b2 = 1; z = 0
}

ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ x
2

a2 + y2

b2 −

−z
2

c2 = 1. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÄÓÔÁ×ØÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ {x = x0 + �t; y =
y0 + �t; z = 
t} × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (x0; y0; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÕ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �, � É 
 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t.)

11.9∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÁÒÁÂÏÌÙ
{
x2

0 = 2pz0; y = 0
}

ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÅ x2

p +

+y2

q = 2z. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÄÓÔÁ×ØÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ {x = x0 + �t; y =
= �t; z = z0
t} × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (x0; 0; z0)
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÕ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �, �
É 
 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t.)
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ìÁÄÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ É ÉÇÒÁ ìáäïëá
â. á. ôÁÒÁÓÅÎËÏ

îÁÞÉÎÁÑ Ó 2004 Ç. ÖÕÒÎÁÌÉÓÔ É ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÌÀÂÉÔÅÌØ âÏÒÉÓ áÌÅËÓÅÅ×ÉÞ ôÁÒÁÓÅÎËÏ ÐÒÏ×Ï-
ÄÉÔ × ÒÁÍËÁÈ ÒÁÂÏÔÙ ûËÏÌØÎÏÇÏ ×ÙÅÚÄÎÏÇÏ ËÒÕÖËÁ ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (û÷ëúí)
ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÒÏËÉ-ËÏÎËÕÒÓÙ ÉÇÒÙ ìáäïëá. íÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÚÁÎÑÔÉÊ ÓÌÕÖÁÔ ÌÁÄÎÙÅ Ë×Á-
ÄÒÁÔÙ (ÐÏÄÏÂÉÅ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÈ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÔÁËÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å. (áÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÉÇÒÙ óõäïëõ | ÞÉÓÔÏ ×ÎÅÛ-
ÎÑÑ.) ÷ ÒÑÄÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅË ÇÏÒÏÄÁ ëÏÒÏÌÅ×Á íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÓÔØ ËÎÉÇÁ Á×ÔÏÒÁ \ìÁÄÎÙÅ
Ë×ÁÄÒÁÔÙ", × 2010 Ç. ×ÙÛÌÁ ËÎÉÇÁ \ìáäïëá ÎÁ ÏÄÉÎÏËÁ" (ÔÉÒÁÖ 100 ÜËÚ.). áÄÒÅÓ ÄÌÑ ÐÉ-
ÓÅÍ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ: 141070 ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÕÌ. ïËÔÑÂÒØÓËÁÑ, 10, ÛËÏÌÁ �1, ÄÌÑ
ôÁÒÁÓÅÎËÏ â.á.

÷ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 3 × 3 ËÌÅÔËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏ ×Å-
ÌÉÞÉÎÁÍ É ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÍ É ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÑÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ôÁËÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ Ó ÇÌÕÂÏËÏÊ ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ. ë×ÁÄÒÁÔ ìÏ-ÛÕ \ÞÕÄÅÓÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ" Ñ×ÌÅÎ × ëÉÔÁÅ 3200 ÌÅÔ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ ÐÒÁ×ÉÔÅÌÀ ðÏÄÎÅÂÅÓÎÏÊ ÷ÜÎØ-÷ÁÎÕ (ìÏ-ÛÕ | ÜÔÏ
ÚÁÐÉÓØ ÉÚ [ÒÅËÉ] ìÏ). äÒÅ×ÎÉÊ \ËÉÔÁÅÃ" ÚÁÐÏÌÎÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÞÉ-

ÓÅÌ:
6 1 8
7 5 3
2 9 4

íÎÏÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ

ÞÉÓÌÁÍÉ \ÌÁÄÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ". äÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÐÅÒ×ÙÊ ÌÁÄÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÑÄÕ

ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ É ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:
71 5 101
89 59 29
17 113 47

éÚ ÌÁÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ \ÓÏÂÉÒÁÔØ" ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

433 199 631
619 421 223
211 643 409

-
269 167 353
347 263 179
173 359 257

-
163 31 277
271 157 43
37 283 151

=
1 1 1
1 1 1
1 1 1

÷ÓÅ ÔÒÉ ÌÁÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.
ðÑÔØ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÈ ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÇÒ Ó ÌÁÄÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ

ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ ÎÁÚÙ×ÁÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÙ ÍÎÏÀ ÐÏÄ ÏÄÎÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ ìáäïëá. ìáä | ÏÔ ÓÌÏ×Á
\ÌÁÄÎÙÊ", äïëá | \ÚÎÁÔÏË, ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ"; ×ÍÅÓÔÅ | ÉÇÒÁ É ÉÇÒÏË. ÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÎÉÑ × ÏÄÎÏÍ
ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÉÇÒÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ Z ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÐÒÁ×Á, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÙÅ
ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË ÓÌÅ×Á, ÚÎÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÁÄÎÏÓÔÉ (ÓÏ Ó×ÏÅÊ
ÌÁÄÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ):

193 19
199 - 101

281 107
=

Z Z Z

÷ÅËÁÍÉ ÓÞÉÔÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÐÒÉÎÏÓÑÔ ÓÞÁÓÔØÅ. ïÐÙÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÎÑÔÉÊ
û÷ëúí ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ìáäïëá ÐÒÏÂÕÖÄÁÅÔ Õ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ,
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ×ÉÄÅÔØ ËÒÁÓÏÔÕ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÐÒÉÎÏÓÉÔ ÉÍ ÒÁÄÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á.
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