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ïÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù

éÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÎÅËÉÅ
ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ Ï ÍÅÓÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ × ÏÂÝÅÍ

ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
Alexander Domoshnitsky

÷ ÓÔÁÔØÅ ÏÐÉÓÁÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÕ-
ÄÅÎÔÏ× | ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ. õËÁÚÁÎÙ ÅÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á, ÓÏÚÄÁ×ÁÅÍÙÅ ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÏÎÎÙ-
ÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÓÒÅÄÙ ÉÎÔÅÒÎÅÔ. ïÐÉÓÁÎ ÏÐÙÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ × éÚÒÁÉÌÅ ×
2010Ç.

âÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÙÓÑÞ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ×ÏÛÌÉ × ÓÁÊÔ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-
ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á 489 ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ÉÚ 19 ÓÔÒÁÎ ÍÉÒÁ ÐÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ × 5-ÏÊ ÍÅÖÄÕ-
ÎÁÒÏÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ, ÓÏÓÔÏÑ×ÛÅÊÓÑ 17 ÄÅËÁÂÒÑ 2010Ç., ÛÔÁÂ ËÏÔÏÒÏÊ
ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÌÓÑ × õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÍ ÃÅÎÔÒÅ áÒÉÜÌÑ. çÅÏÇÒÁÆÉÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÐÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÈ Ó×ÏÉ
ÒÁÂÏÔÙ, ÐÒÏÓÔÉÒÁÅÔÓÑ ÏÔ âÒÁÚÉÌÉÉ É óûá ÎÁ ÚÁÐÁÄÅ ÄÏ ÷ØÅÔÎÁÍÁ ÎÁ ×ÏÓÔÏËÅ. éÔÏÇÉ ÓÏÓÔÑ-
ÚÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÏÄ×ÅÄÅÎÙ × ÐÒÅÄÎÏ×ÏÇÏÄÎÉÅ ÄÎÉ. ðÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ 5-ÏÊ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÓÔÁÌ ÷ÉÔÁÌÉÊ ìÉÛÕÎÏ× ÉÚ ëÉÅ×ÓËÏÇÏ îÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
ÉÍ. ûÅ×ÞÅÎËÏ, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁ-
ÄÙ 2009 ÇÏÄÁ × êÏÛËÁÒ-ïÌÅ ðÁ×ÅÌ íÏÓÔÏ×ÙÈ ÉÚ âÁÌÔÉÊÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ôÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ
õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÁ, ÓÔÁ×ÛÉÊ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ áÒÉÜÌØÓËÉÈ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-
ÏÌÉÍÐÉÁÄ 2009 ÇÏÄÁ (Ä×ÁÖÄÙ | × ÍÁÅ É ÄÅËÁÂÒÅ | ÏÎ ÓÔÁÌ ×ÔÏÒÙÍ). óÒÅÄÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ |
ÐÒÉÚ£ÒÙ ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÉÚ òÕÍÙÎÉÉ, áÒÍÅÎÉÉ,
âÒÁÚÉÌÉÉ, çÒÕÚÉÉ É éÚÒÁÉÌÑ.

é ÉÇÒÁ?
óÅÇÏÄÎÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÅÓÑÔËÉ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ. ðÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÅÓÔØ

É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÅ, É ÒÅÇÉÏÎÁÌØÎÙÅ, É ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, É ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ, ÅÓÔØ ÏÔ-
ÄÅÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑ É ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. . . åÓÌÉ ÎÅËÉÊ ÂÙ×ÛÉÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÉË ÎÁÛ£Ì
ÓÐÏÎÓÏÒÁ, ÐÏÞÅÍÕ ÂÙ ÎÅ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ? é ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ, ×ÎÅ
×ÓÑËÏÇÏ ÓÏÍÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÕÞÅÎÉËÏ×. îÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, Ô.Å. ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÀ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ðÏÌÉÔÅÈÁ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ,
Õ ÔÁËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ-
×ÁÎÉÑ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÎÁ ÎÅËÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ × ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÃÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
×ÙÔÅËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ?

íÙ, ÐÅÄÁÇÏÇÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ Ó \ÔÅÈÎÁÒÑÍÉ", ÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÓÉÌ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÍ × ÓÁÍÙÈ
ÓÌÁÂÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÉÌÉ, × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, | × ÓÅÒÅÄÎÑËÏ×. úÁÄÁÞÁ | ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÔÑÎÕÔØ
ÜÔÕ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÍÁÓÓÕ ÄÏ ÐÒÉÅÍÌÅÍÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. á ËÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÏÓÎÏ×Õ ËÏÒÐÕÓÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ×
ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÓÔÉ É HiTech? óÉÌØÎÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ, ÎÁ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÁË ÒÁÚ É
ÎÅÔ Õ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÎÉ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÉ ÓÉÌ. îÏ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÞÔÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÎÅÔ É ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ
ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. ïÐÒÏÂÏ×ÁÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÆÏÒÍÙ | ËÒÕÖËÉ, ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÏÂÝÅÓÔ×Á,
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÌÅËÔÏÒÉÉ. âÙÌÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÕÓÐÅÈÉ, ÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×
ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÄÕÛÎÙÍ Ë ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÔÅÑÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ-ÜÎÔÕÚÉÁÓÔÏ×. õ×Ù,
ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ËÁË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÔÁË É ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ É ÎÁÞÁÌØÓÔ×Á × ÌÉÃÅ ÄÅËÁÎÏ× É ÒÅËÔÏÒÏ×, É ÐÒÅÄÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
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éÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× 3

ïÂÒÁÝÁÅÔ ÎÁ ÓÅÂÑ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÆÏÒÍÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ,
ÐÅÒÅÖÉ×ÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÐÏÄß£ÍÙ É ÓÐÁÄÙ, ×Ó£-ÔÁËÉ ×ÙÖÉ×ÁÅÔ ÕÖÅ ÐÏÌÔÏÒÁ ×ÅËÁ Ó ÔÅÈ ÐÏÒ
ËÁË × 1860-ÙÈ ÇÏÄÁÈ ÂÙÌÁ ÐÒÉÄÕÍÁÎÁ × òÕÍÙÎÉÉ; ÜÔÏ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ. ÷ Þ£Í
ÓÅËÒÅÔ ÜÔÏÇÏ ÆÅÎÏÍÅÎÁ? ÷ÓÍÏÔÒÅ×ÛÉÓØ ÂÏÌÅÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÅËÒÅÔ ×
ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ×ÐÏÌÎÅ ÓÅÒØ£ÚÎÙÈ ×ÅÝÅÊ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÚÎÁÎÉÊ ÈÏÒÏÛÉÈ
ÕÞÅÎÉËÏ× É ÉÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅ ÛÁÂÌÏÎÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á ÔÁËÖÅ éçòù, ÉÄÕÝÅÊ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ËÁË ÓÁÍÉÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ, ÔÁË É ÚÒÉÔÅÌÑÍ. íÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ É ×ÅÄ£Ô ÎÁÓ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. . . òÁÚ×É×ÁÑ ÉÇÒÏ×ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, É ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÑÍ ËÁË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÔÁË É ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÚÒÉÔÅÌÅÊ.

ôÁÌÁÎÔÙ É ÐÏËÌÏÎÎÉËÉ
\úÒÉÔÅÌÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ | ×ÅÝÉ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ!" | ÓËÁÖÕÔ ÓËÅÐÔÉËÉ.

ðÏÚ×ÏÌØÔÅ ÎÁÍ Ó ÜÔÉÍ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ É ÐÒÉ×ÅÓÔÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ . . . ÛÁÈÍÁÔÙ. óÏ×ÅÒÛÅÎ-
ÎÏ ÎÅ ÚÒÅÌÉÝÎÙÊ ×ÉÄ ÓÐÏÒÔÁ, ÎÏ ÌÀÄÉ ÐÏÓÔÁÒÛÅ (40+) ÐÏÍÎÑÔ ÏÂÝÅÎÁÒÏÄÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÍÁÔ-
ÞÁÍ ÎÁ ÐÅÒ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÉÒÁ ÐÏ ÛÁÈÍÁÔÁÍ. ëÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ \÷ÒÅÍÑ" ÎÁ ãô ÛÁÈÍÁÔÎÙÅ
ÏÂÏÚÒÅ×ÁÔÅÌÉ (ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÙ) ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÌÉ ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÍÁÔÞÅÊ ëÁÒÐÏ×-
ëÁÓÐÁÒÏ×. íÉÌÌÉÏÎÙ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÛÁÈÍÁÔ (ÄÁ É ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ!) ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÜÔÉ ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ Ó×ÏÉÈ
ÄÏÓËÁÈ, ÐÙÔÁÑÓØ ÐÏÎÑÔØ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× É ÐÒÑÍÏ ÓÅÇÏÄÎÑ, Á ÎÅ ÚÁ×ÔÒÁ ÐÏÓÌÅ ÄÏÉÇÒÙ-
×ÁÎÉÑ, ÕÚÎÁÔØ, ÞÅÍ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÐÁÒÔÉÑ. ëÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÄÅÓÑÔËÉ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ÄÏÓÏË ÎÁ
ËÁÖÄÏÍ ËÌÏÞËÅ ÐÌÑÖÅÊ, × ÐÁÒËÁÈ ËÕÌØÔÕÒÙ É × ÏÂÙÞÎÙÈ Ä×ÏÒÁÈ, ÔÙÓÑÞÉ ÄÅÔÅÊ É ÐÏÄÒÏÓÔËÏ×,
ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑ × ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ËÒÕÖËÁÈ, ÐÏÐÏÌÎÑÌÉ ÉÚ ÇÏÄÁ × ÇÏÄ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÜÌÉÔÕ. úÁÄÁÄÉÍÓÑ
×ÏÐÒÏÓÁÍ, Á ÐÏÞÅÍÕ Õ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÙ, ÚÎÁÎÉÑ × ÒÁÍËÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÙÅ ÎÅ-
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÁÍÙÈ ÛÉÒÏËÉÈ ÍÁÓÓ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ× (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ
ÓÁÍÙÈ-ÓÁÍÙÈ!) ÓÏ×ÓÅÍ ÕÖ ÎÅÔ ÛÁÎÓÏ× ÄÏÓÔÉÞØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× É
ÚÒÉÔÅÌÅÊ?

\ëÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÞÅÍÐÉÏÎ ÍÉÒÁ ÐÏ ÛÁÈÍÁÔÁÍ?" | ÚÁÄÁÀ ×ÏÐÒÏÓ Ó×ÏÉÍ ÐÒÉÑÔÅÌÑÍ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,
ËÏÔÏÒÙÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÉÌÉ ÚÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÍ × ÍÁÔÞÁÈ ÎÁ ÐÅÒ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÉÒÁ. ïÎÉ ÎÅ ÚÎÁÀÔ.
ðÒÉÍÅÒ ×ÓÅÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÍÁÔÞÁÍ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×, É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÅÇÏ ÐÁÄÅÎÉÑ ×ÐÌÏÔØ
ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ ÕÔÒÁÔÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ, ×ÅÓØÍÁ ÐÏÕÞÉÔÅÌÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ
ÒÁÚÒÕÛÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ ÚÒÉÔÅÌÑÍ ÆÏÒÍÙ ÒÏÚÙÇÒÙÛÁ ÐÅÒ×ÅÎÓÔ×Á ÍÉÒÁ ÓÔÁÌÏ ×ÁÖÎÅÊÛÅÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-
ÀÝÅÊ ÕÇÁÓÁÎÉÑ ÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÁ. õÛÌÉ ÚÒÉÔÅÌÉ | É ×ÓÅÎÁÒÏÄÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÍÁÔÞÁÍ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×
ÒÕÈÎÕÌ.

æÏÒÍÁ É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. õÞÉÌÉ ÐÒÏ ÜÔÏ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÐÏ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ É ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ, ÎÏ ÐÏÄÚÁÂÙÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÅÝ£ É ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. . . á ÅÓÌÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÓÔØ
ÅÝÅ É ÁËÔÉ×ÎÙÊ ÓÕÂßÅËÔ (× ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÜÔÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×
ÛËÏÌÁÈ É ÷õúÁÈ), ËÏÔÏÒÙÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÃÅÌØ É ÍÅÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÕ ÃÅÌØ
× ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ, ÔÏ ÛÁÎÓ ÐÒÉ×ÌÅÞØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×, ÄÕÍÁÀ,
ÅÓÔØ.

ãÅÌØ É ÆÏÒÍÁ
ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÃÅÌØ. üÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÄÏÌÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

×ÙÂÉÒÁÅÍÕÀ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÊ ÆÏÒÍÕ. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÂÙ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÉÚÌÁÇÁÔØ Ó×ÏÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÉÅ | ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÕÛÁÔØ É ×ÉÄÅÔØ ÐÒÏÒÅÈÉ × ÌÏÇÉËÅ, ×ÙÑ×ÌÑÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÅÎÇÅ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÄÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÓÔØ, É ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÏ ÌÕÞÛÅÊ ÆÏÒÍÙ, ÞÅÍ
ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ × ÓÏ×ÅÔÓËÏÅ ×ÒÅÍÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÔÅÒÎÁÔÁÈ íÏÓË×Ù É ìÅÎÉÎÇÒÁÄÁ ÉÇÒÙ |
ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÏÊ", ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ. ôÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ Ó
ÂÕÄÕÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÌÉÔÏÊ. îÁÛÅ ÖÅ ÐÏÌÅ | ÔÅÈÎÁÒÉ, ÂÕÄÕÝÉÅ ÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,
ËÏÔÏÒÙÅ, Õ×ÉÄÅ× ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÎÑÔØ, ÉÚ ËÁËÏÊ ÏÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ É ËÁËÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ, ÕËÒÅÐÌÑÔØ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë
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ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Õ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÈ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÍÁÓÓ, ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÉÈ ÕÍÅÎÉÅ ÍÙÓÌÉÔØ ÏÔ
ÚÁÄÁÞÉ, Á ÎÅ ÏÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÅÍ-ÔÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×.

ðÒÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÅÇÏ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÁÑ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÃÅÌØ. ÷ÏÚØÍ£Í ÐÒÉÍÅÒ: ÏÔÂÏÒ 6-8 ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ
ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ ×Ï ÷ÓÅÍÉÒÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ. üÔÏ ÎÅÞÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÅ. ãÅÌØ ÄÉËÔÕÅÔ ÓÒÅÄÓÔ×Á, ÇÌÁ×ÎÏÅ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | Ó×ÅÒÈÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÉÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ |
ÜÔÏ ÍÁÓÓÏ×ÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. äÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÏÄÈÏÄÉÔ.
çÌÁ×ÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ × ÐÅÄÁÇÏÇÉËÅ, ËÁË É × ÍÅÄÉÃÉÎÅ, | ÎÅ ×ÒÅÄÉ. ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏ×ÁÌ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÍÏ-
ÖÅÔ ÎÁÎÅÓÔÉ ÈÏÒÏÛÅÍÕ ÓÔÕÄÅÎÔÕ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÍÕ, ÏÄÎÁËÏ, ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÏÓÏÂÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ
Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁ×ÍÕ É ×ÙÚ×ÁÔØ ÎÅ×ÅÒÉÅ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÉÌÙ ÎÁ ÄÌÉÔÅÌØÎÙÊ
ÐÅÒÉÏÄ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ ÏÎ ÎÅ ÐÏÊÄ£Ô. ëÒÕÇ Å£ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÓÕÚÉÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÏ ÒÅÁÌØ-
ÎÙÈ 5-6 ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏ× ÎÁ 1-ÏÅ ÍÅÓÔÏ. äÉÁÌÏÇ Ó ÒÏÄÉÔÅÌÑÍÉ ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ: \óËÏÌØËÏ
ÔÙ ÒÅÛÉÌ ÚÁÄÁÞ?" | \îÉÞÅÇÏ ÎÅ ÒÅÛÉÌ" | \îÅ ÈÏÄÉ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÚÏÒÉÔØÓÑ!". üÔÏ ÎÅ ÔÏ, ÞÅÇÏ ÍÙ
ÈÏÔÉÍ ÄÏÓÔÉÞØ. óÐÉÓÏË ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÍ É ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÁË
ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÁË É ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ôÅÐÅÒØ ÔÏÔ ÖÅ ÄÉÁÌÏÇ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÉÎÁÞÅ: \óËÏÌØËÏ ÔÙ ÒÅÛÉÌ
ÚÁÄÁÞ? " | \þÅÔÙÒÅ" | \á ÐÏÂÅÄÉÔÅÌØ?" | \ûÅÓÔØ". òÁÚÎÉÃÁ × ÔÅ ÖÅ 2 ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ ÎÁÓÔÒÏ-
ÅÎÉÅ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÅ. îÁÛ ÓÐÉÓÏË ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ 6 ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ
É 6 ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ïÂ ÕÒÏ×ÎÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ
ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÝ£ ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÞÔÏÂÙ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÕÄÅÎÔ, Á ÓÒÅÄÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÅÓÔØ É ÐÏ-
ÂÅÄÉÔÅÌÉ ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ, ÒÅÛÉÌ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ. ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÕÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×
ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÄ£Ô × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Å£ ÒÅÊÔÉÎÇÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ \ÓÔÏ-
ÉÔ" 1000 ÏÞËÏ×. åÅ ÒÅÛÉÌÁ ÔÙÓÑÞÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÏ ÏÞËÕ. åÓÌÉ
Ó ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÓÐÒÁ×ÉÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ Ä×ÏÅ, ËÁÖÄÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÏ 500 ÏÞËÏ×. îÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ
ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ, É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÊÔÉ × ÞÉÓÌÏ ÌÉÄÅÒÏ×. îÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÓÔÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÅ ÒÅÛÉ× ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. üÔÁ ÒÅÊÔÉÎÇÏ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ËÓÔÁÔÉ,
ÄÁ£Ô ÛÁÎÓ É ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÕ, É ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÏÍÕ ÓÔÕÄÅÎÔÕ ÉÚ ÐÒÏ×ÉÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÷õúÁ ÓÔÁÔØ ÐÏÂÅ-
ÄÉÔÅÌÅÍ, ÒÅÛÉ× ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ \ÎÅÒÅÛÁÂÅÌØÎÕÀ" ÚÁÄÁÞÕ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ,
ËÁËÉÈ-ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ.

éÎÔÅÒÎÅÔ ËÁË ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ
ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÄÌÑ ÔÁÎÇÏ ÎÕÖÎÙ Ä×ÏÅ, ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÎÕÖÎÙ ÓÏÐÅÒ-

ÎÉËÉ. éÈ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ, É ×ÏÔ ÐÒÉ-
ÄÕÍÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÇÄÅ ÓÏÐÅÒÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÔÙÓÑÞÁÈ
ËÉÌÏÍÅÔÒÏ× ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

éÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÈÅÍÅ: × ÎÁÍÅÞÅÎÎÙÊ ÞÁÓ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÁÊÔ
Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞ; ÓÔÕÄÅÎÔÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × Ó×ÏÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ ÐÙÔÁÀÔÓÑ ÉÈ ÒÅÛÉÔØ, É ×
ÔÅÞÅÎÉÅ 4 ÞÁÓÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ó×ÏÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÐÏÞÔÅ. ÷ÉÄÅÏ É ÁÕÄÉÏ Ó×ÑÚØ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÚÁÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÁÍ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞ ÐÒÑÍÏ × ÈÏÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ.

÷ 2006 ÇÏÄÕ ÓÏÓÔÏÑÌÁÓØ ÐÅÒ×ÁÑ ÔÁËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÄÌÑ ÉÚÒÁÉÌØÓËÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. õÓÐÅÈ ÐÒÅ×ÚÏ-
Û£Ì ×ÓÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ. ë ÕÄÉ×ÌÅÎÉÀ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ×, × ÜÔÏÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ
ÂÕÄÕÝÉÅ ÉÎÖÅÎÅÒÙ, ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ É ÓÔÕÄÅÎÔÙ Ó ÄÒÕÇÉÈ ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ× É ÄÁÖÅ ÔÅ, ËÔÏ
ÕÞÉÌÓÑ ÎÁ ÐÒÏÆÅÓÓÉÀ ÍÅÄÓÅÓÔ£Ò. ôÁË ÐÏÞÅÍÕ ÂÙ ÉÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ É ÖÅÌÁÎÉÅ ÎÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÔØ ×
ÖÅÌÁÅÍÏÅ ÄÌÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÒÕÓÌÏ, ÕËÒÅÐÌÑÑ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ É ÒÁÚ×É×ÁÑ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ? ÷ÓËÏÒÅ ÎÁÛÌÉÓØ ÅÄÉÎÏÍÙÛ-
ÌÅÎÎÉËÉ ÓÒÅÄÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ × ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ. ÷Ï 2-ÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ × 2007 ÇÏÄÕ ÕÖÅ
ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× òÏÓÓÉÉ, õËÒÁÉÎÙ, òÕÍÙÎÉÉ, âÏÌÇÁÒÉÉ É çÅÒÍÁÎÉÉ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ × ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ
| ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÓÒÅÄÓÔ× ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÍ-ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÁÎ-
ÄÙ ÄÌÑ ÐÏÅÚÄËÉ ËÏÍÁÎÄÙ × ÄÁÌÅËÉÊ ÇÏÒÏÄ ÉÌÉ ÓÔÒÁÎÕ, ÓÒÅÄÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÉÄÕÔ ÔÕÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÉÍ ËÏÍÐÁÎÉÑÍ, Á ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. éÎÔÅÒÎÅÔ-
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ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔ ÜÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ, ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁÑ ÔÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÏÔ ÓÐÏÎÓÏÒÁ ÎÁ ÐÏÏÝÒÅÎÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÏÍÁÎÄ, É ÓÔÉÍÕ-
ÌÉÒÕÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÕÞ£ÂÅ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÍÁÎÄ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÉÐÅÎÄÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ
ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ÏÔ ÓÐÏÎÓÏÒÁ, ÍÏÖÅÔ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÏÓÔÕ ÅÇÏ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÉ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ïÔÌÉÞÉÑ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ \ëÅÎÇÕÒÕ"
ðÏ ÆÏÒÍÅ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ \ëÅÎÇÕÒÕ", ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÅ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÉÎÔÅÒÎÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÉÛËÏÍ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÔÅÓÔ. ïÄÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÔÌÉÞÉÊ |
× ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÉÄÅÎ ÐÕÔØ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅËÁÑ ÉÄÅÑ, ÐÕÓÔØ ÄÁÖÅ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ×ÅÒÎÁÑ, ÎÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÁÑ. üÔÏÇÏ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÄÏÓÔÉÞØ
ÐÒÉ ÔÅÓÔÅ.

äÒÕÇÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ | ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÃÅÒÅÍÏÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÉÑ É ÚÁËÒÙÔÉÑ ÐÏ ×ÉÄÅÏ Ó×ÑÚÉ. ëÔÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅ
×ÙÈÏÄÉÌ ÎÁ ×ÉÄÅÏ Ó×ÑÚØ ÚÁ ÜÔÉ ÔÒÉ ÇÏÄÁ. ðÏ ÉÎÔÅÒÎÅÔÏ×ÓËÉÍ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×ÑÚÉ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×
É ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏ× íÏÓËÏ×ÓËÉÈ íüóé É íéòåá, óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÷ÏÅÎíÅÈÁ, åÒÅ×ÁÎÓËÏÇÏ
õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, âÁËÉÎÓËÏÇÏ ÆÉÌÉÁÌÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ íÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×, óÁÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕ-
ÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, îÉÖÎÅËÁÍÓËÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ èÉÍÉÞÅÓËÏÊ ôÅÈÎÏÌÏÇÉÉ, õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
É ðÏÌÉÔÅÈÎÉËÉ âÕÈÁÒÅÓÔÁ, íÏÇÉÌÅ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÚ âÅÌÏÒÕÓÓÉÉ É Ô.Ä. îÁ ÜËÒÁÎÁÈ ×ÉÄÎÙ
ÐÏÂÅÄÎÏ ×ÓËÉÎÕÔÙÅ ÒÕËÉ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ, ÓÌ£ÚÙ ÒÁÄÏÓÔÉ É ÐÅÒ×ÙÅ ÉÎÔÅÒ×ØÀ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ É ÒÕËÏ×Ï-
ÄÉÔÅÌÅÊ ËÏÍÁÎÄ É õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×. ïÓÏÂÁÑ ×ÏÌÎÕÀÝÁÑ ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÃÁÒÉÔ × ÚÁÌÅ ÚÁÓÅÄÁÎÉÊ
õÞ£ÎÏÇÏ óÏ×ÅÔÁ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ áÒÉÜÌØ × éÚÒÁÉÌÅ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ
É ÍÅÓÔÎÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ, × ÐÒÑÍÏÍ ÜÆÉÒÅ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ ÜËÒÁÎÅ
ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÚØÑ-ÓÏÐÅÒÎÉËÉ ÁÒÉÜÌØÃÅ×. îÅ×ÏÌØÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÕ×ÓÔ×Ï ÓÏÐÒÉÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Ë ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÑÝÅÍÕ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë ÎÅËÏÅÍÕ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍÕ ËÌÕÂÕ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ
ÍÁÌÏ?

îÕ É, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁÄÁÞÉ. ïÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ
ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÏ×ÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÀÁÎÓÏ×
É ÆÁËÔÏ×. çÌÁ×ÎÙÊ Á×ÔÏÒ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ÖÀÒÉ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ áÌÅËÓÅÊ ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×
ÉÚ âÁÒ-éÌÁÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ × éÚÒÁÉÌÅ É íÏÓË×Å ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÏÚÉÔÏÒ,
Á×ÔÏÒ ËÎÉÇÉ ÐÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ × ÍÉÒÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ÐÏ ÏÌÉÍÐÉÁÄ-
ÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÔÒÅÎÅÒ ÉÚÒÁÉÌØÓËÏÊ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á × ÎÅÄÁÌ£ËÏÍ ÐÒÏÛÌÏÍ,
ÔÒÅÎÅÒ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ çÅÒÍÁÎÉÉ. äÒÕÇÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ÚÁÄÁÞ É ÓÕÄØÑ | ÄÏËÔÏÒ ÷ÁÄÉÍ
âÕÇÁÅÎËÏ, ÒÅÐÁÔÒÉÉÒÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÐÏÌÇÏÄÁ ÎÁÚÁÄ ÉÚ íÏÓË×Ù, ÔÁËÖÅ Á×ÔÏÒ ËÎÉÇÉ ÐÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ× ÒÑÄÁ íÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ, Á ÎÙÎÅ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ áÒÉÜÌØ.

íÏÌÏÄÅÖØ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ. ÷ ÎÏÑÂÒÅ 2008 ÇÏÄÁ
× áÒÉÜÌØ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÀ ÐÒÉÅÚÖÁÌÉ ËÏÍÁÎÄÙ ÉÚ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÒÁÄÉÏ É ÉÚ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ñÓÓÉ, òÕÍÙÎÉÑ. ïÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × ÏÞÎÏÍ ÐÏÅÄÉÎËÅ Ó ÉÚÒÁÉÌØÓËÉÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ
É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÏ×ÅÒÛÉÌÉ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÅ ÐÏ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ. éÄÅÁÌØÎÙÍ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÕÒÏ× ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ. éÓËÌÀÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÍÙ ×ÉÄÉÍ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï Ó ÎÁÛÉÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÍ ÐÁÒÔÎ£ÒÏÍ
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏÍ çÒÉÇÏÒØÅ×ÉÞÅÍ îÁ×ÏÄÎÏ×ÙÍ ÉÚ áËËÒÅÄÉÔÁÃÉÏÎÎÏÇÏ áÇÅÎÓÔ×Á íÉ-
ÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÏÓÓÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒ×ÙÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌ ÜÔÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × òÏÓÓÉÉ. æÉÎÁÌ
ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÆÉÎÁÌ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ × ÍÁÅ 2009 ÂÙÌÉ ÓÏ×ÍÅÝÅÎÙ, É
ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÏÂÏÀÄÎÙÍ ÕÓÐÅÈÏÍ. ÷ 2010 ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÏÂÁ×ÉÔØ òÕÍÙÎÉÀ.

úÁÄÁÞÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ ðÑÔÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÍ. ÎÁ ÓÁÊÔÅ
http://www.ariel.ac.il/cs/projects/dom/itpm/
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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

íÅÔÏÄ uvw ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
íÉÈÁÉÌ òÏÚÅÎÂÅÒÇ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÓÔÁÒ-
ÛÉÈ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÈÏÒÏÛ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ f ∈ R[a; b; c] | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÏÔ ÔÒ£È ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(a; b; c) ≥ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
a+b+c = 3u, ab+ac+bc = 3v2 (ÚÄÅÓØ v2ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ) É abc = w3. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÞÔÏ f(a; b; c) = g

(
u; v2; w3). äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ f ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

ÄÌÑ g ÓÏÂÒÁÎÙ × ËÏÎÃÅ ÓÔÁÔØÉ.

÷ÁÒÉÁÃÉÉ w3

ðÕÓÔØ F (w3) = g(u; v2; w3). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ
ÍÅÔÏÄÁ.

åÓÌÉ F ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ w3, ÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(a; b; c) ≥ 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ f(a; b; b) ≥ 0.

òÉÓ. 1.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, a, b É c | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x3 − 3ux2 + 3v2x− w3 = 0; (1)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, w3 = h(x), ÇÄÅ h(x) = x3 − 3ux2 + 3v2x.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ u É v2. íÙ ×ÉÄÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1), ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÌÏ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, w3 ÄÏÌÖÎÏ ÍÅ-
ÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ h É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ w3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ
ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ h, ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ {a; b; c}.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÜÔÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

3(a2 + ab+ b2)(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2) ≥ (a+ b+ c)2(ab+ ac+ bc)2:

(íÉÈÁÜÌØ òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2009)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a+ b+ c = 3u, ab+ ac+ bc = 3v2 (v2ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ) É
abc = w3. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ð.17)1 ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ f(w3) ≥ 0, ÇÄÅ

f(w3) = 81(3u2v4 − v6 − u3w3)− 81u2v4:
1(ð.1){(ð.24) | ÎÏÍÅÒÁ ÆÏÒÍÕÌ × ðÒÉÌÏÖÅÎÉÉ

6



íÅÔÏÄ uvw ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 7

îÏ f | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ w3, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {a; b; c} ÒÁ×ÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ É Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ: b = c = 1, ÞÔÏ ÄÁ£Ô (a−1)2(5a2+8a+5) ≥ 0,
ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÅÒÎÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷ÙÒÁÚÉÍ ÇÒÁÎÉÃÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ w3 ÞÅÒÅÚ u É v2. ðÕÓÔØ f(x) = x3 − 3ux2 + 3v2x − w3. ôÏÇÄÁ
f ′(x) = 3(x2− 2ux+ v2). ôÁË ËÁË u2 ≥ v2, ÔÏ xmax = u−√u2 − v2 É xmin = u+

√
u2 − v2. ðÏÜÔÏÍÕ

f (xmin) ≤ w3 ≤ f (xmax), ÞÔÏ ÄÁ£Ô

uv2 − 2u3 − 2
√

(u2 − v2)3 ≤ w3 ≤ 3uv2 − 2u3 + 2
√

(u2 − v2)3: (2)

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÉÚ (ð.16) ÉÚ ÔÅÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ
ÔÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ w3 ÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ a, b É c ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
(√

a
b +

√
b
a

)(√
a
c +

√
c
a

) (√
b
c +

√
c
b

)
= k; ÇÄÅ k ≥ 8:

îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
(a
b + b

a

)(a
c + c

a
)(b

c + c
b

)
:

(íÉÈÁÜÌØ òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2011)

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a+ b+ c = 3u, ab+ ac+ bc = 3v2, abc = w3 É u2 = tv2. ôÏÇÄÁ t ≥ 1 É ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÄÁ£Ô: w3 = 9uv2

k+1 . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ w3 × (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×ÏÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

−2
√

(u2 − v2)3 ≤ 2u3 + 3uv2(2− k)
k + 1 ≤ 2

√
(u2 − v2)3;

ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ

36(k + 1)t2 − 3(k2 + 20k − 8)t+ 4(k + 1)2 ≤ 0; (3)

ÞÔÏ ÄÁ£Ô
k2 + 20k − 8−

√
k(k − 8)3

12(k + 1) ≤ t ≤ k2 + 20k − 8 +
√
k(k − 8)3

12(k + 1) :

úÁÊÍ£ÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÛÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ (ð.12) ÐÏÌÕÞÁÅÍ2:

(a
b + b

a

) (a
c + c

a
)(b

c + c
b

)
=

∑
cyc

(a4b2 + a4c2) + 2a2b2c2

a2b2c2 =

= 81u2v4 − 54v6 − 54u3w3 + 36uv2w3 − w6

w6 =

=
81u2v4 − 54v6 − 486u4v2

k+1 + 324u2v4
k+1 − 81u2v4

(k+1)2

81u2v4
(k+1)2

=

= −6(k + 1)t+ k2 + 6k + 4− 2(k + 1)2

3t :

2÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ P
cyc

×ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÕ, ×ÚÑÔÕÀ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ.
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f(t) = −6(k + 1)t + k2 + 6k + 4 − 2(k+1)2

3t . ôÏÇÄÁ f ′(t) = −6(k + 1) + 2(k+1)2

3t2 , ÞÔÏ ÄÁ£Ô
tmax =

√
k+1
3 , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

k2 + 20k − 8−
√
k(k − 8)3

12(k + 1) ≤
√
k + 1
3 ≤ k2 + 20k − 8 +

√
k(k − 8)3

12(k + 1) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

max
(a
b + b

a

) (a
c + c

a
)(b

c + c
b

)
= f

(√k + 1
3

)
= k2 + 6k + 4− 4

√
(k + 1)3

É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ (3) É ÞÔÏ
t2min = 3(k2 + 20k − 8)tmin − 4(k + 1)2

36(k + 1) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ
min

(a
b + b

a

) (a
c + c

a
)(b

c + c
b

)
= f (tmin) = k2 − 8k + 16

2 :

úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.
ôÏÖÄÅÓÔ×Ï (ð.16) ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ a, b É c ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ab+ ac+ bc = 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

(a+ 2b)(b+ 2c)(c+ 2a) ≥ 27 (4)

(íÉÈÁÜÌØ òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2007)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ a + b + c = 3u, ab + ac + bc = 3v2 (v ≥ 0) , abc = w3 É u = tv.
ôÏÇÄÁ t ≥ 1. ðÏÌÕÞÁÅÍ:

(4) ⇔
∑
cyc

(2a2b+ 4a2c+ 3abc) ≥ 27v3 ⇔

⇔ 3
∑
cyc

(a2b+ a2c+ abc) ≥ 27v3 +
∑
cyc

(a2b− a2c) ⇔

⇔ 27(uv2 − v3) ≥ (a− b)(a− c)(b− c):

ðÏÓËÏÌØËÕ uv2 − v3 ≥ 0, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

729(uv2 − v3)2 ≥ (a− b)2(a− c)2(b− c)2;

ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ð.16) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ

w6 − 2(3uv2 − 2u3)w3 + 24u2v4 − 54uv5 + 31v6 ≥ 0:

ôÁË ËÁË 24u2v4−54uv5 + 31v6 ≥ 0, ÔÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÇÄÁ 3uv2−2u3 ≥ 0,
ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÒÉ 1 ≤ t ≤ √1; 5. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

(3uv2 − 2u3)2 − (24u2v4 − 54uv4 + 31v6) ≤ 0:

îÏ

(3uv2 − 2u3)2 − (24u2v4 − 54uv4 + 31v6) ≤ 0 ⇔
⇔ 4t6 − 12t4 − 15t2 + 54t− 31 ≤ 0 ⇔

⇔ (t− 1)2(4t4 + 8t3 − 8t− 31) ≤ 0;
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ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ 1 ≤ t ≤ √1; 5. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ!
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ t = 1, ÔÏ ÅÓÔØ, ËÏÇÄÁ a = b = c = 1.
ëÓÔÁÔÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(a+ kb)(b+ kc)(c+ ka) ≥ (1 + k)3

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ a, b É c ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ab+ ac+ bc = 3, ÜÔÏ

k = 3 3√4− 2 +
√

18 3√2− 12 3√4
2 = 2; 33369885:::

É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
(3a+ 7b)(3b+ 7c)(3c+ 7a) ≥ 1000

ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ a; b É c.
÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ 0, ËÁË ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÉÃ

ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ w3.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ a; b É c ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:
(ab+ ac+ bc)

( 1
(a+ b)2 + 1

(a+ c)2 + 1
(b+ c)2

)
≥ 9

4 : (5)

(Ji Chen, 1995)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a+b+c = 3u, ab+ac+bc = 3v2 É abc = w3. ðÏÓËÏÌØËÕ (a+b)(a+c)(b+
c) =
= 9uv2 − w3, ÔÏ (5) ⇔ f(w3) ≤ 0, ÇÄÅ f(w3) = w6 + P (u; v2)w3 +Q(u; v2).

îÏ f | ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ w3, Á ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {a; b; c} ÒÁ×ÎÙ ÉÌÉ, ËÏÇÄÁ w3 = 0.

éÔÁË, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÛÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅÇÏ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:
1. b = c = 1, ÞÔÏ ÄÁ£Ô (2a+ 1)

(
1

(a+1)2 + 1
4

)
≥ 9

4 , Á ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ a(a− 1)2 ≥ 0.
2. b = 1 É c = 0, ÞÔÏ ÄÁ£Ô (a− 1)2(4a2 + 7a+ 4) ≥ 0.
îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÉÓ. 2.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ó×ÅÄÅ-
ÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ë
ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

úÁÊÍ£ÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ×ÁÒÉÁÃÉÑÍÉ u É v2.

÷ÁÒÉÁÃÉÉ v2

ðÕÓÔØ f | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ R ÏÔ ÎÅÏ-
ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b É c. ðÏÌÏÖÉÍ f(a; b; c) =
g(u; v2; w3) = G(u). ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 − 3ux2 +
3v2x − w3 = 0, ÉÍÅÀÝÅÅ ËÏÒÎÉ a, b É c, × ×ÉÄÅ 3v2x =
−x3 + 3ux2 + w3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ u É w3 É ÂÕÄÅÍ ÍÅÎÑÔØ
v2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ a ≤ b ≤ c
ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a, b É c. ðÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ
× ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÒÉÓ. 2. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ v2 | ÜÔÏ [k1; k2], ÇÄÅ ÐÒÑÍÙÅ y = 3k1x
É y = 3k2x ËÁÓÁÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁ y = −x3 + 3ux2 + w3 × ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ ÉÚ [a; b] É [b; c] ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ, ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ v2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {a; b; c}
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ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b É c ÚÎÁÞÅÎÉÅ v2 ÍÏÖÅÔ ÕÈÏÄÉÔØ
ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ a, b É c ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ abc = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

a2 + b2 + c2 + 15(ab+ ac+ bc) ≥ 16(a+ b+ c): (6)

(í. òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2006)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a+b+c = 3u, ab+ac+bc = 3v2 É abc = w3. ôÏÇÄÁ (6) ⇔ f(v2) ≥
0, ÇÄÅ f(v2) = 3u2 +13v2−16uw. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ,
ËÏÇÄÁ v2 ÐÏÌÕÞÉÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {a; b; c} ÒÁ×ÎÙ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(v2) ≥ 0, ËÏÇÄÁ b = c = 1.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(v2) ≥ 0 ⇔ a2 + 2 + 15(2a+ 1) ≥ 16(a+ 2) 3√a, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ a = x3 ÄÁ£Ô
(x− 1)2(x4 + 2x3 − 13x2 + 2x+ 17) ≥ 0, Á ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷ÁÒÉÁÃÉÉ u

ðÕÓÔØ f | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ R ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b É c.
ðÏÌÏÖÉÍ f(a; b; c) = g(u; v2; w3) = H(u), ÇÄÅ g | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3−3ux2 +3v2x−w3 = 0, ÉÍÅÀÝÅÅ ËÏÒÎÉ a, b É c, × ×ÉÄÅ 3ux2 = x3 +3v2x−w3. úÁÆÉË-
ÓÉÒÕÅÍ v2 É w3 É ÂÕÄÅÍ ÍÅÎÑÔØ u ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ËÏÒÎÑ.

ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ a ≤ b ≤ c ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a, b É c. òÉÓÕÎÏË 3
ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ u ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ Ó×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÁÒÁÂÏÌÁ y = 3ux2 ËÁÓÁÅÔÓÑ
ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 +3v2x−w3 × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [b; c], É ÔÅÍ Ó×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ,
ËÏÇÄÁ ËÁÓÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. ëÁÓÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÀ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 − 3ux2 + 3v2x− w3 = 0.

òÉÓ. 3

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(a; b; c) ≥ 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÇÒÁ-
ÎÉÃÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ u, ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f(a; b; b) ≥ 0.

üÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ H ÌÉÎÅÊÎÁ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÉÌÉ ×ÏÇÎÕÔÁ.
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ a, b É c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ab + ac + bc + 6abc = 9.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a+ b+ c+ 3abc ≥ 6.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a+ b+ c = 3u, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ u ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×Ï£ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ,
ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {a; b; c} ÒÁ×ÎÙ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ b = c. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, b 6= 0 É 2ab+ b2 + 6ab2 = 9 ÄÁ£Ô a = 9−b2
2b(3b+1)

É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 9−b2
2b(3b+1) + 2b + 3(9−b2)b2

2b(3b+1) ≥ 6, ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ (3 − b)(b +
1)(b− 1)2 ≥ 0, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.
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òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ b = 3, ÔÏ ÅÓÔØ, ËÏÇÄÁ a = 0, b = c = 3 É ÄÌÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ b = 1, ÔÏ ÅÓÔØ, ËÏÇÄÁ a = b = c = 1.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ a, b É c ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ abc = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a+ b+ c
3 ≥ 10

√
a3 + b3 + c3

3 : (7)

(í. òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2006)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a+ b+ c = 3u, ab+ ac+ bc = 3v2 É abc = w3. ôÏÇÄÁ ÐÏÌØÚÕÑÓØ (ð.2)
ÐÏÌÕÞÁÅÍ: (7) ⇔ u10−(9u3−9uv2+w3)w7 ≥ 0, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
v2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÓÌÕÞÁÅ b = c É a = 1

b2 . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

(7) ⇔
1
b2 + 2b

3 ≥ 10

√
1
b6 + 2b3

3 ⇔ (1 + 2b3)10

b14(1 + 2b9) ≥ 39 ⇔ g(b) ≥ 0;

ÇÄÅ g(b) = 10 ln(1 + b3)− 14 ln b− ln(1 + 2b9)− 9 ln 3.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ b3 = x. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

g′(b) = 60b2
1 + 2b3 −

14
b − 18b8

1 + 2b9 = 2(x− 1)(14x3 − 9x2 − 9x+ 7)
b(1 + 2b3)(1 + 2b9) :

ðÏÓËÏÌØËÕ 14x3 − 9x2 − 9x+ 7 ≥ 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0, ÔÏ xmin = 1 É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ a, b, c É d | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ abcd = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1
a + 1

b + 1
c + 1

d + 12
a+ b+ c+ d ≥ 7

(í. òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2011)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(a; b; c; d) = 1
a + 1

b + 1
c + 1

d + 12
a+b+c+d − 7 É a = max{a; b; c; d}. ôÏÇÄÁ

f(a; b; c; d)− f
(
a; 3√bcd; 3√bcd; 3√bcd

)
=

= bc+ bd+ cd− 3 3√b2c2d2

bcd − 12(b+ c+ d− 3 3√bcd)
(a+ b+ c+ d)(a+ 3 3√bcd)

≥

≥ bc+ bd+ cd− 3 3√b2c2d2

bcd − 12(b+ c+ d− 3 3√bcd)
( b+c+d3 + b+ c+ d)( b+c+d3 + 3 3√bcd)

=

= bc+ bd+ cd− 3 3√b2c2d2

bcd − 27(b+ c+ d− 3 3√bcd)
(b+ c+ d)(b+ c+ d+ 9 3√bcd)

:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

bc+ bd+ cd− 3 3√b2c2d2

bcd − 27(b+ c+ d− 3 3√bcd)
(b+ c+ d)(b+ c+ d+ 9 3√bcd)

≥ 0:

ðÕÓÔØ b+ c+ d = 3u, bc+ bd+ cd = 3v2 É bcd = w3. ôÏÇÄÁ

bc+ bd+ cd− 3 3√b2c2d2

bcd − 27(b+ c+ d− 3 3√bcd)
(b+ c+ d)(b+ c+ d+ 9 3√bcd)

≥ 0 ⇔ g(v2) ≥ 0;
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ÇÄÅ g | ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ g ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ v2, ÔÏ ÅÓÔØ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ {b; c; d} ÒÁ×ÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(v2) ≥ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á g(v2) ≥ 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ: c = d = 1, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
b = x3 ÄÁ£Ô ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(x− 1)2(2x7 + x6 + 18x5 − 10x4 − 50x3 + 36x2 + 26x+ 4) ≥ 0;

ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÒÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f(a; b; c; d) ≥ f
(
a; 3√bcd; 3√bcd; 3√bcd

)

É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(a; b; b; b) ≥ 0 ÐÒÉ a = 1
b3 , ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(b− 1)2(3b6 + 6b5 + 9b4 − 9b3 − 5b2 − b+ 3) ≥ 0;

ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÒÎÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 9. äÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ a, b É c, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

√
1 + 21a

a+ 3b+ 3c +
√

1 + 21b
3a+ b+ 3c +

√
1 + 21c

3a+ 3b+ c ≥ 6:

(í. òÏÚÅÎÂÅÒÇ, 2011)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ

1 + 21a
a+ 3b+ 3c = (1 +A)2; 1 + 21b

3a+ b+ 3c = (1 +B)2; 1 + 21c
3a+ 3b+ c = (1 + C)2;

ÇÄÅ A, B É C ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ôÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A+B + C ≥ 3 É ÍÙ ÉÍÅÅÍ

21a
a+ 3b+ 3c = A2 + 2A; 21b

3a+ b+ 3c = B2 + 2B É 21c
3a+ 3b+ c = C2 + 2C:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A2 + 2A = p, B2 + 2B = q É C2 + 2C = r. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ




(p− 21)a+ 3pb+ 3pc = 0;
3qa+ (q − 21)b+ 3qc = 0;
3ra+ 3rb+ (r − 21)c = 0;

ÉÍÅÀÝÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÄÁ£Ô
∣∣∣∣∣∣

p− 21 3p 3p
3q q − 21 3q
3r 3r 21− r

∣∣∣∣∣∣
= 0;

ÔÏ ÅÓÔØ,
(p− 21)(q − 21)(r − 21) + 54pqr − 9

∑
cyc

pq(r − 21) = 0

ÉÌÉ
4pqr + 24(pq + pr + qr) + 63(p+ q + r) = 1323;

ÞÔÏ ÄÁ£Ô

4ABC(A+ 2)(B + 2)(C + 2) + 24
∑
cyc

(A2 + 2A) + 63(A+B + C)2 = 1323:
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ðÕÓÔØ A+B+C < 3. ÷ÏÚØÍ£Í x, y É z ÔÁË, ÞÔÏ A = kx, B = ky É C = kz ÄÌÑ k > 0 É x+y+z = 3.
ôÏÇÄÁ k(x+ y + z) < 3, ÞÔÏ ÄÁ£Ô 0 < k < 1. ðÏÜÔÏÍÕ

1323 = 4ABC(A+ 2)(B + 2)(C + 2) + 24
∑
cyc

(A2 + 2A) + 63(A+B + C)2 <

< 4xyz(x+ 2)(y + 2)(z + 2) + 24
∑
cyc

(x2 + 2x) + 63(x+ y + z)2:

îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ

1323 ≥ 4xyz(x+ 2)(y + 2)(z + 2) + 24
∑
cyc

(x2 + 2x) + 63(x+ y + z)2

ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ x, y É z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x+ y + z = 3.
ðÕÓÔØ x + y + z = 3u, xy + xz + yz = 3v2 É xyz = w3. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ f(w3) ≤ 0, ÇÄÅ f ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÄÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÏÓÌÅ ÇÏÍÏÇÅÎÉÚÁÃÉÉ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

1) y = 1 É z = 0, ÞÔÏ ÄÁ£Ô (x− 1)2(7x2 + 23x+ 7) ≥ 0.
2) y = z = 1, ÞÔÏ ÄÁ£Ô (x− 1)2(7x3 + 60x2 + 170x+ 168)x ≥ 0.
îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ a = b = c É ËÏÇÄÁ a = b, c = 0 É ÄÌÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË

ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ (ÔÁÂÌÉÃÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×)

a2 + b2 + c2 = 9u2 − 6v2; (ð:1)
a3 + b3 + c3 = 27u3 − 27uv2 + 3w3; (ð:2)

∑
cyc

(a2b+ a2c) = 9uv2 − 3w3; (ð:3)

a4 + b4 + c4 = 81u4 − 108u2v2 + 18v4 + 12uw3; (ð:4)
∑
cyc

(a3b+ a3c) = 27u2v2 − 18v4 − 3uw3; (ð:5)

a2b2 + a2c2 + b2c2 = 9v4 − 6uw3; (ð:6)
a5 + b5 + c5 = 243u5 − 405u3v2 + 135uv4 + 45u2w3 − 15v2w3; (ð:7)

∑
cyc

(a4b+ a4c) = 81u3v2 − 81uv4 − 9u2w3 + 15v2w3; (ð:8)

∑
cyc

(a3b2 + a3c2) = 27uv4 − 18u2w3 − 3v2w3; (ð:9)

a6 + b6 + c6 = 729u6 − 1458u4v2 + 729u2v4 − 54v6 + 162u3w3 − 108uv2w3 + 3w6; (ð:10)
∑
cyc

(a5b+ a5c) = 2443y4v2 + 729u2v4 − 54v6 + 162u3w3 − 108uv2w3 + 3w6; (ð:11)

∑
cyc

(a4b2 + a4c2) = 81u2v4 − 554v6 − 54u3w3 + 36uv2w3 − 3w6; (ð:12)

∑
cyc

a4bc = 27u3b3 − 27uv2w3 + 3w6; (ð:13)
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∑
cyc

a3b3 = 27v6 − 27uv2w3 + 3w6; (ð:14)

∑
cyc

(a3b2c+ a3c2b) = 9uv2w3 − 3w6; (ð:15)

(a−b)2(a−c)2(b−c)2 =
∑
cyc

(a4b2−a3b3−a4bc+2a3b2c−a2b2c2) = 27(3u2v4−4v6−4u3w3+6uv2w3−w6);

(ð:16)∏
cyc

(a2 + ab+ b2) = 27(3u2v4 − v6 − u3w3); (ð:17)

∑
cyc

(a2 + ab+ b2)(a2 + ac+ c2) = 27(3u4 − 3u2v2 + v4); (ð:18)

∑
cyc

(a2b− a2c) = (a− b)(a− c)(b− c); (ð:19)

∑
cyc

(a3b− a3c) = 3u(a− b)(a− c)(b− c); (ð:20)

∑
cyc

(a3b2 − a3c2) = 3v2(a− b)(a− c)(b− c); (ð:21)

∑
cyc

(a5b− a5c) = (27u3 − 18uv2 + w3)(a− b)(a− c)(b− c); (ð:22)

∑
cyc

(a4b2 − a4c2) = (9uv2 − w3)(a− b)(a− c)(b− c); (ð:23)

3uv2 − 2u3 − 2
√

(u2 − v2)3 ≤ w3 ≤ 3uv2 − 2u3 + 2
√

(u2 − v2)3 (ð:24)

òÏÚÅÎÂÅÒÇ íÉÈÁÉÌ áÒËÁÄØÅ×ÉÞ,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÛËÏÌÙ íïæåô, ôÅÌØ-á×É×.

E-mail: michaelrzb@gmail.com



ï ËÁÓÁÎÉÉ ËÏÎÉË É ÐÒÑÍÙÈ
ð. äÏÌÇÉÒÅ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ËÏÎÉËÉ (ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ËÏÎÉËÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉ-
ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Ó×ÑÚØ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞ-
ËÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÔÁÔØÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÆÉÚÉËÏ-
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÏÎÉË É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÅÏ-
ÒÅÍ. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ñ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÉÈ (×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÉ ×ÚÑÔÙ ÉÚ [1]; ÔÁÍ ÖÅ ÍÏÖÎÏ É ÐÒÏÞÅÓÔØ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á):

ôÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ li, i = 1, ... , 6, ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ, ÔÏÞËÁ Aij | ÔÏÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ li É lj : ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ A12A45, A23A56 É A34A61 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ. ðÒÑÍÙÅ A1A2; B1B2 É C1C2, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ
�A1B1C1 É �A2B2C2, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ
A1B1 É A2B2, B1C1 É B2C2, C1A1 É C2A2 ÌÅÖÁÔ ÐÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ Ai, Bi, Ci ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ li, i = 1; 2, ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A1B2 É A2B1, B1C2 É B2C1, C1A2 É C2A1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ,
ÐÒÑÍÁÑ ðÁÐÐÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ A, B, C, D, E É F ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AB É DE, BC É EF, CD É FA ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ |
ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÚÎÁËÏÍÌÀ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ó ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × ÍÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ: ÚÁ-
ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ËÏÎÉËÕ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ dA, d′A, dB, d′B, dC É d′C
Ë ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÅ ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A, B, C (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÚÑÌÉ ÔÁËÕÀ
ËÏÎÉËÕ, ÞÔÏ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ). üÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË
PaP ′bPcP ′aPbP ′c (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).
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òÉÓ. 1
15
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÙÅ APa, BPb, CPc ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉÁÎÛÏÎÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: dA, d′A, dB, d′B, dC , d′C .

÷ÓÑ ÓÔÁÔØÑ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ 4 ÒÁÚÄÅÌÁ: × ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ; ×Ï ×ÔÏÒÏÍ |
ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ; × ÔÒÅÔØÅÍ | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ íÏÒÌÅÑ, Á × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ |
ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ á. á. ðÒÉ×ÁÌÏ×Õ, á. ç. íÑËÉÛÅ×Õ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÏÍÕ ÚÁ
ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, á. é. óÇÉÂÎÅ×Õ É ×ÓÅÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ, Á
ÔÁËÖÅ á. â. óËÏÐÅÎËÏ×Õ É ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÅÇÏ ËÒÕÖËÁ ÚÁ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ËÏÎÉËÕ. ðÒÏ×ÏÄÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ
ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Ë ËÏÎÉËÅ, É Õ ÎÁÓ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË PaP ′bPcP ′aPbP ′c. ôÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ
ÐÒÑÍÙÅ APa, BPb, CPc ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÄÁÌÅÅ R). ôÏÞËÁ R′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÙÈ AP ′a, BP ′b, CP ′c. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. PaP ′a; PbP ′b; PcP ′c É RR′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ (ÒÉÓ. 2).

A C

B

P b¢

P a¢

P c¢

Pb

Pc

Pa

R

R¢

òÉÓ. 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ. PaPb; P ′aP ′b ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ C ′, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB (ÒÉÓ. 3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÞËÉ A′ É B′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ P ′aPbB É PaP ′bA : P ′aPb ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó PaP ′b ×
ÔÏÞËÅ C; BPb ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó APa × R, a P ′aB | Ó P ′bA × Pc. ôÁË ËÁË C;R É Pc ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÐÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ á÷, PaPb É P ′aP ′b ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.
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B

C¢

P a¢

P b¢

P c¢Pb
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òÉÓ. 3

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÔÁË ËÁË �PaPbPc ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÅÎ �ABC, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
äÅÚÁÒÇÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A′; B′ É C ′ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ �PaPbPc ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ �P ′aP ′bP ′c × ÔÏÞËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ �PaPbPc É �P ′aP ′bP ′c ÐÅÒÓÐÅË-
ÔÉ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ PaP ′a, PbP ′b É PcP ′c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÐÕÓÔØ Q) (ÈÏÔÑ ÜÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÉÁÎÛÏÎÁ). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
Q ÌÅÖÉÔ ÎÁ RR′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �RPbPc É �R′P ′bP ′c: RPb ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó R′P ′b × B, RPc ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÅÔÓÑ Ó R′P ′c × C É ÐÏ ÌÅÍÍÅ PaPb É P ′aP ′b ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ á′, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÷ó. á ÚÎÁÞÉÔ,
ÐÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ �RPbPc É �R′P ′bP ′c ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ RR′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ Q.
ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. /

ôÅÏÒÅÍÁ 2. îÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË A1, A′1, B1,
B′1, C1 u C ′1, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ, ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ dA, d′A, dB, d′B, dC , d′C , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÉ (ÒÉÓ. 4).
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òÉÓ. 4
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ñ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅÍ (ÚÁÄÁÞÁ 14 ÉÚ [1]) | ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎËÏÎÉÞÎÏÓÔÉ: ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ABC ÌÅÖÁÔ ÛÅÓÔØ
ÔÏÞÅË: A1, A2 ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC;B1, B2 ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC É C1, C2 ÎÁ AB. üÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

BA1 ·BA2
CA1 · CA2

· CB1 · CB2
AB1 ·AB2

· AC1 ·AC2
BC1 ·BC2

= 1:

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÒÑÍÙÅ dA, d′A, dB, d′B, dC É d′ó ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË PaP ′bPcP ′aPbP ′c. ðÕÓÔØ K, M , L | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ APa Ó BC, BPb Ó AC, CPc
Ó AB. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù:

CK
BK

BC ′1
AC ′1

AB1
CB1

= 1; CK
BK

BC ′1
AC ′1

AB1
CB1

= 1; BL
BK

AB′1
CB′1

CA1
BA1

= 1:

ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ËÏÎËÏÎÉÞÎÏÓÔÉ:

CK
BK

AM
CM

BL
AL = 1:

éÚ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ APa, BPb É CPc ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ. ôÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ | ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉÁÎÛÏÎÁ, ÉÌÉ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. /

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ PaP ′a | ÐÒÑÍÁÑ ðÁÐÐÁ ÄÌÑ ÔÏÞÅË C1, C ′1, B É B′1, B1, C: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
PbP ′b, PcP ′c ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÐÒÑÍÙÍÉ ðÁÐÐÁ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÛÅÓÔÅÒÏË. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÍÙ ÐÏËÁÚÁ-
ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ PaP ′a, PbP ′b, PcP ′c ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ, Á × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A1, A′1, B1,
B′1, C1, C ′1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ:

îÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË A1, A2, B1, B2, C1 É C2. ôÒÉ
ÐÒÑÍÙÅ ðÁÐÐÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A1, A2, B1, B2, C1 É
C2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ (ÒÉÓ. 5).

A

B2

C1

B1

C

A2

A1C1

B

òÉÓ. 5

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A2 | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ A1ó ′1 É B1A′1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ B2 É
ó2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ AA2, BB2 É CC2 ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.

2. éÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ

ëÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏÂ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ É
Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÕÇÌÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÜÔÏÇÏ
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ÕÇÌÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÕÖÅ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ëÉÐÅÒÁ (× [2] × §31 ÎÁ ÓÔÒ. 592
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ) É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÔÏÒÏÍ ÃÅÎÔÒÅ íÏÒÌÅÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3 ÄÁÎÎÏÊ
ÓÔÁÔØÉ).

÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:
÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ lA, lB É lC , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A, B É

C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÑÍÙÅ l′A, l′B É l′C , ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ lA, lB É lC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏ× �ABC (ÐÒÑÍÙÅ lA É l′A ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ). ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË PaP ′bPcP ′aPbP ′c (ÒÉÓ. 6).
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òÉÓ. 6

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ lA, l′A, lB, l′B, lC É l′C ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÑÍÙÅ
lA, lB, lC , lA, l′A É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÉÈ ËÏÎÉËÕ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ,
ÔÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ). ôÁË ËÁË ÜÔÁ ËÏÎÉËÁ ×ÐÉÓÁÎÁ × ∠PcAP ′c × ∠PaBP ′a, ÔÏ ÅÅ ÆÏËÕÓÙ
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ABC1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, C ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ
ÐÒÑÍÙÍÉ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÙ.
üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ ÅÝÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Pa É P ′a, Pb É P ′b, Pc É P ′c ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ R É R′ ÔÏÖÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ PaHA, PbHB É PcHC Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ
�ABC. ôÏÇÄÁ AHA, BHB É CHC ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ (ÒÉÓ. 7).

1úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË | ÓÍ. × [1].
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A
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C

PaPc
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HA
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òÉÓ. 7

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

PaHA
BHA

= |tg(∠(BPa; BC))| ⇒ BHA
CHA

= |tg(∠PaC;BC))|
|tg(∠(BPa; BC))| :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

óHB
AHB

= |tg(∠(PbA;AC))|
|tg(∠(PbC;AC))| = |tg(∠APb; AC))|

|tg(∠(PaC;BC))| ;

AHC
BHC

= |tg(∠(BPc; AB))|
|tg(∠(APb; AB))| = |tg(∠BPa; BC))|

|tg(∠(APb; AC))| ⇒

AHC
BHC

· BHA
CHA

· CHB
AHB

= 1 ⇒

éÚ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. /

3. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÏÞÅË íÏÒÌÅÑ

ôÅÏÒÅÍÁ íÏÒÌÅÑ. ôÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÍÅÖÎÙÈ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ ÕÇÌÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

åÝÅ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ, Á ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 2ndMorley Centre (×ÔÏÒÏÊ ÃÅÎÔÒ íÏÒÌÅÑ)| X (357)2, ÓÍ. ÒÉÓ. 8.

2üÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÑÔÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ,
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÉÍÅÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ X(4).
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òÉÓ. 8

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ k ∈ [−1; 1]. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÉÚÏÇÏ-
ÎÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

∠A1AB
∠A = ∠B1BC

∠B = ∠C1CA
∠C = k:

äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ AX, BY É CZ (ÇÄÅ X, Y , Z ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ íÏÒÌÅÑ)
ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ R(k). îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù), ÞÔÏ R(k) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÓÍ. [3]):

R(k) =
(sin(∠A) · sin(∠A · k)

sin(∠A · (1− k))

)
:
(sin(∠B) · sin(∠B · k)

sin(∠B · (1− k))

)
:
(sin(∠C) · sin(∠C · k)

sin(∠C · (1− k))

)
:

éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÌÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ R(k) (ÔÁË ÖÅ, ËÁË
É ËÒÉ×ÁÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ R) ÐÒÉ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍÁ × ÓÅÂÑ. ôÏ ÅÓÔØ ÜÔÁ
ËÒÉ×ÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ X(358) (ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ 2ndMorley Centre) É ÉÎÃÅÎÔÒ | ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k = −1 : R(−1) = −1
2(tg∠A : tg∠B : tg∠C) = H. ôÁË ËÁË ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ

ÞÅÒÅÚ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï (ÔÁË ËÁË O É H
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ).

îÁÊÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 0:

AL
BL = lim

k→0
sin(∠B) · sin(∠A · (1− k)) · sin(∠B · k)
sin(∠A) · sin(∠B · (1− k)) · sin(∠A · k) = lim

k→0
sin(∠B · k)
sin(∠A · k) = ∠B

∠A:

úÄÅÓØ Ñ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ. ôÏ ÅÓÔØ

R(0) = (∠A : ∠B : ∠C):
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ k = 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

AL
BL = lim

k→1
sin(∠B) · sin(∠A · (1− k)) · sin(∠B · k)
sin(∠A) · sin(∠B · (1− k)) · sin(∠A · k) =

= lim
k→1

sin2(∠B) · sin(∠A · (1− k))
sin2(∠A) · sin(∠B · (1− k)) = sin2(∠B) · ∠A

sin2(∠A) · ∠B
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úÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ. ôÏ ÅÓÔØ

R(1) =
(sin2 ∠A

∠A : sin2 ∠B
∠B : sin2 ∠C

∠C

)
:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ R(0) É R(1) ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.
ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ × §2. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÕ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ D(k). ðÒÉ k = 1=2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ öÅÒÇÏÎÁ. ìÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÞÔÏ

D(k) = (tg(∠A · k) : tg(∠B · k) : tg(∠C · k)):
ðÒÉ k = 1 ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ D(1) =H. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ D(0) =R(0).

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Q(k) ÇÒÏÍÏÚÄËÉ, ÎÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ
ÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: Q(0) = R(0), a Q(1) = R(1).

4. éÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ
òÁÎÅÅ lA É l′A | ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ

ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ lB É l′B, lC É l′C ÔÏÖÅ ÉÚÏÔÏÍÉÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). ëÏÇÄÁ ÍÙ
ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÂ ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ, ÞÔÏ Ä×Å ËÁËÉÅ-ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ×ÙÈÏÄÑÔ
ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ × ÔÏÞËÁÈ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. îÁ ÒÉÓ. 9 �A0B0C0 | ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

A

B1

B¢1
B0

P1

A0

C0

C1

C¢1

A1

A¢1

C

B

lA

lBlC

l¢C

l¢B

l¢A

Pc

P a¢

P b¢

Pa

Pb

òÉÓ. 9

ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÄÅÌÁÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ

ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ × [4]), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �A0B0C0 | × ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ A0, B0 É C0
ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÎÏ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÔÁË ËÁË ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×). ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÎÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÏ ÏÎÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ
ÌÅÖÁÔØ ÐÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÎÏ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÔÏÞËÉ A′1, B′1 É C ′1
ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ A1, B1 É C1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ
(ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÁ ÐÒÑÍÏÊ). ôÏ ÅÓÔØ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÅÍÓÑ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ A1 É A′1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ A0 É ÔÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ, ÔÏ ∠A1AA0 = ∠A′1AA0. ôÏ ÅÓÔØ l′A ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÁ lA ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ AA0. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÙ Ó×ÅÌÉ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ,
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÂ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. /
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éÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚËÉ A1A′1, B1B′1 É C1C ′1 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó×ÏÉÍ
ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÔÏ ÅÓÔØ

A1A′1
BC = B1B′1

AC = C1C ′1
AB :

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÉÌÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ), ÞÔÏ ÔÏÞËÉ R É R′ ÂÕÄÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ. 10).

B

A

C

A1

A0

C1

C0

C¢1

B¢1
B0

B1

A¢1

òÉÓ. 10
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ÆÕÎËÃÉÊ

E. ÷. çÅÒÁÓØËÉÎÁ, ÷. ÷. ãÕËÅÒÍÁÎ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÅÍÙ \ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÊ" (ÔÅÏÒÉÑ) × ËÌÁÓÓÁÈ Ó ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

I. ôÅÏÒÅÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÇÒÁÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]

M

y=f(x)

f(b)-f(  )a

l

B

ba x

y

A

N

K

x

a

a

òÉÓÕÎÏË 1

M | ÔÏÞËÁ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÏÔ ÈÏÒÄÙ AB. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ l, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÁÑ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ. åÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k = f(b)−f(a)

b−a . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ
ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÙÛÅ ÐÒÑÍÏÊ l. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) × ÔÏÞËÅ M(�x; f(�x)). ôÁË ËÁË ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ �x, ÔÏ:

f ′(�x) = f(b)− f(a)
b− a (1)

÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁË, ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ÔÁË, ÒÁÓÓÕÖÄÁÌ ìÁÇÒÁÎÖ, ËÏÇÄÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌ Ó×ÏÀ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ
ÔÅÏÒÅÍÕ1. ôÅÏÒÅÍÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], 1) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b] É 2) ÉÍÅÅÔ
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). ôÏÇÄÁ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ �x, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÔ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÒÉÓÕÎÏË. ôÅÏÒÅÍÁ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÕÅÔÓÑ É ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ (ÂÅÚ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ë ÒÉÓÕÎËÕ), Á ÒÉÓÕÎÏË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ
ÒÉÓÕÎËÕ 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ.

1öÏÚÅÆ ìÕÉ ìÁÇÒÁÎÖ (1736-1813) | ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÍÅÈÁÎÉË, ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÊ ÐÏÞÅÔÎÙÊ ÞÌÅÎ
ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÊ áî (1776). ÷ÎÅÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ËÌÁÄ ×Ï ÍÎÏÇÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎ-
ÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÔÅÏÒÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÏ× É ÍÉÎÉÍÕÍÏ×,
ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ, ÁÌÇÅÂÒÕ É ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.
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éÚ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÃÅÌÅÊ ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÉÎÁÞÅ, ÓÄÅÌÁ× ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÀÝÉÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÉÓÕÎËÁ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ × ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÜÔÁÐÏ×.

îÁÞÎÅÍ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌÁ. åÓÌÉ
lim
x→x0

f(x) = A 6= 0, ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó×ÏÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ, Ô. Å. ÅÓÌÉ A > 0, ÔÏ f(x) > 0, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉ A < 0 É f(x) < 0.

x

x0-d x0+dx0 0 A- A+A

f(x)

e e

òÉÓÕÎÏË 2.1

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2.1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ A > 0. ÷ÙÂÒÁÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ A, × ËÏÔÏÒÕÀ
ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÔÏÞËÁ O (ÎÏÌØ). üÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ (ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ) ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
ÔÏÞËÉ A (ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ A < 0.

÷ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ×. äÌÑ ÕÓ×ÏÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ÐÒÏ-
×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ×.

äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, f ′(x0) = lim
�x→0

�y
�x , ÇÄÅ ÐÒÉÒÁ-

ÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ �y = f(x0 + �x) − f(x0) É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �y
�x = f(x0+�x)−f(x0)

�x ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �x. ÷ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ Ï ÚÎÁËÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÌØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
x É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ A ÚÄÅÓØ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔ �x É f ′(x0) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 0 (ÎÏÌØ) ÚÁÍÅÎÑÅÔ x0,
Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �y

�x ÚÁÍÅÎÑÅÔ f(x). ðÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) × ÔÏÞËÅ x0,
f ′(x0) = lim

�x→0
�y
�x > 0, ÒÉÓÕÎÏË 2.2 (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÉÓÕÎËÕ 2.1) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ

ÕÓÌÏ×ÉÑ |�x| < �, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÚÎÁËÁ �x ÄÒÏÂØ �y
�x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÚÎÁË ÒÁÚÎÏÓÔÉ �y = f(x0 −�x)− f(x0) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �x.

Dx

-d d0 0

Dx

Dy

f (¢ x )-0 e f (¢ x )+0 e
f (¢ x )0

òÉÓÕÎÏË 2.2

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ �x < 0 (Ô.Å. × ÔÏÞËÅ x = x0 +�x, ÌÅÖÁÝÅÊ ÌÅ×ÅÅ x0) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) = f(x0 + �x) ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ f(x0), Á × ÔÏÞËÁÈ x, ÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÁ×ÅÅ x0, f(x) > f(x0). ôÏÞËÁ x0,
× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ′(x0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÏÞËÉ
ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ É ×ÓÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ
Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ ÕÓ×ÏÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ.
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äÁÌÅÅ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. îÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ M(x0; y0), ÇÄÅ y0 = f(x0).
þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ l Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ:
Y = y0 + k(x − x0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ '(x) = y − Y = f(x) − y0 − k(x − x0) | ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÒÉ×ÏÊ (ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)) É ÐÒÑÍÏÊ l. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ '(x) ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x ×
ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ '′(x0) = f ′(x0)− k. ôÁË ËÁË '(x0) = 0, ÔÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ
ÓÌÅÄÕÅÔ: ÅÓÌÉ k 6= f ′(x0) (Ô. Å. '′(x0) 6= 0), ÔÏ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÐÏ
ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÎÅÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÛÅ É
ÎÉÖÅ ÐÒÑÍÏÊ l.

úÄÅÓØ ÏÂÏÊÄÅÎ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÐÏÎÑÔÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÓÅÒØÅÚÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1], Ó. 172|180).

ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ '(x0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ×
ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �' = '(x0 + �x) − '(x0)
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ �x, Á ÐÏÔÏÍÕ '′(x0) = 0 (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, É
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. üÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ lim
x→x0

f(x) = f(x0), Ô. Å. ÒÏÌØ ÐÒÅÄÅÌÁ lim
x→x0

f(x)
×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÓÁÍÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x0). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ lim

x→x0
f(x) = f(x0) É

lim
x→x0

�y = lim
x→x0

[f(x)− f(x0) = lim
�x→0

[f(x0 + �x)− f(x0)] = lim
�x→0

�y = 0

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ lim
�x→0

�y = lim
�x→0

[f(x0 + �x)− f(x0)] = 0 Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ:
\æÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÍÕ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �x (�x→ 0)
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ �y = f(x0 + �x)− f(x0) (�y → 0)".

éÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ lim

�x→0
�y
�x = f ′(x0), ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÑ), Ô.Å. ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ |�x| (�x 6= 0),
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. �y

�x , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ L > 0
(∣∣∣�y

�x

∣∣∣ ≤ L
)

. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÈÏÔÑ É ÐÒÏÓÔÏ, ÎÏ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [2]). óÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ �y

�x ÏÃÅÎËÁ |�y| ≤ L |�x| ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ |�x| ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ |�y| ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x)
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x0).

ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ: ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0, ÎÏ ÎÅ
ÉÍÅÔØ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ôÁË, ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) = |x| ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
x0, ÐÒÉ x0 = 0 ÉÍÅÅÍ

�y =
{

�x ÐÒÉ �x > 0;
−�x; ÐÒÉ �x < 0; Ô.Å. |�y| = |�x| :

ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (x0 = 0) ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) = |x| ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

�y
�x =

{ �x
�x = 1 ÐÒÉ �x > 0;

−�x
�x = −1 ÐÒÉ �x < 0;

Ô.Å. |�y| = |�x| ;

É ÚÁ ÓÞÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ |�x| Ë ÎÕÌÀ ÄÒÏÂØ �y
�x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ ÎÉ Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ �y
�x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉ �x→ 0 (x0 = 0).
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äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÌÉÛØ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ
ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] (ÐÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ a É ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ × ÔÏÞËÅ b), ÔÁË ËÁË
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) ÎÁ ÜÔÏÍ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.

ôÅÐÅÒØ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÍÕ
ÜÔÁÐÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÈÏÒÄÕ AB (ÓÍ. ÒÉÓ. 1), ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

Y = f(a) + k(x− a) = f(a) + f(b)− f(a)
b− a (x− a):

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(a; f(a)), Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k =
f(b)−f(a)

b−a . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ  (x) = f(x)− f(a)− f(b)−f(a)
b−a (x− a), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ

ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÈÏÒÄÙ AB, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (ÁÂÓÃÉÓÓÅ)
x. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ A É B ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ É ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÈÏÒÄÅ AB, ÔÏ
 (a) =  (b) = 0, (ÜÔÏ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = a É
x = b × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ  (x)).

åÓÌÉ  (x) ≡ 0, ÔÏ f(x) = f(a) + f(b)−f(a)
b−a (x− a), É ÔÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ f ′(x) = f(b)−f(a)
b−a . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÌØ ÔÏÞËÉ �x ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ

ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b). üÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ  (x) > 0 (ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÉÓÕÎËÕ

1). úÄÅÓØ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ
Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó×ÏÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [2]. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ �x ÉÚ [a; b] ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ  (x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ  (�x) > 0,
ÔÁË ËÁË ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ [a; b] ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ  (x) > 0. ôÏÞËÁ �x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ
(a; b), ×ÅÄØ  (a) =  (b) = 0.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÓÎÏ×Á Ë ÒÉÓÕÎËÕ 1. ôÏÞËÁ M(�x; f(�x)) ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ÈÏÒÄÙ AB, ÔÁË ËÁË
 (�x) = |MK|, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ÄÏ ÈÏÒÄÙ AB, Ô. Å. ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ MN, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó |MK|
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ |MN | = |MK| cos�, ÇÄÅ � { ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ
ÈÏÒÄÕ AB, cos� = const 6= 0.

÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �x ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÌÅÖÁÔ ÎÅ ×ÙÛÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÅ AB, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ f ′(�x) = k = f(b)−f(a)

b−a .
éÎÁÞÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �x ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÎÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ
ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÌÅÖÁÌÉ ÂÙ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ãÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ × ÓÌÕÞÁÅ,
ÅÓÌÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÎÅÔ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ  (x) > 0, ÎÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ  (x) < 0. úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ �x (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ), ÇÄÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[a; b] ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ  (x), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ �(x) = − (x) =
f(a) + f(b)−f(a)

b−a (x− a)− f(x).
ðÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ(ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×:

[a; b], [a; b), (a; b], (a; b), (−∞; b], (−∞; b), [a;∞), (a;∞), (−∞;∞)), É ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x1; x2 ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

f(x2)− f(x1) = f ′(�)(x2 − x1) (1)
2ëÁÒÌ ôÅÏÄÏÒ ÷ÉÌØÇÅÍÌØÍ ÷ÅÍÊÅÒÛÔÒÁÓÓ (1815 | 1897) | ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, \ÏÔÅÃ ÓÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ". éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÇÁÔÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÔÅÏÒÉÀ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.
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ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ, ËÏÎÃÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ x1 É x2.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ x1 < x2. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x1;x2] ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ � (x1 < � < x2) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
f ′(�) = f(x2)−f(x1)

x2−x1
. ïÓ×ÏÂÏÖÄÁÑÓØ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1).

åÓÌÉ x1 > x2, ÔÏ f(x1)−f(x2) = f ′(�)(x1−x2), ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (x2;x1).
õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ({1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1).

æÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÂÏÞÉÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

II. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ) Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ
ÆÕÎËÃÉÊ

1. õÓÌÏ×ÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ
äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ (ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ 9 ÓÌÕÞÁÅ×), ÂÙÌÁ ÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÉÍÅÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ, Á ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ, ÂÙÌÁ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. éÍÅÅÍ y = f(x) = c = const. ôÏÇÄÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÅÓÔØ ÎÏÌØ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. õËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.
÷ÙÂÉÒÁÅÍ É ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x0 ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ïÂÏÚÎÁÞÁÅÍ f(x0) ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ x0, f(x) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ x0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: f(x)−f(x0) = f ′(�)(x−x0) = 0,
ÔÁË ËÁË � | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, ÇÄÅ f ′(x) = 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x) = f(x0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ.
2. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ
æÕÎËÃÉÑ f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. æÕÎËÃÉÑ F (x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔËÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ F ′(x) = f(x), Á ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ, ÆÕÎËÃÉÑ F (x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
(ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á ÉÌÉ ÓÐÒÁ×Á).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
åÓÌÉ F (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÔÏ F (x)+

C (C| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ) ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ×ÓÅÈ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ.

úÄÅÓØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
Á) åÓÌÉ F (x) | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C ÆÕÎËÃÉÑ F (x)+ó ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÅÓÔØ ÎÏÌØ: [F (x) + ó]′ = F ′(x) +
C ′ = f(x) + 0 = f(x).

Â) ðÕÓÔØ Y (x) | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÎÁÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), Ô.Å. Y ′(x) = f(x). òÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ '(x) = Y (x) − F (x). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á
ÆÕÎËÃÉÉ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, '′(x) = [Y (x)− F (x)]′ = Y ′(x) − F ′(x) = f(x) − f(x) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
Y (x) − F (x) = C É Y (x) = F (x) + C. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ F (x) É Y (x) | Ä×Å ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ
ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÊ Y (x) = F (x) + C.

3. ðÒÉÚÎÁË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÉÍÅÅÔ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x) > 0, Á ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ×ÈÏÄÑÔ) ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x1 < x2 | ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ
ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÉÍÅÅÍ: f(x2) − f(x1) = f ′(�)(x2 − x1) > 0, ÔÁË ËÁË f ′(�) > 0 (�| ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ) É x2 − x1 > 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x2) > f(x1).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x1 < x2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(x1) > f(x2), Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ.

4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÞÅË ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ

ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ x 0 ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-
ËÉ x 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x), ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÏÔ x 0. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÌÅ×Á ÏÔ x 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, f ′(x) > 0, Á
ÓÐÒÁ×Á ÏÔ x 0 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ, f ′(x) < 0, ÔÏ x0 | ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÅÓÌÉ ÖÅ ÓÌÅ×Á
f ′(x) < 0, Á ÓÐÒÁ×Á f ′(x) > 0, ÔÏ ÔÏÞËÁ x 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÕËÁÚÁÎ-
ÎÁÑ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0 É ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

f (¢ x )>00 f (¢ x )<00

x -0 d x +0 dx0x1 x2

òÉÓÕÎÏË 3

îÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0−�;x0] ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x1 ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, x1 < x0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x1) < f(x0). îÁ
ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [x0;x0 + �) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x2 ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, x2 > x0, ÉÍÅÅÍ f(x0) > f(x2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ×Ï ×ÓÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0 −
�;x0 + �) ÔÏÞËÉ x0.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ({) ÎÁ
(+) ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 × ÐÒÁ×ÕÀ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) × ÔÏÞËÅ x0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ×Ï ×ÓÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0−�;x0+�).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ, × ÔÏÞËÅ x0 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x0) 6= 0 ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË × ÐÒÏÔÉ×-
ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ x0 ÂÙÌÁ ÂÙ ÔÏÞËÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÅÔ
ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ÷ ÔÏÞËÅ x0 ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ | ÌÉÂÏ f ′(x0) = 0, ÌÉÂÏ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x0) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. òÉÓÕÎËÉ 4.1 É 4.2 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ Ä×Å ÜÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ
ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

x -0 d x -0 dx +0 d x +0 dx0 x0

òÉÓÕÎÏË 4.1 òÉÓÕÎÏË 4.2
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5. õÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
ï ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ×ÎÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÇÏ×ÏÒÑÔ × ÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× a É b (a < b) ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ
ÔÏÞËÉ M = M(x; f(x)) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x ∈ (a; b) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÉÖÅ, ÞÅÍ ÈÏÒÄÁ AB, ÇÄÅ
A = A(a; f(a)), B = B(b; f(b)) (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.1, 5.2, 5.3).

0 0 0a a ax x xb b b

A

A

A
B

B

B

M M
M

Y Y Y

X X X

òÉÓÕÎÏË 5.1 òÉÓÕÎÏË 5.2 òÉÓÕÎÏË 5.3

åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÉ M = M(x; f(x)) ÐÒÉ x ∈ (a; b) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÙÛÅ ÈÏÒÄÙ AB, ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï
×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.1, 6.2, 6.3).

0 0 0a a ax x xb b b

A

A

A
B

B

B

M

M
M

Y Y Y

X
X X

òÉÓÕÎÏË 6.1 òÉÓÕÎÏË 6.2 òÉÓÕÎÏË 6.3

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ×ÎÉÚ. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 5.1, 5.2,
5.3 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b]; ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ |
ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ; ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. îÅÉÚÍÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÑÍÏÊ AM ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÑÍÏÊ MB
(kAM < kMB). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, a < x < b, AM +MB = AB, É ÐÏÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ M ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ
ÐÒÑÍÏÊ AB ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ AM Ë ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ
×ÅËÔÏÒÁ MB ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÍÅÎØÛÉÊ
ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ)3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ kAM < kMB ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÔÏÞÅË M(x; f(x)) ÐÒÉ x ∈ (a; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ
ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÎÉÚ.

îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÅÍ:

kAM = f(x)− f(a)
x− a = f ′(�1); ÇÄÅ �1 ∈ (a;x); É kMB = f(b)− f(x)

b− x = f ′(�2); ÇÄÅ �2 ∈ (x; b):

3÷ [1] ÎÁ Ó. 97{99 ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï Ó×ÑÚÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÉÚÍÅ-
ÎÅÎÉÑ ÅÅ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ.
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ �1 < �2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔ-
ËÅ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÁ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (f ′(x))′ = f ′′(x).
éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, ÉÍÅÌ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ f ′′(x) > 0 ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.1, 6.2, 6.3). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÙÛÅ ÈÏÒÄÙ AB,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï kAM > kMB. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ′′(x) < 0, ×ÌÅËÕÝÁÑ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
f ′(x)É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ kAM > kMB.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×-
ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

óÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

y = f(x) = x�; x ∈ (0;∞); � ∈ (−∞;∞)

f ′(x) = �x�−1; f ′′(x) = �(�− 1)x�−2:

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x�−2 | ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, É ÚÎÁË f ′′(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �(�−1). ôÁË ËÁË ÐÒÉ � < 0 É ÐÒÉ � > 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ f ′′(x) > 0, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ
×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ. ðÒÉ 0 < � < 1 ÉÍÅÅÍ f ′′(x) > 0, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ
××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7).

1

10 x

y
m>1

0< <1m

m=1

m=0

m<0

òÉÓÕÎÏË 7

ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

y = f(x) = ax; a > 0; a 6= 1; x ∈ (−∞;∞)

f ′(x) = ax ln a; f ′′(x) = ax ln2 a:

f ′′(x) > 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÆÉË ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ (ÓÍ. ÒÉÓ.
8).
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1

0 x

y

a>10<a<1

òÉÓÕÎÏË 8

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

y = f(x) = loga x; a > 0; a 6= 1; x ∈ (0;∞)

f ′(x) = 1
x ln a ; f ′′(x) = − 1

x2 ln a:

ðÒÉ 0 < a < 1 ÉÍÅÅÍ ln a < 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ′′(x) > 0, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ
×ÎÉÚ. ðÒÉ a > 1 ÉÍÅÅÍ ln a > 0, f ′′(x) < 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓ.
9).

10 x

y

a>1

0<a<1

òÉÓÕÎÏË 9

ôÁÎÇÅÎÓ

y = f(x) = tgx; x ∈
(
−�2 ; �2

)

f ′(x) = 1
cos2 x ; f ′′(x) = 2 sinx

cos3 x :

ðÒÉ −�
2 < x < 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ f ′′(x) < 0, Ô. Å. ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ××ÅÒÈ. ðÒÉ 0 < x < �

2
ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ, Ô. Ë. f ′′(x) > 0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 10).
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0 x

y

p

2

p

2

òÉÓÕÎÏË 10

÷ ËÎÉÇÅ [1] ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÏ× ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ
ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÒÉÚÎÁË ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ
×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ′′(x), ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏ
ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁÍÅÒÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÎÅ ÓÁÍÙÍ ÂÙÓÔÒÙÍ
ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ×ÏËÒÕÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌ ÁÎÁ-
ÌÉÚÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÉÚÕ-
ÞÁÔØ × ÃÅÌÑÈ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅ-
ÌÏÅ, ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÛÉÒÏËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ) × ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÔÁ×ÉÔ ÐÏÄ ÓÏÍÎÅÎÉÅ ÃÅÌÅ-
ÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÎÁÌÉÚÁ × ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,
ÕÒÏ×ÅÎØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ, ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÕÒÏ×ÅÎØ ËÌÁÓÓÏ× Ó ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ
ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ä×Å ÚÁÍÅÔËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ

ó. ÷. û×ÅÄÅÎËÏ

÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ Á×ÔÏÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÏÂÏÊÔÉ ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ×ËÒÁÄÙ-
×ÁÅÔÓÑ × ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ. ÷ÔÏÒÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ
ÁÎÁÌÉÚÕ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ ÔÅÒÍÉÎÏ× \ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ëÏÛÉ"
É \ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ çÅÊÎÅ".

1. ë ×Ù×ÏÄÕ \ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ"

éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lim
x→0

sinx
x = 1, ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÉ 0< |x|< �
2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× sin |x|< |x|< tg |x|.

éÍÅÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ sin |x| É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÎÑÔÉÅÍ ÚÎÁËÁ ÍÏÄÕÌÑ (××ÉÄÕ ÞÅÔ-
ÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÄÒÏÂÅÊ), ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 < x

sinx <
1

cosx , ÚÁÐÉÓÁ× ËÏÔÏÒÙÅ × ×ÉÄÅ
cosx< sinx

x < 1 (ÇÄÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ 0< |x|< �
2 ), ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ x→ 0, ÐÏÌÕÞÁÑ (Ó ÕÞÅÔÏÍ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ lim
x→0

cosx= 1) ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: lim
x→0

sinx
x = 1.

þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× sin |x| < |x| < tg |x| (0 < |x| < �
2 ), ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÉÈ

ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ |x|
2 ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ

1 ÓÅËÔÏÒÁ OAB ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ |x|, Á ×ÅÌÉÞÉÎ sin |x|
2 É tg|x|

2 | ËÁË
ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OAB É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
OCB .

äÁÎÎÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ (ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÅ × ÒÁÍËÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ)
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÏÛÉÂËÕ \ÐÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ" (\circulus vitiosus"), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÎÏÇÉÅ ×ÉÄÑÔ,
ÎÏ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÀÔ ÎÅ ÚÁÍÅÞÁÔØ. éÍÅÎÎÏ, ÓÞÉÔÁÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ OAB ÒÁ×ÎÏÊ |x|

2 ,
ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ | ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔ ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ÛËÏÌÙ,
ÐÒÉÓÔÕÐÁÀÝÉÅ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÎÁÌÉÚÁ, | ÜÔÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n→+∞ ×ÅÌÉÞÉÎÙ n 1

2 sin |x|n
(ÓÕÍÍÙ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ
Ú×ÅÎØÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ n-Ú×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ×ÐÉÓÁÎÏÊ × ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÄÕÇÕ), ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÐÒÅÄÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ lim

x→0
sinx
x = 1 ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ É ÅÓÔØ \ÐÏÒÏÞÎÙÊ

ËÒÕÇ".

ìÏÇÉÞÅÓËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ
ÄÌÉÎ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 (Á):

1) ÈÏÒÄÙ B′B (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ), ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÄÕÇÕ B′AB ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 2|x|<�, É

2) ÌÏÍÁÎÏÊ B′CB, Ú×ÅÎØÑ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ B′ É B.
34
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òÉÓ. 1

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ \ÕÄ×ÏÅÎÉÑ" ÞÉÓÌÁ Ú×ÅÎØÅ×, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÉÌ-
ÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 (Á→ Â), ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ:

1) ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÕÇÕ B′AB ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ (Ó ÞÉÓÌÏÍ Ú×ÅÎØÅ× 20; 21; 22; : : : ), ÄÌÉÎÙ ln
ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2 sin |x|= l0< l1< l2< · · · ,

2) ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÄÕÇÉ ÌÏÍÁÎÙÈ (Ó ÞÉÓÌÏÍ Ú×ÅÎØÅ× x0 = 2, xn = 2xn−1−1), ÄÌÉÎÙ
ln ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ1 ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2tg |x| = l0 > l1 > l2 > · · ·

ôÁË ËÁË ln< ln , Á lim
n→+∞ln = 2|x| (ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ B′AB), ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù×ÏÄ: sin |x| < |x| < tg |x| ÐÒÉ

0< |x|< �
2 , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

2. ï ÔÅÒÍÉÎÁÈ: \ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ëÏÛÉ", \ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ çÅÊÎÅ"
îÅÐÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÕÎËÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÕÚÏ×ÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÕÓ×ÏÅÎÉÅ ÓÔÕ-

ÄÅÎÔÁÍÉ Ä×ÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ (× ÔÏÞËÅ) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ (ÂÁÚÏ×ÏÍÕ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ \ÞÉÓÌÏ b ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÅ2
a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ lim

x→a
f(x) = b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅ-

ÍÏÇÏ ") ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÅÍÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ �) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ a ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ �-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a (Ô. Å.
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0< |x−a|<�), ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)−b|<"".

îÁ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÍ \ÄÉÁÌÅËÔÅ" ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ L1Real (ÑÚÙËÁ ÌÏÇÉËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄ-
ÍÅÔÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ3

∀">0∃�>0∀x(0< |x− a|<� ⇒ |f(x)− b|<"):
óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÐÉÓØ lim

x→a
f(x) = b ÏÚÎÁÞÁÅÔ: \ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn} ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ a ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(xn)} (ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ xn) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ b".

1 ÷ ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÔÒÅÔØÅÊ
ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ.

2 éÌÉ ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÔÏÞËÅ.
3 óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ lim

x→a
f(x) = b, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

∃">0∀�>0∃x (̀0< |x− a|<�) ∧ (|f(x)− b|> " ∨ ¬!f(x))́

(\ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ", ÞÔÏ ËÁËÉÍ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 0< |x− a|<�, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ |f(x)− b|> ", ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ" ).
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úÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ L1Real ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÑÚÙËÁÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ).

÷ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ (Á ÔÏÞÎÅÅ, ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ) ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÒÁÓ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÁ (ÎÏ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ×ÓÅÍÉ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ) ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ëÏÛÉ, Á ×ÔÏÒÏÅ |
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ çÅÊÎÅ.

ðÒÅÄÐÒÉÎÑÔÁÑ Á×ÔÏÒÏÍ ÐÏÐÙÔËÁ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÏÂ-
ÎÁÒÕÖÉÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ 4 (× ÔÏÞËÅ) ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ | ÞÅÒÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó " É �
| ××ÅÌ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÉÈÏÄ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ (Weierstrass Karl, 1815{1897) × Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ
ÌÅËÃÉÑÈ 1856{1861 ÇÇ. × ÂÅÒÌÉÎÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ É ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (Gewerbeinstitut);
ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [1] É [2].

2. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ ëÏÛÉ (Cauchy Augustin-Louis, 1789{1857) Ñ×ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÔ. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ (É ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ) ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: \åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,
ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ, ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ... íÙ ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÅÄÅÌ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÁÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÏÊ lim, ÓÔÁ×Ñ ÅÅ ÐÅÒÅÄ
ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ" 5. äÒÕÇÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÁ ëÏÛÉ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ.

äÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ6 ÐÒÅÄÅÌÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f(x+i)−f(x)
i ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ

i Ë ÎÕÌÀ7, ÏÎ ÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ:
\ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �; " Ä×Á ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÐÅÒ×ÏÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ i, ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(x+i)−f(x)

i ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÅÍ
f ′(x)− ", É ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ f ′(x) + ""8. ìÉÛØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÕ ÄÁÎÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÇÏ,
ËÁË ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÔÁÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÐÏ ÓÅÊ
ÄÅÎØ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ × ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÈ ÖÅ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÂÕË× " É �).

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÌÁÇÁÑ ÜÔÏ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ, ëÏÛÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌ ÎÉ ÅÇÏ ÎÏ×ÉÚÎÙ, ÎÉ
Ó×ÏÅÇÏ Á×ÔÏÒÓÔ×Á, ÈÏÔÑ ÂÙÌ ×ÅÓØÍÁ ÝÅÐÅÔÉÌÅÎ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ó×ÏÅÇÏ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÈ.

3. ÷ÚÇÌÑÄ ÎÅÍÅÃËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ çÅÊÎÅ (ÔÏÞÎÅÅ, è�ÁÊÎÅ; Heine Heinrich Eduard, 1821{1881)
ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ (ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÔÁËÏ×ÏÊ × ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁÈ ÎÅ
ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ) ÑÓÅÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÅÇÏ ÓÔÁÔØÉ \üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ" (\Die
Elemente der Functionenlehre") × \öÕÒÎÁÌÅ ÞÉÓÔÏÊ É ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ" (\Journal f�ur die
reine und angewandte Mathematik") ÚÁ 1872 Ç. (Ô. 74, Ó. 182):

\ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÐÒÉ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ×ÚÑÔÏÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÉ x = X , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ " ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �0, ÞÔÏ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ �0, ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f(X±�)−f(X) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ""9.

4 á ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÅÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ | ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ lim
x→a

f(x) = f(a).
5 ÷ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [3], Ó. 4): \Lorsque les valeurs successivement attribu�ees �a une même variable

s'approchent ind�e�niment d'une valeur �xe, de mani�ere �a �nir par en di��erer aussi peu que l'on voudra, cette derni�ere
est appel�ee la limite de toutes les autres ... Nous indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donn�ee par
l'abr�eviation lim plac�ee devant cette variable".

6 ÷ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÍ × 1823 Ç. ÐÅÒ×ÏÍ ÔÏÍÅ ÅÇÏ R�esum�e des lec,ons donne�es �a l'�Ecole Royale Polytechnique ([4], Ó. 44).
7 òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, i ÚÄÅÓØ ÓÌÕÖÉÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ , Á ÎÅ ÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ.
8 ÷ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ ([4], Ó. 44): \D�esignons par �; " deux nombres tr�es petits, le premier �etant choisi de telle sorte que,

pour des valeurs num�eriques de i inf�erieures �a �, le rapport f(x+i)−f(x)
i reste toujours sup�erieure �a f ′(x)−" et inf�erieure

�a f ′(x)+"".
9 ÷ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ: \De�nition. Eine Function f(x) heisst bei einem bestimmten einzelnen Werthe x=X continuirlich,

wenn, f�ur jede noch so klein gegebene Gr�osse ", eine andere positive Zahl �0 von solcher Bescha�enheit existirt, dass f�ur
keine positive Cr�osse �, die kleiner als �0 ist, der Zahlwerth von f(X±�)−f(X) das " �uberschreitet".
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é ÄÁÌÅÅ × ÓÎÏÓËÅ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ Ó. 182: \õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×
ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ [x1; x2 É Ô. Ä., ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ]
Ë X , ×ÅÌÉÞÉÎÁ f(X)− f(xn) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï [ÜÔÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ] Ñ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÌ Õ Ç-ÎÁ ëÁÎÔÏÒÁ"10.

4. ôÅÒÍÉÎÙ ÐÒÅÄÅÌ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ) \ÐÏ ëÏÛÉ" É \ÐÏ çÅÊÎÅ" ×ÏÛÌÉ × ÏÂÉÈÏÄ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ
îÉËÏÌÁÑ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÁ ìÕÚÉÎÁ (1883{1950)11, ÕËÁÚÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÉ ÓÔÉÌØ É ÔÅÒÍÉ-
ÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÏ×, ÕÞÅÎÉËÏ× ÕÞÅÎÉËÏ× É ÉÈ ÐÒÅÅÍÎÉËÏ×.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÕÓÌÏ×ÎÏÓÔØ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÏ×, ÞÁÓÔÏÅ ÉÈ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÁ×ÄÅ | ÄÅÌÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÉ×ÌÑÅÔ ÄÒÕÇÏÅ: ÔÅÒÍÉÎÏ-
ÌÏÇÉÑ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÁÑ ÐÒÉÚÎÁÎÉÑ × Á×ÔÏÒÉÔÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÎÅ
ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔ ç.í.æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ × [6]), ÁËÔÉ×ÎÏ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÓËÁÚÁÔØ ÁÇÒÅÓÓÉ×ÎÏ) ÐÒÏÐÁÇÁÎÄÉÒÕÅÔÓÑ
ÚÁÍÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ×ÕÚÏ×ÓËÉÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ.
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10 ÷ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ: \Den Satz, dass die Function nur und immer continuirlich ist, wenn f(X)−f(xn), f�ur jede Zahlenreiche
von X beliebig klein wird, mit seinem Beweise, entlehne ich dem Herrn Cantor".

11 ïÂÓÕÖÄÁÅÍÙÅ ÔÅÒÍÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÅÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÄÌÑ ÐÅÄ×ÕÚÏ× [5].
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å. ÷. ðÏÔÏÓËÕÅ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ×ÁÖÎÏÍ ÁÓÐÅËÔÅ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
× ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ×ÕÚÅ. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ×ÙÓÛÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ
ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ × ÒÁÚÄÅÌ \áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ" ÍÏÄÕÌØÎÏ ×ËÌÀÞÁÔØ
ÚÁÄÁÞÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÛËÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É
ÓÆÅÒ, \ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ" ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ \Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÙÓÛÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ", ËÁË
ÏÂ ÜÔÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌ ×ÅÌÉËÉÊ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË æÅÌÉËÓ ëÌÅÊÎ (1849{1925).

ðÒÏÆÉÌØÎÏÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × ÓÔÁÒÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ
ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ×ÕÚÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÚÎÁÎÉÑ
ËÁË ÐÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ
× ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ.

íÎÏÇÏÌÅÔÎÉÊ ÏÐÙÔ ÒÁÂÏÔÙ × ÐÅÄ×ÕÚÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ: ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ÔÁË ËÁË ÄÏ
ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ × ÐÅÄ×ÕÚ ÉÚÕÞÁÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ × ÒÁÚÎÙÈ ÛËÏÌÁÈ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É
ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÕ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. äÏÓÔÉÖÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÍÏÖÅÔ
ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÏÄÕÌØÎÏÅ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
(ÐÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÛËÏÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÄÅÌÁÍÉ Ï ×ÚÁ-
ÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ É ÓÆÅÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÍ \ÏÖÉ×ÉÔØ" ÉÚÕÞÅÎÉÅ \ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å", ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÅÇÏ ÉÚ \ÓÕÈÏ-
ÇÏ" ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÓËÏÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÔÏÞÅË, ÄÌÉÎ É ÕÇÌÏ× × ÍÏÝÎÙÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ
ËÕÌØÔÕÒÙ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ (ÍÅ-
ÔÏÄÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), ÂÕÄÕÝÅÍÕ ÕÞÉÔÅÌÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÉÔØ
ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ" ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅÍ É ÕÇÌÕÂÌÅÎÉÅÍ
ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÏ×Ù-
ÛÅÎÉÅ ËÁÞÅÓÔ×Á ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÌÉÎÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÆÅÒ:
È2 + Õ2 + z2 − 2È+ 6Õ − 10z − 161 = 0 É È2 + Õ2 + z2 + 6È+ 12Õ + 14z − 131 = 0:
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÞÌÅÎÏ× Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ È É Õ × ÄÁÎÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÏÎÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:
(È− 1)2 + (Õ + 3)2 + (z − 5)2 = 196 É (È+ 3)2 + (Õ + 6)2 + (z + 7)2 = 225.

éÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÁÅÔ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁR1 = 14 Ó ÃÅÎÔÒÏÍá(1;−3; 5),
Á ×ÔÏÒÏÅ | ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ R2 = 15 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÷(−3;−6;−7).

ôÁË ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ á÷ =
√

(1 + 3)2 + (−3 + 6)2 + (5 + 7)2 = 13 ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÄÁÎÎÙÈ
ÓÆÅÒ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ R1 +R2 = 29, ÔÏ ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ó | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÆÅÒ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ �á÷ó, × ËÏÔÏÒÏÍ á÷ = 13,
áó = 14, ÷ó = 15. ðÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ×ÏËÒÕÇ á÷ ÔÏÞËÁ ó \ÐÒÏÂÅÖÉÔ" ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ×ÙÓÏÔÅ óî ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÈÏÄÉÍ:

óî = 2S�ABC
AB = 2

√
21 · 6 · 7 · 8

13 = 168
13 = 1212

13 ;

ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ ÒÁ×ÎÁ 2� · 168
13 = 2511

13�.
38
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ïÔ×ÅÔ: 2511
13�:

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
È2 + 2È+ Õ2 + 2Õ + z2 − 4z = 0 × ÔÏÞËÅ í(−2;−2; 4).
òÅÛÅÎÉÅ. éÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (È + 1)2 + (Õ + 1)2 + (z − 2)2 = 6, ÉÚ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÆÅÒÏÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ á(−1;−1; 2) É
ÒÁÄÉÕÓÏÍ

√
6.

õÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ í(−2;−2; 4) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ í
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÆÅÒÙ). äÁÌÅÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÓÆÅÒÅ ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÅÅ ÒÁÄÉÕÓÕ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ (ÛËÏÌØÎÁÑ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÁ ÎÏÒÍÁÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞËÅ í , ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ
×ÅËÔÏÒ −−→íá(1; 1;−2). ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

(È+ 2) + (Õ + 2)− 2(z − 4) = 0 ⇔ È+ Õ − 2z + 12 = 0:
ïÔ×ÅÔ: È+ Õ − 2z + 12 = 0.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ á(1; 1; 2), ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÆÅÒÙ
È2 + Õ2 + z2 = 54.
òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ È2 + Õ2 + z2 = 54 ÚÁÄÁÅÔ ÓÆÅÒÕ S c ÃÅÎÔÒÏÍ ï(0; 0; 0) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ

R = 3
√

6. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ïá ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÏÍ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÃÅÎÔÒÏÍ á ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÅÅ ÓÆÅÒÙ ÒÁ×ÎÏ√
1 + 1 + 4 =

√
6 < 3

√
6 = R. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ á ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ, ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÄÁÎÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ËÁÓÁÎÉÅ.
ðÕÓÔØ ÌÉÎÉÑ ÃÅÎÔÒÏ× ïá ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÆÅÒ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÁÎÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S × ÔÏÞËÁÈ ÷ É ó. åÓÌÉ

á÷ = ï÷ −ïá = 3
√

6−√6 = 2
√

6, ÔÏ áó = ïó +ïá = 3
√

6 +
√

6 = 4
√

6. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
Ä×Å ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ á, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÓÆÅÒÙ S: ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ ÷, Å£
ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ 2

√
6, Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (È−1)2 +(Õ−1)2 +(z−2)2 = 24; ÄÒÕÇÁÑ ÓÆÅÒÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ

ÓÆÅÒÙ S × ÔÏÞËÅ ó, Å£ ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ 4
√

6, ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (È−1)2+(Õ−1)2+(z−2)2 = 96.
ïÔ×ÅÔ: (È− 1)2 + (Õ − 1)2 + (z − 2)2 = 24; (È− 1)2 + (Õ − 1)2 + (z − 2)2 = 96.
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÍÉ

×ÓÅÈ ÓÆÅÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 5, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÆÅÒÙ È2 + Õ2 + z2 = 4.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ×Ù×ÏÄÕ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÚÁÄÁÞÅ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ": \Õ×ÉÄÅÔØ", ËÒÏÍÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ ï (0;0;0) ÒÁÄÉÕÓÁ 2, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Å£ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ó ÓÆÅÒÙ S1 É S2; ÓÆÅÒÁ S1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
á ÒÁÄÉÕÓÁ 5 ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ S ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÓÆÅÒÁ S2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÷ ÒÁÄÉÕÓÁ 5 | ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ó ËÁÓÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÆÅÒ \ÚÁÍÅÔÁÅÔ" (\ÐÒÏ-
ÂÅÇÁÅÔ") ÓÆÅÒÕ S, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÙ S1 É S2, Á, ÚÎÁÞÉÔ É ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ á É ÷. ðÒÉ
ÜÔÏÍ, ÃÅÎÔÒ á \ÚÁÍÅÔÁÅÔ" ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í1 ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ï
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ïá = ïó + óá = 2 + 5 = 7, Á ÃÅÎÔÒ ÷ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í2 ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ï ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ï÷ = ÷ó − ïó = 5 − 2 = 3. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í1 | ÓÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ï É ÒÁÄÉÕÓÏÍ 7, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï í2 | ÓÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ï
É ÒÁÄÉÕÓÏÍ 3. á ÔÁË ËÁË ÔÏÞËÁ ï | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ ÉÍÅÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ È2 + Õ2 + z2 = 49 É È2 + Õ2 + z2 = 9. ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÓÆÅÒ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (È2 + Õ2 + z2 − 49)(È2 + Õ2 + z2 − 9) = 0.

ïÔ×ÅÔ: (È2 + Õ2 + z2 − 49)(È2 + Õ2 + z2 − 9) = 0.
úÁÄÁÞÁ 5. ìÅÖÁÔ ÌÉ ÔÏÞËÉ A(−2;−13; 3), B(1; 4; 1), C(−1;−1;−4), ï(0; 0; 0) × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ?
òÅÛÅÎÉÅ. Á) ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ

ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÷ïó:
∣∣∣∣∣∣

È Õ z
−1 −4 −1
1 1 4

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 5È− Õ − z = 0:



40 å. ÷. ðÏÔÏÓËÕÅ×

äÁÌÅÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ A(−2;−13; 3) ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ: 5 · (−2) +
13 − 3 = 0 ⇒ ÔÏÞËÁ á ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÷ïó. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ A, B, C É ï ÌÅÖÁÔ ×
ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ).

ôÁËÏ× ÏÔ×ÅÔ ÐÏÓÌÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ×ÅÒÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË, Ó ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÙÈ ÚÁËÏÎÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÏ ÂÅÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÉÞÅÍ, ÚÁÄÁÞÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ! çÄÅ ÖÅ ÔÕÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ
ÛËÏÌØÎÁÑ?

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ
×ÕÚÅ, ÇÄÅ ÄÏÌÖÎÙ ÇÏÔÏ×ÉÔØÓÑ ÂÕÄÕÝÉÅ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÞÉÔÅÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÛËÏÌ, ÌÉÃÅÅ×
É ÇÉÍÎÁÚÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ,
ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÅ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÏ×.

ôÏÞËÉ á, ÷, ó É ï ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −−→á÷(3; 17;−2), −→áó(1; 12;−7) É−→áï(2; 13;−3) ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→á÷, −→áó É −→áï
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ) ÞÉÓÌÁ È É Õ, ÞÔÏ −→áó = È−−→á÷ + Õ−→áï. üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:





3È+ 2Õ = 1;
17È+ 13Õ = 12;
2È+ 3Õ = 7:

ôÁË ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 17È + 13Õ = 12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 2È + 3Õ = 7 É
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 3È+ 2Õ = 1, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ 5, ÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

{
3È+ 2Õ = 1;
2È+ 3Õ = 7;

ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ: È = −11
5 , Õ = 19

5 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:−→áó = −11
5
−−→á÷+ 19

5
−→áï ⇔ 5−→áó+ 11−−→á÷−19−→áï = −→0 : üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −−→á÷, −→áó É −→áï

ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −−→á÷, −→áó É −→áï ÏÔÌÏÖÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ á, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,
ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÏÞËÉ á, ÷, ó É ï ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÔ×ÅÔ: ÔÏÞËÉ á, ÷, ó É ï ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ãÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÌÏÖ-

ÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ òá÷ó, ÅÓÌÉ: ò (0; 0;−6),

á(0; 0; 0), ÷(8; 0; 0), ó(0;−2; 0).
òÅÛÅÎÉÅ. ðÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: SÓÆÅÒ. = 4�R2, ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ.

ôÁË ËÁË ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ ÄÏ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ-
ÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ô ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
Ó×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ òá÷ó.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË å É
F , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÏÔÒÅÚËÁ åF . ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×
ÔÒÅÈ ÌÀÂÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

ðÕÓÔØ �, �, 
 | ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÒÅÂÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ á÷, ÷ó, áò
ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ òá÷ó; ë, î, í | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ.

îÁÈÏÄÉÍ: ë(4; 0; 0), î(4;−1; 0), M(0; 0;−3); −−→á÷(8; 0; 0), −−→ó÷(8; 2; 0) É −→òá(0; 0; 6) | ×ÅËÔÏÒÙ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ �, � É 
.

äÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ �, � É 
 × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÓÔÏÉÔ ×ÚÑÔØ
×ÅËÔÏÒÙ −→n1(1; 0; 0)||−−→á÷, −→n2(4; 1; 0)||−−→ó÷ É −→n3(0; 0; 1)||−→òá. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ � = (ë;−→n1),
� = (î;−→n2) É 
 = (í ;−→n3) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: È− 4 = 0, 4x+ y − 15 = 0, z + 3 = 0.



áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ×ÕÚÅ 41

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ô = (� ∩ �) ∩ 
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ,




È− 4 = 0;
4È+ Õ − 15 = 0;
z + 3 = 0;

ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ �, � É 
. òÅÛÅÎÉÅÍ ÅÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ: È = 4, Õ = −1,
z = −3. úÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ òá÷ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ô (4;−1;−3) |
ÉÓËÏÍÙÊ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÒÉÞÅÍ, ÕÄÁÌÅÎÁ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ôá =

√
16 + 1 + 9 =

√
26 = R. ôÏÇÄÁ SÓÆÅÒ. = 4�(

√
26)2 = 104� (Ë×.ÅÄ.).

ïÔ×ÅÔ: 104� Ë×.ÅÄ.
äÌÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÑ Ó ×ÙÓÏËÉÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ÓÐÏÓÏÂÎÏÇÏ ÐÒÅ-

ÐÏÄÁ×ÁÔØ × ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7*. ÷ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � : È + Õ + 2z = 0 ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ
ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ï(0; 0; 0) É ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÓÆÅÒÙ !:

(È− 2)2 + (Õ − 4)2 + z2 = 8:

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ: ×ÙÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒÙ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(á;�) ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ á(2; 4; 0) ÓÆÅÒÙ ! ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ
R = 2

√
2 ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ. åÓÌÉ �(á;�) < R, ÔÏ ÓÆÅÒÁ ! É ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ

ÔÏÞËÕ ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÉÓËÏÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁÓÁ-
ÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒÙ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. åÓÌÉ �(á;�) = R, ÔÏ ÓÆÅÒÁ ! É
ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ËÁÓÁÀÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÓÆÅÒÅ ÐÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÉÈ
× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ï É ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ �(á;�) > R, ÔÏ ÓÆÅÒÁ ! É
ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ÓÆÅÒÅ !, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �,
ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

ôÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ Ë ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

îÁÈÏÄÉÍ: �(á;�) = |2 + 4 + 2 · 0| =√1 + 1 + 4 =
√

6. ôÁË ËÁË �(á;�) =
√

6 < 2
√

2 = R, ÔÏ ÓÆÅ-
ÒÁ ! É ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ
Ë ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ m, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ï(0;0;0) É

ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a;b;c), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ:




x = at;
y = bt;
z = ct;

t ∈ R: (1)

ìÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÅ (a;b;c) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÐÒÑÍÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (1). ôÒÅÂÏ-
×ÁÎÉÅ \ÌÅÖÁÔØ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ È+Õ+2z = 0", ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÅÅ ÔÏÞÅË ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: at+ bt+ 2ct = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ a, b É c × ×ÉÄÅ c = −a+b

2 (ÐÒÉ t 6= 0).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ (1) ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ È + Õ + 2z = 0, ÔÏ ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ:




x = at;
y = bt;
z = −a+b

2 t;
t ∈ R: (2)
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äÁÌÅÅ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (2) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ (x−2)2+(y−4)2+z2 = 8, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




(x− 2)2 + (y − 4)2 + z2 = 8;
x = at;
y = bt;
z = −a+b

2 t;
t ∈ R

ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(at− 2)2 + (bt− 4)2 +
(
−a+ b

2 t
)2

= 8

ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ:

(a2 + b2 + (a+ b)2

4 )t2 − 2(2a+ 4b)t+ 12 = 0:

îÁÈÏÄÉÍ: D=4 = (2a+ 4b)2 − 3(4a2 + 4b2 + (a+ b)2) = −11a2 + 10ab+ b2.
éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ D=4 = 0 ÒÅÛÁÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 11a2−10ab−b2 = 0. åÓÌÉ a=b = u, ÔÏ ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 11u2− 10u− 1 = 0, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ u1 = −1=11, u2 = 1. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: b = −11a, c = 5a ÉÌÉ b = a, c = −a. (óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÔÒÏÅË (a;b;c) ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÎÁÛÕ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ
ÔÏÞËÉ ï Ë ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.)

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ a, b É c ×ÙÄÅÌÑÀÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (2)
Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÅÖÁÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ È + Õ + 2z = 0 É
ËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÙ (x − 2)2 + (y − 4)2 + z2 = 8. ðÒÉ Á = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ:





x = t;
y = −11 t;
z = 5 t

É





x = t;
y = t;
z = −t;

t ∈ R:

ïÔ×ÅÔ: 



x = t;
y = −11 t;
z = 5 t

É





x = t;
y = t;
z = −t;

t ∈ R:

úÁÄÁÞÁ 8*. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÎÔÒÏ× ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑ-
ÍÙÈ

l :





x = 4 + t;
y = 2− t;
z = 3− 2t;

t ∈ R É s :





x = 2− 2u;
y = 1 + 2u;
z = −2 + u;

u ∈ R

ÌÉÛØ ÐÒÉ t ∈ [0; 4] É u ∈ [−2; 2], Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÜÔÉÍ ÛÁÒÁÍ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÍÅÖÕÔÏË t ∈ [0; 4] ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉá(4; 2; 3) É÷(8;−2;−5),
Á ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË u ∈ [−2; 2] ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ s | ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ î(6;−3;−4) É ë(−2; 5; 0).

ïÔÒÅÚËÉ á÷ É îë Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ ÓÆÅÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÛÁÒÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÎÔÒÏ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ.

íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÓÅÈ ÓÆÅÒ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ á É ÷, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÓÅÒÅ-
ÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÏÔÒÅÚËÁ á÷. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ ÐÒÑÍÏÊ l Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÜÔÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÓÅÈ
ÓÆÅÒ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ î É ë, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÏÔ-
ÒÅÚËÁ ëî. äÌÑ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÜÔÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ ëî Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ.
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éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (ÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ−→p (1;−1;−2) É −→q (−2; 2; 1) ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É �, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÜÔÉÍ
ÐÒÑÍÙÍ, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ m = � ∩ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÎ-
ÔÒÙ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÛÁÒÏ× ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ
ÏÔÒÅÚËÏ× á÷ É ëî; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ l É s ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÛÁÒÁÍ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×.

îÁÊÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ m.
éÍÅÅÍ: �⊥l⇒ �⊥−→p (1;−1;−2), ÚÎÁÞÉÔ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ó(6; 0;−1) | ÓÅÒÅ-

ÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ á÷ É ×ÅËÔÏÒÏÍ −→p (1;−1;−2) ÎÏÒÍÁÌÉ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(È− 6)− (Õ − 0)− 2(z + 1) = 0 ⇔ È− Õ − 2z − 8 = 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ô (2; 1;−2) | ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ëî É ×ÅËÔÏÒÏÍ−→q (−2; 2; 1); ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: −2(È− 2) + 2(Õ− 1) + (z+ 2) = 0 ⇔ 2È− 2Õ− z− 4 = 0.
ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ m ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

{
x− y − 2z − 8 = 0;
2x− 2y − z − 4 = 0

ÉÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:




x = 1 + t;
y = 1 + t;
z = −4;

t ∈ R;

× ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1;1;0) ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→r (a; b; c) ÐÒÑÍÏÊ m Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

{
a− b− 2c = 0;
2a− 2b− c = 0;

×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→q (a; b; c) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× −→p (1;−1;−2) É −→q (−2; 2; 1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÎÔÒÏ× ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ




x = 1 + t;
y = 1 + t;
z = −4;

t ∈ R:

ïÔ×ÅÔ: ðÒÑÍÁÑ





x = 1 + t;
y = 1 + t;
z = −4;

t ∈ R:

îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ \ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ" ÐÏ×ÔÏ-
ÒÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÚÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒ-
ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

óÉÍÍÅÔÒÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ á ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Zá; ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ Zá(í) = í ′ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ (ÞÉÔÁÅÔÓÑ): ÔÏÞËÁ í ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ á ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ í ′

ÉÌÉ ÔÏÞËÁ í ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ í ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ á.
óÉÍÍÅÔÒÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ í(x; y; z) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÔÏÞËÕ í ′(x′; y′; z′), ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ): x′ = −x, y′ = −y, z′ = −z. ðÏÌØÚÕÑÓØ
ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÅ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g1 É g2 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g2 ◦ g1 = g1 ◦ g2.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.
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úÁÄÁÞÁ 9. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ á(−3; 2; 4) É ÷(−1; 2; 6). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞËÉ ÷ ÐÒÉ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ: Á) ZA◦ZÏ; Â) ZÏ◦ZA, ÇÄÅ ÔÏÞËÁ ï | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
óÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÌÉ ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞËÉ ÷ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ?

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ (ZA ◦ ZO)(÷) É ( ZO ◦ ZA)(÷).
Á) ðÕÓÔØ ÷1(È1; y1; z1) = ZO(÷), ÷2(È2; y2; z2) = Zá(÷1). ôÏÇÄÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: È1 = 1; y1 = −2; z1 = −6. ôÁË ËÁË
÷2(È2; y2; z2) = Zá(÷1) (ÇÄÅ ÷1(1;−2;−6)), ÔÏ ÔÏÞËÁ á(−3; 2; 4) | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ B1÷2. ôÏÇÄÁ
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÐÏÌÁÍ ÉÍÅÅÍ: (1 + È2)=2 = −3, ÏÔËÕÄÁ È2 = 2 · (−3) − 1 = −7.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, y2 = 2 · 2 + 2 = 6; z2 = 2 · 4 + 6 = 14. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ZA ◦ ZO)(÷) = ÷2(−7; 6; 14).
Â) ðÕÓÔØ ó1(È1; y1; z1) = Zá (÷), ó2(È2; y2; z2) = ZO(ó1). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÐÏÌÁÍ
ÉÍÅÅÍ: È1 = 2 · (−3) − (−1) = −5; y1 = 2 · 2 − 2 = 2; z1 = 2 · 4 − 6 = 2. ðÏÌÕÞÁÅÍ: ó1(−5; 2; 2).
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ó2(È2; y2; z2) = ZO(ó1) ÉÍÅÅÍ: È2 = 5; y2 = −2; z2 = −2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
(ZO ◦ ZA)(÷) = ó2(5;−2;−2).

ôÁË ËÁË ÔÏÞËÉ ÷2(−7; 6; 14) = (ZA ◦ ZO)(÷) É ó2(5;−2;−2) = (ZO ◦ ZA)(÷) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ
ZA ◦ ZO 6= ZO ◦ ZA, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÑÍÏÊ m:





È = −3 − 2t;
y = − 5 + 3t;
z = −t;

t ∈ R

ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
òÅÛÅÎÉÅ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÔÏÞËÕ

á(−3;−5; 0) ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ m É ÅÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒÁ −→Ò (−2; 3;−1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÍ ÔÏÞËÕ á1(3; 5; 0) É ×ÅËÔÏÒ −→Ò1(2;−3; 1). ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ m1 = ZO(m) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:





È = 3 + 2t
y = 5− 3t
z = t;

t ∈ R:

ôÁË ËÁË −2=2 = 3=(−3) = −1=1, ÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→Ò (−2; 3;−1) É −→Ò1(2;−3; 1) ÐÒÑÍÙÈ
m É m1 ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ (ÏÎÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÅÊ ÐÒÑÍÁÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× −→Ò (−2; 3;−1) É −→Ò1(2;−3; 1), × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ m1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ m. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÒÑÍÁÑ m1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ É ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:





È = 3 − 2t;
y = 5 + 3t;
z = −t;

t ∈ R:

úÁÄÁÞÁ 11. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÑÍÏÊ m:





È = 3− 2t;
y = 5 + 3t;
z = −t

t ∈ R ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ïÈÕ.
òÅÛÅÎÉÅ. óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ïÈÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S(ïÈÕ). åÓÌÉ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞ-

ËÉ í(x; y; z) ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ S(ïÈÕ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ M ′(x′; y′; z′), ÔÏ: x′ = x, y′ = y, z′ = −z.
ôÁËÉÍÉ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ
S(ïÈÕ).

ôÏÞËÁ á(3; 5; 0) ∈ m ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ × (ïÈÕ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ S(ïÈÕ) ÏÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÓÅÂÑ; ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ −→Ò (−2; 3;−1) ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ
ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −→q (−2; 3; 1), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÕÖÉÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ m1 = S(ïÈÕ)(m). ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ m1 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:



áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ×ÕÚÅ 45





È = 3− 2t;
y = 5 + 3t;
z = t;

t ∈ R:

úÁÄÁÞÁ 12. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � : 2È + 3Õ − z − 5 = 0 ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ïÈz.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ á(1; 1; 0) ∈ � ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ S(ïÈÕ) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ á1(1;−1; 0). ôÁË
ËÁË ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ (×ÅËÔÏÒÏÍ) É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, ÔÏ ×ÅË-
ÔÏÒ −→n (2; 3;−1) ÎÏÒÍÁÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −→m(2;−3;−1),
ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÕÖÉÔ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÁÌÉ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � = S(OÈÕ)(�). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � = (á1;−→m) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: 2(È− 1)− 3(Õ + 1)− (z − 0) = 0 ÉÌÉ 2È− 3Õ − z − 5 = 0.

úÁÄÁÞÁ 13. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ A(1; 3;−1) É B(7; 5;−1). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁ-
ÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ A ÎÁ ÔÏÞËÕ ÷.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (4; 4;−1), Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AB, ÔÏÞËÁ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÔÏÞËÕ ÷.

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ËÁË ×ÅËÔÏÒÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÔÁË É ÐÁÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ÔÏÞÅË. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ A ÏÔÏÂÒÁÚÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ B ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÎÁ
×ÅËÔÏÒ −−→á÷(6; 2; 0).

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒ ÔÏÞÅË, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ á
ÏÔÏÂÒÁÚÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÷ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÕ
AB É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÄÌÑ ÞÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÁ ÎÏÒÍÁÌÉ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÂÅ-
ÒÅÍ ×ÅËÔÏÒ −→n (3; 1; 0), ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÕ −−→á÷(6; 2; 0), Á × ËÁÞÅÓÔ×Å \ÄÁÎÎÏÊ" ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
� ÐÒÉÍÅÍ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ó(4; 4;−1) ÏÔÒÅÚËÁ á÷. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �
ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ S�:

3(È− 4) + (Õ − 4) = 0 ÉÌÉ 3È+ Õ − 16 = 0.
ôÏÞËÁ á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÷ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ,

ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÕ á÷ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉÍÅÍ ×ÅËÔÏÒ −→Ò (1;−3; 0), ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÕ −→n (3; 1; 0), Á × ËÁ-
ÞÅÓÔ×Å ÅÅ \ÎÁÞÁÌØÎÏÊ" ÔÏÞËÉ | ÔÏÞËÕ ó(4; 4;−1). üÔÁ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÏÞÅË á É ÷ ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:





È = 4 + t;
y = 4− 3t;
z = −1;

t ∈ R:
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éÓÔÏÒÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ

ëÁË ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ëÏÛÉ?
ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÈÏÄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÁ ïÇÀÓÔÁ ëÏÛÉ, ÐÒÉ×ÅÄÛÉÈ ÅÇÏ Ë ÏÔËÒÙÔÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÎÏ ÎÅ
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

÷ [1] ÎÁ Ó.136 ÞÉÔÁÅÍ: \òÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÒÏÄÉ×ÛÅÊ ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ". ðÕÓÔØ

f(x) = e−1=x2 ; ÅÓÌÉ x 6= 0; É ÐÕÓÔØ f(0) = 0:
\ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ÉÍÅÅÍ f (k)(0) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ

ôÅÊÌÏÒÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ, Á ÐÏÒÏÄÉ×ÛÁÑ ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌÑ".
úÁ ÜÔÉÍÉ ËÒÁÔËÉÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÓÔÏÉÔ ÉÓÔÏÒÉÑ ÎÁÕÞÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÍÙÓÌÉ É ÐÏÉÓËÁ ÉÓÔÉÎÙ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÚÎÁÅÔ ÎÙÎÅÛÎÉÊ ÓÔÕÄÅÎÔ-ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉË. á ËÁË
ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ? | ÍÏÇÕÔ ÓÐÒÏÓÉÔØ ÎÁÛÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ. éÚÌÏÖÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ.

æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ

÷ ÕÞÅÂÎÉËÅ [1] ÎÁ ÓÔÒ. 156 Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÞÉÔÁÅÍ:
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x)ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ n ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x = 0 É ÐÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [0; a], a > 0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ x ∈ [0; a] ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x+ f ′′(0)

2! x2 + :::+ f (n−1)(0)
(n− 1)! x

(n−1) + f (n)(c)
n! xn; (1)

ÇÄÅ É Ó | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ È É n É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (0;x).
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ), ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ×ÙÐÏÌÎÑÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ≡ 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÓÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ x = 0) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, É ÆÏÒÍÕÌÁ (1)
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ 0 = 0.

á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ? á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ

f(0) = f ′(0) = ::: = f (n)(0) = ::: = 0; (2)
ÔÏ ÅÓÔØ × ÔÏÞËÅ ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) É ×ÓÅ Å£ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ
f(x) ≡ 0?

÷ Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÚÁÎÉÍÁÌ ÕÍÙ ×ÅÌÉËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÁÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ
ÏÔ×ÅÔ, ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ðÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2) ÉÚ (1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n

f(x) = f (n)(c)
n! xn:

46
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îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; a] ÆÕÎËÃÉÑ f (n)(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ f (n)(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ
|f(x)| ≤ C · xn. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÒÅÚÏË 0 ≤ x ≤ 1

C , ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ |f(x)| ≤ xn−1.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ, ÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ
×Ù×ÏÄÕ: ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [0; an], ÎÁ ËÏ-
ÔÏÒÏÍ |f(x)| ≤ xn.

âÕÄÅÍ ×ÄÏÂÁ×ÏË ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ x ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, É ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ xn ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [0; an] ⊂ [0; 1), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
0 ≤ f(x) ≤ xn?

þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÅÒÅÎÅÓÅÍÓÑ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÏÞÔÉ ÎÁ Ä×ÅÓÔÉ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ. . .

üÊÌÅÒ, ìÁÇÒÁÎÖ, ëÏÛÉ

. . . 31 ÎÏÑÂÒÑ 1813 ÇÏÄÁ ïÇÀÓÔ ëÏÛÉ ×ÅÒÎÕÌÓÑ Ë ÓÅÂÅ ÄÏÍÏÊ × ÐÒÅÄÍÅÓÔØÅ ðÁÒÉÖÁ ÐÏÚÄÎÏ.
ïÎ ÓÎÑÌ ÐÒÏÍÏËÛÉÅ ÏÔ ÄÏÖÄÑ ÐÌÁÝ É ÛÌÑÐÕ É ÚÁÖÅÇ Ó×ÅÞÕ. ðÏÄÈÏÄÉÌ Ë ËÏÎÃÕ ÎÅÒÁÄÏÓÔÎÙÊ
ÄÅÎØ, ÈÏÔÑ Ó ÕÔÒÁ ÏÎ ÂÙÌ ÎÁÐÏÌÎÅÎ ÐÒÉÑÔÎÙÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÏÑÝÅÊ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó ÎÏ×ÏÊ ËÎÉÇÏÊ!
îÁ ÄÎÑÈ ÏÎ ÕÚÎÁÌ ÎÏ×ÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏÌÇÏ É Ó ÎÅÔÅÒÐÅÎÉÅÍ ÖÄÁÌ: ÉÚ ÔÉÐÏÇÒÁÆÉÉ × áËÁÄÅÍÉÀ
îÁÕË ÐÒÉ×ÅÚÌÉ \ôÅÏÒÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ" | ÎÏ×ÏÅ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ìÁÇÒÁÎÖÁ.
é ÓÅÇÏÄÎÑ, ÚÁËÏÎÞÉ× ÕÒÏËÉ Ó ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÏÎ ÎÅÍÅÄÌÑ ÏÔÐÒÁ×ÉÌÓÑ × áËÁÄÅÍÉÀ. é ÔÁÍ ÓÅËÒÅÔÁÒØ
áËÁÄÅÍÉÉ ÓÏÏÂÝÉÌ ÐÅÞÁÌØÎÏÅ ÉÚ×ÅÓÔÉÅ: ×ÞÅÒÁ öÏÚÅÆÁ ìÕÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅ ÓÔÁÌÏ.

íÉÎÕ×ÛÅÊ ×ÅÓÎÏÊ ëÏÛÉ ÓÌÕÛÁÌ × áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË ÄÏËÌÁÄ ìÁÇÒÁÎÖÁ. úÎÁÍÅÎÉÔÙÊ 77-ÌÅÔÎÉÊ
ÕÞÅÎÙÊ ÇÏ×ÏÒÉÌ Ï ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ôÉÈÉÊ ÎÅÓÐÅÛÎÙÊ ÇÏÌÏÓ ÓÏÂÒÁ×-
ÛÉÅÓÑ ÓÌÕÛÁÌÉ, ÚÁÔÁÉ× ÄÙÈÁÎÉÅ. ÷ÒÅÍÑ ÎÅÕÍÏÌÉÍÏ, É ËÁÖÄÙÊ ÐÏÎÉÍÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÄÏËÌÁÄ ÍÏÖÅÔ
ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁÕÞÎÙÍ ÚÁ×ÅÝÁÎÉÅÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÕÞÅÎÏÇÏ. ðÏÔÏÍ ÂÙÌÏ ÍÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÏ×. ëÏÛÉ ÔÏÖÅ
ÚÁÄÁÌ ×ÏÐÒÏÓ, É ìÁÇÒÁÎÖ ÏÔ×ÅÔÉÌ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ × ÅÇÏ ÎÏ×ÏÊ ËÎÉÇÅ. é ×ÏÔ ÔÅ-
ÐÅÒØ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅÔ. . . é ÏÔ×ÅÔÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏÌØËÏ × ËÎÉÇÅ. . . á ÓÕÔØ ×ÏÐÒÏÓÁ ÍÏÖÅÔ
ÐÏÎÑÔØ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÉËÉ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ y = x2 É y = x3 ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1).
úÄÅÓØ x2 > x3, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ.

÷ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m < n ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) ÉÍÅÅÍ: xm > xn.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: y = axm, y = bxn ÐÒÉ m < n Ó ÐÏ-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a É b. òÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á bxn < axm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ(
0;

(a
b
) 1
n−m

)
.

íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÊ ×Ù×ÏÄ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ y = axm Ó ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0;�), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ
ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ Ó Â�oÌØÛÉÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁÆÉËÁ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ.

ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 100·x3 < 0; 01·x2 ÐÒÉ
0 < È < 0; 0001, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = 100x3 ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = 0; 01x2.

á ËÁË ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÅÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = x2
1−x? ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,

ÞÔÏ ÐÒÉ 0 ≤ x ≤ 0; 5 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 ≤ x2
1−x ≤ 2x2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÔÅÔ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ.
ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ x ∈ [0;�] ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×ÁÍ axn ≤ f(x) ≤ bxn. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÒÁÓÔÅÔ ËÁË xn. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÒÏÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ f .

åÓÌÉ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 ≤ f(x) ≤ bxn, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ xn.

. . . .ëÏÛÉ ÓÎÏ×Á ÍÙÓÌÅÎÎÏ ×ÅÒÎÕÌÓÑ Ë ÄÏËÌÁÄÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÏËÁÚÁ×ÛÅÍÕÓÑ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÅÇÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÅÍ × áËÁÄÅÍÉÉ. ëÏÇÄÁ ÐÒÉÛÌÏ ×ÒÅÍÑ ×ÏÐÒÏÓÏ× É ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ÎÉÈ, ëÏÛÉ
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Ó ÇÌÕÂÏËÉÍ ÐÏÞÔÅÎÉÅÍ ÓÐÒÏÓÉÌ ÉÍÅÎÉÔÏÇÏ ÕÞÅÎÏÇÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ È ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ xn
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [0; an], ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f(x) ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ xn?

| úÎÁÅÍ ÌÉ ÍÙ ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞÅÔ ÎÁÛÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ, ×ÅÌÉËÏÇÏ ìÅÏÎÁÒÄÁ üÊÌÅÒÁ? | ÔÁË
ÎÁÞÁÌ Ó×ÏÊ ÏÔ×ÅÔ ìÁÇÒÁÎÖ. äÁ, ÍÎÅÎÉÅ ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÓÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅÍ Ë ÜÊÌÅÒÏ×Õ \äÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ". ôÁÍ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÔ. ([2],
ÓÔÒ. 271).

íÎÏÇÏÕ×ÁÖÁÅÍÙÊ ÇÏÓÐÏÄÉÎ ÁËÁÄÅÍÉË, | ÐÒÏÄÏÌÖÁÌ ëÏÛÉ, | ÎÏ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÍÎÅÎÉÅ, | Õ
üÊÌÅÒÁ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á!

ðÏÄÏÖÄÉÔÅ, ÐÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÎÅÍÎÏÇÏ, Õ×ÁÖÁÅÍÙÅ ËÏÌÌÅÇÉ, ÏÓÅÎØÀ ×ÙÈÏÄÉÔ × Ó×ÅÔ ÍÏÑ ÎÏ×ÁÑ
ËÎÉÇÁ, ÔÁÍ ×ÓÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ, | ÚÁ×ÅÒÛÉÌ ÄÉÓËÕÓÓÉÀ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÓÔÁ×ÛÉÊ ìÁÇÒÁÎÖ.

é ×ÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÅÝÁÎÎÁÑ ËÎÉÇÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÌÅ. ëÏÛÉ ÐÒÏÂÅÖÁÌ ÇÌÁÚÁÍÉ ÏÇÌÁ×ÌÅ-
ÎÉÅ, ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÌÉÓÔÁÌ ÓÔÒÁÎÉÃÙ. ïÄÉÎ ÒÁÚ, ÄÒÕÇÏÊ. ïÔ×ÅÔÁ ÎÁ Ó×ÏÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÁÍÏÊ ÍÅÄÌÅÎÎÏ
ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÎ ÎÅ ÎÁÛÅÌ. ëÏÛÉ ÔÅÐÅÒØ ×ÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ. äÁ, ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï
×ÏÐÒÏÓÅ ÅÓÔØ. åÓÔØ É ÏÔ×ÅÔ: \ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÙ, ×ÉÄÉÍÏ, ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ". ([2], ÓÔÒ. 300).

þÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ? îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ìÁÇÒÁÎÖ ÂÙÌ ÓÏÇÌÁÓÅÎ Ó üÊÌÅÒÏÍ. ôÁËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÔ. á ÓÌÏ×Á \ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÙ" ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ, ÐÏÖÁÌÕÊ, É Ë ÎÅÍÕ, Ë ëÏÛÉ. ëÏÛÉ
ÉÝÅÔ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ËÎÉÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ-
ÈÏÄÉÔ ÅÇÏ. åÝÅ ÒÁÚ ×ÓÑ ËÎÉÇÁ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÁ ÏÔ ËÏÒËÉ ÄÏ ËÏÒËÉ | Á ÞÉÔÁÅÔ ëÏÛÉ ÂÙÓÔÒÏ |
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÔ. äÁ, ×ÅÌÉËÉÊ üÊÌÅÒ ÏÂÌÁÄÁÌ ÆÁÎÔÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ, ÂÅÚÏÛÉÂÏÞÎÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ, ÎÏ
ÐÏÞÅÍÕ ÖÅ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á?!

ðÑÔØ ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ

. . . ðÒÏÛÌÏ ÐÑÔØ ÌÅÔ. é ×ÓÅ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ëÏÛÉ ÐÏÍÎÉÌ Ó×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ÄÉÁÌÏÇ Ó ìÁ-
ÇÒÁÎÖÅÍ. ïÎ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÙÔÁÌÓÑ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÇÒÁÆÉË ÔÁËÏÊ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ
y = x2, ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ y = x3 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏ-
ÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, | ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ×ÓÅ ËÏÒÏÞÅ É
ËÏÒÏÞÅ, ËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ x = 0, É ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÐÏ-
ÌÕÞÁÌÏÓØ. . . çÒÁÆÉË ÕÓËÏÌØÚÁÀÝÅÊ ÉÚ ×ÉÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÉ×ÁÌÓÑ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ.
úÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = K(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌÑ n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 0 ≤ K(x) ≤ xn ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ 0 ≤ x ≤ an, ÎÅ
ÐÏÄÄÁ×ÁÌÁÓØ ÒÅÛÅÎÉÀ.

üÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ËÏÒÏÔËÉÍÉ. . . éÈ ÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ó×ÏÅÇÏ
ÒÏÄÁ Õ×ÅÌÉÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÔÅËÌÏ, ÍÉËÒÏÓËÏÐ. áÎÁÌÏÇ ÔÁËÏÇÏ ÍÉËÒÏÓËÏÐÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ |
ÜÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÕÓÔØ x = 1

t . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÏÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ËÏÒÏÔËÉÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË
0 ≤ x ≤ an ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË 1

an ≤ t < +∞. îÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t
ÚÁÄÁÞÁ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:

K
(1
t

)
≤ 1
tn ;

ÉÌÉ

tn ≤ 1
K

(1
t
) ;

É ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÐÒÉ bn ≤ t < +∞.

÷ ÞÅÍ ÓÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á? åÓÌÉ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÁË f(t), ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

tn ≤ f(t)
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ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. á ÅÓÔØ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ? äÁ! ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÔØ!! ïÂ ÜÔÏÍ ÚÎÁÌÉ
ÅÝÅ × éÎÄÉÉ × ÇÌÕÂÏËÏÊ ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ÛËÏÌÑÒ ÐÏÍÎÉÔ ÉÓÔÏÒÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÕÀ ÎÁÇÒÁÄÕ
ÐÏÐÒÏÓÉÌ ÓÅÂÅ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØ ÛÁÈÍÁÔ!

÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ × ÎÁÛÉ ÄÎÉ É ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ [1] ÉÚ×ÌÅÞÅÍ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÅ. ÷ [1] ÎÁ ÓÔÒ.157 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = ex ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ (1) ÄÌÑ n = 5:
ex = 1 + x

1! + x2
2! + x3

3! + x4
4! + ec

5!x5.
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ex ≥ x3. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÕÖÅ
x4
4! ≥ x3. á ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ È, Á ÉÍÅÎÎÏ
ÐÒÉ x ∈ [4!; +∞).

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ex ≥ x3 ÐÒÉ x ≥ 4!. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ex ≥ xn
ÐÒÉ x ≥ (n+ 1)!. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = ax ÐÒÉ a > 1).

. . . ëÏÛÉ ×ÚÑÌ × ÒÕËÉ ÎÏ×ÏÅ ÐÅÒÏ, É ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(t) = at:

ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. îÏ ÐÕÓÔØ × ÞÅÓÔØ ×ÅÌÉËÏÇÏ
üÊÌÅÒÁ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ e. éÏÇÁÎÎ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁÚ×ÁÌ Ó×ÏÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ üÊÌÅÒÁ \ÐÅÒ×ÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÏÍ" { \mathematicorum princeps" ([3], ÓÔÒ.12). ëÏÛÉ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏÔ ÔÉÔÕÌ ÎÏÓÉÔ çÁÕÓÓ,
ÎÏ ÐÅÒ×ÙÍ ÅÇÏ ÏÂÌÁÄÁÔÅÌÅÍ ÂÙÌ ÉÍÅÎÎÏ üÊÌÅÒ.

éÔÁË, 1
K( 1

t )
= et. ôÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ ë. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 1
K(x) = e 1

x . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

K(x) = e−1
x :

îÁ ÂÕÍÁÇÅ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÔÁËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ë(È):

ë(È) = e−1
x ÐÒÉ x > 0; K(x) = 0 ÐÒÉ x ≤ 0:

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÓÁÍÏÌÅÔÁ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÇÏÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ×ÚÌÅÔÎÏÊ ÐÏÌÏÓÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÔÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÚÅÍÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÏÔÒÙ×
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÞÅÎØ-ÏÞÅÎØ ÐÌÁ×ÎÏ É ÍÅÄÌÅÎÎÏ | ×ÙÓÏÔÁ ÎÁÄ ÚÅÍÌÅÊ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ëÏÛÉ ÎÉËÁËÉÈ ÓÁÍÏÌÅÔÏ× ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, É íÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÁ×ÎÉÌ
ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÙÊ ÒÏÓÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÍÅÄÌÅÎÎÏ É ÔÑÇÏÓÔÎÏ, ÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÈÏÔÑ, Ó×ÅÔÁÅÔ
ÐÏÚÄÎÅÊ ÏÓÅÎØÀ (ÒÉÓ. 1).

òÉÓ. 1
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á ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ, ÞÅÔÎÕÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÀ

ë(È) = e
−1
|x| ÐÒÉ x 6= 0; K(0) = 0:

çÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÐÏÍÎÉÌ ëÏÛÉ Ã×ÅÔÏË, ËÏÔÏÒÙÊ, ÓÏÂÒÁ× ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÓÉÌÙ, ÓÍÏÇ ÒÁÓÐÕ-
ÓÔÉÔØÓÑ, ÎÏ ÐÏÔÏÍ ÅÇÏ ÏÂÅÓÓÉÌÅÎÎÙÅ ÌÅÐÅÓÔËÉ ÐÏÎÉËÌÉ, ÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉÄÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ y = 1
(ÒÉÓ. 2).

òÉÓ.2

÷ÐÒÏÞÅÍ, ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÍÏÄÕÌÑ, É ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÝÅ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÒÁÓÔÕÝÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ

ë(È) = e
−1
x2 ÐÒÉ x 6= 0; K(0) = 0: (3)

. . . ó×ÅÞÁ × ÐÏÄÓ×ÅÞÎÉËÅ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÏÇÁÓÌÁ. õ×ÌÅÞÅÎÎÙÊ ÒÁÓÞÅÔÁÍÉ ëÏÛÉ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÁ ÚÁÍÅÞÁÌ
ÅÅ ÐÒÅÒÙ×ÉÓÔÏÇÏ Ó×ÅÔÁ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, Ó×ÅÞÁ ÕÖÅ ÎÅ ÎÕÖÎÁ. îÏÞØ ÐÒÏÌÅÔÅÌÁ, ÚÁ ÏËÎÏÍ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÕÔÒÏ!
ïÎ ×ÎÏ×Ø É ×ÎÏ×Ø ÐÒÏ×ÅÒÉÌ Ó×ÏÉ ×ÙËÌÁÄËÉ. ïÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÙÌÏ. æÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ
ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ, ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ. ëÏÛÉ ÐÏÎÉÍÁÌ ×ÁÖÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÉÑ. ïÎ ÂÙÌ ÐÏÔÒÑÓÅÎ:
ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÕÛÁÌ ËÏÎÃÅÐÃÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ([2], ÓÔÒ. 300) É ÏÐÒÏ×ÅÒÇÁÌ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ. . .

. . . ðÒÏÛÌÏ ÅÝÅ ÐÑÔØ ÌÅÔ. ÷ÅÓÎÏÊ 1823 ÇÏÄÁ ïÇÀÓÔ ëÏÛÉ ÄÅÌÁÌ Ó×ÏÊ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÄÏËÌÁÄ × áËÁ-
ÄÅÍÉÉ ÎÁÕË. ïÎ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÏÂ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÔÅÔ, ÎÏ ÒÁÓÔÅÔ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÍÅÄÌÅÎÎÏ. ðÏÓÌÅ ×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÍÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÏ×. ïÄÉÎ ÍÏÌÏÄÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ
ÂÅÚÏÛÉÂÏÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÌ ÓÔÕÄÅÎÔÁ, ÐÏÄÎÑÌ ÒÕËÕ É ÐÏÄÎÑÌÓÑ Ó ÍÅÓÔÁ:

| íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ë(x) ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ. îÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÔÏÞËÅ È = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ? é ËÁË ÎÁÈÏÄÉÔØ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÒÉ x = 0?

ëÏÛÉ ×ÓÐÏÍÎÉÌ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ × ÜÔÏÍ ÚÁÌÅ ÄÅÓÑÔØ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ, ÕÌÙÂÎÕÌÓÑ | ÷ÓÅ ÐÏ×ÔÏÒÑ-
ÅÔÓÑ! | É ÏÔ×ÅÔÉÌ ÔÁË:

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. ôÁË
ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. é ÅÝÅ: ÏÓÅÎØÀ ×ÙÈÏÄÉÔ × Ó×ÅÔ ÍÏÑ ÎÏ×ÁÑ
ËÎÉÇÁ \òÅÚÀÍÅ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ" | ÔÁÍ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ! ([2], ÓÔÒ.
300).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ È = 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ë(È), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3), ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

ïÔ×ÅÔÙ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ K ′(0) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �K
�x = K(x)−K(0)

x =
e
−1
x2
x . ðÕÓÔØ x = 1

t É t→ +∞. ôÏÇÄÁ �K
�x = t

et2 . ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÄÅÓØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ
É ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ K ′(0) = 0 É K ′(x) = 2
x3 · e

−1
x2 ÐÒÉ x 6= 0.
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äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ K ′′(0) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ K′(x)−K′(0)
x ÐÒÉ

x→ 0. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÚÁÍÅÎÕ x = 1
t É ÕÓÔÒÅÍÉÔØ t Ë +∞. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ,

ÞÔÏ K ′′(0) = 0.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï K(n)(0) = 0 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ

ÄÌÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×).
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å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

÷ ÓÔÁÔØÅ ×ÙÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ" É ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ
ÐÕÔÅÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÍÙÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÏ× ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, Á ÔÁËÖÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ
ÁÎÁÌÏÇÉÊ.

ûÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï \ÁÌÇÅÂÒÁ" ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÏÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÔÒÁËÔÁÔÁ íÕÈÁÍÍÅÄÁ ÉÂÎ
íÕÓÙ ÁÌ-èÏÒÅÚÍÉ (787{ÏË. 850) \ëÒÁÔËÁÑ ËÎÉÇÁ ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÁÌ-ÄÖÁÂÒÁ É ÁÌ-ÍÕËÁÂÁÌÙ", ×Ù-
ÛÅÄÛÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ × 830 Ç. óÌÏ×Ï \ÁÌ-ÄÖÁÂÒ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÓÐÏÌÎÅÎÉÅ. ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ (ÞÌÅÎÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ) × ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×
ÄÒÕÇÏÊ (ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÞÌÅÎÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ) [1].

áÒÉÆÍÅÔÉËÅ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏ×ÅÚÌÏ ÍÅÎØÛÅ. ïÂÙÞÎÏ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï \ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ"
ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÏÔ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ����#�o&, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÏ [2]. á ËÁËÏ×Á ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÑ ÓÁÍÏÇÏ
ÓÌÏ×Á ����#�o&? ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á ����#�o&, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÅÔ ÓÌÏ×ÁÒØ á. ä. ÷ÅÊÓÍÁÎÁ [2]:

����#�o& | a) ÞÉÓÌÏ, b) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÍÅÒÁ, c) ÓÞÅÔ, ÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, d) ÓÞÅÔ (ËÁË ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÉÌÉ
ÎÁÕËÁ), e) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÞÅÓÔ×Õ: ��o
!� ����#�o& | ÏÄÎÉ ÐÕÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á; �o
����#�o& | ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙÊ, ÐÕÓÔÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË.

��#�o& | a) ÔÁËÔ (ÒÏ×ÎÏÓÔØ × Ä×ÉÖÅÎÉÉ; ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÓÏÂÌÀÄÁÅÍÁÑ × ÐÏÈÏÄËÅ, × ÔÁÎ-
ÃÁÈ, × ÍÕÚÙËÅ), b) ÒÉÔÍ ÉÌÉ ÒÏ×ÎÏÓÔØ É ÓÔÒÏÊÎÏÓÔØ × ÐÒÏÚÁÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÞÉ, numerus oratorius, c)
ÓÔÒÏÊÎÏÓÔØ, ÓËÌÁÄÎÏÓÔØ, ÓÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ, d) ÏÂÒÁÚ, ×ÉÄ, ÆÉÇÕÒÁ.

ðÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á numerus (ÞÉÓÌÏ) ÍÎÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉÓØ: ÏÄÎÉ ÓÞÉÔÁÀÔ ÅÇÏ ÐÅÒÅ-
×ÏÄÏÍ ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ��#�o& \ÒÉÔÍ", ÄÒÕÇÉÅ | ����#�o& \ÞÉÓÌÏ". ðÏÌÌÉÔÔ [5] ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ
ÔÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ \ÞÉÓÌÏÍ" É \ÒÉÔÍÏÍ". \òÉÔÍ-ÞÉÓÌÏ", ÐÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ðÏÌÌÉÔÔÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÏÒÍÕ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ ÆÏÒÍÙ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ, Ó ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÍÉ
[4].

éÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË í. í. ðÏÓÔÎÉËÏ× ÔÁËÖÅ ÄÕÍÁÌ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ:

. . . ÷ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌØ ÄÒÅ×ÎÅÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÄ×Á ÌÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÓÌÅ-
ÄÙ, ËÁË ÌÀÄÉ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ, Ô.Å. × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁËÉÈ
ÍÏÄÅÌÅÊ ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÌÏ. . . îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÁË | ÓÌÅÄÙ ÏÓÔÁÌÉÓØ!

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ × ÑÐÏÎÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ËÒÕÇÌÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÌÑ ÖÉ×ÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. . . .

íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÑÐÏÎÓËÉÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÕÄÉÍÅÎÔ ÈÏÄÁ ÍÙÓÌÅÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÄÉ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ
ÞÉÓÌÁ É, ÇÄÅ-ÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÅÝÅ ÐÉÔÅËÁÎÔÒÏÐÏ×, ÄÌÑ ÁÒÂÕÚÏ×
ÂÙÌÁ ÏÄÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ, ÄÌÑ ÄÙÎØ { ÄÒÕÇÁÑ, ÄÌÑ ÐÁÌÏË { ÔÒÅÔØÑ, ÄÌÑ ÌÀÄÅÊ {
ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÕÈÏÄÉÌÁ { ÒÁÚ, Ä×Á, ÔÒÉ É ×ÓÅ, ÎÏ, ×Ï ×ÓÑËÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÂÙÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÑ ÉÈ ÓÞÅÔÁ. ðÏÔÏÍ
ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ËÒÕÇÌÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÐÒÏÄÏÌÇÏ×ÁÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÄÒÕÇÉÅ
ÓÌÏ×Á. ôÏÌØËÏ ÎÁ ÏÞÅÎØ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÕÐÅÎÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÔÏÊ ÍÙÓÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ
ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÓÕÔØ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ É ÓÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ × ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ [6].

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑÐÏÎÓËÉÊ ÑÚÙË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÙÍ × ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐ-
ÐÙ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÍÅÀÔÓÑ É × ÑÚÙËÅ ÄÁÌØÎÅ×ÏÓÔÏÞÎÏÊ ÎÁÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÉ×ÈÏ×. ïÂ ÜÔÏÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌØ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÙ×ÏË ÉÚ ÐÏ×ÅÓÔÉ ç. çÏÒÁ \àÎÏÛÁ Ó ÄÁÌÅËÏÊ ÒÅËÉ", ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ Ï
ÔÏÍ, ËÁË Á×ÔÏÒ ÏÂÕÞÁÌ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÍÏÌÏÄÏÇÏ ÎÉ×ÈÁ îÏÔÁ:

1÷ÐÅÒ×ÙÅ ÓÔÁÔØÑ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × �9 ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ" ÚÁ 2011Ç.
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\ñ ÐÏÍÏÇÁÌ îÏÔÕ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ . . . úÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÌÅÇËÁÑ, ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÎÏ îÏÔ
ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇ ÅÅ ÒÅÛÉÔØ. îÕÖÎÏ ÂÙÌÏ Ë ÓÅÍÉ ÄÅÒÅ×ØÑÍ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÅÝÅ ÛÅÓÔØ ÉÌÉ ÏÔ
ÔÒÉÄÃÁÔÉ ÐÕÇÏ×ÉÃ ÏÔÎÑÔØ ÐÑÔØ.

| ëÁËÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑ? | ÓÐÒÏÓÉÌ îÏÔ, | ÄÌÉÎÎÙÅ, ËÏÒÏÔËÉÅ? ëÁËÉÅ ÐÕÇÏ×ÉÃÙ? ëÒÕÇ-
ÌÙÅ?

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÒÅÛÁÔØ. ÏÎ ÈÏÔÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ×Ï ×ÓÅÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÓÔÉ É ÄÅÒÅ×ØÑ,
É ÐÕÇÏ×ÉÃÙ.

| ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, | ÏÔ×ÅÔÉÌ Ñ, | ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Ï É ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÍÅÔÁ.
îÏÔ ÍÅÎÑ ÎÅ ÐÏÎÑÌ. é Ñ ÔÏÖÅ ÎÅ ÓÒÁÚÕ ÐÏÎÑÌ ÅÇÏ. ïÎ ÍÎÅ ÏÂßÑÓÎÉÌ, ÞÔÏ Õ ÎÉ×ÈÏ×

ÄÌÑ ÄÌÉÎÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ (ÆÏÒÍÙ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ), ÄÌÑ
ËÏÒÏÔËÉÈ | ÄÒÕÇÉÅ, ÄÌÑ ËÒÕÇÌÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÔÒÅÔØÉ. . . õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ×
ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÁÌÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÎÏ É ËÁÞÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÍÅÔÏ×"
(ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÏ [7]).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÍÎÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÅÍÅÃËÏÇÏ ÒÏÍÁÎÔÉËÁ îÏ×ÁÌÉÓÁ:

÷ÓÑËÉÊ ÍÅÔÏÄ ÅÓÔØ ÒÉÔÍ: ÅÓÌÉ ËÔÏ Ï×ÌÁÄÅÌ ÒÉÔÍÏÍ ÍÉÒÁ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎ Ï×ÌÁ-
ÄÅÌ ÍÉÒÏÍ. õ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÅÓÔØ Ó×ÏÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÒÉÔÍ [3].

é ÓÏ×ÓÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ É ÑÓÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÌÓÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÁËÁÄÅÍÉË é. ò. ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ:

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÕÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÜÔÏ ÓÞÅÔ. îÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÙ, ÓËÁÖÅÍ: ÑÂÌÏËÏ, Ã×ÅÔÏË, ÓÏÂÁËÁ, ÄÏÍ, ÓÏÌÄÁÔ,
ÄÅ×ÕÛËÁ, ÌÕÎÁ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ 7 | ÎÏ 7 ÞÅÇÏ? åÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ 7 ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. òÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÁËÏÊ É ÌÕÎÏÊ, ÍÅÖÄÕ ÑÂÌÏËÏÍ É ÓÏÌÄÁÔÏÍ
| ÉÓÞÅÚÁÀÔ: ÏÎÉ ×ÓÅ ÐÏÔÅÒÑÌÉ Ó×ÏÀ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÓÔØ É ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÉÓØ × ÌÉÛÅÎÎÙÅ
ÐÒÉÚÎÁËÏ× \ÐÒÅÄÍÅÔÙ". óÞÅÔ ÕÂÉ×ÁÅÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÓÔØ [8].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ �o ����#�o& | ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙÊ, ÐÕÓÔÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË |
ÜÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË, ÌÉÛÅÎÎÙÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÄÌÑ ÓÞÅÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÏÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÓÔÉ.

ôÁË ËÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ îÏ×ÁÌÉÓÕ \Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÅÓÔØ Ó×ÏÊ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÊ ÒÉÔÍ", ÔÏ ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÉÔÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÎÙÍ,
ÞÔÏ �o ����#�o& | ÜÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË, ÌÉÛÅÎÎÙÊ ÒÉÔÍÁ, É ÓÌÏ×Ï ����#�o& ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÒÉÔÍÁ",
Ô.Å. ÓÌÏ×Ï ����#�o& ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÌÉÑÎÉÅ ÓÌÏ×Á ��#�o& Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÅÊ ��. úÁÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ × çÒÅÞÅÓËÏ-ÒÕÓÓËÏÍ ÓÌÏ×ÁÒÅ á.ä.÷ÅÊÓÍÁÎÁ ÞÁÓÔÉÃÁ �� ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁË
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ, ÞÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ × ÐÏÌØÚÕ ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÉÑÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃÙ �� ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ ��#�o&.
ôÁËÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÅ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×ÁÒÉ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ
ÑÚÙËÁ, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÉÑÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃÙ �� ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ ��#�o& ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÅÝÅ × ÄÏÐÉÓØÍÅÎ-
ÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÕÂÅÖÄÁÅÔ ÎÁÓ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎ-
ÎÏÊ ÚÄÅÓØ ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÉ ÓÌÏ×Á ����#�o&.
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\âÁÛÎÉ ÉÚ Ä×ÏÅË É ÔÒÏÅË" ÷ÅÌÉÍÉÒÁ èÌÅÂÎÉËÏ×Á

|á: ÷:öÕËÏ×|

òÅÄÁËÃÉÑ Ó ÐÒÉÓËÏÒÂÉÅÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ 29 ÎÏÑÂÒÑ 2011Ç., ËÏÇÄÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ×ÁÛÅÍÕ ×ÎÉ-
ÍÁÎÉÀ ÓÔÁÔØÑ ÂÙÌÁ ÕÖÅ ÐÒÉÎÑÔÁ Ë ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ, ÓËÏÒÏÐÏÓÔÉÖÎÏ ÓËÏÎÞÁÌÓÑ ÅÅ Á×ÔÏÒ áÌÅËÓÁÎÄÒ
÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ öÕËÏ×. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÐÏÞÅÒÐ-
ÎÕÔÙÅ ÉÚ ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÷ÅÌÉÍÉÒÁ èÌÅÂÎÉËÏ×Á. òÅÄÁËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
ËÒÁÔËÕÀ ÂÉÏÇÒÁÆÉÀ Á×ÔÏÒÁ.

òÏÄÉÎÁ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á | ÂÕÄÕÝÅÅ,
ÏÔÔÕÄÁ ÄÕÅÔ ×ÅÔÅÒ ÂÏÇÏ× É ÓÌÏ×Á.
÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ×, ([1], ÓÔÒ. 216).

÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× (1885 | 19221) ×ÏÛ£Ì × ÉÓÔÏÒÉÀ ÐÏÜÚÉÉ ËÁË ÎÏ×ÁÔÏÒ, Ô×ÏÒÅÃ ÎÏ×ÙÈ ÓÍÙ-
ÓÌÏ× É ÉÎÔÕÉÃÉÊ. åÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Õ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÉÓËÕÓÓÔ×Ï×ÅÄÞÅÓËÉÅ ÔÒÕÄÙ. ãÅÌØ
ÜÔÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ | ÏÂÓÕÄÉÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÇÏÌÏÓËÉ ÅÇÏ ÐÏÜÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÞÁÒÏ×Á-
ÎÉÊ.

þÉÓÌÁ! çÏÌÙÅ ×Ù ×ÏÛÌÉ × ÍÏÀ ÄÕÛÕ
é Ñ ÏÄÅÌ ×ÁÓ ÏÄÅÖÄÏÀ ÚÅÍÎÙÈ ÞÕ×ÓÔ× É ÐÁÍÑÔÉ.

([1], ÓÔÒ. 182).
áÈ, ÜÔÉ Ú×ÕÞÁÝÉÅ ÍÙÓÌÉ É ÒÏËÏÔ ÓÉÈ ÓÔÒÕÎ! ëÅÍ ×Ù ÐÏ×ÅÛÅÎÙ ÎÁ ÔÏ
ÍÅÓÔÏ, ÏÔËÕÄÁ Ñ ×ÚÑÌ ×ÁÓ? ÷Ù, ×ÙÓÏËÉÅ ÓÔÒÕÎÙ ÏÔ Ú×ÅÚÄ Ë ËÁÍÎÑÍ
É ÒÏÝÁÍ. ëÁÞÁÌÉÓØ ÍÙÓÌÏ×ÙÍÉ ×ÅÒÈÕÛËÁÍÉ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÅ ÇÒÅÚÏÇÉ. óÉÎØ,
×ÅÔÅÒ É ÐÅÓÎØ, É ÎÏÞÎÁÑ ÔÉÛÉÎÁ, É ÎÏÞÎÁÑ ×ÙÛÉÎÁ ÓÔÒÕÎ, ÏÔÔÕÄÁ ÓÀ-
ÄÁ, ËÁË ËÏÐØÑ ×ÒÅÍ£Î, ËÁË ÓÔÒÁÖÁ ÕÓÔÁÌÏÇÏ ÒÏÐÏÔÁ, ËÁË ×ÏÌÎÙ ÓÚÏ×ÏÍ
ÏÔÔÕÄÁ ÓÀÄÁ.

ôÁÍ ÖÅ.
ñ ÄÁÌ ÏÂÅÝÁÎÉÅ ×Ó£ ÐÏÎÑÔØ,
þÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÓÅÍ É ×Ó£
é ÎÁÕÞÉÔØ ÉÈ ÜÔÏÍÕ.

([1], ÓÔÒ. 168).

÷ÅÌÉÍÉÒ (÷ÉËÔÏÒ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ) èÌÅÂÎÉËÏ× ÏÂÕÞÁÌÓÑ × 1903 { 1908 ÇÏÄÁÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ÷ 1908 ÇÏÄÕ ÐÅÒÅ×£ÌÓÑ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁ-
ËÕÌØÔÅÔÁ óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ÷ 1909 ÇÏÄÕ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÎÁ æÁËÕÌØÔÅÔ ×ÏÓÔÏÞÎÙÈ
ÑÚÙËÏ×, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÛ£Ì ÎÁ ÓÌÁ×ÑÎÏ-ÒÕÓÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ éÓÔÏÒÉËÏ-ÆÉÌÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ. ÷
1911 ÇÏÄÕ ÏÔÞÉÓÌÅÎ ÚÁ ÎÅÕÐÌÁÔÕ.

1\ìÀÄÉ ÍÏÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÓÔÏ ÕÍÉÒÁÀÔ 37 ÌÅÔ, ÍÎÅ ÕÖÅ 37 ÌÅÔ", | ÚÁÍÅÔÉÌ ÐÏÜÔ ×ÅÓÎÏÊ 1922 ÇÏÄÁ ([1], ÓÔÒ. 273).
55
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\âÁÛÎÉ ÉÚ Ä×ÏÅË É ÔÒÏÅË"

ðÒÕÖÉÎÙ ÔÒÏÅË ×ÉÄÅÌ Ñ É Ä×ÏÅË
÷ ÖÅÌÅÚÎÏÍ ÞÕÞÅÌÅ ÍÉÒÏ×,

õÐÒÕÇÉÊ ÇÏ×ÏÒ ÞÉÓÅÌ.
([1], ÓÔÒ. 169).

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÚÅÒÃÁÔØ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ, ÔÏÞÎÏ ÂÌÅÓËÉ
ÛÁÒÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÓÅÌÅÎÎÕÀ.

([1], ÓÔÒ. 244).

æÒÁÇÍÅÎÔ ÉÚ \äÏÓÏË óÕÄØÂÙ", [1], ÓÔÒ. 11.
õ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÁÍÅÎÎÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÔÒ£È, Á ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÅ ÖÉ×£Ô ÂÅÚ ÐÒÅÄÅÌÁ; ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Õ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ \Ô×£ÒÄÙÍÉ" Ä×ÏÊËÏÊ É ÔÒÏÊ-
ËÏÊ, Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÖÉ×£Ô ÓÌÏÖÎÏÊ ÖÉÚÎØÀ, Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÉÇÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎ. ôÁÍ, ÇÄÅ ÒÁÎØÛÅ ÂÙÌÉ
ÇÌÕÈÉÅ ÓÔÅÐÉ ×ÒÅÍÅÎÉ, ×ÄÒÕÇ ×ÙÒÏÓÌÉ ÓÔÒÏÊÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ Ä×ÏÊËÅ É ÔÒÏÊ-
ËÅ, É ÍÏ£ ÓÏÚÎÁÎÉÅ ÐÏÈÏÄÉÌÏ ÎÁ ÓÏÚÎÁÎÉÅ ÐÕÔÎÉËÁ, ÐÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÄÒÕÇ ×ÙÓÔÕÐÉÌÉ ÚÕÂÞÁÔÙÅ
ÂÁÛÎÉ É ÓÔÅÎÙ ÎÉËÏÍÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ.

åÓÌÉ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓËÁÚÁÎÉÉ ëÉÔÅÖ-ÇÒÁÄ ÐÏÔÏÎÕÌ × ÇÌÕÈÏÍ ÌÅÓÎÏÍ ÏÚÅÒÅ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÚ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÐÑÔÎÁ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÚÅÒÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÙÓÔÕÐÁÌ ÓÔÒÏÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÏÅË Ó ÂÁÛÎÑÍÉ
É ËÏÌÏËÏÌØÎÑÍÉ, ËÁËÏÊ-ÔÏ þÉÔÅÖ-ÇÒÁÄ. . .

áÎÁÌÉÚ ÔÅËÓÔÁ \äÏÓÏË óÕÄØÂÙ" ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕ-
ÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏ-ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ
Ä×ÏÅË É ÔÒÏÅË:

n∑

i=0

m∑

j=0

(±2i
) · (±3j

)
; n;m ∈ I′0: (1)

üÔÏ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ (1), ÎÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. üÌÅÇÁÎÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎ × \äÏÓËÁÈ óÕÄØÂÙ", [1], ÓÔÒ. 251:

11 = 32 + 2 = 23 + 3:
îÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÚÏÔÉËÏÊ" | ÏÎÁ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÅÎÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ \ÚÏÌÏÔÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ" [2]. úÁÍÅÞÕ, ÞÔÏ ÉÎ-
ÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÁÑ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÁ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× ÎÁÛÅÇÏ ÔÅÚÁÕÒÕÓÁ, É ÜÔÏ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÐÏÍÅÈÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÔÅËÓÔÏ×ÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ
ÐÏ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×ÑÚÉ.

÷ \äÏÓËÁÈ óÕÄØÂÙ" ÷ÅÌÉÍÉÒÁ èÌÅÂÎÉËÏ×Á ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×: ÚÁÍÅÎÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 2i É 3j × ÆÏÒÍÕÌÅ
(1) ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ (1). åÓÌÉ ÜÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ, ÔÏ, ÉÄÑ ÐÏ ÐÕÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ, ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ×ÙÓÏËÉÅ \ÂÁÛÎÉ" ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ìÀÂÏÐÙÔÎÁ ÆÒÁËÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
ÔÁËÏÇÏ \þÉÔÅÖ-ÇÒÁÄÁ".

ðÏÈÏÖÉÅ ÎÁ ÄÅÒÅ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÐÒÏÓÔÙÅ, ËÁË ÓÔ×ÏÌ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ, ÇÉÂËÉÅ É ÖÉ×ÕÝÉÅ
ÓÌÏÖÎÏÊ ÖÉÚÎØÀ ×ÅÔ×ÑÍÉ Ó×ÏÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ([1], ÓÔÒ. 11).

ñ ×ÉÄÅÌ ÉÈ ÚÒÉÔÅÌØÎÏ: ÇÏÒÙ, ÇÒÏÍÁÄÎÙÅ ÇÌÙÂÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓÅÌÁ, ÏÔÄÙÈÁÑ,
ÈÉÝÎÁÑ ÐÔÉÃÁ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÔÉÃÁ ÓÏÚÎÁÎÉÑ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É ÔÏÞÎÏ ÔÏÎËÉÅ ÓÔ×ÏÌÙ ÄÅÒÅ×ØÅ×,
×ÅÔËÉ Ó Ã×ÅÔÁÍÉ É ÖÉ×ÙÍÉ ÐÔÉÃÁÍÉ, ÐÏÒÈÁÀÝÉÍÉ ÐÏ ÎÉÍ, ËÁÚÁÌÏÓØ ×ÒÅÍÑ. (ôÁÍ ÖÅ).
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\áÚÂÕËÁ ÎÅÂÁ"

îÕ, ÔÁÝÉÓÑ óÉ×ËÁ,
| ûÁÒÁ ÚÅÍÎÏÇÏ,
áÊÄÁ ÐÏÎÅÍÎÏÇÕ.
ñ ÚÁÐÒ£Ç ÔÅÂÑ
óÏÈÏÊ Ú×£ÚÄÎÏÀ,
ñ ÓÔÅÇÁÀ ÔÅÂÑ
ðÌ£ÔËÏÊ ÇÒ£ÚÎÏÀ.

([1], ÓÔÒ. 7).

÷ ìÉÓÔÅ 3 \äÏÓÏË óÕÄØÂÙ" ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \áÚÂÕËÁ ÎÅÂÁ" ÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÁÐ-
ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÅÒÉÏÄÏ× ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ óÏÌÎÃÁ ÛÅÓÔÉ ÐÌÁÎÅÔ. ðÏ èÌÅÂÎÉËÏ×Õ, ×ÏÄÒÕÖ£Î \ÇÏ-
ÒÏÄ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ ÎÅÂÅ":

úÅÍÌÑ: 365 = 35 + 34 + 33 + 32 + 31 + 30 + 1;
íÁÒÓ: 687 = 36 − 33 − 32 − 31 − 30 − 2;
àÐÉÔÅÒ: 4332 = 37 + 2 · 36 + 2 · 35 + 2 · 34 + 33 + 32 + 31;
óÁÔÕÒÎ: 10759 = 38 + 37 + 2 · 36 + 2 · 35 + 34 − 32 − 31 − 30 − 1;
õÒÁÎ: 30688 = 39 + 38 + 2 · 37 + 2 · 33 + 32 + 31 + 2 · 30 + 2;
îÅÐÔÕÎ: 60181 = 310 + 36 + 35 + 34 + 2 · 33 + 2 · 32 + 2 · 31 + 30.

üÔÏ | ÇÏÒÏÄ-\Ä×ÏÊÎÉË", ÇÏÒÏÄ-ÐÏÂÒÁÔÉÍ ÂÁÛÅÎÎÏÍÕ ÍÅÇÁÐÏÌÉÓÕ, ×ÏÚÄ×ÉÇÎÕÔÏÍÕ × ÎÅÂÅÓÎÙÈ
×ÉÒÔÕÁÌÉÑÈ ðÌÁÔÏÎÏÍ (× ÅÇÏ ÄÉÁÌÏÇÁÈ \çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï" É \ôÉÍÅÊ"). óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÍÉÒÁ ðÌÁÔÏÎÁ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ó. öÉÔÏÍÉÒÓËÉÍ [3], ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÎÅÂÅÓÎÙÈ ÓÆÅÒ
×ÅÌÉËÉÊ ÆÉÌÏÓÏÆ ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ:

ìÕÎÁ: 27 = 33;
óÏÌÎÃÅ: 35 = 33 + 23;
÷ÅÎÅÒÁ: 44 = 33 + 32 + 23;
íÅÒËÕÒÉÊ: 48 = 33 + 32 + 23 + 22;
íÁÒÓ: 51 = 33 + 32 + 31 + 23 + 22;
àÐÉÔÅÒ: 53 = 33 + 32 + 31 + 23 + 22 + 21;
óÁÔÕÒÎ: 54 = 33 + 32 + 31 + 23 + 22 + 21 + 20;
ú×£ÚÄÙ: 108 = 2 · (33 + 32 + 31 + 23 + 22 + 21 + 20);

üÚÏÔÅÒÉËÁ \äÏÓÏË ÓÕÄØÂÙ"

åÓÌÉ Ñ ÏÂÒÁÝÕ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Ï × ÞÁÓÙ
é ÐÏËÁÖÕ, ËÁË ÓÔÒÅÌËÁ ÓÔÏÌÅÔÉÊ Ä×ÉÖÅÔÓÑ,
îÅÕÖÅÌÉ ÉÚ ×ÁÛÅÊ ×ÒÅÍ£Î ÐÏÌÏÓÙ
îÅ ×ÙÌÅÔÉÔ ×ÏÊÎÁ, ËÁË ÎÅÎÕÖÎÁÑ ÉÖÉÃÁ?

([1], ÓÔÒ. 6).

úÁÐÉÓÉ ÉÚ \äÏÓÏË óÕÄØÂÙ":
ñ ÐÏÎÑÌ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÑÈ Ä×ÕÈ É ÔÒ£È. (ÓÔÒ. 10).
íÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁËÏÎ ×ÒÅÍÅÎÉ: ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÞÅÒÅÚ 3n ÄÎÅÊ

É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÞÅÒÅÚ 2n ÄÎÅÊ. (ÓÔÒ. 182).
íÏÖÎÏ ÒÁÓÃ×ÅÔÉÔØ ËÒÁÓËÏÊ ËÒÏ×É, ÖÅÌÅÚÁ É ÓÍÅÒÔÉ ÐÒÉÚÒÁÞÎÙÅ ÏÞÅÒÔÁÎÉÑ ÓËÒÅÐÙ 3n

ÄÎÅÊ. . . åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ËÒÕÐÎÙÍ ×ÏÅÎÎÙÍ ÕÓÐÅÈÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÌÎÙ ÞÅÌÏ×ÅÞÅ-
ÓÔ×Á, ÂÙÌÁ ÛÁÇÏÍ ÚÁ×ÏÅ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, ÞÅÒÅÚ 3n ÓÕÔÏË, ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÔÏÇÏ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÄÎ£Í ÏÔÐÏÒÁ ÅÍÕ. (ÓÔÒ. 12).

÷ÏÓÈÏÄ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ \Ä×Á", Á ÚÁËÁÔ Ñ×ÌÅÎÉÑ, ÅÇÏ ×ÅÞÅÒ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × ÓÔÒÁ-
ÎÅ \ÔÒÉ". (ÓÔÒ. 78).
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\äÏÓËÉ óÕÄØÂÙ" ÐÅÓÔÒÑÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ × ÚÁÞ£Ô ËÏÐÉÌËÉ \ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ÚÁËÏÎÁ ×ÒÅÍÅÎÉ".

ïÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÔÏÒÏÎÅ ÍÅÌËÉÊ ×ÏÐÒÏÓ \ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÉ" Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÐÏÔÏËÏ× ÓÏÂÙ-
ÔÉÊ: ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÅÒÅÚ 3n ÄÎÅÊ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÅÒÅÚ 2n ÄÎÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ | ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÈ
ÞÅÒÅÚ 3n·2n ÄÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÔÏÒÏÎÅ Ä×Á ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ
ÓÏÂÙÔÉÅ: ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÂÅÄÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ, ÕËÁÖÕ ÎÁ \ÁÈÉÌÌÅÓÏ×Õ ÐÑÔÕ" ÎÕÍÅ-
ÒÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ × ÃÅÌÏÍ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÓÅ \ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ" \ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ÚÁËÏÎÁ ×ÒÅÍÅÎÉ" ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ äÉÒÉÈÌÅ: ÅÓÌÉ ËÒÏÌÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËÌÅÔÏË, ËÕÄÁ ÉÈ
ÚÁÔÁÌËÉ×ÁÀÔ, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÌÅÔËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÛÁÓÔÏÇÏ. óÔÅ-
ÐÅÎÉ Ä×ÏÅË É ÔÒÏÅË | ÜÔÏ \ËÌÅÔËÉ", ÉÈ ÎÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ, ÓÏÂÙÔÉÑ | \ËÒÏÌÉËÉ", ÉÈ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÏÄÞÉÎ£ÎÎÙÈ \ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ úÅÍÎÏÇÏ ÛÁÒÁ" ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×Ó£
ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ. ôÁË ÞÔÏ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ × ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÉ ÔÉÐÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ
ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ: \ÞÉÓÌÁ ÔÁË ÓÉÌØÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÙ × ÎÁÛÅÍ ÍÉÒÅ, ÔÏÞÎÏ
ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÌÁÍÑ × ÂÅÓÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÅÒËÁÌÁÈ" (÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× | [1], ÓÔÒ. 79).

íÎÅ ÏÂÙÞÎÏ ×ÏÚÒÁÖÁÀÔ: ÎÏ ×ÅÄØ ðÏÜÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, | \ÎÁ ËÏÎÞÉËÅ ÐÅÒÁ" ÕÄÁÌÏÓØ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔØ É ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ÇÒÑÄÕÝÕÀ ÄÁÔÕ ÏËÔÑÂÒØÓËÏÊ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ 1917 ÇÏÄÁ!

çÌÕÂÏËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÔÏÒ \äÏÓÏË óÕÄØÂÙ" ÷ÁÓÉÌÉÊ âÁÂËÏ× ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ Á×-
ÔÏÂÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÷ÅÌÉÍÉÒÁ èÌÅÂÎÉËÏ×Á, ÓÄÅÌÁÎÎÕÀ × 1912 ÇÏÄÕ:

åÓÌÉ ÷ÉÚÁÎÔÉÑ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÌÁÓØ ÏÔ òÉÍÁ × 393 ÇÏÄÕ, ÔÏ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÅÎÉÅ áÍÅÒÉËÉ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ
ÞÅÒÅÚ (365 + 48 · 2) · 3 = 1383 | × 1776 ÇÏÄÕ . . .

ðÏÌÏ×ÃÙ ÚÁ×ÏÅ×ÁÌÉ ÒÕÓÓËÕÀ ÓÔÅÐØ × 1093 ÇÏÄÕ ÞÅÒÅÚ 1383 ÇÏÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÁÄÅÎÉÑ óÁÍÎÉÕÍÁ ×
290 ÇÏÄÕ.

îÏ × 534 ÇÏÄÕ ÂÙÌÏ ÐÏËÏÒÅÎÏ ÃÁÒÓÔ×Ï ×ÁÎÄÁÌÏ×; ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÖÄÁÔØ × 1917 ÇÏÄÕ ÐÁÄÅÎÉÑ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á?

([1], ÓÔÒ. 180).

îÁ ÜÔÏÔ ÄÏ×ÏÄ ×ÏÚÒÁÚÉÌ ÅÝ£ ÐÉÓÁÔÅÌØ II ×ÅËÁ ìÕËÉÁÎ, ÎÏ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÅÍÕ ÓÌÏ×Ï,
ÏÔÍÅÞÕ, ÞÔÏ × 1912 ÇÏÄÕ ËÒÕÛÅÎÉÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÍÎÏÇÉÅ, × ÔÏÍ
ÞÉÓÌÅ É ÅÇÏ Á×ÔÏÒÉÔÁÒÎÙÊ ÇÌÁ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÍÏÇ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÌÕÞÛÅÇÏ, ËÁË ÂÒÏÓÉÔØ
Ó×ÏÉÈ ÐÏÄ×ÌÁÓÔÎÙÈ × ÇÏÒÎÉÌÏ ðÅÒ×ÏÊ ÍÉÒÏ×ÏÊ ×ÏÊÎÙ.

éÔÁË,
. . . ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏ Ä×ÁÄÃÁÔØ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ,

×ÚÑ×ÛÉ Ä×ÁÄÃÁÔØ ÂÏÂÏ× × ÒÕËÕ É ÚÁÖÁ×ÛÉ ÉÈ, ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÔØ ÄÅÓÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË, ÓËÏÌØËÏ Õ
ÎÅÇÏ × ÒÕËÅ ÂÏÂÏ×; ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁÕÇÁÄ: ËÔÏ | ÓÅÍØ, ËÔÏ | ÐÑÔØ, Á ËÔÏ ÐÕÓÔØ ÓËÁÖÅÔ
ÔÒÉÄÃÁÔØ, ÅÝ£ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÕÓÔØ ÓËÁÖÅÔ ÄÅÓÑÔØ ÉÌÉ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØ É ×ÏÏÂÝÅ ÏÄÉÎ ÎÁÚÏ×£Ô ÏÄÎÏ
ÞÉÓÌÏ, ÄÒÕÇÏÊ | ÄÒÕÇÏÅ. íÏÖÅÔ ÓÔÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÁ×ÄÕ.
îÅ ÔÁË ÌÉ?

ìÕËÉÁÎ. çÅÒÍÏÔÉÍ, ÉÌÉ Ï ×ÙÂÏÒÅ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ, 65/ ðÅÒ. î. âÁÒÁÎÏ×Á.

\ëÏÓÔÒÙ ×ÒÅÍÅÎÉ" × 3n ÄÎÅÊ ÎÅ ÐÒÅÌØÝÁÌÉ ÷ÅÌÉÍÉÒÁ èÌÅÂÎÉËÏ×Á. ÷ÏÊÎÁ | ÜÔÏ \ÎÅÎÕÖÎÁÑ
ÉÖÉÃÁ". ÷ \óÂÏÒÎÉËÅ ÚÁËÏÎÏ×" \ÚÁÞÅÌÏ×ÅËÁ", ÇÏÔÏ×ÏÇÏ \ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÓÎÕ ÞÉÓÅÌ", ÚÎÁÞÉÔÓÑ:

ó×ÏÄ ÚÁËÏÎÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ× É ÓÕÄÅÊ É ÃÅÐÅÊ, ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ú×£ÚÄ
ÎÁ×ÅÒÈÕ. ([1], ÓÔÒ. 180).
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\þÅÞÅ×ÉÃÁ" ÐÏÜÚÉÉ

íÙ ÄÏÌÇÏ ÉÓËÁÌÉ ÔÁËÕÀ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÞÅÞÅ×ÉÃÅ, ÚÁÄÁÞÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ
ÅÀ Ë ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÌÕÞÉ ÔÒÕÄÁ ÈÕÄÏÖÎÉËÁ É ÔÒÕÄÁ
ÍÙÓÌÉÔÅÌÅÊ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ÂÙ × ÏÂÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ É ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÚÁÖÅÞØ É
ÏÂÒÁÔÉÔØ × ËÏÓÔ£Ò ÄÁÖÅ ÈÏÌÏÄÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×Ï ÌØÄÁ.

÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× ([1], ÓÔÒ. 140).

èÕÄÏÖÎÉËÉ É ÍÙÓÌÉÔÅÌÉ ÐØÀÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \ÎÁÉÔÉÅ".
éÂÏ
ðÏÜÔ, ËÏÇÄÁ ÓÁÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅÎÏÖÎÉË íÕÚÙ, ÕÖÅ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÚÄÒÁ×ÏÍ ÒÁÓÓÕÄËÅ, ÎÏ ÄÁ£Ô

ÉÚÌÉ×ÁÔØÓÑ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÉÔÉÀ, ÓÌÏ×ÎÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÕ.
ðÌÁÔÏÎ, úÁËÏÎÙ, IV, 719 Å/ ÐÅÒ. á.î. åÇÕÎÏ×Á:

é
îÉ ÏÄÉÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÎÅ ÍÙÓÌÉÔ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

áÌØÂÅÒÔ üÊÎÛÔÅÊÎ.
ðÒÏ×ÉÄÅÎÉÅ ÓËÁÚÏË ÐÏÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÏÓÏÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÐÅÃ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á, |

÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ× ([1], ÓÔÒ. 203).

îÁ ÞÔÏ ÷ÁÓÉÌÉÊ âÁÂËÏ× ÚÁÍÅÞÁÅÔ: \÷ÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÓÏÈ ÐÏ ÒÕËÅ ÌÉÛØ ÂÏÇÁÔÙÒÀ" (ôÁÍ ÖÅ).
õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÉÄÅÎÉÅ ÷ÅÌÉÍÉÒÏÍ èÌÅÂÎÉËÏ×ÙÍ ÏÄÎÏÊ ËÏÓÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ

ÕÐÏÍÉÎÁÅÔ ÷ÁÓÉÌÉÊ âÁÂËÏ×. ñ ÅÇÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏ×ÅÄÞÅÓËÉÅ ÎÁÈÏÄËÉ × ËÎÉÇÅ [1] ÄÏÐÏÌÎÀ ÏÄÎÏÊ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÔÁÌØÀ.

á. î. áÎÄÒÉÅ×ÓËÉÊ ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÔ [4], ÞÔÏ × 1919{1920 ÇÏÄÁÈ èÌÅÂÎÉËÏ× ×ÙÓËÁÚÁÌ ÅÍÕ ÉÄÅÀ Ï
ÐÕÌØÓÉÒÕÀÝÅÊ ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ: \ôÁËÔ ÐÕÌØÓÁÃÉÉ ÎÁÛÅÊ ÇÁÌÁËÔÉËÉ ÔÁË ×ÅÌÉË, ÞÔÏ ÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ
ÅÇÏ ÉÚÍÅÒÉÔØ. îÉËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÔÁ É ÂÙÔØ Ó×ÉÄÅÔÅÌÅÍ ÅÇÏ ËÏÎÃÁ."

÷ 1923 ÇÏÄÕ ÌÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÉÊ ÆÉÚÉË á. á. æÒÉÄÍÁÎ (1888{1925), ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÎÛÔÅÊÎÁ É ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ
÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ ÷ÓÅÌÅÎÎÕÀ ÛÁÒÁ R É
×ÒÅÍÅÎÅÍ t:

{
R = R0(1− cos �);
t = a

2 (� − sin �): (2)

ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ � ÚÄÅÓØ | ÐÁÒÁÍÅÔÒ (ÆÉÚÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÇÏ ÄÕÇÏ×ÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ), R0 | ÔÅËÕÝÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Á ÂÙÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎ × 1929 ÇÏÄÕ ü. èÁÂÂÌÏÍ, Á = 13·109 ÌÅÔ.
üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÃÉËÌÏÉÄÙ.

p

R

a

0
2a t
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îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÆÒÁÇÍÅÎÔ Å£ ÇÒÁÆÉËÁ. ðÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ � ÉÇÒÁÅÔ ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ
ÒÏÌØ ÔÏ ×Ï ×ÓÐÙÈÉ×ÁÀÝÅÊ, ÔÏ × ÕÇÁÓÁÀÝÅÊ ÖÉÚÎÉ ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÏÄÅÌÉ æÒÉÄÍÁÎÁ, ÷ÓÅ-
ÌÅÎÎÁÑ ÐÕÌØÓÉÒÕÅÔ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÑÓØ É ÓÖÉÍÁÑÓØ × ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ Á�, 2Á�, 3Á�,
. . .

ë ÇÒÁÆÉËÕ ÜÔÏÊ ÃÉËÌÏÉÄÙ ËÁË ÎÅÌØÚÑ ÌÕÞÛÅ ÐÏÄÈÏÄÑÔ ÐÒÏ×ÉÄÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ðÏÜÔÁ:

ñ ×ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÓØ × ×ÁÓ, Ï ÞÉÓÌÁ,. . .
÷Ù ÄÅÒÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÚÍÅÅÏÂÒÁÚÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎØÅÍ
èÒÅÂÔÁ ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ É ÐÌÑÓËÏÊ ËÏÒÏÍÙÓÌÁ.

÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ×, [1], ÓÔÒ. 258.

* * *

þÉÓÌÁ, ÐÒÉÌÁÓËÁÎÎÙÅ ÐÏÜÔÏÍ, ÏÄÅÔÙÅ ÉÍ \ÏÄÅÖÄÏÀ ÚÅÍÎÙÈ ÞÕ×ÓÔ× É ÐÁÍÑÔÉ", ÓÔÁÌÉ ×ÙÓÏËÏÊ
ÐÏÜÚÉÅÊ. ÷ÙÛÉÎÁ Ó×ÏÅÇÏ ÉÚÂÒÁÎÎÉËÁ ÐÏÚ×ÁÌÁ Ë ÓÅÂÅ. éÚ Ó×ÅÒÈÐÏ×ÅÓÔÉ \úÁÎÇÅÚÉ", ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ×
1920{1922 ÇÏÄÁÈ:

íÎÅ, ÂÁÂÏÞËÅ, ÚÁÌÅÔÅ×ÛÅÊ
÷ ËÏÍÎÁÔÕ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ,
ïÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÞÅÒË ÍÏÅÊ ÐÙÌÉ
ðÏ ÓÕÒÏ×ÙÍ ÏËÎÁÍ, ÐÏÄÐÉÓØÀ ÕÚÎÉËÁ,
îÁ ÓÔÒÏÇÉÈ ÓÔ£ËÌÁÈ ÒÏËÁ.
ôÁË ÓËÕÞÎÙ É ÓÅÒÙ
ïÂÏÉ ÉÚ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ!
ïËÏÎ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÎÅÔ!
ñ ÕÖ ÓÔ£Ò Ó×Ï£ ÓÉÎÅÅ ÚÁÒÅ×Ï, ÔÏÞÅË ÕÚÏÒÙ
íÏÀ ÇÏÌÕÂÕÀ ÂÕÒÀ ËÒÙÌÁ | ÐÅÒ×ÕÀ Ó×ÅÖÅÓÔØ
ðÙÌØÃÁ ÓÎÑÔÁ, ËÒÙÌØÑ Õ×ÑÌÉ É ÓÔÁÌÉ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙ É Ö£ÓÔËÉ,
âØÀÓØ Ñ ÕÓÔÁÌÏ × ÏËÎÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ
÷ÅÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÕÞÁÔÓÑ ÏÔÔÕÄÁ
ðÒÉÚÙ×ÏÍ ÎÁ ÒÏÄÉÎÕ, ÞÉÓÌÏ ÚÏ×ÕÔ Ë ÞÉÓÌÁÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ.

÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ×, úÁÎÇÅÚÉ. [1], ÓÔÒ. 215{216.
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[1] ÷ÅÌÉÍÉÒ èÌÅÂÎÉËÏ×: \äÏÓËÉ óÕÄØÂÙ". ÷ÁÓÉÌÉÊ âÁÂËÏ×: \ëÏÎÔÅËÓÔÙ äÏÓÏË óÕÄØÂÙ". í.: òÕ-
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É ÔÅÈÎÉËÉ ÉÍ. ó.é. ÷Á×ÉÌÏ×Á òáî.

[2] Bergman G. A. A number system with an irrational base, Mathematics Magazine, No. 31, 1957.
| pp. 98{119.

[3] ó. öÉÔÏÍÉÒÓËÉÊ. áÎÔÉÞÎÁÑ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ É ÏÒÆÉÚÍ. | í.: ñÎÕÓ{ë, 2001, 164 ó. óÔÒ. 77 { 85.

[4] á. î. áÎÄÒÉÅ×ÓËÉÊ. íÏÉ ÎÏÞÎÙÅ ÂÅÓÅÄÙ Ó èÌÅÂÎÉËÏ×ÙÍ / äÒÕÖÂÁ ÎÁÒÏÄÏ×, 1985, 12, Ó. 237
{ 238.

ëÒÁÔËÁÑ ÂÉÏÇÒÁÆÉÑ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÁ öÕËÏ×Á

áÌÅËÓÁÎÄÒ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ öÕËÏ× ÒÏÄÉÌÓÑ 16 ÍÁÒÔÁ 1955 Ç. × Ç.éÚÑÓÌÁ×Å èÍÅÌØÎÉÃËÏÊ ÏÂÌÁ-
ÓÔÉ. ðÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ × 1972 Ç. ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ
íçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÒÁÂÏÔÁÌ × ëÒÁÓÎÏÑÒÓËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-
ÎÏÍ ÃÅÎÔÒÅ óï áî óóóò. ðÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÁÄßÀÎËÔÕÒÙ 45-ÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ íï òæ É ÚÁÝÉÔÙ
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ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ ÎÁ ÓÏÉÓËÁÎÉÅ ÕÞÅÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË ÒÁÂÏÔÁÌ × ÔÏÍ ÖÅ ÉÎ-
ÓÔÉÔÕÔÅ, ÏÔËÕÄÁ × 1998 Ç. ÕÛÅÌ × ÏÔÓÔÁ×ËÕ × Ú×ÁÎÉÉ ÐÏÄÐÏÌËÏ×ÎÉËÁ ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÚÄÏÒÏ×ØÑ.

á. ÷. öÕËÏ× | Á×ÔÏÒ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ËÎÉÇ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-
×ÁÎÉÀ, × ÞÉÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ ÄÌÑ ÄÅÔÅÊ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ" (× ÓÏÁ×ÔÏÒÓÔ×Å, 1998), \éÚÕÞÁÅÍ
Delphi" (2000), \üÌÅÇÁÎÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ: úÁÄÁÞÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ" (× ÓÏÁ×ÔÏÒÓÔ×Å, URSS, 2005), \÷ÅÚ-
ÄÅÓÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �" URSS, ÉÚÄ.5-Å, 2012), Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÉÈ ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ × ÖÕÒÎÁÌÁÈ
\ë×ÁÎÔ", \äÏÍÁÛÎÉÊ ÌÉÃÅÊ", \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×", \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ". ó
1998 ÐÏ 2008 Ç. | ×ÅÄÕÝÉÊ ÒÕÂÒÉËÉ ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ× × ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÖÕÒÎÁÌÅ
ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ× \ë×ÁÎÔ".

ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÅÔÓËÏÇÏ ËÌÕÂÁ \ëÏÍÐØÀÔÅÒ".
÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌ ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ", ×ÅÄÕÝÉÍ ËÏÎËÕÒÓÁ

\ü×ÒÉËÁ!" × ÖÕÒÎÁÌÅ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×".

(ó×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÌ ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×.)



éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÓÔÁÔØÅ á. ç. íÑËÉÛÅ×Á × ÎÏÍÅÒÅ 1(57), 2011Ç.

1. îÁ ÓÔÒ. 36, × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÔ ÒÉÓ. 20 ÎÁÐÉÓÁÎÏ:
X(389) = crosspoint of X(4) and X(54)
X(389) = crosssum of X(I) and X(J) for these (I,J): (3,5), (6,418)
ôÅÒÍÉÎÙ \crosspoint" É \crosssum" ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÐÏÌÎÅ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ. üÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÊÔÅ

http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/glossary.html

2. îÁ ÓÔÒ. 38 × ÎÁÞÁÌÅ ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ ÏÐÅÞÁÔÏË, ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ
ÏÐÅÞÁÔÏË × åôó. ðÒÁ×ÉÌØÎÏ ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÔÁË:

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. ãÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ íÑËÉÛÅ×Á

ðÒÉ×ÏÄÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÎÉËÉ íÑËÉÛÅ×Á × åôó.
X(3588) = CENTER OF THE MYAKISHEV CONIC (ÃÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ íÑËÉÛÅ×Á).
Trilinears (ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) f(a; b; c) : f(b; c; a) : f(c; a; b), where (ÇÄÅ)

f(a; b; c) = a2(b+ c)[a4(b+ c)− b4(c+ a)− c4(a+ b) + b2c2(b+ c) + c2a2(a− c) + a2b2(a− b)− 2ab2c2]

Barycentrics (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) af(a; b; c) : bf(b; c; a) : cf(c; a; b)
In 2008, Alexei Myakishev gave the following construction of a conic. On rays AB and BA, let Ca

and Cb be points on line AB ordered as Ca, B, A, and Cb and satisfying |BCa| = |CB|, |ACb| = |CA|.
De�ne points Ab, Ba, Bc, Ac cyclically. The six points Ca, Ba, Ab, Cb, Bc, Ac lie on a conic. Myakishev's
proof is by Carnot's theorem, since

[c=(c+ a)][(a+ b)=b][a=(a+ b)][(b+ c)=c][b=(b+ c)][(c+ a)=a] = 1:

÷ 2008Ç. áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ× ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÏÎÉËÉ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÌÕÞÁÈ á÷
É ÷á Ca É Cb | ÔÏÞËÉ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ á÷ × ÐÏÒÑÄËÅ Ca, B, A É Cb, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ
ÕÓÌÏ×ÉÀ |BCa| = |CB|, |ACb| = |CA|. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÞËÉ Ab, Ba, Bc, Ac ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ûÅÓÔØ ÔÏÞÅË
Ca, Ba, Ab, Cb, Bc, Ac ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÑËÉÛÅ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ
ëÁÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

[c=(c+ a)][(a+ b)=b][a=(a+ b)][(b+ c)=c][b=(b+ c)][(c+ a)=a] = 1:

(ëÏÎÅÃ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.)

üÔÉ ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÓÔÁÔØÅ á. ç. íÑËÉÛÅ×Á \ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á\. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÔÏÞÅË ÄÁÎÙ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ (\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �1(45), 2008Ç., ÓÔÒ. 10), Ó
ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÉ" É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ca+, Cb+ É Ô.Ð.

ëÏÎÉËÁ íÑËÉÛÅ×Á ÏÐÉÓÁÎÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ (\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �2(46),
2008Ç., ÓÔÒ. 29). ÷ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÉÓÕÎÏË ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ.

62



úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÓÔÁÔØÅ á. ç. íÑËÉÛÅ×Á × ÎÏÍÅÒÅ 1(57), 2011Ç. 63



ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ.
æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ
ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô ëÏÓÍÏÎÁ×ÔÏ×

9-167.
E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÚÁ 2011 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) {

60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ

ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ
ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2011 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ,
ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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