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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ
á. ò. òÑÚÁÎÏ×ÓËÉÊ

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÓÔÁÔØÀ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÄÏÓÔÕÐÎÕÀ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. á×ÔÏÒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÜÔÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ËÁË
ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÓÎÁÞÁÌÁ × 8-È ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ1 (ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÅ), ÚÁÔÅÍ × 10-È
ËÌÁÓÓÁÈ ËÁË ÚÁËÒÅÐÌÅÎÉÅ ÔÅÍ, ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ. äÅÔÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ
ÔÅËÓÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÕÞÉÔÅÌØ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ÉÈ ×ÏÐÒÏÓÙ. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, ÏÎÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ
ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÎÉÑ. éÚÕÞÁÅÍÙÊ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÔÅËÓÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÁÄÁ-
ÐÔÉÒÏ×ÁÎ ÄÌÑ ÉÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁ. ÷ 10-Í ËÌÁÓÓÅ ÔÅËÓÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ,
ÅÓÌÉ ÕÒÏ×ÅÎØ ÕÞÅÎÉËÏ× ËÌÁÓÓÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.
óÔÁÔØÑ ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ.

1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ

íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0; (1)

ÇÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ an; an−1; : : : ; a1; a0 | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉÞ£Í an 6= 0, Á
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ; n | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a0 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; ÞÉÓÌÏ n | ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÉÛÕÔ deg p(x) = n; ÏÄÎÏÞÌÅÎ anxn |
ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, p(x) = 6x5−5x3 +1;2x2 +x−12 ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÉÌÉ ÃÅÌÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ)
ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a5 = 6, a4 = 0, a3 = −5, a2 = 1, a0 = −12.

ïÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. þÉÓÌÏ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÏÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

úÁÐÉÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÅ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ
ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏ ÕÂÙ-
×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ. éÎÏÇÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÕÀ ÅÇÏ
ÚÁÐÉÓØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ:

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn (2)

üÔÉ ÚÁÐÉÓÉ (1) É (2) ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ: ÚÁÐÉÓØ ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ É
ÚÁÐÉÓØ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = 1 + 2x − 7x3 + x4. úÁÍÅÎÉÍ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÓÀÄÕ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ È ÞÉÓÌÏÍ 2. ðÏÌÕÞÉÍ p(2) = 1 + 2 · 2 − 7 · 23 + 24 = −35. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ −35
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ 2.

éÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (2) ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(1) = a0 + a1 + · · ·+ an−1 + an ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ
ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.

ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) É q(x) ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ
ÓÏÂÏÊ.

1ûËÏÌÙ � 179 Ç. íÏÓË×Ù
2



íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ 3

ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ≡: p(x) ≡ q(x).
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) = 1 + 2x − 7x3 + x4 × ÔÏÞËÅ 2 ÒÁ×ÎÏ Ò(2) = −35 É

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q(x) = −45 + 5x × ÔÏÞËÅ 2, ÔÏ ÅÓÔØ q(2) = −45 + 5 · 2 = −35 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÎÏ
× ÔÏÞËÅ 0 ÉÍÅÅÍ p(0) = 1 + 2 · 0− 7 · 03 + 04 = 1, Á q(0) = −45 + 5 · 0 = −45, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
p(x) = 1+2x−7x3+x4 É q(x) = −45+5x ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØp(x) 6≡ q(x).

ôÅÏÒÅÍÁ. ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) É q(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÉÈ

1)ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁ×ÎÙ É
2)ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÓÁÍÏ-
ÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p(x) ≡ q(x) É p(x) = a0 + a1x + · · · + an−1xn−1 + anxn; an 6= 0;
q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bm−1xm−1 + bmxm; bm 6= 0; É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n < m. úÁÐÉÛÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn ≡ b0 + b1x+ · · ·+ bm−1xm−1 + bmxm (∗)

É ÐÏÌÏÖÉÍ × Î£Í x = 0 (ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁ×Ï ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÏÌÕÞÉÍ

a0 + a1 · 0 + · · ·+ an−1 · 0n−1 + an · 0n = b0 + b1 · 0 + · · ·+ bm−1 · 0m−1 + bm · 0m:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ a0 = b0.
ôÅÐÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn ≡ Á0 + b1x+ · · ·+ bm−1xm−1 + bmxm:

ïÔÓÀÄÁ
a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn ≡ b1x+ · · ·+ bm−1xm−1 + bmxm

É, ÄÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ È, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

a1 + · · ·+ an−1xn−2 + anxn−1 ≡ b1 + · · ·+ bm−1xm−2 + bmxm−1: (∗∗)

éÚ (∗∗) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄ£Í, ÞÔÏ a1 = b1.
åÓÌÉ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÕÐÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

a2 = b2; a3 = b3; a4 = b4; : : : ; am = bm:

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÚ (∗) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn ≡ a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + anxn + bn+1xn+1 + · · ·+ bmxm;

ÏÔËÕÄÁ
0 ≡ bn+1xn+1 + · · ·+ bmxm:

ôÏÇÄÁ

0 ≡ xn+1(bn+1+· · ·+bmxm−n−1) ⇔ 0 ≡ bn+1+bn+2x · · ·+bmxm−n−1 ⇔ bn+1 = bn+2 = · · · = bm = 0 (?!)

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n < m ÎÅ ×ÅÒÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ É n > m.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, n = m, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÐÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = m, ÎÁÊÄ£Í, ÞÔÏ a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, . . . ;
an = bn, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ, Þ.Ô.Ä.
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ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ A, B É C, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

p(x) = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1) É q(x) = x2 + 3x+ 2

ÒÁ×ÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x.
òÅÛÅÎÉÅ. 1 ÓÐÏÓÏÂ. úÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ×ÉÄÅ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ

x. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

p(x) = (A+B)x2 + (A+B + C)x+ (A+ C):

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ p(x) ≡ q(x). úÎÁÞÉÔ,

(A+B)x2 + (A+B + C)x+ (A+ C) ≡ x2 + 3x+ 2:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x) ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x ÒÁ×ÎÙ.
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 




A+B = 1;
A+B + C = 3;
A+ C = 2:

åÓÌÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÕÞÅÓÔØ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÎÁÊÄ£Í C = 2. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ A = 0. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ B = 1. éÔÁË, A = 0, B = 1,
C = 2.

2 ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ p(x) ≡ q(x), ÔÏ ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ È. úÁÐÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p(x) = q(x) × ÔÏÞËÁÈ x = −1; x = 0; x = 1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ
ÐÏÌÕÞÉÍ

x A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1) ≡ x2 + 3x+ 2
−1 A((−1)2 + (−1) + 1) + (B(−1) + C)((−1) + 1) = (−1)2 + 3(−1) + 2

0 A(02 + 0 + 1) + (B · 0 + C)(0 + 1) = 02 + 3 · 0 + 2
1 A(12 + 1 + 1) + (B · 1 + C)(1 + 1) = 12 + 3 · 1 + 2

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÙÈ ÞÉÓÅÌ A, B É C ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒ£È ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÍÉ: 




A = 0;
A+ C = 2;
3A+ (B + C) · 2 = 6:

òÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ A = 0; B = 1; C = 2. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ:
ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ≥ 0 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × n+ 1 ÔÏÞËÁÈ.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÅÒÅÚ n+1 ÔÏÞËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÂÓÃÉÓ-

ÓÁÍÉ) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÇÒÁÆÉË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

2. óÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

óÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×,
×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ×ÙÛÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ×-ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

îÁÐÒÉÍÅÒ,
(x3 + 6x− 2) + (−x3 − 2x2 + x+ 7) = −2x2 + 7x+ 5:

÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ: (4x− 2) + (−4x+ 2) ≡ 0.
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òÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ. òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× p(x) É q(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:

p(x)− q(x) = p(x) + (−1) · q(x):

ðÒÉ ÜÔÏÍ p(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ-ÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÍ, q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ-×ÙÞÉÔÁÅÍÙÍ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ� ÐÏÄÏÂÎÏ

ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÐÉÓÁÎÎÙÅ �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÙ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ) ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ, ÐÒÉÞ£Í × ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ
ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÙÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

p(x) = 3x4 + x2 − 6x+ 2 É q(x) = 2x4 − 3x3 + 5x2 − 12x− 5:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ�:

1) 3x4 + 0x3 + 1x2− 6x + 2+ 2x4− 3x3 + 5x2− 12x− 5
5x4− 3x3 + 6x2− 18x− 3

2) 3x4 + 0x3 + 1x2− 6x + 2− 2x4− 3x3 + 5x2− 12x− 5
x4 + 3x3− 4x2 + 6x + 7

ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ (×ÙÞÉÔÁÎÉÉ) Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÕÔÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏ, ÏÐÕÓËÁÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ:

3) x5− x4 + x − 5+ x4− x2 + x + 6
x5− x2 + 2x+ 1

4) x5− x4 + x − 5− x4− x2 + x + 6
x5− 2x4 + x2− 11

ðÒÉ ÔÁËÏÊ �ÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÏÊ� ÆÏÒÍÅ ÚÁÐÉÓÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÌÑ ÉÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕ-
ÅÔÓÑ ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.

3. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

(x3 − 1)(x3 + 2x+ 1) = x6 + 2x4 + x3 − x3 − 2x− 1 = x6 + 2x4 − 2x− 1:

óÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.
ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ�, ÐÏÄÐÉÓÙ×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÄÉÎ

ÐÏÄ ÄÒÕÇÉÍ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞ£Í ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

x4 + 0 · x3 + 0 · x2 + 2x + 1× x2− 3x + 2
x6 + 0 · x5 + 0x4 + 2x3 + x2

+ − 3x5 + 0x4 + 0x3− 6x2− 3x
2x4 + 0x3 + 0x2 + 4x+ 2

x6− 3x5 + 2x4 + 2x3− 5x2 + x + 2

ëÏÎÅÞÎÏ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ | ÇÒÏÍÏÚÄËÉÊ, ÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ.
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4. äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

ðÕÓÔØ p(x) É q(x) | Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
q(x)ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t(x), ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p(x) = q(x) · t(x). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ p(x) ÎÁ q(x). íÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x), Á
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) | ÄÅÌÉÍÙÍ.

åÓÌÉ p(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q(x), ÔÏ ÐÉÛÕÔ p(x)...q(x).
ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ÓÉÌÕ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÔÅÐÅÎØ ÞÁÓÔÎÏÇÏ t(x) ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÅÌÉÍÏÇÏ É ÄÅÌÉÔÅÌÑ: pn(x) = qm(x) · tn−m(x), ÐÒÉÞ£Í n−m ≥ 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ p(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q(x), ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ p(x) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ q(x).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = x3−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) = x2 +x+1, ÔÁË ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
x3 − 1 = (x2 + x+ 1)(x− 1) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = 5x+ 6 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) = 2x2 + 1, ÔÁË ËÁË
ÓÔÅÐÅÎØ p(x) ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ q(x).

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n,

n ≥ 0, ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) = c, c 6= 0 ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p(x) = 2x− 5 É q(x) = 7, p(x)...q(x), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2x− 5 ≡

7 · (2
7x− 5

7
)
, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 2

7x− 5
7 .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ p(x) = −5 É q(x) = 7. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÑÔØ p(x)...q(x),
ÐÏÓËÏÌØËÕ −5 ≡ 7·(−5

7
)
. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁË ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÞÉÓÌÏ (−5)

ÎÁ 7 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÔÉ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
(−5) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁ×ÎÙÊ 7, ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ! íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ
n, n ≥ 0, ×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

5. äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× pn(x) É qm(x), ÇÄÅ qm(x) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÎÕÌÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ tn−m(x) É rs(x) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

pn(x) = qm(x)tn−m(x) + rs(x); (3)

ÇÄÅ n;m; n−m; s | ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ rs(x) 6= 0, ÔÏ s < m:
íÎÏÇÏÞÌÅÎ rs(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ pn(x) ÎÁ qm(x). åÓÌÉ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ tn−m(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ pn(x)
ÎÁ qm(x). åÓÌÉ ÖÅ rs(x) ≡ 0, ÔÏ pn(x)...qm(x):

ðÒÏÞÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ! åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ pn(x) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
qm(x), ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn−m(x) ÒÁ×ÎÁ n − m ≥ 0. åÓÌÉ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ n ÍÅÎØÛÅ
ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÏÓÔÁÔÏË
r(x) ≡ p(x).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 5x+ 6 ÎÁ 2x2 + 1 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ,
ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, É ÏÓÔÁÔÏË, ÒÁ×ÎÙÊ 5x + 6. åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÁ 1 É ÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ,
ÒÁ×ÎÏÊ 2.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

5x+ 6 = (2x2 + 1) · 0 + (5x+ 6):

äÅÌÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ.
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åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pn(x) ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ qm(x) ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË rs(x), ÔÏ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ pn(x) ÎÁ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ c·qm(x); c 6= 0, ÏÓÔÁÔÏË rs(x)ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ:
pn(x) = (c · qm(x)) tn−m(x)

c + rs(x)
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

6. äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÕÇÏÌËÏÍ�

äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÕÇÏÌËÏÍ� ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ (ÉÌÉ
ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ), ÐÏÈÏÖÉÊ ÎÁ ÍÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÕÇÏÌËÏÍ� ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

äÌÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÉÍÏÅ p(x) É ÄÅÌÉÔÅÌØ q(x) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ×ÉÄÅ ÐÏ
ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÇÏÌËÏÍ�.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÚÄÅÌÉÔØ �ÕÇÏÌËÏÍ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) = 4x5 − 2x3 − x2 + x+ 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) =
2x3 + x2 + 1.

òÅÛÅÎÉÅ.
I ÛÁÇ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÉÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÍÏÇÏ 4x5 ÎÁ

ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÅÌÑ 2x3. ðÏÌÕÞÁÅÍ 2x2, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÐÏÄ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ:

4x5 − 2x3 − x2 + x + 1 2x3 + x2 + 1
2x2

II ÛÁÇ. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 2x2 É ÄÅÌÉ-
ÔÅÌÑ, É ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÐÉÛÅÍ ÐÏÄ ÄÅÌÉÍÙÍ. úÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÞÉÔÁÅÍ ÉÚ
ÄÅÌÉÍÏÇÏ 4x5 − 2x3 − x2 + x+ 1 �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ� (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÉÓÙ×ÁÔØ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ). üÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË:

4x5 − 2x3 − x2 + x + 1 2x3 + x2 + 1
4x5 + 2x4 + 2x2 2x2

ÐÅÒ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË: −2x4 − 2x3 − 3x2 + x + 1

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �×ÅÒÎÕÌÉÓØ� Ë I ÛÁÇÕ, ÔÁË ËÁË ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÏ
ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x. òÁÚÄÅÌÉ× ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ (−2x4) ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (−2x4 − 2x3 −
3x2 + x+ 1) ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ 2x3 ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ: −x. åÇÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ
ÒÑÄÏÍ Ó ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ÐÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ:

4x5 − 2x3 − x2 + x + 1 2x3 + x2 + 1
4x5 + 2x4 + 2x2 2x2 − x

−2x4 − 2x3 − 3x2 + x + 1

III ÛÁÇ. îÁÈÏÄÉÍ ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ ÔÅ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ
ÏÐÉÓÁÎÙ ×Ï II ÛÁÇÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ (−x) ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÎÁ ÄÅÌÉÔÅÌØ É
ÐÏÄÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (−2x4 − x3 − x) ÐÏÄ ÐÅÒ×ÙÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ −2x4 −
2x3−3x2 +x+1. ÷ÙÞÉÔÁÑ �ÓÔÏÌÂÉËÏÍ�, ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁÔÏË (−x3−3x2 +2x+1). úÁÔÅÍ ÄÅÌÉÍ
ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ ÔÒÅÔÉÊ
ÞÌÅÎ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ({0,5):

4x5 − 2x3 − x2 + x + 1 2x3 + x2 + 1
4x5 + 2x4 + 2x2 2x2 − x − 0;5

−2x4 − 2x3 − 3x2 + x + 1− −2x4 − x3 −x
×ÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁÔÏË: −x3 − 3x2 + 2x + 1

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÕÂÙ×ÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÓÔÕÐÉÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ q(x). üÔÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÓÔÁÔÏË É
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ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÔËÏÍ r(x) ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ p(x) ÎÁ q(x). åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÃÅÌÏ. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ:

4x5 − 2x3 − x2 + x + 1 2x3 + x2 + 1
4x5 + 2x4 + 2x2 2x2 − x − 0;5

−2x4 − 2x3 − 3x2 + x + 1− −2x4 − x3 −x
−x3 − 3x2 + 2x + 1− −x3−0; 5x2 − 0; 5

−2;5x2 + 2x + 1;5

úÄÅÓØ 2x2 − x− 0;5 | ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ, r(x) = −2;5x2 + 2x+ 1;5 | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ p(x) ÎÁ
q(x).

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ É ÔÁË:

4x5 − 2x3 − x2 + x+ 1 = (2x3 + x2 + 1) · (2x2 − x− 0; 5) + (−2; 5x2 + 2x+ 1; 5):

éÌÉ ÔÁË:
4x5 − 2x3 − x2 + x+ 1

2x3 + x2 + 1 = 2x2 − x− 0; 5 + −2; 5x2 + 2x+ 1; 5
2x3 + x2 + 1 :

áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÕÇÏÌËÏÍ� ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÓÔÁÒÛÉÊ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ�. üÔÏ
ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ×ÙÛÅ.

7. äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×

äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£Î-
ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÍ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ × ÕÓÌÏ×ÉÉ) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÇÏ ÓÕÝÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÌÌÀ-
ÓÔÒÉÒÕÅÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ p(x) = x3 +x+ 4 ÎÁ q(x) = x2 +x− 2. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 1.

úÎÁÑ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔ-
ËÏÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:

x3 + x+ 4 ≡ (x2 + x− 2)(ax+ b) + (cx+ d); (4)

ÇÄÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ax+b É ÏÓÔÁÔÏË cx+d ÚÁÐÉÓÁÎÙ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ (ÐÏËÁ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a; b; c; d,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÕÐÏÔÒÅÂÉ× ÓÉÍ×ÏÌ ≡, ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ×ÅÒÎÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× a; b; c; d ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ïÐÉÛÅÍ ÉÈ.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ:

x3 + x+ 4 ≡ ax3 + (a+ b)x2 + (−2a+ b+ c)x+ (−2b+ d):

îÏ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÌÅ×Á É
ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ È, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÐÒÉ x3: 1 = a;
ÐÒÉ x2: 0 = a+ b;
ÐÒÉ x1: 1 = −2a+ b+ c;
ÐÒÉ x0: 4 = −2b+ d:
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éÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓËÏÍÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ: a = 1, b = −1, c = 4, d = 2. ôÅÐÅÒØ
ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÅÎÉÑ:

x3 + x+ 4 = (x2 + x− 2)(x− 1) + 4x+ 2;

ÇÄÅ x− 1 | ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ; 4x+ 2 | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 + x+ 4 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
x2 + x− 2.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (4) ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a; b; c; d. ïÂÙÞÎÏ × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ x ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÔÁËÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÍÅÖÄÕ a; b; c; d. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x = 1 É x = −2 { ËÏÒÎÉ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ x2 + x− 2. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x: 0, 1, {2, {1. ôÏÇÄÁ
ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (4) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ÐÒÉ x = 0: 4 = 2b+ d;
ÐÒÉ x = 1: 6 = c+ d;
ÐÒÉ x = −2: −6 = −2c+ d;
ÐÒÉ x = −1: 2 = −2(−a+ b) + (−c+ d):

üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÎÙ
ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× a = 1, b = −1, c = 4, d = 2.

îÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÕÞÛÅ, ÏÔ×ÅÔÉÍ ÔÁË: ÎÕÖÎÏ ×ÌÁÄÅÔØ ÏÂÏÉÍÉ
ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ É ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

8. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) É q(x). ïÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(x), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ p(x) É q(x). îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ D(x), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
D(x) = îïä(p(x); q(x)).

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ:
1) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÜÔÏ ÔÏÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ;
2) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ).

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x), ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

p(x) = x3 − 4x2 − 5x É q(x) = 2x4 − x3 − 3x2:

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÉ× ÄÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

p(x) = x(x+ 1)(x− 5); q(x) = x2(x+ 1)(2x− 3):

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x)
ÓÌÕÖÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ D(x) = x(x+ 1), ÔÁË ËÁË ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÄÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,
ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

ëÒÏÍÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ D(x), ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ
ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÅÈ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) É q(x), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, D1(x) = −x(x+ 1), ÉÌÉ D2(x) =
= 0;5x(x+ 1). ÷ÓÅ ÔÒÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ D(x), D1(x), D2(x) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ

ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ. ïÂÙÞÎÏ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÔÏÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ,
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ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ 1.
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D(x) = x(x+ 1).

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) É q(x) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ
ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ îïä Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É
ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
p(x) É q(x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

p(x) = q(x)t1(x) + r1(x);
q(x) = r1(x)t2(x) + r2(x);
r1(x) = r2(x)t3(x) + r3(x);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rs−2(x) = rs−1(x)ts(x) + rs(x); îïä(p(x); q(x)) = rs(x).rs−1(x) = rs(x)ts+1(x);

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

p(x) = x5 + x4 + 2x3 + 3x2 + 2 É q(x) = 2x4 + 3x3 + x2 + 2x+ 1:

òÅÛÅÎÉÅ. óÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q(x). òÁÚÄÅÌÉÍ p(x) ÎÁ q(x)
�ÕÇÏÌËÏÍ�, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÍÅÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ×ÏÚÎÉ-
ËÁÌÏ ÄÒÏÂÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. üÔÏ ÎÅ ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÎÁ îïä, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ
ÄÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÕÌÀ. éÔÁË, ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x)
ÎÁ 2 É ÎÁÞÎ£Í ÄÅÌÅÎÉÅ:

2x5 + 2x4 + 4x3 + 6x2 + 4 2x4 + 3x3 + x2 + 2x+ 1
2x5 + 3x4 + x3 + 2x2 + x x
−x4 + 3x3 + 4x2 − x+ 4

ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÄÒÏÂÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ
ÞÌÅÎÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ −x4 + 3x3 + 4x2 − x+ 4 ÎÁ 2 É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ:

−2x4 + 6x3 + 8x2 − 2x+ 8 2x4 + 3x3 + x2 + 2x+ 1
−2x4 − 3x3 − x2 − 2x− 1 −1
9x3 + 9x2 + 9

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË r1(x) = 9x3 + 9x2 + 9. òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÁ 9 (ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r1(x)), Á ÚÁÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ,
ÒÁÚÄÅÌÉÍ q(x) ÎÁ r1(x):

2x4 + 3x3 + x2 + 2x+ 1 x3 + x2 + 1
2x4 + 2x3 + 2x 2x+ 1
x3 + x2 + 1
x3 + x2 + 1
0

äÅÌÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÏÓÔÁÔÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. éÔÁË
îïä(p(x); q(x)) = x3 + x2 + 1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ îïä ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÎÑÔÉÅ îïä
ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3. óÏËÒÁÔÉÔÅ ÄÒÏÂØ x2 + 4x− 5
5x3 + 6x− 11.
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òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ£Í îïä(x2 + 4x− 5; 5x3 + 6x− 11), ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ.
éÍÅÅÍ

5x3 + 6x− 11 |x2 + 4x− 5
5x3 + 20x2 − 25x 5x− 20
−20x2 + 31x− 11
−20x2 − 80x+ 100

111x− 111
ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË 111x− 111. òÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ 111 É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.

x2 + 4x− 5 | x− 1
x2 − x x+ 5

5x− 5
5x− 5

0

ðÏÌÕÞÅÎ ÏÓÔÁÔÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ. äÅÌÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÓÔÁÔÏË
ÎÁ 5, ÐÏÌÕÞÉÍ:

îïä(x2 + 4x− 5; 5x3 + 6x− 11) = x− 1:

òÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ x− 1 ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ x2 + 4x− 5
5x3 + 6x− 11. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÈÅÍÏÊ çÏÒ-

ÎÅÒÁ2 ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 + 4x− 5.
x = 1 1 4 −5

1 5 0

úÎÁÞÉÔ, x2 + 4x− 5 = (x− 1)(x+ 5). ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 5x3 + 6x− 11.

x = 1 5 0 6 −11
5 5 11 0

úÎÁÞÉÔ, 5x3 + 6x− 11 = (x− 1)(5x2 + 5x+ 11).
ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ x2 + 4x− 5

5x3 + 6x− 11 = (x− 1)(x+ 5)
(x− 1)(5x2 + 5x+ 11) = x+ 5

5x2 + 5x+ 11. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÄÒÏÂØ
ÎÅ ÓÏËÒÁÔÉÍÁ.

òÑÚÁÎÏ×ÓËÉÊ áÎÄÒÅÊ òÁÆÁÉÌÏ×ÉÞ,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ
É ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
(éÎÓÔÉÔÕÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ);
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,
ÕÞÉÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÙÓÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ,
ìÁÕÒÅÁÔ çÒÁÎÔÁ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á íÏÓË×Ù × ÓÆÅÒÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

E-mail: riazanovskiy@mail.ru

2óÈÅÍÁ çÏÒÎÅÒÁ | ËÒÁÔËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ Ä×ÕÞÌÅÎ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÉÄÁ x− a; ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Ô.Å. ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÌÅÎÉÊ ÕÇÏÌËÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ x−a,
ÐÏÎÁÂÌÀÄÁÊÔÅ ÚÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ É ÓÏÏÂÒÁÚÉÔÅ, ËÁË ÚÁÐÏÌÎÑÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÓÈÅÍÙ
çÏÒÎÅÒÁ.



ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
å. ú. óË×ÏÒÃÏ×Á

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÓÔÁÔØÀ ÎÁ ÔÅÍÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÍÎÏÇÏ
×ÎÉÍÁÎÉÑ × ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× | ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. á×ÔÏÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ É ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÏÂÛÉÒÎÙÊ ÓÐÉÓÏË
ÚÁÄÁÞ, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÙÓÏËÉÈ ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ
ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. óÔÁÔØÑ ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

ïÄÎÁÖÄÙ Á×ÔÏÒ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÒÅÛÉÌ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÒÅÛÁÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÕÇÁ-
ÄÙ×ÁÎÉÅÍ ËÏÒÎÅÊ (Ô.Å. ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÇÁÄÙ×ÁÔØ ËÏÒÎÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ).

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,
Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ È, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÓÕÍÍÙ f(x) = Án cosnx+bn sinnx+
· · · + a0, ÔÏ, ÕÇÁÄÁ× ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÐÏÎÉÚÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ. óÎÁÞÁÌÁ Ñ ÄÕÍÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÏÚÎÉËÛÉÅ Õ ÍÅÎÑ ×ÏÐÒÏÓÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ × ËÁËÏÊ ÎÉÂÕÄØ ÓÐÒÁ×ÏÞÎÉË. íÎÅ
ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÄÏÍÁ ÏÄÎÏÔÏÍÎÕÀ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÀ, ÎÏ ÔÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÎÅ ÂÙÌÏ. ôÏÇÄÁ
Ñ ÓÔÁÌÁ ÄÕÍÁÔØ ÓÁÍÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÜÔÁ ÓÔÁÔØÑ. íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ
ÔÅÍ, ËÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ËÎÉÇÅ ó. ì. ôÁÂÁÞÎÉËÏ×Á1.

çÌÁ×Á 1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ôí) | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f(y; z), ÚÁÍÅÎÉ× Õ ÎÁ cosx, Á z ÎÁ sinx.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ôí | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ cosx (ëí) É
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ sinx (óí).

ðÒÉÍÅÒÙ ôí: sin(x+ �=6); sin 2x = 2 sinx cosx. éÚ ÆÏÒÍÕÌ

cos(n+ 1)x = cosnx cosx− sinnx sinx; sin(n+ 1)x = sinnx cosx+ cosnx sinx

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÆÕÎËÃÉÉ cosnx É sinnx | ôí.
÷ ËÎÉÇÅ ôÁÂÁÞÎÉËÏ×Á ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. óÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÈÏÒÏÛÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ) ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÐÉÓÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. é, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ,
(È+ 1)(È+ 2) É (È+ 1)2 + 1 | ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÌÉ ÒÁÚÎÙÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÏÂÁ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

ôÁË ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, sin3 x + cos2 x sinx É sinx | ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ôí, ÔÏ ÎÅÌØÚÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ôí ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÍÅÎÙ Õ ÎÁ cosx, Á z ÎÁ sinx × ÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÏ ÚÁÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔ ÎÁ ÒÏÌØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
ÆÏÒÍÙ | ÚÁÐÉÓØ ôí × ×ÉÄÅ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕÓÏ× × ÓÕÍÍÙ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ ÌÀÂÏÊ ôí. îÏ ÐÏËÁ Õ ÎÁÓ ÅÝÅ ÎÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ
ÆÏÒÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. ÷ÅÄØ ÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ôí ×

1íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. âÉÂÌÉÏÔÅËÁ \óÔÕÐÅÎÉ ÚÎÁÎÉÊ", ÓÅÒÉÑ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ", í.: æáúéó, 2000. - ó.200.
12
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ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ËÁÖÄÙÊ ÓÔÕÄÅÎÔ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÚÎÁÀÝÉÊ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. îÏ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÏ×.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 (Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a ≡ 0;

ÔÏ an = bn = · · · = a = 0.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 (Ï ÐÅÒÉÏÄÁÈ). ðÕÓÔØ ô | ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÅÒÉÏÄÏ× ôí

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a

É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ai É bi ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0 (i > 0). ôÏÇÄÁ ô | ÐÅÒÉÏÄ É ÄÌÑ
Ái cos ix+ bi sin ix (ÔÏ ÅÓÔØ ô = (2k=i)�, ÇÄÅ k | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 0).

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. é ÐÕÓÔØ ô | ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÑ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a;

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ×ÓÅÈ È

Án cosn(x+ ô ) + bn sinn(x+ ô ) + Án−1 cos(n− 1)(x+ ô ) + bn−1 sin(n− 1)(x+ ô ) + · · ·+ a =
= Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a:

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ái cos i(x+ ô ) + bi sin i(x+ ô ) Ë ×ÉÄÕ Ói cos ix+ di sin ix:

Ói cos ix+ di sin ix ≡ Ái(cos ix cos iT − sin ix sin iT ) + bi(sin ix cos iT + cos ix sin iT ) ≡
≡ (Ái cos iô + bi sin iô ) cos ix+ (bi cos iô − ai sin iô ) sin ix:

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a ≡
≡ Ón cosnx+ dn sinnx+ cn−1 cos(n− 1)x+ dn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a:

åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ
i ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ai = ci; bi = di, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ ×ÓÅÈ 1 ÏÔ 1 ÄÏ n

Ái cos i(x+ ô ) + bi sin i(x+ ô ) ≡ Ói cos ix+ di sin ix ≡ Ái cos ix+ bi sin ix;

ÔÏ ÅÓÔØ ô | ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÑ Ái cos ix+ bi sin ix.
ôÅÐÅÒØ ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 (ÎÏ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1).

é ÐÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a ≡ 0:

ôÏÇÄÁ

Án cosnx+ bn sinnx ≡ −(Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a):

îÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2=n)� | ÐÅÒÉÏÄ. úÎÁÞÉÔ ÉÚ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÒÁ×ÎÙ 0. éÎÁÞÅ (2=n)� ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÅÒÉÏÄÏÍ
ÄÌÑ Ái cos ix+ bi sin ix. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Án cosnx+ bn sinnx ≡ a. ôÏÇÄÁ É Án cos Õ + bn sin Õ ≡ Á (ÔÁË
ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ nx). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Á; an É bn ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ 0.
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õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ËÁË ÂÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÕÍÅÌÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1, ÔÏ
ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. îÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÓÍÏÔÒÅÔØÓÑ, ÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÜÔÏÔ ËÒÕÇ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÍËÎÕÔØ É ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÃÅÐÏÞËÕ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ Án cosnx+bn sinnx+Án−1 cos(n−1)x+bn−1 sin(n−1)x+· · ·+a, ÍÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÐÅÒÉÏÄÁÈ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Án−1 cos(n−1)x+bn−1 sin(n−1)x+ · · ·+a. üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ÌÅÇËÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

éÔÁË, ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÉ n = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ a1 cosx + b1 sinx + a, ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ a1 cosx + b1 sinx × ×ÉÄÅ c cos(x + '), ÇÄÅ Ó2 = a2
1 + b21, Á ' |

×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ.
ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÐÒÉ n = k−1. äÏËÁÖÅÍ

ÉÈ ÐÒÉ n = k.
îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 × ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÞÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 (Ó ÚÁÍÅÎÏÊ n ÎÁ k) , Á ÐÏÔÏÍ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ×
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 (ÔÏÖÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ n ÎÁ k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÐÒÉ n = k ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÏÐÕÝÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÐÒÉ n = k | ÎÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÐÒÉ n = k.

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (óæ) ôí, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0, ÚÁÐÉÓØ

Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a;

ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Án É bn ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ôí, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÇÏ
0, | ÜÔÏ 0.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ôí. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÌÁÓØ ÐÒÉ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ôí f(x) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g(x; y) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(x) ≡ g(cosx; sinx). îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ,
ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÎ ôí sin3 x+ cos3 x, ÔÏ ÓÒÁÚÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÕÀ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ.
íÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ×ÙÛÅ ÔÒÅÈ. îÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌÅÅ
ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ. ðÕÓÔØ óæ ôí

f(x) = Án cosnx+ bn sinnx+ Án−1 cos(n− 1)x+ bn−1 sin(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a:

ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f(x) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ | n.
óÔÅÐÅÎØ ôí, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÇÏ 0, ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ óæ ôí ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ

ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×Á ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÁ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å 1

1.1. úÁÐÉÛÉÔÅ × óæ ôí cosn x É sinn x ÄÌÑ n ÏÔ 1 ÄÏ 6.

1.2. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ óæ ÄÌÑ ôí cosn x+ sinn x ÐÒÉ n ÏÔ 1 ÄÏ 6.

1.3. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÁÍ óæ Ä×ÕÈ ôí ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË?

1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ É ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ óæ ôí sin kx sin lx sinmx.

1.5. ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; c; d; e É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k; l;m ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a sinx+ b sin 2x+ c sin 3x+ d sin 4x+ e sin 5x = 4 sin kx sin lx sinmx

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ?
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1.6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒÉÏÄÙ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 2 sin 6x+ 5 cos 6x− sin 2x− 3 cos 2x+ 1.

1.7. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒÉÏÄÙ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 2 sin(x=2) + 3 sin(x=3) + 4 cos(x=5).

1.8. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÅÒÉÏÄÙ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 2 sin(3x=�) + 3 cos(2x=�).

1.9. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = 2 cos(�x) + 3 sin(2�x) + 4 cosx+ 5 sinx?

1.10. ëÁËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÞÉÓÌÁ �n, ÞÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 É 2 ÏÓÔÁÌÉÓØ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ cos(nx) É sin(nx) ÎÁ cos(�nx) É sin(�nx)?

1.11. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = 2 cos(
√

2È) + 3 sin(
√

3È) + 5 cos(
√

5È)?

çÌÁ×Á 2. þÅÔÎÙÅ É ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÎÏÊ É ÎÅÞÅÔ-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. üÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ f(x) + f(−x)

2 É f(x)− f(−x)
2 É ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

ÞÅÔÎÏÊ É ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) (fÞÅÔ(x) É fÎÅÞÅÔ(x)).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) | ôí, ÔÏ É ÅÇÏ ÞÅÔÎÁÑ É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔÉ | ôí. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ. þÔÏ sin2 x = 1− cos2 x, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ôí × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ
×ÉÄÁ a cosk x sinl x, ÇÄÅ l ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ 1. çÒÕÐÐÉÒÕÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÞÌÅÎÙ Ó l = 0 É ÏÔÄÅÌØÎÏ Ó
l = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ôí × ×ÉÄÅ f(x) = f1(cosx) + sinÈf2(cosx), ÇÄÅ f1 É
f2 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÁË ËÁË f1(cosx) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á sinÈf2(cosx) |
ÎÅÞÅÔÎÁÑ, ÔÏ ôí f1(cosx) É sinÈf2(cosx) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1 É f2 (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ)? íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË. ôÁË ËÁË cosx
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ f1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÔÁË ËÁË ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
cosx ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ sinÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0, ÔÏ É f2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
÷Ù×ÏÄ: ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1 É f2 × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ôí | óæ2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ÐÅÒ×ÏÊ ÇÌÁ×Å, ÉÎÏÇÄÁ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ óæ, Á ÉÎÏÇÄÁ | óæ1.

äÌÑ ôí f1(cosx) + sinÈf2(cosÈ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× f1(x) É Èf2(x), ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. åÓÌÉ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ 0, ÓÔÅÐÅÎØ ôí ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ 0,
ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ôí ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÔÏÒÏÇÏ. åÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ 0,
ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ôí ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

÷ÙÑÓÎÉÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ôí, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÐÅÒ×ÏÊ ÇÌÁ×Å (ÓÔÅÐÅÎØ-1) Ó ÐÏÎÑ-
ÔÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ-2. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 1 É 2 ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ôí.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÉÄÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ôí ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.1. óÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ôí ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.
åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÎÉÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f1(x) É f2(x) | Ä×Á ôí É ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ −2 ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n
É m, ÐÒÉÞÅÍ n ≥ m. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ f1(x) = (an cosn x+ · · ·+a)+sinx(bn−1 cosn−1 x+ · · ·+ b), ÇÄÅ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ an É bn−1 ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0 (ÅÓÌÉ n = 0, ÔÏ an ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0); f2(x) = (cm cosm x +
· · ·+ c) + sinx(dm−1 cosm−1 x+ · · ·+ d). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n = m

f1(x) + f2(x) = ((an + cn) cosn x+ · · · ) + sinx((bn−1 + dn−1) cosn−1 x+ · · · );

ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n. á ÐÒÉ n > m

f1(x) + f2(x) = (an cosn x+ · · · ) + sinx(bn−1 cosn−1 x+ · · · );
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ÇÄÅ × ÐÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÅ . . . | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÍÅÎØÛÉÈ n−1.
á ÔÁË ËÁË ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ an É bn−1 ÎÅ 0, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÓÕÍÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÒÁ×ÎÁ n.

ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ f1(x) É f2(x) | Ä×Á ôí É ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ-1 ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n É m, ÐÒÉÞÅÍ
n ≥ m. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

f1(x) = Án cosnx+ bn sinnx+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a;

ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Án É bn ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0, É

f2(x) = cm cosmx+ dm sinmx+ · · ·+ c:

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n = m ÉÍÅÅÍ

f1(x) + f2(x) = ((an + cn) cosnx+ (bn + dn) sinnx+ · · · );

ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n. á ÐÒÉ n > m ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ
ÞÌÅÎÁÍÉ f1(x) + f2(x) ÂÕÄÕÔ Án cosnx É bn sinnx. úÎÁÞÉÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ n.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.2. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ôí ËÁË ÓÔÅÐÅÎÉ-1, ÔÁË É ÓÔÅÐÅÎÉ-2 ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f1(x) É f2(x) | Ä×Á ôí É ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ-2 ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n É

m. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

f1(x) = (an cosn x+ · · ·+ a) + sinx(bn−1 cosn−1 x+ · · ·+ b)

É
f2(x) = (cm cosm x+ · · ·+ c) + sinx(dm−1 cosm−1 x+ · · ·+ d);

ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ an É bn−1 É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ cm É dm−1 ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0. ôÏÇÄÁ

f1(x)f2(x) = ((an cosn x+ : : : )×
× (cm cosm x+ · · ·+ c) + (1− cos2 x)(bn−1 cosn−1 x+ · · ·+ b)(dm−1 cosm−1 x+ · · ·+ d)) =

= (ancm cosn+m x− bn−1dm−1 cosn+m x+ · · · ) + sinx(bn−1cm cosm+n−1 x+
+ andm−1 cosm+n−1 x+ · · · ):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ancmbn−1dm−1 É bn−1cm + andm−1 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ
0. îÏ

(ancmbn−1dm−1)2 + (bn−1cm + andm−1)2 =
= a2

nc2
m − 2ancmbn−1dm−1 + b2n−1d2

m−1 + b2n−1c2
m + 2bn−1cmandm−1 + a2

nd2
m−1 =

= a2
nc2
m + b2n−1d2

m−1 + b2n−1c2
m + a2

nd2
m−1 = (a2

n + b2n−1)(c2
m + d2

m−1):

ôÁË ËÁË ÏÂÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÅ 0, ÔÏ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ 0. á ÅÓÌÉ ÂÙ ancmbn−1dm−1 É bn−1cm +
+ andm−1 ÏÂÁ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ 0, ÔÏ É (ancmbn−1dm−1)2 + (bn−1cm + andm−1)2 ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÎÏ 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ f1(x) É f2(x) | Ä×Á ôí É ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ-1 ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n É m. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

f1(x) = Án cosnx+ bn sinnx+ · · ·+ a1 cosx+ b1 sinx+ a; f2(x) = cm cosmx+ dm sinmx+ · · ·+ c;

ÇÄÅ a2
n + b2n−1 6= 0 É c2

m + d2
m−1 6= 0; ÐÅÒ×ÏÅ . . . ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ× ak cos kx É bk sin kx Ó k < n,

Á ×ÔÏÒÏÅ | ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ× cl cos lx É dl sin lx Ó l < m. úÎÁÞÉÔ

f1(x)f2(x) = (Án cosnx+ bn sinnx)(cm cosmx+ dm sinmx) + · · · ;

ÇÄÅ . . . ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ akcl cos kx cos lx; akdl cos kx sin lx; bkdl sin kx sin lx ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ k É l ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n É m É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ
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ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n ÉÌÉ m, É ÚÎÁÞÉÔ k + l < n + m. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë . . . ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÓÕÍÍÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ . . . ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ
ÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ a cos ix É b sin ix ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ I < n+m, É ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ-1 ÍÅÎØÛÅ n+m. ðÏÜÔÏÍÕ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ-1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(Án cosnx+ bn sinnx)(cm cosmx+ dm sinmx)

ÒÁ×ÎÁ n+m. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ:

(Án cosnx+ bn sinnx)(cm cosmx+ dm sinmx) =
= ancm cosnx cosmx+ bncm sinnx cosmx+ Ándm cosnx sinmx+ bndm sinnx sinmx =

= (1=2)ancm(cos(n+m)x+ cos(n−m)x) + (1=2)bndm(− cos(n+m)x+
+ cos(n−m)x) + (1=2)bncm(sin(n+m)x+ sin(n−m)x) + (sin(n+m)x+ sin(n−m)x) =

= (1=2)(ancm − bndm) cos(n+m)x+
+ (1=2)(bncm + Ándm) sin(n+m)x+ (1=2)(ancm + bndm) cos(n−m)x+

+ (bncm − Ándm) sin(n−m)x:

÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ ancm + bndm É bncm − Ándm ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ancmbn−1dm−1 É bn−1cm + andm−1 ÉÚ
ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÎÏÓÉÌÁÓØ Ë ÓÔÅÐÅÎÑÍ-2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÐÑÔØ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

(ac− bd)2 + (bc+ ad)2 = (a2 + b2)(c2 + d2):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ôí, ÔÏ
ÏÎÉ ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
f1(x) + f2(x) + f3(x) | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ (f1(x) + f2(x)) + f3(x) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉÓØ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 É 2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ cosn x sinm x.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Õ = cosx É Õ = sinÈ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ-1, ÔÁË É ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÒÁ×ÎÙ 1. á ÓÔÅÐÅÎÉ 1 É 2
ôí Õ = cos0 x ≡ 1 É Õ = sin0 È ≡ 1 ÒÁ×ÎÙ 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ n > 1 ×ÅÌÉÞÉÎÁ an |
ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÒÁ×ÎÙÈ Á.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 É 2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ôí ×ÉÄÁ a cosn x + b cosn−1 x sinx. åÓÌÉ
a = b = 0, ÔÏ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ-1, ÔÁË É ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É
b ÎÅ 0, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÎÁÛÅÇÏ ôí ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÁ n. á ÓÔÅÐÅÎØ-1 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁË:

a cosn x+ b cosn−1 x sinx = cosn−1 x(a cosx+ b sinx) |

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ôí, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ n− 1 É 1.
îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ôí ÓÔÅÐÅÎÉ 1 É 2 ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ôí f(x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ f(x) ≡ 0 É ÓÔÅÐÅÎØ-1 ÔÏÖÅ ÎÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ f(x) ≡ Á, ÇÄÅ Á 6= 0. óÔÅÐÅÎØ-1 ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 0. ðÕÓÔØ
ÔÅÐÅÒØ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ÒÁ×ÎÁ n, ÐÒÉÞÅÍ n > 0. ôÏÇÄÁ f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ôí ×ÉÄÁ an cosn x +
bn−1 cosn−1 x sinx, ÇÄÅ a2

n+b2n−1 6= 0 ÉÌÉ ÓÕÍÍÕ ÔÁËÏÇÏ ôí É ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ôí ak cosk x+
bk cosk−1 x sinx ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k < n É a2

k + b2k−1 6= 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ Ä×ÕÞÌÅÎÁ
ÒÁ×ÎÁ k. é, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ôí, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ n.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ôí f(cosx) É f(sinx) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .
ôÁË ËÁË. ÆÕÎËÃÉÉ sinÈ É cosx ÉÍÅÀÔ ÐÅÒÉÏÄ 2�, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ f(cosx; sinx) = 0 ÌÉÂÏ

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. îÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ
(cosx; sinx) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ È | ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óæ 2 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ
×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
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á ÉÍÅÎÎÏ, Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(cosx) = 0 É f(sinx) = 0, ÇÄÅ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÉÍÅ-
ÀÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ËÏÒÎÅÊ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ [0;�] É [−�=2;�=2] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
f(cosx) = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2n ËÏÒÎÅÊ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [−�;�], Á f(sinx) = 0 | × ÐÒÏÍÅÖÕÔ-
ËÅ [−�=2; (3�)=2]. á ËÁË ÂÙÔØ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ f(cosx; sinx) = 0, ÇÄÅ f(y; z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ? ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ É
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ g(cosx) = 0, ÇÄÅ g(y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÏ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)
Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = f(x)f(−x). îÁ-
ÚÏ×ÅÍ Å£ ÚÁÞÅÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ fÚÁÞ. ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ fÚÁÞ ×ÓÅÇÄÁ ÞÅÔÎÁ
É È | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ fÚÁÞ(x) = 0 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
È É −È | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÞÅÔ ôí ÓÁÍ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ôí, Á ÔÁË ËÁË
ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ óæ 2 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ g(cosx), ÇÄÅ g(y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ fÚÁÞ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÔÅÐÅÎØ g,
ÒÁ×ÎÁ 2n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ôí ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4n ËÏÒÎÅÊ × ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÅ [−�;�], ÐÒÉÞÅÍ cosx ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ôí ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2n ÚÎÁÞÅÎÉÊ. îÏ ÅÓÌÉ
ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ, ÔÏ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ 4n ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ × Ä×Á
ÒÁÚÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.3. ôí ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2n ËÏÒÎÅÊ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ]− �;�].
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ f(x) = f1(cosx) + sinÈf2(cosx) ÂÕÄÅÔ f(−x) =

= f1(cosx)− sinÈf2(cosx);

fÚÁÞ(x) = f(x)f(−x) = (f1(cosx) + sinÈf2(cosx))(f1(cosx)− sinÈf2(cosx)) =
= f2

1 (cosx)− f2
2 (cosx)(1− cos2 x):

ðÕÓÔØ f(È) ÉÍÅÅÔ × [0;�] k ÔÁËÉÈ ËÏÒÎÅÊ Á, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 É �, ÞÔÏ −Á ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ. ôÏ-
ÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× f1(cos Á) + sin Áf2(cos Á) = 0 É f1(cos Á) + sin Áf2(cos Á) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ f1(cos Á) =
sin Áf2(cos Á) = 0, Á ÔÁË ËÁË sin Á ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0, ÔÏ f1(cos Á) = f2(cos Á) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ fÚÁÞ(x) =
g(cosx) = f2

1 (cosx) − f2
2 (cosx)(1 − cos2 x), ÔÏ ËÏÒÎÉ cos Á ÄÌÑ g(y) ËÒÁÔÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ËÏÒÎÅÊ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2n−2k. úÎÁÞÉÔ, Õ fÚÁÞ(x) ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × [0;�] ÎÅ
ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2n− 2k. îÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ | ÜÔÏ ÔÁËÉÅ b, ÞÔÏ b ÒÁ×ÎÏ � ÉÌÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
b É −b | ËÏÒÅÎØ f(È).úÎÁÞÉÔ, ÉÈ Õ f(È) × ]− �;�] ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ Õ fÚÁÞ(x) × [0;�]. úÎÁÞÉÔ
×ÓÅÇÏ Õ f(È) × ]− �;�] ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2k + (2n− 2k) = 2n ËÏÒÎÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å 2

2.1. ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; c; d TM y = a cos3 x + b cos2 x sinx + c cosx sin2 x + d sin3 x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ? îÅÞÅÔÎÏÊ?
÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÇÌÁ×Å 1 Õ ÎÁÓ ×ÏÚÎÉËÁÌ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ôí: ËÁË
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(y; z) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(cosx; sinx) | ÏÄÎÁ ÉÚ ÚÁÐÉÓÅÊ
ÎÁÛÅÇÏ ôí. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÔÅÐÅÎØÀ-0. (âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ôí ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ ÒÁ×ÅÎ 0, ÔÏ ÅÓÔØ 0 | ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÚÁÐÉÓÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ-0, ËÁË É ÓÔÅÐÅÎÉ 1 É 2, ÎÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

2.2. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ-0 ôí: 1; cosx; cos2 x; cos2 x+ sin2 x;
cos3 x+ sin3 x.

2.3. ðÕÓÔØ f(y; z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-2 ôí
f(cosx; sinx) ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ n?

2.4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-0 ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ôí ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ-2?

2.5. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ-0 ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ôí ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ-2?
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2.6. îÁÊÄÉÔÅ óæ 2 É ÓÔÅÐÅÎØ ÄÌÑ ôí cosn x, sinn x É cosn x+ sinn x ÐÒÉ n ÏÔ 1 ÄÏ 6.

2.7. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ôí cosn x+ sinn x ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÎÁ n? á ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ?

2.8. ðÕÓÔØ an(x) = cosn x + sinn x. îÁÊÄÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ an+1(x)
ÞÅÒÅÚ an(x) É an−1(x). ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

yn+1 + zn+1 = (yn + zn)(y + z)− yz(yn−1 + zn−1):

2.9. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ôí cos2n x+ sin2n x. ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÉ ÞÅÔÎÏÇÏ É
ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n.

2.10. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ sin6 x+ cos6 x = a.

2.11. îÁÊÄÉÔÅ ÚÁÞÅÔ ôí 3 cos5 x+ sin5 x− sinx. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 3cos5 x+ sin5 x− sinx = 0.

2.12. ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0 É ÐÕÓÔØ f(x) =
f1(x)+f2(x), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f1 ÞÅÔÎÁÑ, Á f2 | ÎÅÞÅÔÎÁÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
É ô | ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ ÐÅÒÉÏÄÏ×, ÔÏ ô ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ?

2.13. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ Õ = cosn x + sinm x, ÅÓÌÉ n;m |
ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É m ÎÅÞÅÔÎÏ.

2.14. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ

Õ = 2 cos 3x+ 3 tg 5x+ 5=(sin 7x):

2.15. åÓÔØ ÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Õ ÇÒÁÆÉËÁ ôí

y = f(x) = cos3 x+ sin3 x+ (1=2) sin 2x− 1 ?

åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÒÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ cos3 x+ sin3 x+ (1=2) sin 2x− 1 = 0, ÓÄÅÌÁ× ÚÁÍÅÎÕ È = Õ+'.

2.16. åÓÔØ ÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Õ ÇÒÁÆÉËÁ ôí

y = f(x) = sin 2x− 12(sinx− cosx) + 12 ?

òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin 2x− 12(sinx− cosx) + 12 = 0.

2.17. þÔÏ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ Ï óæ ôí, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ È = ' | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÜÔÏÇÏ ôí?

2.18. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ È = (1=4)� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ôí × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ôí ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ g(cos(x− 1=4)�) ÉÌÉ h(cosx+ sinx), ÇÄÅ g É h |
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ?

2.19. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ È = −(1=4)� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ôí × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ôí ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ g(cos(x+ 1=4)�) ÉÌÉ h(cosx sinx), ÇÄÅ g
É h | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ?

çÌÁ×Á 3. õÍÅÅÔÅ ÌÉ ×Ù ÄÅÌÉÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ?

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×Ù ÕÖÅ ÕÍÅÅÔÅ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÄÉÎ ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏ×. îÁ ËÁÖÄÏÍ
ÛÁÇÅ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË. åÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÍÅÖÕ-
ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ
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ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅÌÉÍÏÇÏ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏÍ ×ÉÄÁ akxk. ïÎ
ÐÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÍÏÇÏ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÍÏÇÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ
ÄÅÌÉÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÕÇÏÌËÏÍ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. ðÒÉ ÄÅ-
ÌÅÎÉÉ ôí ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ. á, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÚÁ Ä×ÕÍÑ ÚÁÊÃÁÍÉ ÐÏÇÏÎÉÛØ-
ÓÑ | ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅ ÐÏÊÍÁÅÛØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÕÐÅÎÉ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÏÌËÏÍ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÓÔÕÐÅÎÅÊ, ÐÏÄÕÍÁÅÍ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓÔÕÐÅÎÉ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÔÕÐÅÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ
ÈÏÔÉÍ ÄÅÌÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. (îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ |
ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.) ÷Ï ×ÔÏÒÙÈ, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÓÔÕÐÅÎØ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ
ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ n-ÓÔÕÐÅÎØÀ É m-ÓÔÕÐÅÎØÀ ÐÒÉ n 6= m. ôÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f |
n-ÓÔÕÐÅÎØ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÓÔÕÐÅÎÉ f . ÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÅÓÌÉ f | k-ÓÔÕÐÅÎØ É Á | ÞÉÓÌÏ,
ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 0, ÔÏ af | ÔÏÖÅ k-ÓÔÕÐÅÎØ. ÷-ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ, ÓÕÍÍÁ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ
×ÓÅÇÄÁ ÌÉÂÏ ÔÏÖÅ ÓÔÕÐÅÎØ, ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 0.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ: ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ,
ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. (úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ
ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 0.)

ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØ-
ËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ-ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅ-
ÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÀÂÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0, ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ Å£ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÕÐÅÎÉ. ðÏ-
ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÕÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÔÕÐÅÎÅÊ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ
ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÉÂÏ ÓÔÕÐÅÎØ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÓÔÕÐÅÎØ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÞÔÏ É
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ f1 É f2. äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ f1 + f2 = f3, ÇÄÅ f3 | ÓÔÕÐÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ
ÏÔ n. ïÔÓÀÄÁ f1 = (−1)f2 + f3. ôÁË ËÁË (−1)f2 | ÓÔÕÐÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÕÐÅÎÉ f1 × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÁÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ f1 + · · · + fm ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ
ÍÏÖÅÍ \ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ" | ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÕÐÅÎÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÚÁÍÅÎÑÔØ ÉÈ
ÌÉÂÏ ÎÕÌÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÓÔÕÐÅÎØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë ×ÉÄÕ h1 + · · · + hk | ÓÕÍÍÙ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÒÉÞÅÍ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÔÕÐÅÎÅÊ hi ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÓÒÅÄÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÔÕÐÅÎÅÊ
f1; : : : ; fm. á ÅÓÌÉ f1 ÂÙÌÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ
× ÓÕÍÍÅ h1 + · · ·+ hk.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ n, g | ÓÔÅÐÅÎØ m É n ≥ m. ôÏÇÄÁ f = f1 + · · ·+ fk, ÇÄÅ f1 |
ÓÔÕÐÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n, f2; : : : ; fk | ÓÔÕÐÅÎÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n; g = g1 + · · ·+ gl, ÇÄÅ g1 | ÓÔÕÐÅÎØ
ÓÔÅÐÅÎÉ m, g2; : : : ; gl | ÓÔÕÐÅÎÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ m. óÌÏÖÉ× f = f1 + · · ·+ fk É g = g1 + · · ·+gl
É ÐÒÉ×ÅÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ
n. úÎÁÞÉÔ, ÓÔÅÐÅÎØ f + g ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n. ðÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ n > m, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÕÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÕÐÅÎØ f1. úÎÁÞÉÔ, Å£ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÁ n. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ
ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ
ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÎÉÈ.

á ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÏÂÙÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ
ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ
ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
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ÜÔÉÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ. åÓÌÉ ÓÔÕÐÅÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ n, g | ÓÔÅÐÅÎØ m. ôÏÇÄÁ f = f1 + · · · + fk, ÇÄÅ f1 |
ÓÔÕÐÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n, f2; : : : ; fk | ÓÔÕÐÅÎÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n; g = g1 + · · ·+ gl, ÇÄÅ g1 | ÓÔÕÐÅÎØ
ÓÔÅÐÅÎÉ m; g2; : : : ; gl | ÓÔÕÐÅÎÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ m. éÍÅÅÍ: fg | ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ figj .
ôÁË ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ f1g1 ÒÁ×ÎÁ
m+n, Á ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ figj ÍÅÎØÛÅ m+n. ôÏÇÄÁ, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÕÍÍÙ,
ÓÔÅÐÅÎØ ×ÓÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ fg, ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ f1g1, ÔÏ ÅÓÔØ m+ n.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÅÌÅÎÉÀ. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÕÖÎÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÎÅ ÓÔÕÐÅÎÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ
Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ g, ÎÅ ÒÁ×ÎÕÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0, ÅÓÌÉ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎËÃÉÊ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h É r, ÞÔÏ f = gh+ r É r ≡ 0 ÉÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ r ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ g. åÓÌÉ ÔÁËÉÅ
h É r ÅÓÔØ, ÔÏ h ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÁÓÔÎÙÍ, Á r | ÏÓÔÁÔËÏÍ. äÅÌÉÍÏÓÔØ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ | ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ
ÄÅÌÉÍÏÓÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 0.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ g ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0 É gh1 + r1 ≡ gh2 + r2; ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ r1 É r2
ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ,ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ g. ôÏÇÄÁ g(h1h2) ≡ r2 − r1. îÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ |
ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÅÓÌÉ h1h2 ≡ 0), ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ g, Á ÐÒÁ×ÁÑ | ÌÉÂÏ
ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ g. úÎÁÞÉÔ g(h1h2) ≡ r2 − r1 ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ h1h2 ≡ 0 É r2 − r1 ≡ 0.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÇÏÌËÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÏ É
ÓÔÕÐÅÎÉ. ðÒÉÞÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÐÏ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÓÔÕÐÅÎÑÍ f É g ÉÚ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ h, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ
gh ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÕÐÅÎØÀ f , É ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÕÍÅÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÔÕÐÅÎØ ÎÁÈÏÄÉÔØ.
(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÕÐÅÎÉ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ gh1 É gh2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ gh1− gh2 ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ 0, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ
ÍÅÎØÛÅ. ÞÅÍ gh1 É gh2. îÏ gh1 − gh2 = g(h1 − h2), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ h1 − h2 ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. h1 É h2 ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h1 − h2 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ 0. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ h1 − h2 ≡ 0, ÌÉÂÏ
ÓÔÅÐÅÎØ g(h1 − h2) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ gh1 ÉÌÉ gh2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.)

çÌÁ×ÎÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ (ÉÌÉ, ÎÁ ÎÁÕÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ) | ÕÚÎÁ×ÁÔØ,
ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÏÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ
ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ | ÔÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÖÅ
Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÅ 2, Á 3: ËÒÏÍÅ

1) ÄÅÌÅÎÉÅ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏ×ÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ Õ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ;
É
2) ÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 0 ÉÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌØ;
×ÏÚÍÏÖÎÏ
3) ÄÅÌÉÍÏÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ, ÄÁÖÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.
èÏÔÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÏÞÁÒÏ×Ù×ÁÅÔ (ÍÙ ËÁË ÂÙ ÚÁÈÏÄÉÍ × ÔÕÐÉË), ÚÁÔÏ ÓÒÁÚÕ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÄÅÌÉÍÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÅÌÉÔÅÌØ.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÇÏÒÞÁÅÔ ÅÝÅ ÔÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÉÍÏ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï
îïë, îïä É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ×ËÌÀÞÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ f É g, ÄÅÌÉÍÏÅ É ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÔÅÐÅÎØ f ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ g.
ûÁÇÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÔÕÐÅÎÉ h, ÞÔÏ f = gh+s, ÇÄÅ s ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÏ 0 ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f . ôÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÓÔÕÐÅÎØ h, ÞÔÏ
ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ gh ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÕÐÅÎØÀ f . åÓÌÉ ÔÁËÁÑ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ É ÅÓÔØ
ÉÓËÏÍÁÑ, Á s = f−gh. á ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÛÁÇ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍ. é ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ g Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.
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þÔÏÂÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ g ÕÇÏÌËÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÍ ÛÁÇÉ ÄÅÌÅÎÉÑ. äÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ
×ÓÅÈ ÛÁÇÁÈ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ | g. äÅÌÉÍÏÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ | f . ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÙÅ n ÛÁÇÏ× ÕÄÁÌÏÓØ
×ÙÐÏÌÎÉÔØ É ÎÁ n-ÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏ ÄÅÌÉÍÏÍÕ fn ÎÁÊÄÅÎÙ hn É sn. ôÏÇÄÁ ÎÁ (n+ 1)-ÏÍ ÛÁÇÅ ÄÅÌÉÍÏÅ |
sn. ûÁÇÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÍ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÌÉÂÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÛÁÇ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍÙÍ (ÔÏÇÄÁ ÄÅÌÁÅÍ
×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ f ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ g ÄÁÖÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ), ÌÉÂÏ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅm
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ sm ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ, ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ôÏÇÄÁ
ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ g Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ïÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ sm, Á ÞÁÓÔÎÏÅ |
h1 + h2 + · · ·+ hm.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÁÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ ôí, ÔÏ ÅÓÔØ ëí.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ëí ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ f1(cosx) É f2(cosx), ÇÄÅ f1 É f2 | ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÙ, ÔÏ f1(cosx) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ f2(cosx) ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ôí, ÔÏ ÅÓÔØ f1(cosx) =
f1(cosx)g(cosx; sinx), × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f1(cosx) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ f2(cosx)
×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ëí É × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ f2. îÏ
ÅÓÌÉ ëí ÚÁÐÉÓÁÎÙ × óæ, ÔÏ ÅÓÔØ × ×ÉÄÅ an cosnx+ an−1 cos(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ a, ÔÏ ÕÄÏÂÎÏ
ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ n-ÓÔÕÐÅÎÉ ËÁË ëí ×ÉÄÁ Ó cosnx, ÇÄÅ Ó ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÕÐÅÎÉ ëí f(x) É g(x) | ÜÔÏ an cosnx É bm cosmx ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f(x)g(x) | ÜÔÏ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ

anbm cosnx cosmx = (anbm=2)(cos(n+m)x+ cos(n−m)x):

ôÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ n É m ÎÅ 0, ÔÏ ÜÔÁ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ | (anbm=2) cos(n + m)x. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ Ä×ÕÍ
ÓÔÕÐÅÎÑÍ an cosnx É bm cosmx, ÇÄÅ n ≥ m, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÓÔÕÐÅÎØ ck cos kx, ÞÔÏ
ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ (bm cosmx)(ck cos kx) ÅÓÔØ an cosnx. á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ m ÎÅ 0, ÔÏ k = n − m;
ck = 2(an=bm); ÅÓÌÉ m = 0, ÔÏ k = n; ck = an=bm.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÂÕÄÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÔÕÐÅÎÑÈ
a cosn x, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ
ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ëí). ÷ÅÄØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ.

ðÒÉÍÅÒ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ:

− 2 cos 3x− 3 cos 2x+ 5 cosx cos 2x+ 2 cosx+ 1
2 cos 3x+ 2 cosx+ 4(cos 2x+ 1) + 4 cosx 4 cosx− 7

−− 7 cos 2x− cosx− 4
−7 cos 2x− 14 cosx− 7

13 cosx+ 3
éÔÁË, ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÎÏ 4 cosx− 7, Á ÏÓÔÁÔÏË | 13 cosx+ 3.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ôí. ÷ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ Ä×Á ×ÉÄÁ óæ.
ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÏÉ ÓÔÕÐÅÎÉ (ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÏÎÑÔÉÀ ÓÔÅÐÅ-
ÎÉ).

óæ 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ n-ÓÔÕÐÅÎÉ cosn−1 x(a cosx + b sinx), ÇÄÅ a2 + b2 6= 0 ÐÒÉ n > 0 É 0-
ÓÔÕÐÅÎÉ | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 0. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ôí × óæ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ôí ÎÁ
ÓÔÕÐÅÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ÷ÙËÌÁÄËÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÏ Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ
ÓÔÕÐÅÎÑÍ cosn−1 x(a cosx + b sinx) É cosm−1 x(c cosx + d sinx), ÇÄÅ n ≥ m, ÓÔÕÐÅÎÉ h ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ cosm−1 x(c cosx+d sinx)h(x) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó cosn−1 x(a cosx+ b sinx),
ÐÒÉ n > m Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ e É f , ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ec−fd = a
É ed + fc = b. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ É Å£ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ c2 + d2. á ÔÁË ËÁË c2 + d2 6= 0,
ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ n = m ÓÔÕÐÅÎØ h(x) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ
ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ôÏ ÅÓÔØ h(x) | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ Å, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 0, ÞÔÏ

cosn−1 x(a cosx+ b sinx) ≡ Å cosn−1 x(c cosx+ d sinx);

ÏÔËÕÄÁ c = ea; d = eb. ôÁËÏÅ Å ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÕÖ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÐÒÉ
a2 + b2 6= 0 ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÉ ÓÔÕÐÅÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÏÌËÏÍ,
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ÐÒÉÞÅÍ ÛÁÇ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÅÌÉÍÏÇÏ ÎÁ
ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÅÌÉÍÏÅ

f(x) = 2 cos3 x− 3 cos2 x sinx+ cos2 x− 2 sinx cosx =
= cos2 x(2 cosx− sinx) + cosx(cosx− 2 sinx);

ÄÅÌÉÔÅÌØ

g(x) = 3 cos2 x+ sinx cosx− cosx+ sinx− 1 = cosx(3 cosx+ sinx) + (− cosx+ sinx)− 1:

÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ ÕÇÏÌËÏÍ.
ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ. îÕÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ e É f ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (3 cosx +

+ sinx)(e cosx + f sinx) ÓÏ×ÐÁÄÁÌÁ Ó cosx(2 cosx − sinx). ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÜÔÉ e É f | ÒÅÛÅÎÉÑ
ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 3e−f = 2; e+3f = −1. úÎÁÞÉÔ, e = 1=2; f = −(1=2). õÍÎÏÖÁÅÍ
ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ (1=2)(cosx− sinx). ðÏÌÕÞÁÅÍ

cos2 x(2 cosx− sinx) + (1=2)(1− 4 sinx cosx)− (1=2)(cosx− sinx):

÷ÙÞÉÔÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÄÅÌÉÍÏÇÏ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË
cos2 x + (1=2)(cosx − sinx) + (1=2). ïÎ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ, ÒÁ×ÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÕÐÅÎÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ óæ 1. ôÏ ÅÓÔØ n-ÓÔÕÐÅÎÉ ÐÒÉ n > 0 |
a cosnx+ b sinnx, ÐÒÉÞÅÍ a2 + b2 ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0, Á 0-ÓÔÕÐÅÎÉ | ×ÓÅ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 0 ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÓÔÕÐÅÎÑÍ a cosnx + b sinnx É c cosmx + d sinmx Ó a2 + b2 6= 0 É
c2+d2 6= 0 ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÓÔÕÐÅÎØ h, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ (c cosmx+d sinmx)h(È) ÓÏ×ÐÁÄÁÌÁ Ó aÓ.
ðÒÉ m = n, ËÁË É ÄÌÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÓÔÕÐÅÎÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ h ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ,
h(x) ≡ e, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ a = ce; b = de. ðÒÉ n > m ÉÝÅÍ ÔÁËÉÅ e É f , ÞÔÏÂÙ
ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

(c cosmx+ d sinmx)(e cos(n−m)x+ f sin(n−m)x)

ÓÏ×ÐÁÄÁÌÁ Ó a cosnx+ b sinnx. éÍÅÅÍ

(c cosmx+ d sinmx)(e cos(n−m)x+ f sin(n−m)x) ≡
≡ ce cosmx cos(n−m)x+ df sinmx sin(n−m)x+
+ de sinnx cos(n−m)x+ cf cosmx sin(n−m)x ≡

≡ (1=2)ce(cosnx+ cos(n− 2m)x) + (1=2)df(− cosnx+ cos(n− 2m)x) +
+ (1=2)de(sinnx+ sin(2m− n)x) + (1=2)cf(sinnx− sin(2m− n)x):

óÔÁÒÛÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ôí | (1=2)(ce − fd) cosnx + (1=2)(ed + fc) sinnx. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÎÁÈÏ-
ÖÄÅÎÉÑ e É f ÔÁËÕÀ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÕ, ËÁË ÄÌÑ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 2a É 2b, Á ÎÅ a É b. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ e É f .

íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. á ÎÅ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÅÊ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÕÇÏÌËÏÍ ôí ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÔÕÐÅÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, × ËÁËÏÍ ×ÉÄÅ
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å 3

3.1. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ È4Õ ÎÁ È2Õ2 Á) ÅÓÌÉ n-ÓÔÕÐÅÎÉ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? Â) ÅÓÌÉ n-ÓÔÕÐÅÎÉ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ xnf(y), ÇÄÅ f(y) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?
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3.2. òÁÚÄÅÌÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ È4−1 ÎÁ È+ 1. ëÁË ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ
È4 − Õ4 ÎÁ È+ Õ?

3.3. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ cos 5x ÎÁ cos 3x (n-ÓÔÕÐÅÎÉ | a cosnx).

3.4. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ cosnx ÎÁ cosmx.

3.5. òÁÚÄÅÌÉÔÅ cos 5x ÎÁ sin 3x (n-ÓÔÕÐÅÎÉ | a cosnx+ b sinnx).

3.6. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ cosnx ÎÁ sinmx.

3.7. òÁÚÄÅÌÉÔÅ cos 2x ÎÁ cosx+ sinx.

3.8. ðÒÉ ËÁËÉÈ n É m ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ cosnx É sinnx ÎÁ cosmx+ sinmx?

3.9. ðÒÉ ËÁËÏÍ Á ôí sin 2x+ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ cosx+ sinx?

3.10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ cos 2x É sin 2x îïä | ÔÁËÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ
ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ?

3.11. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f2
1 + f2

2 ≡ 1 (f1 É f2 | ôí). þÔÏ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ f1
É f2?

3.12. îÁÊÄÉÔÅ îïä ÄÌÑ Á) cosnx É sinnx; Â) cosnx+Á sinnx É cosnx−Á sinnx, ÇÄÅ Á | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÞÉÓÌÏ.

3.13. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ôí ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ cosx É sinx.

3.14. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ôí ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ îïä.

çÌÁ×Á 4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ,
ÅÓÌÉ × ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅ-
ÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÐÒÉ ×ÓÅÈ
t;x1; : : : ; xn ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(tx1; : : : ; txn) = tkf(x1; : : : ; xn).

åÓÌÉ ôí f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ g(cosx; sinx), ÇÄÅ g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ
g(cosx; sinx) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ôí, Á ÓÁÍ f(x) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÍ ôí.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÉ-
ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. óÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ôí ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. åÓÌÉ ÂÙ ÄÁÖÅ
ÎÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ t, Á ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ t = 2 ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ f(cos tx; sin tx) ≡ tkf(cosx; sinx), ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ôí f(cos 2x; sin 2x) × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 2kf(cosx; sinx).

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÏÂÉÑÈ ÐÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ sin2 x; cos2 x; sin 2x; cos 2x É 1 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ôí (1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ôí ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ
1 ≡ sin2 x+ cos2 x).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.1. ôí ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ×ÉÄÅ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× a cosk x sinl x, ÇÄÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ k+ l
ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) = g(cosx; sinx), ÇÄÅ g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏ-
ÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ n, ÔÏ g(cosx; sinx) | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ a cosk x sinl x,
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ÇÄÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ k + l ÒÁ×ÎÙ n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ | ÔÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ
ÓÔÅÐÅÎÉ g(x; y). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ g ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ôí f(x), ÎÏ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.)

äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×
a cosk x sinl x, ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÓÕÍÍ k + l ÒÁ×ÎÁ n É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ k + l ÉÍÅÀÔ ÔÕ ÖÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ
n. ôÏÇÄÁ ÄÏÍÎÏÖÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ a cosk x sinl x, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ k + l < n, ÎÁ (sin2 x + cos2 x)m,
ÇÄÅ m = (1=2)(n − (k + l)). ôÏÇÄÁ a cosk x sinl x(sin2 x + cos2 x)m = h(cosx; sinx), ÇÄÅ h(y; z) =
aykzl(y2 + z2)m | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k + l + 2m = n. ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ôí f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ × ÅÇÏ óæ
an cosnx+ an−1 cos(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ a ×ÓÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a2

k + b2k ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0, ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ
É ÔÕ ÖÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ. (a ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÁË a cos 0x+ b sin 0x.)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ôí

f(x) = an cosnx+ an−1 cos(n− 1)x+ · · ·+ a1 cosx+ a

ÌÅÇËÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ôí g(y), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ
ck cos kx+ dk sin kx ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ k, ÚÁÍÅÎÏÊ x = 2y.

ôÅÐÅÒØ ÏÂ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ. ÷Ù, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÚÎÁÅÔÅ (ÉÚ ÐÏÓÏÂÉÑ ó. ìØ×Ï×ÓËÏÇÏ �ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ�2 ÉÌÉ
ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×), ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ f(g(x); h(x)) = 0, ÇÄÅ f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f(0; y) = 0 É f(1; y) = 0. ðÒÉÞÅÍ, ÔÁË ËÁË
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ f(0; y) = 0 | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ Õ = 0. á
ÉÍÅÎÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ g(x) 6= 0 ÒÅÛÅÎÉÑ f(g(x);h(x)) = 0 | ÜÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (h(x)=g(x)) =
ai, ÇÄÅ a1; : : : ; an | ËÏÒÎÉ f(1; y) = 0. ÷ ÓÌÕÞÁÅ g(x) = 0 ÒÅÛÅÎÉÑ (g(x);h(x)) = 0 | ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ
g(x) = h(x) = 0, ÅÓÌÉ f(0; y) = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ Õ = 0 É ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ g(x) = 0, ÅÓÌÉ f(0; y) = 0 ÐÒÉ
×ÓÅÈ Õ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ h(x) = sinx, Á g(x) = cosx, ÔÏ h(x)=g(x) | ÜÔÏ tg x.

éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a cos2 x+b sinx cosx+c cos2 x+d = 0 Ó×ÏÄÉÔÓÑ
Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÚÁÍÅÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ d ÎÁ d(sin2 x+cos2 x). ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÉÄÅÑ
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(g(x);h(x)) = 0, ÇÄÅ f(y; z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ. ðÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(y; z) ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ f(y; z). þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ôí, ÔÏ,
ÓÄÅÌÁ× ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÕ x = 2y, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ f(cos 2y; sin 2y) = 0 Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ
×ÉÄÕ. îÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÚÁÍÅÎÁ È ÎÁ 2Õ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ôí × 2 ÒÁÚÁ.

éÔÁË, ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÔØ ôí f(cosx; sinx) × g(cos(x=2); sin(x=2)), ÇÄÅ g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(cosx; sinx) = 0 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ g(cos(x=2); sin(x=2)) = 0 ÉÌÉ g(1; tg(x=2)) = 0. üÔÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ
ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ sinx = 2tg(x=2)=(1 + tg2(x=2); cosx =
(1− tg2(x=2))=(1 + tg2(x=2)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ È ÎÁ x=2 ÐÏ×ÙÛÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ôí, ÔÏ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ cosx É sinx Ë tg(x=2) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏ Ë tg x,
ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(cosx; sinx) = 0, ÇÄÅ f(y; z) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ xkyl É Ó
ÞÅÔÎÙÍ k + l, É Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÎÏÊ sinx
cosx ÎÁ tg x É

Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ tg(x=2) | ÎÅ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÒÏÚÎÅÎ-
ÎÙÅ ÐÒÉÅÍÙ, ËÁË ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ë
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÞÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÉÎ ×ÏÐÒÏÓ, ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å. íÙ
ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f É g | Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É f(cosx; sinx) ≡

2çÅÌØÆÁÎÄ é.í., ìØ×Ï×ÓËÉÊ ó.ì., ôÏÏÍ á.ì. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. - í.: íãîíï. áï \íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ", 2002.
- ó. 199.
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≡ g(cosx; sinx), ÔÏ ÅÓÔØ f(cosx; sinx) É g(cosx; sinx) | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ôí, ÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÏ f(y; z) É g(y; z) | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. á ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ? ÷
ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ f(y; z) ≡ g(y; z). ðÒÉÍÅÒ: sin2 x + cos2 x É 1.
äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.2. åÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ f É g ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÙÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ, ÎÏ É
ÉÍÅÌÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÏ ÉÚ f(cosx; sinx) ≡ g(cosx; sinx) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ f(y; z) ≡
g(y; z).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f É g ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f(y; z) ≡ g(y; z), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ (a; b) c a2 + b2 6= 0 ÎÁÛÌÁÓØ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÅÊ ÐÁÒÁ (ka; kb) c k 6= 0,
ÞÔÏ f(ka; kb) = g(ka; kb). (ôÏÇÄÁ f(a; b) = (1=kn)f(ka; kb) = (1=kn)g(ka; kb) = g(a; b), ÇÄÅ n |
ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g.) ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ (ka; kb) ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ (cos'; sin'),
ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; 2�[ c cos' = a=(a2 + b2)1=2; sin' = b=(a2 + b2)1=2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å 4

4.1. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4 − 3x2(x + 1) + 2(x + 1)2 = 0, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y2 −
3yz + 2z2 = 0.

4.2. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin4 x− 3 sin2 x cosx+ 2 cos2 x = 0.

4.3. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin4 x− 3 sin2 x(cosx+ 1) + 2(cosx+ 1)2 = 0.

4.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÊÔÅ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ôí ÓÏs4x+ sin4 x+ a(cos2 x− sin2 x) + b É ÒÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÓÏs4x+ sin4 x+ a(cos2 x− sin2 x) + b = 0.

4.5. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÊÔÅ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ôí

3 sin3 x+ 4 cosx sin2 x− 2 cos2 x sinx− 3 cos3 x sinx+ 2 cosx

É ÒÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin3x+ 4 cosx sin2 x− 2 cos2 x sinx− 3 cos3 x sinx+ 2 cosx = 0.

4.6. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÊÔÅ ôí f(x) = 3 sin 2x+ 2(sinx− cosx)− 2 Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ
ÓÄÅÌÁ× ÚÁÍÅÎÕ È = 2Õ.

4.7. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(y; z) É g(y; z) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ m É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÇÄÅ m < n, ÔÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f(cosx; sinx) ≡ g(cosx; sinx) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ n − m ÞÅÔÎÏ É
f(y; z) ≡ (y2 + z2)(n−m)=2g(y; z)?

4.8. ëÁËÏÅ ÓÁÍÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ È = ' × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 2�[ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ
ÇÒÁÆÉË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ôí ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ
ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 2�[?

óË×ÏÒÃÏ×Á åÌÅÎÁ úÅÌÉËÏ×ÎÁ,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÚÁÏÞÎÏÊ
ÍÎÏÇÏÐÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÛËÏÌÙ (÷úíû).
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íÅÔÏÄ ÍÁÓÓ × ÚÁÄÁÞÁÈ
á. à. ü×ÎÉÎ

åÝ£ áÒÈÉÍÅÄ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÔÏ×. ÷ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÅ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ (ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÍ) ÉÚÕÞÅÎ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ [1]. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÍ
ÍÅÔÏÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÁÈ [8] É [11].

÷ ÓÔÁÔØÅ [2] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÍÅÔÏÄ ÍÁÓÓ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉÐÏ×ÙÈ
ÚÁÄÁÞ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÁËÏÍ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË. ïÓÏÂÙÊ ÁËÃÅÎÔ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ
ÓÄÅÌÁÎ ÎÁ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÉ ÍÁÓÓ (ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÓÓ).

ëÏÌÌÅËÃÉÑ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÛÉÒÏËÏ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÔÒÑÓÁÀÝÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÍÅÔÏÄ
ÍÁÓÓ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÌÅÔ. úÁÄÁÞÉ ×ÚÑÔÙ, ×
ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÉÚ ËÎÉÇ [1-10], Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ.

üÔÁ ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖ-
ËÁ (ËÁË ÛËÏÌØÎÏÇÏ, ÔÁË É ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÇÏ). ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÌÁËÏÎÉÞÎÏ.

åÓÌÉ ÔÏÞËÅ A ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ (ÍÁÓÓÁ) m, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
(Í. Ô.) mA (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ m ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ).

ãÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1A1, m2A2, . . . , mnAn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÔÏÞËÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

m1
−−−→MA1 +m2

−−−→MA2 + · · ·+mn
−−−→MAn = 0: (1)

îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË A1 É A2 Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m1 É m2 ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË
A1A2 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m2 : m1 (ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ).

úÁÄÁÞÉ
1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ.
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÍÅÓÔÏ (1) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÐÉÓÉ

M = c(m1A1;m2A2; : : : ;mnAn)

É
m1A1 +m2A2 + · · ·+mnAn = (m1 +m2 + · · ·+mn)M:

2. ðÕÓÔØ M = c(m1A1;m2A2; : : : ;mnAn). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O

(m1 +m2 + · · ·+mn)−−→OM = m1
−−→OA1 +m2

−−→OA2 + · · ·+mn
−−→OAn: (2)

3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ ÍÁÓÓ. åÓÌÉ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÏÊ,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÉÈ ÃÅÎÔÒÅ ÍÁÓÓ É ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÒÁ×ÎÕÀ ÓÕÍÍÅ ÍÁÓÓ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË,
ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅ-
ÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ; ÐÒÉÞ£Í ÜÔÁ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ
ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ ÐÏÐÏÌÁÍ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ËÁÖÄÁÑ
×ÙÓÏÔÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ.

7. [æÏÒÍÕÌÁ ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ.] ÷ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ M . ìÕÞÉ AM , BM ,
CM ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA É AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A1, B1, C1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
AC1 : C1B = p, AB1 : B1C = q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AM : MA1 = p+ q.

8. äÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ: A;B;C. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ, É ÐÏ×ÅÒ-
ÎÕÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÕÇÏÌ ×ÏËÒÕÇ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÎÏ×ÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÔÒ£È ÔÏÞÅË.
ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÏÞËÁ A ÐÅÒÅÛÌÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ B, Á ÔÏÞËÁ B
ÎÅ ÐÏÐÁÌÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ C. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ C ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ A?

9. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ×ÐÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎ BC, CA, AB ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A′, B′, C ′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ AA′, BB′ É CC ′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ.

10. óÆÅÒÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ò£ÂÅÒ ÐÒÏ×ÅÄ£Í
ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

11. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞËÉ M É N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÒÉÞ£Í AM : MB = 3 : 5, BN : NC = 1 : 4. ðÒÑÍÙÅ CM É AN ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ AO : ON É CO : OM .

12. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CA ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ A1 É B1,
ÄÅÌÑÝÉÅ ÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ AB1 : B1C = a1 : a2 É BA1 : A1C = b1 : b2. ïÔÒÅÚËÉ AA1 É BB1
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚËÉ AA1 É BB1.

13. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ E ÔÁË, ÞÔÏ

AE : EB = CF : FE = k;

ÇÄÅ F | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ CE É ÍÅÄÉÁÎÙ AD. îÁÊÄÉÔÅ k.
14. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ AD : DC = 2, Á

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ E É F ÔÁË, ÞÔÏ BE = EF = FC. ïÔÒÅÚÏË BD ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ
AE É AF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ K É N . îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ KEFN , ÅÓÌÉ
SABC = 42.

15. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K É L; O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÏÔÒÅÚËÏ× AK É BL. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
OLA, OAB, OBK ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 5, 6 É 7.

16. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ M , N É K
ÔÁË, ÞÔÏ AM : MB = 2 : 3, AK : KC = 2 : 1, BN : NC = 1 : 2. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÒÑÍÁÑ MK
ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AN?

17. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC, CA É AB ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ A1, B1
É C1, ÄÅÌÑÝÉÅ ÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ CA1 : A1B = a1 : a2, AB1 : B1C = b1 : b2 É BC1 : C1A = c1 : c2.
ïÔÒÅÚËÉ AA1 É B1C1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ
ÏÔÒÅÚËÉ AA1 É B1C1.

18. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÔÏÞËÁ N | ÓÅÒÅÄÉÎÁ CB, ÔÏÞËÁ Q ÄÅÌÉÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AC × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
AQ : QC = 3 : 5, ÔÏÞËÉ M É P ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ïÔÒÅÚËÉ NM É PQ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ MO : ON .

19. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ M , N , P É Q, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ CN :
NB = a1 : a2, BM : MA = d1 : d2, BP : PA = c1 : c2, AQ : QC = b1 : b2. ðÒÑÍÙÅ MN É PQ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O =∈ AB. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÓÓÙ m1, m2, m3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ O = c(m1A;m2B;m3C):
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20. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB É AC, ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AB É BC,
É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ ACB ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

21. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ þÅ×Ù. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ A1 ∈ BC,
B1 ∈ CA, C1 ∈ BA. ïÔÒÅÚËÉ AA1, BB1 É CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

CA1
A1B

· BC1
C1A

· AB1
B1C

= 1:

22. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ íÅÎÅÌÁÑ. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÄÅÌÑÔ ÅÇÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ CB, AC É BA × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ �, � É 
 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −−→CA1 = �−−→A1B, −−→AB1 = �−−→B1C, −−→BC1 = 
−−→C1A). ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ��
 = −1.

23. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ûÌ£ÍÉÌØÈÁ. ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅ×ÉÁÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
(õ ÓÁÍÏÇÏ ûÌ£ÍÉÌØÈÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÅ×ÉÁÎ ÂÙÌÉ ×ÙÓÏÔÙ. ÷ 1860 Ç. ûÌ£ÍÉÌØÈ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ìÅÍÕÁÎÁ | ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÉÍÅÄÉ-
ÁÎ1).

24. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC; ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎÙ BM ÚÁ ÔÏÞËÕ M ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ
N , ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÏÔÒÅÚËÉ AM É AB × ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÑÍÙÅ QM É NC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ R, Á ÐÒÑÍÙÅ RB É AC | × ÔÏÞËÅ S. äÏËÁÖÉÔÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï PM = MS.

25. [ôÅÏÒÅÍÁ öÅÒÇÏÎÁ.] ðÕÓÔØ ABCD | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ, Á O | ÔÏÞËÁ
×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ìÕÞÉ AO, BO, CO, DO ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÇÒÁÎÉ × ÔÏÞËÁÈ
A1, B1, C1, D1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

AO
AA1

+ BO
BB1

+ CO
CC1

+ DO
DD1

= 3:

26. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K ∈ AB, L ∈ BC, M ∈
CD, N ∈ DA, ÐÒÉÞ£Í AK : KB = DM : MC = �; BL : LC = AN : ND = �. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× KM É LN . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ NO : OL = �, KO : OM = �.

27. îÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K ∈ AB, L ∈ BC, M ∈ CD, N ∈ DA, ÐÒÉÞ£Í
AK : KB = DM : MC = � É BL : LC = AN : ND = �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ KM É LN
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O, ÐÒÉÞ£Í NO : OL = �, KO : OM = �.

28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÔ ÔÅÔÒÁÜÄÒ.

29. ïËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ
K ∈ AB;L ∈ BC;M ∈ CD;N ∈ DA. ïÔÒÅÚËÉ KM É LN ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ Z. îÁÊÄÉÔÅ, ×
ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ Z ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË KM , ÅÓÌÉ AK = a;BL = b, CM = c;DN = d.

30. þÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ D ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÔÓÅËÁÀÝÁÑ 1=n-À ÞÁÓÔØ
ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ AB, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC ÏÔÓÅËÁÅÔ ÔÁ ÖÅ ÐÒÑÍÁÑ?

31. ABCD | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË; Q | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ CD; M | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ABCD; ÐÒÑÍÁÑ QM ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÔÏÞËÅ K. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
AK : KB, ÅÓÌÉ AD = a, BC = b.

32. ëÁÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ

1óÉÍÅÄÉÁÎÁ | ÞÅ×ÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÕÞ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÌÕÞÕ ÍÅÄÉÁÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ,
×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ ÄÅ×ÑÔØ ËÌÅÔÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÒÅÄÎÅÊ ËÌÅÔËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÄÅ×ÑÔÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

33. ABCD | ÔÒÁÐÅÃÉÑ, ÔÏÞËÉ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ BC É AD, O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, E | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ
M , N , O É E ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

34. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ÷ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC × ÔÏÞËÅ T , Á
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC × ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÒÅÚËÉ QB É PC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÔÏÞËÅ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, T É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

35. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABCD ÓÌÕÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD. ðÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÂÏËÏ×ÙÅ Ò£ÂÒÁ SA, SB, SC É SD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A1, B1, C1 É D1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
SA1 : SA = 1 : a, SB1 : SB = 1 : b, SC1 : SC = 1 : c. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ SD1 : SD.

36. ÷ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÐÉÓÁÌÉ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÏÐÁÒ-
ÎÏ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ × ÃÅÎÔÒÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ,
Á ÔÁËÖÅ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÕÓÔØ M = c(x1A; x2B; x3C), ÐÒÉÞ£Í x1 + x2 + x3 = 1. ôÏÇÄÁ
ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÉÍÅÅÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (âóë) x1, x2, x3 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
(ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Å£ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ.

37. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.
38. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
39. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ O ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Å£ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï: x1 : x2 : x3 = SOBC : SOCA : SOAB:
40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ:
ax1 + bx2 + cx3 = 0;

ÇÄÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ a = b = c.
41. ðÕÓÔØ I | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, × ËÏÔÏÒÏÍ BC 6= AB; D

| ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ AC; B1 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
B1I ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË BD ÐÏÐÏÌÁÍ.

42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ABC, × âóë ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
a2x2x3 + b2x3x1 + c2x1x2 = 0; ÇÄÅ a = BC, b = CA, c = AB.

43. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ A1 ∈ BC, A2 ∈ A1C, B1 ∈ CA, B2 ∈
B1A, C1 ∈ AB, C2 ∈ C1B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

CA1
a = CB2

b = a+ b
a+ b+ c ; AB1

b = AC2
c = b+ c

a+ b+ c ; BC1
c = BA2

a = c+ a
a+ b+ c :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A1C2, C1B2 É B1A2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

44. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ A1A2A3A4 × âóë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÒÁ.

ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ VABCD ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ2

×ÅËÔÏÒÏ× (−−→AB;−→AC;−−→AD). ðÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞ-
2óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b, c | ÜÔÏ a ·(b×c), ÇÄÅ ÔÏÞËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,

Á ËÒÅÓÔÉË | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ÎÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ, Á ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB;−→AC;−−→AD. ôÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×−−→AB;−→AC;−−→AD É −−→AB;−→AC;−−→AM ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ M É D
ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ABC. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ
×ÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,
ÔÏ ÓÍÅÎÉÔÓÑ ÅÇÏ ÚÎÁË.

45. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M(x1; x2; x3; x4) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅ-
ÔÒÁÜÄÒÁ A1A2A3A4 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

x1 = VMA2A3A4

VA1A2A3A4
; x2 = VA1MA3A4

VA1A2A3A4
; x3 = VA1A2MA4

VA1A2A3A4
; x4 = VA1A2A3M

VA1A2A3A4
:

46. äÁÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ABCD. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÇÒÁÎÅÊ: SBCD = S1, SACD = S2,SABD = S3,
SABC = S4. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ.

47. [ïÌÉÍÐÉÁÄÁ 239-Ê ÛËÏÌÙ óðÂ, 2011.] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÃÅÎÔÒÏ× ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÓÆÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÌÉÂÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÎÕÔÒÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ
ÞÅÔÙÒÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÃÅÎÔÒ ÌÀÂÏÊ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÌÅÖÉÔ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

49. [ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÌÏÓËÏÍ ÅÖÅ.] ëÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅËÔÏÒ,
ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

50. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ îØÀÔÏÎÁ. ÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ
É ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

51. [ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÖÅ.] ëÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
×ÅËÔÏÒ, ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

52. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÉÅ ÞÉ-
ÓÌÁ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ
ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ.

53. [ííï, 2014, ×ÔÏÒÏÊ ÄÅÎØ, 11-5.] ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A1B1C1A2B2C2
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ AiBjCk, ÇÄÅ i; j; k = 1; 2. óÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O
ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÏ× A1A2, B1B2 É
C1C2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÔ×ÅÔÙ
8. îÅÔ. 11. AO : ON = 3 : 4; CO : OM = 32 : 3. 12. AO : OA1 = a1(b1 + b2) : a2b1;

BO : OB1 = b1(a1 + a2) : a1b2. 13. 1 +
√

5
2 . 14. 5. 15. 858. 16. 6 : 7. 17. AO : OA1 = (a1 + a2)b1c2 :

(a1b1c1 + a2b2c2); B1O : OC1 = a1b1(c1 + c2) : a2c2(b1 + b2). 18. MO : ON = 6 : 13. 19. m1 =
a1b1c1d1 + a2b2c2d1

c2d1 − c1d2
;m2 = a1b1c2d1 + a2b2c2d2

c2d1 − c1d2
;m3 = a2b1: 29. KZ : ZM = ab(c + d) : cd(a + b).

30. 1
n+ 1. 31. a

2

b2 . 35. 1
a− b+ c . 37. a=P , b=P , c=P , ÇÄÅ a, b, c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ, P | ÐÅÒÉÍÅÔÒ.

38. äÌÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÉÎÏÊ a, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ (−a), b, c. 44.

∑
AiA2

jxixj = 0. 46. äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ xi = Si=S,
ÇÄÅ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
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òÅÛÅÎÉÑ
1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ-

×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ O. ðÕÓÔØ r = −−→OM É ri = −−→OMi ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; n. ôÏÇÄÁ

∑
mi
−−−→MAi =

∑
mi(ri − r) = 0 ⇐⇒ r =

∑miri∑mi
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ M
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Í. Ô.

2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.
3. ÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (2) ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ ÍÁÓÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÉÒÕÅ-

ÍÙÍ ÍÁÓÓÁÍ, ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ (ËÁË ÓÌÅ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÁË É ÓÐÒÁ×Á).
4. ðÕÓÔØ ABCD | ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË, E, F , G, H, K, N | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅ-

ÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AB, BC, CD, DA, AC, BD. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÁÈ A, B, C, D ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ
É ÂÕÄÅÍ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÐÏ Ä×Å Í. Ô. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ M | ÏÂÝÉÊ
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÔÏ

M = c(1A; 1B; 1C; 1D) = c(2E; 2G) = c(2F; 2H) = c(2K; 2N):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ × ÔÏÞËÁÈ E É G, F É H, K É N ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÒÁ×ÎÙÅ ÍÁÓÓÙ, ÔÏÞËÁ
M ÂÕÄÅÔ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× EG, FH É KN .

5. ÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ ×
ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A, B, C, D | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

6. ðÕÓÔØ ABCD | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÔÏÞËÁ A1 | ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ BCD. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ. ôÏÇÄÁ 1B + 1C + 1D = 3A1 É M = c(1A; 1B; 1C; 1D) =
c(1A; 3A1). úÎÁÞÉÔ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÄÅÌÉÔ ×ÙÓÏÔÕ AA1 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. îÏ
ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒ£È ×ÙÓÏÔ!

7. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C1 = c(1A; pB), Á B1 = c(1A; qC). ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÓÉÓÔÅÍÙ Í. Ô. (1A; pB; qC) ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÁÍ AA1 É BB1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ M = c(1A; pB; qC). ïÔÓÀÄÁ
pB + qC = (p+ q)A1 É M = c(1A; (p+ q)A1).

8. ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. åÓÌÉ ÖÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ
ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ, Á ÔÒÅÔØÑ ÐÏÍÅÎÑÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ.

9. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ: x = AB′ = AC ′, y = BA′ = BC ′,
z = CB′ = CA′. ðÕÓÔØ M = c(yzA; zxB; xyC). ôÏÇÄÁ M = c(y(x + z)B′; zxB) ∈ BB′. ôÏÞÎÏ ÔÁË
ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÁÍ AA′ É CC ′.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ öÅÒÇÏÎÁ.
10. ðÕÓÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÆÅÒÅ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A, B, C É D ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ a, b, c É d. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓ
(1
aA;

1
bB;

1
cC;

1
dD

)
ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ

ËÏÎÃÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÓÆÅÒÙ. úÎÁÞÉÔ,
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ
Ò£ÂÅÒ.

11. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÕ B ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁÓÓÕ m2 6= 0. íÁÓÓÙ m1 É m3 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ
N = c(m2B;m3C) É M = c(m1A;m2B). ðÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ ÄÉËÔÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m2 = 4m3 É 3m1 =
5m2.
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òÉÓ. 1.

õÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ m2 = 12. ôÏÇÄÁ m3 = 3, m1 = 20. ôÅÐÅÒØ O = c(20A; 15N), ÏÔËÕÄÁ AO :
ON = 15 : 20 = 3 : 4. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ O = c(3C; 32M). úÎÁÞÉÔ, CO : OM = 32 : 3. îÁ ÒÉÓ. 1
ÍÁÓÓÙ | ÞÉÓÌÁ × ËÒÕÖÏÞËÁÈ.

12. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÌÓÑ ×
ÔÏÞËÅ O. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÉÞØ. åÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ

B1 = c(m1A;m3C); (3)

ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ m1A É m3C ÉÈ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÍÅÓÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÈ
ÔÒ£È Ä×Å Í. Ô. m2B É (m1 + m3)B1 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
BB1. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÅÓÌÉ

c(m2B;m3C) = A1; (4)
ÔÏ c(m1A;m2B;m3C) ∈ AA1. ðÏÓËÏÌØËÕ O = AA1 ∩ BB1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ O = c(m1A;m2B;m3C).
õÓÌÏ×ÉÑ (3) É (4), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

m1a1 = m3a2; m2b1 = m3b2: (5)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å m3 ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
(5) Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÍÁÓÓÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. õÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ m3 = a1b1. ôÏÇÄÁ m1 = a2b1 É
m2 = a1b2.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ ÎÁÊÄÅÎÏ, ÌÅÇËÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓÙ ÚÁÄÁÞÉ.
ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(a1b2B; (a2b1 +a1b1)B1), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ BO : OB1 = b1(a1 +a2) : a1b2.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ AO : OA1 = a1(b1 + b2) : a2b1.

13. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÂÙÌ × ÔÏÞËÅ F .
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ A É B, ÂÙÌ ×
ÔÏÞËÅ E, Á × ÔÏÞËÁÈ C É B | × ÔÏÞËÅ D. ðÏÓËÏÌØËÕ AE : EB = k, ÍÁÓÓÁ × ×ÅÒÛÉÎÅ B ÄÏÌÖÎÁ
ÂÙÔØ × k ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÔÏÞËÅ A. ôÁË ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ C É K. éÔÁË,
F = c(1A; kB; kC) = c((1 + k)E; kC). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ CF : FE = k, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ k2 = k+1, ÏÔËÕÄÁ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔ×ÅÔÏÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÓÌÕÖÉÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÚÏÌÏÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

14. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
ÔÏÞËÉ K É N ÄÅÌÑÔ ÏÔÒÅÚËÉ AE É AF , ÐÏÓËÏÌØËÕ

SKEFN =
(

1− AK
AE · ANAF

)
SAEF ; SAEF = 1

3SABC :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N = c(1A; 2C; 1B) = c(1A; 3F ). ïÔÓÀÄÁ AN = 3
4AF . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, K =

c(1A; 2C; 4B) = c(1A; 6E) É AK = 6
7AE.
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15. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ BO : OL = SBOA : SOLA = 6 : 5 É AO : OK = SAOB : SKOB = 6 : 7.
ðÏÄÂÅÒ£Í ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ x, y É z, ÞÔÏÂÙ O = c(xA; yB; zC). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
L = c(xA; zC) É K = c(yB; zC). ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(yB; (x + z)L) É BO : OL = 6 : 5, ÉÍÅÅÍ
6y = 5(x+ z). á ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ O = c(xA; (y + z)K) É AO : OK = 6 : 7 ÐÏÌÕÞÁÅÍ 6x = 7(y + z).
éÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 77z É y = 65z. ïÔÓÀÄÁ CL = 77LA, SBCL = 77SALB,
SABC = 78SALB = 78 · 11 = 858:

16. îÁÊÄ£Í ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏ O = c(m1A;m2B;m3C). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O ∈ AN ⇐⇒ N =
c(m2B;m3C). úÎÁÞÉÔ, m2 = 2m3. þÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË KM ,
ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ m1 ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ m′

1 É m′′
1 ÔÁË, ÞÔÏ M = c(m′

1A;m2B) É K = c(m′′
1;m3C).

ïÔÓÀÄÁ 2m′
1 = 3m2 É 2m′′

1 = m3. ðÏÌÏÖÉÍ m3 = 2. ôÏÇÄÁ m2 = 4, m′
1 = 6, m′′

1 = 1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ × O | ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ AN É KM .

òÉÓ. 2.

éÍÅÅÍ O = c(7A; 6N). úÎÁÞÉÔ, AO : ON = 6 : 7.
17. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.
òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÔÏÞËÅ O.

íÁÓÓÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ B É C ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

A1 = c(m2B;m3C): (6)

üÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AA1. á ×ÏÔ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ É ÐÒÑÍÏÊ B1C1, ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ A, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁËÉÅ Ä×Å ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ m′

1A É m′′
1A, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ

B1 = c(m′′
1A;m3C); C1 = c(m′

1A;m2B): (7)

éÚ (6) É (7) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ×Ù×ÏÄÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

m2a2 = m3a1; m′
1c2 = m2c1; m′′

1b1 = m3b2:

õÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ m2 = a1b1c2. ôÏÇÄÁ m3 = a2b1c2, m′
1 = a1b1c1, m′′

1 = a2b2c2. ðÏÓËÏÌØËÕ

O = c((m′
1 +m′′

1)A1;m2B +m3C) = c((a1b1c1 + a2b2c2)A; (a1b1c2 + a2b1c2)A1);

ÐÏÌÕÞÁÅÍ
AO
OA1

= (a1 + a2)b1c2
a1b1c1 + a2b2c2

:
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ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÍÁÓÓ

O = c(m′
1A+m2B;m′′

1A+m3C) = c((a1b1c1 + a1b1c2)C1; (a2b2c2A+ a2b1c2)B1)

ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
B1O
OC1

= a1b1(c1 + c2)
a2c2(b1 + b2) :

18. îÁÊÄ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (xA; yB; zC), ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞËÅO (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3.

òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ A (x = x1 + x2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Q = c(x1A; zC) É P = c(x2A; yB). ðÏ
ÄÁÎÎÏÍÕ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x1 = 5

3z É x2 = 1
2y.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ B (y = y1 + y2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ M = c(y1B; xA) É N =
c(y2B; zC). ïÔÓÀÄÁ y1 = 1

2x É y2 = z. éÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x = 5
3z + 1

2y; y = 1
2x+ z:

ðÕÓÔØ z = 3. ôÏÇÄÁ x = 26
3 , y = 22

3 . äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÁËÏÍ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ MN ,
ÎÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÍÁÓÓÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË y1B+xA É y2B+ zC. ðÏÓËÏÌØËÕ
y1 = x

2 = 13
3 , Á y2 = z = 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

13
3 B + 26

3 A = 13M ; 3B + 3C = 6N:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, O = c(13M; 6N). úÎÁÞÉÔ, MO : ON = 6 : 13.
19. ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (xA; yB; zC).

òÉÓ. 4.
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òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ x = x1 + x2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ P = c(x1A; yB) É Q = c(x2A; zC). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÎÙ
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x1c2 = yc1 É x2b1 = zb2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÏÐÁÄ£Ô ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ
PQ. á ÄÌÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ MN ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÝÅÐÌÑÔØ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ B:

y = y1 + y2; c(y1B; xA) = M ; c(y2B; zC) = N ; y1d1 = xd2; y2a2 = za1:

ó ÕÞ£ÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x = x1 + x2 = c1
c2
y + b2

b1
z; y = y1 + y2 = d2

d1
x+ a1

a2
z:

îÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÎÁÍ ×ÚÑÔØ z = a2b1 (×ÅÄØ ×ÓÅ ÍÁÓÓÙ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÍÉ:

x = c1
c2
y + a2b2; y = d2

d1
x+ a1b1: (8)

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ M É P ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÕ BA ×
ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ: c1

c2 6=
d1
d2

. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ (8) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ

x = a1b1c1d1 + a2b2c2d1
c2d1 − c1d2

; y = a1b1c2d1 + a2b2c2d2
c2d1 − c1d2

:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × [2], ÄÌÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÍÁÓÓ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: x + y + x =
0 ⇐⇒ MN ‖ PQ. úÎÁÞÉÔ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ.

20. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ: ÎÁÊÄ£Í ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ Ä×ÕÍ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ
ÏÎ ÌÅÖÉÔ É ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÑÍÏÊ.

òÉÓ. 5.
ðÕÓÔØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, a = BC, b = CA, c = AB. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ l ÕÇÌÁ C ÄÅÌÉÔ

ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ b : a, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÕ A
ÍÁÓÓÕ a, Á × ×ÅÒÛÉÎÕ B ÍÁÓÓÕ b, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ c(aA; bB; zC) ÌÅÖÉÔ ÎÁ l. þÔÏÂÙ
ÜÔÏÔ ÃÅÎÔÒ ÌÅÖÁÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ MN , ÇÄÅ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ AB É AC, ÍÁÓÓÁ b ÄÏÌÖÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÔØ
ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ b = a+ z, ÏÔËÕÄÁ z = b− a. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ E = l ∩MN , ÔÏ E = c(aA; bB; (b− a)C).

ðÕÓÔØ P É Q | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB É AC (ÒÉÓ. 5). ëÁË
ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, AP = AQ = p−a, BP = p− b, CP = p− c, ÇÄÅ p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
þÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ E ÌÅÖÁÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ PQ, ÍÁÓÓÁ a ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÊ
ÓÕÍÍÙ a = a1 + a2, ÞÔÏ c(a1A; bB) = P É c(a2A; (b− a)C) = Q. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ

a2(p− a) = b(p− b); a1(p− a) = (b− a)(p− c):
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úÎÁÞÉÔ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a = p− b
p− a · b+ p− c

p− a · (b− a):

é ÏÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.
éÔÁË, ÎÁÍÅÞÅÎÎÙÊ ÐÌÁÎ ÏÓÕÝÅÓÔ×Ì£Î. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
21. ðÕÓÔØ O = CC1 ∩ AA1. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏ ÉÈ

ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a1 = AB1, a2 = B1C, b1 = BC1, b2 = C1A, c1 = AB1,
c2 = B1C. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (a1b1A; a1b2B; a2b2C)
(ÒÉÓ. 6).

òÉÓ. 6.
åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

CA1
A1B

· BC1
C1A

· AB1
B1C

= 1; (9)

ÔÏ a1b1c1 = a2b2c2 É c(a1b1A; a2b2C) = B1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ O ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ BB1,
ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÙÅ AA1, BB1 É CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ BB1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÔÏ B1 = c(a1b1A; a2b2C), ÞÔÏ ×ÎÏ×Ø ÄÁ£Ô
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1b1c1 = a2b2c2, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ (9).

22. åÓÌÉ ÍÁÓÓÕ z ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÔØ ÎÁ ÍÁÓÓÙ z1 É z2 ÔÁË, ÞÔÏ c(z1C; xA) = B1 É c(z2C; yB) =
A1, ÔÏ c(xA; yB; zC) ∈ A1B1.

÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ D = c(xA; yB; zC) ∈ A1B1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ m′ É m′′,
ÞÔÏ D = c(m′A1;m′′B1) É m′ + m′′ = x + y + z. ôÅÐÅÒØ ÐÏ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÓÓÙ z1 É z2, ÔÁËÉÅ
ÞÔÏ c(z1C; xA) = B1 É c(z2C; yB) = A1. ðÒÉ ÜÔÏÍ z1 + x = m′′, z2 + y = m′, ÏÔËÕÄÁ Ó ÕÞ£ÔÏÍ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ z = z1 + z2.

éÔÁË, ÃÅÎÔÒ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (xA; yB; zC) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ A1B1 ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ z = z1 + z2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c(z1C; xA) = B1 É
c(z2C; yB) = A1, ÉÌÉ

z1
−−→B1C + x−−→B1A = 0; z2

−−→A1C + y−−→A1B = 0: (10)

åÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ −−→AB1 = �−−→B1C É −−→CA1 = �−−→A1B, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (10) ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ z1 = �x É z2 = y

� . éÔÏÇ ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË:

c(xA; yB; zC) ∈ A1B1 ⇐⇒ z = �x+ y
� : (11)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

c(xA; yB; zC) ∈ B1C1 ⇐⇒ x = 
y + z
�: (12)
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ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÒÑÍÙÅ A1B1
É B1C1, ÔÏ ÅÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (11){(12), ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

z = �x+ y
� ; x = 
y + z

�:

ïÔÓÀÄÁ z = �(
y + z
�) + y

� = �
y + z + y
� , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �
 + 1

� = 0, ÉÌÉ ��
 = −1, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

23. ðÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ AA1, BB1 É CC1 É ÞÉÓÌÁ m1, m2, m3 ×ÙÂÒÁÎÙ
ÔÁË, ÞÔÏ M = c(m1A;m2B;m3C). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ A2, B2, C2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ
BC, CA, AB, Á A3, B3, C3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅ×ÉÁÎ. ðÏÌÏÖÉÍ O = c(m1(m2 +
m3)A;m2(m1 +m3)B;m3(m1 +m2)C). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

m1(m2 +m3)A+m2(m1 +m3)B +m3(m1 +m2)C =

= m1(m2 +m3)A+m1(m2B +m3C) +m2m3(1B + 1C) =

= m1(m2 +m3)A+m1(m2 +m3)A1 + 2m2m3A2 =

= 2m1(m2 +m3)A3 + 2m2m3A2:
úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ O ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ A2A3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ O ÌÅÖÉÔ É ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ
B2B3 É C2C3.

24. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÉ A É C ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ, Á × ÔÏÞËÉ B É N ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ x É y, ÞÔÏ
Q = c(1A; xB) É M = c(xB; yN) (ÒÉÓ. 7).

òÉÓ. 7.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÖÅ M = c(1A; 1C), ÉÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ

M = c(1A; xB; 1C; yN) = c((1 + x)Q; 1C; yN):

ïÔÓÀÄÁ R = c(1C; yN). ðÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÁÈ A, B É N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c(1A; xB; yN) = c((1 + x)Q; yN) ∈ QN; c(1A; xB; yN) = c(1A; (x+ y)M) ∈ AM;

ÏÔËÕÄÁ c(1A; xB; yN) = QN ∩ AM = P . á ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÍÁÓÓ (1C; xB; yN) ÐÒÉ-
×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

c(1C; xB; yN) = c((1 + y)R; xB) ∈ BR; c(1C; xB; yN) = c(1C; (x+ y)M) ∈ CM;

ÏÔËÕÄÁ c(1C; xB; yN) = BR∩CM = S. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÙ (1A; 1C; 2xB; 2yN).
ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M = c(1A; 1C) É M = c(2xB; 2yN), ÏÔËÕÄÁ M = c(1A; 1C; 2xB; 2yN). ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, 1A+xB+yN = (1+x+y)P É 1C+xB+yN = (1+x+y)S. úÎÁÞÉÔ, M = c

(
(1+x+y)P ,
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(1 + x+ y)S
)
. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ P É S ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ

M . ðÏÜÔÏÍÕ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PS.
25. ðÕÓÔØ O = c(m1A;m2B;m3C;m4D), ÐÒÉÞ£Í m1 + m2 + m3 + m4 = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ A1, B1, C1, D1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÍÁÓÓ ÇÒÁÎÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ.
îÁÐÒÉÍÅÒ,

m2B +m3C +m4D = (m2 +m3 +m4)A1 = (1−m1)A1:

ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(m1A; (1−m1)A1), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ

m1 ·AO = (1−m1) ·OA1;

ÉÌÉ m1 ·AO = (1−m1) · (AA1 −AO), ÏÔËÕÄÁ AO
AA1

= 1−m1. óÌÏÖÉ× ÜÔÏ É ÔÒÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÅÍÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÍ

AO
AA1

+ BO
BB1

+ CO
CC1

+ DO
DD1

= 1−m1 + 1−m2 + 1−m3 + 1−m4 = 4− 1 = 3:

26. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ c(1A;�B) = K, c(�D;��C) = M ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

c(1A;�B;��C; �D) ∈ KM:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, c(1A;�B; ��C; �D) ∈ LN . úÎÁÞÉÔ,

O = c(1A;�B;��C; �D) = c((1 + �)K;�(1 + �)M) = c((1 + �)N;�(1 + �)L):

ïÔÓÀÄÁ KO : OM = �, NO : OL = �.
27. ÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ ×

ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A, B, C, D | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.
28. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÁÑ ÛÁÒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ

×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ×ÉÄÎÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÄ ÏÓÔÒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r1, r2, r3, r4
×ÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ O Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÏÐÁÒÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ
ÏÓÔÒÙÅ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÔÁËÉÅ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ) ÍÁÓÓÙ m1, m2, m3, m4, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ O ÓÔÁÌÁ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ ÍÁÓÓ. ôÏÇÄÁ m1r1 + m2r2 + m3r3 + m4r4 = 0: õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ r1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÁ, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).

29. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÁÓÓÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ

Z = c
(1
aA;

1
bB;

1
cC;

1
dD

)
=

((1
a + 1

b

)
K;

(1
c + 1

d

)
M

)
:

ïÔÓÀÄÁ
KZ
ZM =

1
c + 1

d
1
a + 1

b
= ab(c+ d)
cd(a+ b) :

30. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÔÏÞËÅ K, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØ AC |
× ÔÏÞËÅ N . ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ O | ÃÅÎÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N = c((n− 1)A; 1B; 1D) =
c((n− 1)A; 2O). ïÔÓÀÄÁ AN : AO = 2 : (n+ 1) É AN : AC = 1 : (n+ 1).

31. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ MD = x, MA = z, MB = y, MC = t. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ADM
É BCM ÉÍÅÅÍ x : t = z : y = a : b. òÁÚÕÍÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ
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ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÂÙÌ × ÔÏÞËÅ M É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÁÈ C É D ÂÙÌÉ
ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. éÍÅÅÍ M = c(yzC; ytA) = c(yzD; xzB). ïÔÓÀÄÁ K = c(ytA; xzB) É

AK
KB = xz

yt = x
t ·

z
y = a

b ·
a
b = a2

b2 :

32. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ A1; A2; : : : ; D3; D4 (ÒÉÓ. 8).

òÉÓ. 8.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ SA1B1B2A2 = 1
3SABCD.

ðÕÓÔØ H, H1, H2 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞÅË B, B1 É B2 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ
AD. ôÏÇÄÁ H2HBB2 | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, Á H1B1 | Å£ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ. ïÔÓÀÄÁ B1H1 =
1
2(BH +B2H2) É SA1B1A2 = 1

2(SABA1 + SA2B2D). ôÁË ÖÅ É SA2B1B2 = 1
2(SA1BB1 + SDB2C). óÌÏÖÉ×

ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ SA1B1B2A2 = 1
2(SABB1A1 + SB2CDA2), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 26 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× K É L, N É M ÄÅÌÑÔ
ÏÔÒÅÚËÉ A1B1 É A2B2 ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ

SKLMN = 1
3SA1B1B2A2 = 1

9SABCD:

33. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ a = AD, b = BC. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BOC É
DOA ÉÍÅÅÍ O = c(aC; bA) = c(aB; bD). ïÔÓÀÄÁ

O = c(bA; aB; aC; bD) = c(2aM; 2bN) ∈MN:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, E = c(−aB; bA) = c(−aC; bD) É

E = c(bA;−aB;−aC; bD) = c(−2aM; 2bN) ∈MN:

34. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a = AP = AQ, b = BP = BT , c = CQ = CT . ôÏÇÄÁ AB = a − b, AC = a − c.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ A, P , Q, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞËÅ M . éÍÅÅÍ
c(bcA; c(a− b)P ) = B, c(bcA; b(a− c)Q) = C. ðÏÜÔÏÍÕ c(bcA; c(a− b)P; b(a− c)Q) = QB ∩PC = M .
ðÒÉ ÜÔÏÍ bcA+ c(a− b)P + b(a− c)Q = (ab+ac− bc)M . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, bcA+ c(a− b)P = acB,
bcA+ b(a− c)Q = abC, acB + abC = a(b+ c)T . ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÍÁÓÓÙ, ÉÍÅÅÍ

2bcA+ c(a− b)P + b(a− c)Q = bcA+ (ab+ ac− bc)M = a(b+ c)T:

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ) ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ A É M ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ
T . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AM .

35. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ,

1A+ (a− 1)S = aA1; 1B + (b− 1)S = bB1; 1C + (c− 1)S = cC1:
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ABCD | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, 1A + (−1)B + 1C = 1D. ðÕÓÔØ M =
c(aA1;−bB1; cC1). ôÏÇÄÁ M ∈ �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(a− b+ c)M = 1A+ (a− 1)S − (1B + (b− 1)S) + 1C + (c− 1)S =

= (1A− 1B + 1C) + (a− b+ c− 1)S = 1D + (a− b+ c− 1)S:
úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ DS. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ M = � ∩ DS = D1. ðÏÓËÏÌØËÕ D1 =
c(1D; (a− b+ c− 1)S), ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï SD1

D1D
= 1
a− b+ c− 1, ÏÔËÕÄÁ SD1

SD = 1
a− b+ c .

36. ðÕÓÔØ A1A2A3 | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ

M = c
(
−1
r I;

1
r1
I1;

1
r2
I2;

1
r3
I3

)
;

ÇÄÅ I É r | ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ii É ri | ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ × i-Ê ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (i = 1; 2; 3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bi ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ i-ÇÏ ÕÇÌÁ. ôÏÇÄÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, B1 = c

(
1
r2 I2; 1

r3 I3
)

. îÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù-
×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ A1 = c

(
− 1
r1 I1; 1

r I
)

. úÎÁÞÉÔ, M | ÃÅÎÔÒ Ä×ÕÈ ÍÁÓÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ A1 É
B1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M ∈ A1B1. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÙÍ
A2B2 É A3B3.

37. ðÕÓÔØ ABC | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ a = BC, b = CA, c = AB.
ãÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ AA1. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ I = c(xA; yB; zC), ÔÏ
A1 = c(yB; zC). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ y : z = b : c. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ x : y = a : b. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÌÉÎÁÍ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

38. ðÕÓÔØ I É I1 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ, ËÁÓÁÀ-
ÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC; Á r É r1 | ÒÁÄÉÕÓÙ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ rr1 = b+ c− a

a+ b+ c ,
ÇÄÅ a = BC, b = CA, c = AB. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, I = c(aA; bB; cC), ÏÔËÕÄÁ

(a+ b+ c)−→AI = b−−→AB + c−→AC:
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ I1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ A, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏ
I1 = c(xA; bB; cC). ðÒÉ ÜÔÏÍ

(x+ b+ c)−−→AI1 = b−−→AB + c−→AC:
úÎÁÞÉÔ,

(a+ b+ c)−→AI = (x+ b+ c)−−→AI1: (13)
åÓÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÉÚ ÔÏÞÅË I É I1 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AB, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÔËÕÄÁ AI : AI1 = r : r1, Ô.Å. r1

−→AI = r−−→AI1, ÉÌÉ (ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÄÉÕÓÏ× r1r )

(a+ b+ c)−→AI = (b+ c− a)−−→AI1: (14)
éÚ (13) É (14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = −a.

39. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ AA′, BB′, CC ′. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
SOAB
SOBC

= SB′AB
SB′BC

= dA
dC

= AB′
B′C ;

ÇÄÅ dA É dC | ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞÅË A É C ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ BB′. åÓÌÉ
O = c(xA; yB; zC), ÔÏ B′ = c(xA; zC). ïÔÓÀÄÁ x : z = B′C : AB′ = SOBC : SOAB. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅ×ÉÁÎÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ

x : y = SOBC : SOCA:
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40. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ M(x1; x2; x3), ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax1 + bx2 + cx3 = 0. èÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÕÓÔØ b 6= c. ôÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ x3 = 1− x1 − x2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(a− c)x1 + (b− c)x2 + c = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ x2 ÏÔ x1:

x2 = l1x1 +m1:

éÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ x3 = 1−x1−x2 = l2x1+m2. õÓÌÏ×ÉÅ M = c(x1A; x2B; x3C) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ −−→OM = x1

−→OA+ x2
−−→OB + x3

−−→OC:
ó ÕÞ£ÔÏÍ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ,

−−→OM = x1
−→OA+ (l1x1 +m1)−−→OB + (l2x1 +m2)−−→OC = x1r0 + s;

ÇÄÅ r0 É s | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÚÁÐÉÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÍ ×ÉÄÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÔÏÞËÁ
A, Á l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÙÅ AB É AC × Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ K É N . åÓÌÉ M ∈ l, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÍÁÓÓ z1 É z2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï M = c(z1K; z2N). ðÏ z1 É z2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÁÓÓÙ x′1, x2,
x′′1, x3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z1K = x2B + x′1A É z2N = x3C + x′′1A, ÐÒÉÞ£Í x′1 = k1x2, x′′1 = k2x3, ÇÄÅ
ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔÙ k1 É k2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÉ K É N ÄÅÌÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÔÒÅÚËÉ AB É AC. ðÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ k1 6= −1 É k2 6= −1, úÎÁÞÉÔ, M = c((x′1+x′′2)A; x2B; x3C)
É x1 = x′1 + x′′1 = k1x2 + k2x3, Ô. Å. ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x1 − k1x2 − k2x3 = 0;
× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔ ÐÒÉ x1 ÏÔÌÉÞÅÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ x2.

41. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. úÁÐÉÓØ M(x1; x2; x3) ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ M = c(x1A; x2B; x3C) É x1+x2+x3 = 1.
éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ:

A(1; 0; 0); B(0; 1; 0); C(0; 0; 1); B1

(1
2 ; 0;

1
2

)
; I

( a
2p;

b
2p;

c
2p

)
; D

(p− c
b ; 0; p− a

b

)
;

ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, a = BC, b = CA, c = AB, p = a+b+c
2 . õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ BD:

(p− a)x1 = (p− c)x3: (15)

ðÕÓÔØ �x1+�x2+
x3 = 0 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ B1I. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.
ðÏÄÓÔÁ×É× × ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË B1 É I, ÐÏÌÕÞÉÍ

�+ 
 = 0; �a+ �b+ 
c = 0:

ïÔÓÀÄÁ �(a− c) + �b = 0 É ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = b, � = c− a É 
 = −b. éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ
B1I:

bx1 + (c− a)x2 − bx3 = 0: (16)
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

x1 + x2 + x3 = 1: (17)
òÅÛÉ× ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒ£È ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (15){(17) Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÎÁÊÄ£Í ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ BD É B1I: x1 = p− c

2b , x2 = 1
2, x3 = p− a

2b .
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 = 1

2 É ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÔÒÅÚÏË BD.
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42. ÷×ÅÄ£Í ×ÅËÔÏÒÙ r1 = −→OA, r2 = −−→OB, r3 = −−→OC, ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÙ R | ÒÁÄÉÕÓÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ÂÁÒÉÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1, x2, x3 ÔÏÞËÉ M É ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ M ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á−−→OM = x1r1+x2r2+x3r3 ×ÏÚ×ÅÄ£Í × Ë×ÁÄÒÁÔ:

−−→OM2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)R2 + 2x1x2r1 · r2 + 2x2x3r2 · r3 + 2x3x1r3 · r1:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 1− 2(x1x2 + x2x3 + x3x1):

ðÏÜÔÏÍÕ
−−→OM2 = R2 − (2R2 − 2r1 · r2)x1x2 − (2R2 − 2r2 · r3)x2x3 − (2R2 − 2r3 · r1)x2x3: (18)

íÅÖÄÕ ÔÅÍ, c = |−−→AB| = |r2−r1|, ÏÔËÕÄÁ c2 = (r2−r1)2 = 2R2−2r2 ·r1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a2 = 2R2 − 2r3 · r2 É b2 = 2R2 − 2r1 · r3. ôÅÐÅÒØ (18) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

OM2 = R2 − (c2x1x2 + a2x2x3 + b2x3x1):

úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ M(x1; x2; x3) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

c2x1x2 + a2x2x3 + b2x3x1 = 0:

43. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

a2yz + b2xz + c2xy = 0: (19)

ðÕÓÔØ O = B2C1 ∩A1C2 (ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9.

òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ x = x1 + x2 ÔÁË, ÞÔÏ c(x1A; yB) = C1 É c(x2A; zC) = B2, Á ÍÁÓÓÕ y =
y1 + y2 ÔÁË, ÞÔÏ c(y1B; xA) = C2 É c(y2B; zC) = A1: üÔÉÍ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÙÍ B2C1 É A1C2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ, ÉÍÅÅÍ:

x = a+ b
c z + a+ c

b y; y = a+ b
c z + b+ c

a x: (20)

åÓÌÉ ×ÚÑÔØ z = c2, ÔÏ, ÒÅÛÉ× ÓÉÓÔÅÍÕ (20), ÐÏÌÕÞÉÍ x = −a(a+b), y = −b(a+b). îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, y É z × (19) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ (19) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ ×
ÄÒÕÇÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÅÒÛÉÎ.
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44. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ×ÙËÌÁÄËÉ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 42, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
ÏÔ ÔÏÞËÉ M(x1; x2; x3; x4) ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ:

OM2 = R2 −
∑

i<j
AiA2

jxixj ;

ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, R | Å£ ÒÁÄÉÕÓ. úÎÁÞÉÔ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÔÁËÏ×Ï:
∑

i<j
AiA2

jxixj = 0:

45. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −−→OM =
4∑

i=1
xi
−−→OAi. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å O ÔÏÞËÕ A4, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

−−−→A4M =
3∑

i=1
xi
−−−→A4Ai:

õÍÎÏÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→A4A2 ×−−−→A4A3:

(−−−→A4M;−−−→A4A2;
−−−→A4A3) = x1(−−−→A4A1;

−−−→A4A2;
−−−→A4A3):

ïÔÓÀÄÁ x1 = VMA2A3A4
VA1A2A3A4

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ x2, x3, x4.

46. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ OBCD, AOCD, ABOD É ABCO, ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÓÆÅÒÙ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O ×ÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ).
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÙÓÏÔÙ ÜÔÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ O, ÒÁ×ÎÙ ÒÁÄÉÕÓÕ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂß£ÍÏ×, ÚÎÁÞÉÔ, É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁ-
ÄÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ O1 | ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÇÒÁÎÉ BCD. ôÏÇÄÁ ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ O1BCD ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÚÎÁËÕ ÏÔ ÞÉÓÅÌ VAO1CD, VABO1D É VABCO1 .
õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÓÏÔ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ O1, ÐÏÌÕÞÉÍ
x1 : x2 : x3 : x4 = −S1 : S2 : S3 : S4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ | ÄÌÑ ÔÒ£È ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÎÔÒÏ×
×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ.

47. ðÕÓÔØ A1A2A3A4 | ÄÁÎÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, Á Q | ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÓÆÅÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÒÅÂÒÁ AiAj ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ ÞÅÒÅÚ aij . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ai ÐÕÓÔØ Si | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á Oi | ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ
Ok(x1; x2; x2; x4) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Q, ÔÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 44,

∑

i<j
xixja2

ij > 0. äÌÑ O1

ÉÍÅÅÍ x1 : x2 : x3 : x4 = −S1 : S2 : S3 : S4, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ×
×ÉÄÅ

−S1S2a2
12 − S1S3a2

13 − S1S4a2
14 + S2S3a2

23 + S2S4a2
24 + S3S4a2

34 > 0: (21)
åÓÌÉ O2, O3 É O4 ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ Q, ÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÅÝ£ ÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
(21). óÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ SiSja2

ij
×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ Ó ÐÌÀÓÏÍ É Ä×Á ÒÁÚÁ Ó ÍÉÎÕÓÏÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏÌÕÞÉÍ 0 > 0 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ë
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ ÐÒÉÄ£Í É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÔÏÞÅË Oi ×ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ
ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ ×ÎÅ Q (×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÚÎÁË > ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË
<). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Oi ÌÅÖÁÔ ÎÁ Q, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Q
É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÎÁÒÕÖÉ.
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48. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ S1 =
S2 = S3 = S4, a12 = a34, a13 = a24, a14 = a23. ïÔÓÀÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,
ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ O1 ÓÆÅÒÅ Q. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ Oi.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÃÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [10].

49. ðÕÓÔØ s | ÓÕÍÍÁ ÄÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ÐÏ×ÅÒÎÕÔØ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ 90◦ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ
ÓÔÒÅÌËÉ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ s,
ÐÏ×£ÒÎÕÔÙÊ ÎÁ 90◦, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ. úÎÁÞÉÔ, s = 0.

50. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÃÅÎÔÒ
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.

òÉÓ. 10.
îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÔÁËÖÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÍÁÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚ-

ÍÅÓÔÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(y + t)A+ (z + x)B + (t+ y)C + (x+ z)D = (yA+ xB) + (zB + yC) + (tC + zD) + (xD + tA) =

= (x+ y)A1 + (y + z)B1 + (z + t)C1 + (t+ x)D1;
ÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÌÏÓËÏÍ ÅÖÅ

(x+ y)−−→OA1 + (y + z)−−→OB1 + (z + t)−−→OC1 + (t+ x)−−→OD1 = 0:

úÎÁÞÉÔ, ÃÅÎÔÒ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ E = c((x+ z)B; (x+ z)D); F = c((y + t)A; (y + t)C), ÏÔËÕÄÁ

O = c(2(x+ z)E; 2(y + t)F ) ∈ EF:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × [1], c. 39.
51. ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×

ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÓÉÌÅ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÇÁÚ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÐÏÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁ ÅÇÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÒÉ×ÅÄ£Í, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë
ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ.

1-Ê ÓÐÏÓÏÂ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
×ÅËÔÏÒÙ a = −−→DA, b = −−→DB, c = −−→DC. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ c × b, a × c, b × a,−−→AB × −→AC = (b − a) × (b − a) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÇÒÁÎÑÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×Ï×ÎÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ), Á ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ
ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

c× b+ a× c+ b× a+ (b− a)× (b− a) = 0:
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ É
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Å£ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. á ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÌÅÇËÏ
ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÖÅ
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍ (ÇÒÁÎÑÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÍ
×ÎÕÔÒÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ), ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. ÷ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÎÅÛÎÉÍ ÇÒÁÎÑÍ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÄÁÄÕÔ ×ÅËÔÏÒÙ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÇÒÁÎÑÍ É ÞÉÓÌÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÙÅ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÑÍ, Á ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

2-Ê ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ Q | ÄÁÎÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, V | ÅÇÏ ÏÂß£Í. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ i × i-Ê ÇÒÁÎÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÏÞËÁ Mi, ni | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ i-Ê
ÇÒÁÎÉ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, Si | ÐÌÏÝÁÄØ i-Ê ÇÒÁÎÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ s = ∑Sini.

òÁÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ X ×ÎÕÔÒÉ Q ÄÏ ÅÇÏ i-Ê ÇÒÁÎÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −−−→XMi ·ni. óÏÅÄÉÎÉ× ÔÏÞËÕ X Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÒÁÚÏÂØ£Í ÅÇÏ
ÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ïÂß£Í ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ i-Ñ ÇÒÁÎØ, ÒÁ×ÅÎ 1

3Si
−−−→XMi · ni.

ðÏÜÔÏÍÕ
3V =

∑
Si
−−−→XMi · ni =

∑
Si(
−−→XY +−−→YMi) · ni =

= −−→XY ·
∑

Sini +
∑

Si
−−→YMi · ni = −−→XY · s+ 3V;

ÇÄÅ X É Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ Q. ïÔÓÀÄÁ −−→XY ·s = 0. åÓÌÉ s 6= 0, ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÔÌÉÞÎÙÈ
ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÞÅË X É Y ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→XY É s, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ −−→XY · s = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÒÕÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [10] É [12].
52. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ O | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÓÍÅÖÎÙÅ ÇÒÁÎÉ. ðÕÓÔØ ÉÈ

ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ |AB, ÁK ÉM | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ É ÓÆÅÒÙ. ôÏÇÄÁAK = AM ,BK = BM
(ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ë ÓÆÅÒÅ ÄÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ).
úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABK É ABM | ÒÁ×ÎÙÅ (ÐÏ ÔÒ£Í ÓÔÏÒÏÎÁÍ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ. çÒÁÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÂÒÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÙ. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÕ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÅÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

53. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÏÂØ£Ô-
ÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÞÅÔÙÒÅ
ÍÁÓÓÙ, ÒÁ×ÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÞÅÔÙÒ£È ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈ
ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, × ÇÒÁÎÑÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÙ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÅ ÇÒÁÎÑÍ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 37, ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÍÁÓÓ ÒÁÓÐÏÌÏÖÁÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ, ÐÒÉÞ£Í
ÎÏ×ÙÅ ÍÁÓÓÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÖÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ | × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ Ä×ÕÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ, ÒÁ×ÎÙ. úÎÁ-
ÞÉÔ, × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÍÁÓÓÙ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÉÓÈÏÄÎÙÅ 24 ÍÁÓÓÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ ÍÁÓÓÁÍÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ ÏÔÒÅÚËÏ×A1A2,
B1B2 É C1C2. ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÓÕÄÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ ÄÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ
ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ôÁË ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ (ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ) × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÍÁÓÓÙ, ÒÁ×ÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÇÒÁÎÅÊ. ëÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÍÁÓÓÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ
ÍÁÓÓÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÎÉ.
ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ 24 ÍÁÓÓÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÌÏÓØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ
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ÐÒÉÊÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ
× ÚÁÄÁÞÁÈ 37 É 51 (É ×ÁÖÎÙÊ ÛÔÒÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÉÍÙËÁ-
ÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ).
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ïÂ ÏÄÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ
÷. ÷. é×ÌÅ×

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÙ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ
ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ÐÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ìÁÇÅÒÒÁ. äÁÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÁÇÅÒÒÁ.

1. ïÂÝÉÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ

÷ ÐÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÔÅÏÒÉÑ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ, ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ É ÄÒÕÇÉÈ, ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ [0;∞) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ
×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÁÇÅÒÒÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. üÔÉÍ É
ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

îÁÐÏÍÎÉÍ:
1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÁÇÅÒÒÁ L(�)

k (x) ÐÏÒÑÄËÁ k ÓÔÅÐÅÎÉ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
òÏÄÒÉÇÁ

L(�)
k (x) = exx�

k!
dk
dxk (xk+�e−x): (1)

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (1) ÄÁÅÔ

L(�)
k (x) =

k∑

i=0
Ck−ik+�

(−x)i
i! ; � > −1: (2)

2. õÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÁÇÅÒÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
∫ ∞

0
�(x)

[
L(�)
k (x)

]2
dx = ç (�+ 1)C�k+�; �(x) = x�e−x: (3)

3. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ìÁÇÅÒÒÁ:

f(x) =
n∑

k=0
akL(�)

k (x) (4)

ôÏÇÄÁ

ak =
∫∞

0 �(x)f(x)L(�)
k (x)dx

∫∞
0 �(x)

[
L(�)
k (x)

]2
dx

: (5)

îÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f(x) ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ×ÙÂÏÒËÉ
(x1; :::; xn) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÎÁ [0;∞) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ è. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ

~mk = 1
n

n∑

i=1
xki (6)
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É \×ÎÅÄÒÉÔØ" ÉÈ × ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak.
ðÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ [1], [2]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ

�f(x) = [�(x)]−1f(x)

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ ÉÍÅÅÍ

�ak =
∫∞

0 �(x)�(x)−1f(x)L(�)
k (x)dx

∫∞
0 �(x)

[
L(�)
k (x)

]2
dx

=
∫∞

0 f(x)L(�)
k (x)dx

∫∞
0 �(x)

[
L(�)
k (x)

]2
dx
: (7)

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (7) L(�)
k (x) ÉÚ (2) É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ (3):

�ak =

k∑
i=0

Ck−ik+�(i)−1 ∫∞
0 xki f(x)dx

ç (�+ 1)C�k+�
=

k∑
i=0

Ck−ik+�
mi
i! (−1)i

ç (�+ 1)C�k+�
: (8)

ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ mi × ak ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÍÉ, Ô.Å.

mk =
∫ ∞

0
xkf(x)dx ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ ~mk = 1

n

n∑

i=0
xki :

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ f(x), Ó ÕÞÅÔÏÍ ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ, � ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(�x) = �(�x)�e−�x
n∑

k=0
ak(�; �)L(�)

k (�x); ÇÄÅ (9)

L(�)
k (�x) =

k∑

i=0
Ck−ik+�

(−�x)i
i! ; (10)

ak(�; �) = 1
ç (�+ 1)C�k+�

k∑

i=0
Ck−ik+�

(−�)imi
i! : (11)

÷ÐÒÅÄØ ÞÅÒÔÕ × �mi ÏÐÕÓÔÉÍ, Ô.Å. ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ mi ×ÍÅÓÔÏ �mi.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ � ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÏÔËÁÚÏ×, ×ÙÚÏ×Ï×, . . . ) ×

ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ.

2. ïÐÔÉÍÉÚÁÃÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É �

éÚ (9) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ � É � Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÞÌÅÎÏ× ak. ðÒÉ k = n ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ n ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÍÏÍÅÎÔÏ×.

åÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×ÙÂÒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É �.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÞÌÅÎÏ×, ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ f(x) ÏÔ ÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (3):

Yn =
∫ ∞

0
�(x)

[
f(x)−

n∑

k=0
ak(�; �)L(�)

k (x)
]2

dx =
∞∑

k=n+1
a2
k(�; �)ç (�+ 1)C�k+�: (12)

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É � ÉÓËÁÔØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ

@Yn
@� = 0; @Yn

@� = 0:
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ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ n = n0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× an0+3, an0+4, ... ÐÁÄÁÅÔ ÐÏ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó an0+1, an0+2, ÓÏÈÒÁÎÉÍ × (12) ÌÉÛØ Ä×Á ÐÅÒ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ





@
@�

[
a2
n0+1(�; �)C�n0+1+� + a2

n0+2(�; �)C�n0+2+�
]

= 0;

@
@�

[
a2
n0+1(�; �) + a2

n0+2(�; �)
]

= 0:
(13)

÷ (13) ÏÐÕÝÅÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ç (�+1), ÎÅ ×ÌÉÑÀÝÉÊ ÎÁ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. òÅÛÅÎÉÅÍ (13) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÉÑ

an0+1(�; �) = 0; an0+2(�; �) = 0 (14)

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ (4) ÚÎÁÞÅÎÉÑ �0 É �0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÍÅÎÔÙ mn0+1,
mn0+2, Á ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ak ÓÏËÒÁÝÅÎÏ ÎÁ Ä×Á.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ �0 É �0. õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

� = �m1
� ; bi(�) = m1(�+ 1)i

mi
1(�+ 1):::(�+ i) ; i ≥ 2; b0 = b1 = 1 (15)

ãÅÌØ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÁ ÎÉÖÅ. ÷ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ (14)




n0+1∑
i=0

Cin0+1(−�)ibi(�) = 0

n0+2∑
i=0

Cin0+2(−�)ibi(�) = 0
(16)

÷ (16) ÏÐÕÝÅÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1
ç (�+1) .

þÉÔÁÔÅÌØ ×ÉÄÉÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (16) ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ n0 ÐÏÒÑÄËÁ
2-4. ðÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ.

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (16) ÐÒÉ n0 = 0. éÍÅÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
{

1− � = 0
1− 2�+ �2b2 = 0

ïÔÓÀÄÁ �0 = 1, b2 = 1. ÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë � É � ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (15)

�0 = m1
m2 −m2

1
; �0 = 2m2

1 −m2
m2 −m2

1
: (17)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (9).
1. ðÕÓÔØ n0 ≥ 1. òÅÛÅÎÉÅ (16) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ; ÄÁÌÅÅ ÐÅÒ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ a1, a2, . . . ÕÖÅ

ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× n0 + 1.
2. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ (17) ÐÒÉ n0 = 0. ðÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÞÅÔÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× m3, m4, ... ÌÅÇËÏ

ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ a3(�0; �0), a4(�0; �0), ... ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (16) (�0 = 1):

a3 = 1
ç (�0 + 1)(1− b3(�0; �0)); a4 = 1

ç (�0 + 1)(3 + 4b3(�0; �0) + b4(�0; �0)); :::

b3(�0; �0); b4(�0; �0) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ (15).
÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× × ÒÑÄ (9), ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÞÅÔÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

þÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÎÁ Ä×Á ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ × ÐÅÒ×ÏÍ.
óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÝÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak Ô.Ë. � = 1.
îÉÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ×ÙÂÏÒ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �0 É �0 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ × (9) Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÇÁÍÍÁ-
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ×ÙÂÏÒËÉ (x1,...,x2) ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ
mk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �∗ É �∗, Ô.Å.

mi = (�∗ + i)!
�∗!(�∗)i ; i ≥ 1; m0 = 1:

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ mi × (15):

� = �∗
�∗ + 1

( �
�+ 1

)−1
; bi = (�∗ + 1)i

(�∗ + 1):::(�∗ + i)

( (�0 + 1)i
(�0 + 1):::(�0 + i)

)−1
:

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ �0 É �0

� = 1; b2 = 1; ÔÏ �∗ = �0 É �∗ = �0:
üÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ i > 2, ÔÁË ËÁË bi = 1, i = 3; n. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ak ÐÒÉ k ≥ 3
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ

ak = 1
ç (�0 + 1)(1− �)k = 0; � = 1

É ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. òÑÄ æÕÒØÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÞÌÅÎ

f(�x) = �0(�0x)�e−�0xa0L�0 (�x) = �0(�0x)�0e−�0x

�0!

ÔÁË ËÁË a0 = 1
ç (�0+1) , L(�)

0 (�x) = 1. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f(�x) | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ [0;∞) ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ è

É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (9). ôÏÇÄÁ f(�x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÓÍÅÓÉ
ÇÁÍÍÁ-ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ

f(�x) =
n∑

k=0
pkfk(�; �; x);

n∑

k=0
pk = 1; pk ≥ 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ

L(�)
k (�x) =

k∑

i=0
Ck−ik+�

(−�x)i
i! =

k∑

i=0

(�x)i
(�+ i)!C

k−i
k+�

(�+ i)!
i! (−1)i:

ôÏÇÄÁ (9) ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

f(�x) = �(�x)�e−�x
n∑

k=0
ak(�; �)

k∑

i=0

(�x)i
(�+ i)!C

k−i
k+�

(�+ i)!
i! (−1)i: (18)

÷ (18) ÉÚÍÅÎÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ:

f(�x) = e−�x
k∑

i=0

�(�x)�+i

(�+ i)!

n∑

k=i
ak(�; �)(−1)iC�k+�

(�+ i)!
i! : (19)

÷ (19) Ó ÕÞÅÔÏÍ e−�x ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÏÄ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÅÓÔØ

fi(�x) = �(�x)�+ie−�x
(�+ i)! ÇÁÍÍÁ− ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �+ i É �:
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÷ÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ × (19) ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÏÊ pi, Ô.Å.

pi =
n∑

k=i
ak(�; �)(−1)iC�k+�

(�+ i)!
i! ; ÔÏÇÄÁ f(�x) =

n∑

i=0
pifi(�x):

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
n∑
i=0

pi = 1. éÍÅÅÍ
n∑
i=0

pi =
n∑
i=0

n∑
k=i

ak(�; �)(−1)iCk−ik+�
(�+i)!
i! . éÚÍÅÎÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÑ:

n∑

i=0
pi =

n∑

i=0
ak(�; �)

k∑

i=0
Ck−ik+�(−1)i (�+ i)!

i! :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ:

k∑

i=0
Ck−ik+�(−1)i (�+ i)!

i! =
k∑

i=0

(k + �)!(�+ i)!k!
(k − i)!(�+ i)!i!k! (−1)i =

k∑

i=0

k!(−1)i(k + �)!
i!(k − i)!k! = (k + �)!

k!

k∑

i=0
Cik(−1)i:

ðÒÉ k = 1; n ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎ Ó a0(�; �) ÐÒÉ k = 0.
n∑

i=0
pi = �!a0(�; �) = 1; Ô.Ë. a0(�; �) = 1

�! :

îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ pi < 0, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(�x) ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ È, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË f(�x) | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
f(�x) ≥ 0. ¤

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
∫∞

0 f(�x)dx = 1 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

∫ ∞

0
f(�x)dx =

∞∫

0

n∑

i=1
pifi(�x)dx =

n∑

i=1

∫ ∞

0
pif(�x)dx =

n∑

i=1
pi

∫ ∞

0
f(�x)dx =

n∑

i=1
pi = 1:

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ:
1) üËÓÔÒÅÍÕÍÙ (ÍÏÄÙ) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ fi(�x) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÔÏÞËÁÈ

ximax = �+ i
�! ; i = 0; n

É ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÏ ÏÓÉ ïè Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ 1
� .

2) úÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fk(�x) × ÔÏÞËÅ xkmax É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ | ÎÁÉ-
ÂÏÌØÛÅÅ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÒÕÇÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

3) \è×ÏÓÔ" ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ fn(�x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (xnmax;∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁ-
ÎÉÃÅÊ ÄÌÑ È×ÏÓÔÏ× ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
1. é×ÌÅ× ÷.÷. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ìÁÇÅÒÒÁ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁÄÅÖÎÏ-

ÓÔÉ // éÚ×ÅÓÔÉÑ áî óóóò. - í.: ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. - � 6. - 1981.
2. é×ÌÅ× ÷.÷. ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ìÁ-

ÇÅÒÒÁ / óÂÏÒÎÉË ÎÁÕÞÎÙÈ ÔÒÕÄÏ×. - í.: íçïðõ, 1995.

é×ÌÅ× ÷ÁÌÅÒÉÊ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ,
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ
íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ çÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
ÉÍ. í.á. ûÏÌÏÈÏ×Á, ÄÏËÔÏÒ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË.

E-mail: vvivlev@yandex.ru



òÁÚÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
å. î. ðÅÔÒÏ×Á, ó. á. ðÉÒÏÇÏ×

á×ÔÏÒÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÅ ÅÝÅ ÓÏ ÛËÏÌÙ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔØ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ × ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÑÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ É ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ), Á ÔÁËÖÅ ×ÙÑ×ÌÑÔØ
×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÄÁÌÅËÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÐÉÆÁÇÒÏ×Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÉ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÞÉÓÌÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ É Ô.Ð.).

åÝ£ × ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÕÍÅÌÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ |
ÄÌÉÎÙ, ÐÌÏÝÁÄÉ, ÕÇÌÙ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÄÌÉÎÙ, ÐÌÏÝÁÄÉ) ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÓÌÏÖÅÎÉÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÏÖÅÎÉÅ ÕÇÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ | ÜÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ \Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2�n", ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÌÉ ÖÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ
ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ 1 ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ. íÅÈÁÎÉ-
ËÁ ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ,
w = u + v, É ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, w = uv. üÔÉ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ \ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ": log(uv) = log u+ log v. (éÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.) áÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ ÇÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ | ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ É ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ [Lyub].

÷ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ (ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-
ÍÉ) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ. îÏ | Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, w = u+ v, | ÐÏ çÁÌÉÌÅÀ-
îØÀÔÏÎÕ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ). ÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ, w = (u + v)=(1 + uv=c2), | ÐÏ ìÏÒÅÎÃÕ-
üÊÎÛÔÅÊÎÕ (ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ). ÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë
ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ k(v) = (c+ v)=(c− v). ôÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÁ
k(w) = k(u)k(v) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÏ ìÏÒÅÎÃÕ-üÊÎÛÔÅÊÎÕ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ
k(v) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ v ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ \c" ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔ-
ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ (Ó×ÅÔ ÄÏÇÎÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ!). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ k(v) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÉÎÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ.
ðÕÓÔØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË Ó×ÅÔÁ (\ÍÁÑË") ËÁÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÉÚÌÕÞÁÅÔ ÉÍÐÕÌØÓ Ó×ÅÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÏÂßÅËÔÁ É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë ÍÁÑËÕ. ôÏÇÄÁ ÏÔÒÁÖÅÎ-
ÎÙÅ ÉÍÐÕÌØÓÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ Ë ÍÁÑËÕ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÒÁ×ÎÙÅ k(v) ÓÅËÕÎÄ. (üÔÏ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÜÆÆÅËÔ äÏÐÌÅÒÁ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ É
ÉÚÌÕÞ£ÎÎÙÊ, É ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÊ Ó×ÅÔ Ä×ÉÖÅÔÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ c.) åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ
ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ k(v), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ log k(w) = log k(u) + log k(v), × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ w ÅÓÔØ
\ÓÕÍÍÁ" u É v ÐÏ ìÏÒÅÎÃÕ-üÊÎÛÔÅÊÎÕ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ log k(v) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁ) \ÂÙÓÔÒÏÔÏÊ" Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, \ÂÙÓÔÒÏÔÁ" É \ÓËÏÒÏÓÔØ" | ÒÁÚÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ).
æÏÒÍÕÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÏ ìÏÒÅÎÃÕ-üÊÎÛÔÅÊÎÕ ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁÎÇÅÎÓÁ

tg(a+ b) = (tg a+ tg b)=(1− tg a · tg b):
üÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ k(a) = (1 + i tg a)=(1 − i tg a) | ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ Ln ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k(a) [Lyub],
ÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ln k(a) = 2ia. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ Exp(ia) =
cos a+ i sin a. (úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ Exp ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë Ln [Lyub]. å£ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:
Exp(a+b) = Exp(a)·Exp(b). ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ln, ÆÕÎËÃÉÑ Exp a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ a É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ.
éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÀÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
cos É sin.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, k(a) = Exp(2ia), Á ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ É ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ k(a) ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ cos 2a = (1−tg2 a)=(1+tg2 a) É sin 2a = 2 tg a=(1+tg2 a) (\ÆÏÒÍÕÌÙ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ"). ïÂÒÁÔÎÏ,
tg a = sin 2a=(1 + cos 2a).
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ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ (Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ | ÐÒÑÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ | ÆÕÎËÃÉÑÍÉ [ûÁÆ]) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ
Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = cos 2a, y = sin 2a É ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = tg a. á Ó ÔÏÞËÉ
ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ÓÅÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ a, b, c ÐÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
(ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÏÂÝÅÇÏ
ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ):

a = n2 −m2; b = 2nm; c = n2 +m2:
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ n = 2, m = 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ \ÅÇÉÐÅÔÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË", Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÓÔÒÏÉÔÅÌØÓÔ×Å ÐÉÒÁÍÉÄ ÏÔÍÅÒÑÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ: a = 3, b = 4, c = 5.
ôÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ ÐÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÉÚ ÂÉÒÁÃÉ-

ÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ x2 − y2 = 1 É ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ:

ËÏÓÉÎÕÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Cosh a := (Exp a+ Exp(−a))=2;

ÓÉÎÕÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Sinh a := (Exp a− Exp(−a)=2;

ÔÁÎÇÅÎÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ tanh a := Sinh a=Cosh a:
÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÏ ìÏÒÅÎÃÕ-üÊÎÛÔÅÊÎÕ, ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ k(v) =

(1+tanh a)=(1−tanh a), ÇÄÅ tanh a = v=c, a = (ln k(v))=2 | ÔÁ ÓÁÍÁÑ \ÂÙÓÔÒÏÔÁ", ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ (ÒÁÄÉÁÎÎÏÊ ÍÅÒÙ ÕÇÌÁ) × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ.

ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ:

Cosh(ia) = cos a; Sinh(ia) = i sin a; tanh(ia) = i tg a:
üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ x2 − y2 = 1 ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅ

ÚÁÍÅÎÙ y ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ iy.
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÐÏ-

ÌÕÞÉÔØ, ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ × ÏÂÌÁÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, Ô.Å. \ÞÉÓÅÌ" ×ÉÄÁ
a + be, ÇÄÅ e2 = 1 ([ñÇ]). (ä×ÏÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÎÉÈ
× ÏÄÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ : ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
(ÅÓÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÎÅ ÎÏÌØ). äÌÑ Ä×ÏÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 1 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ
ÎÉ ÎÁ (1 + e), ÎÉ ÎÁ (1− e).) ôÅÐÅÒØ

Exp(ea) = Cosh a+ eSinh a
× ÐÏÌÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ üÊÌÅÒÁ. (íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÄÌÑ \ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ" ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ea. ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÁËÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÁÍ ÏÂÙÞÎÏÊ.) åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ××ÅÓÔÉ \Ä×ÏÊÎÏÊ" ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ äÏÐÌÅÒÁ (Á ÓÌÏ×Ï
\Ä×ÏÊÎÏÊ" ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ!) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ k(v) = (c+ ev)=(c− ev), ÇÄÅ
e | ÔÏ ÓÁÍÏÅ \ÞÉÓÌÏ" ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ e2 = 1, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï k(w) = k(u)k(v) ÓÎÏ×Á
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ) ÓËÏÒÏÓÔÅÊ É k(v) = exp(2ea),
ÇÄÅ a | ÜÔÏ \ÂÙÓÔÒÏÔÁ".



òÁÚÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ 55

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[ûÁÆ] ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ é.ò. ïÓÎÏ×Ù ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. - í.: îÁÕËÁ, 1972.
[Lyub] ìÀÂÅÃËÉÊ ÷.á. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. - í.: áÊÒÉÓ-ÐÒÅÓÓ, 2004.
[ñÇ] ñÇÌÏÍ é.í. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. - í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1963.

ðÅÔÒÏ×Á åÌÅÎÁ îÉËÏÌÁÅ×ÎÁ,
ÓÔÁÒÛÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ
ÉÍ. á. á. èÁÒËÅ×ÉÞÁ òáî,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.

E-mail: petrova@iitp.ru

ðÉÒÏÇÏ× óÅÒÇÅÊ áÎÁÔÏÌØÅ×ÉÞ,
ÇÌÁ×ÎÙÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ
ÉÍ. á. á. èÁÒËÅ×ÉÞÁ òáî,
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ.ÎÁÕË.

E-mail: s.a.pirogov@bk.ru



óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

þÔÏ ÔÁËÏÅ ×ÅËÔÏÒ?

ë. ìÅÚÁÎ

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Ï ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÉ ÅÇÏ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-
ÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, Ï ÍÅÔÏÄÉËÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÁËÔÕÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ
ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ×ÏÐÒÏÓÅ ÐÒÉ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ
É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÄÏÐÕÓËÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÒÁÊÎÏÓÔÉ.

ïÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ÓÅÊÞÁÓ | ÜÔÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÎÏÅ ×ÙÍÙ×ÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÐÏ ÚÁÄÁÎÉÑÍ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ åçü ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

ë ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÒÁÊÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ËÕÒÓ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×
ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ 1970-È ÇÏÄÏ×; ÐÏ ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ,
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÕÓËÏ× ÎÁÛÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÏÇÏ ËÒÉÔÉËÉ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ×ÙÚÙ×ÁÌÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ËÁË ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÑÄ ÍÅÔÏÄÉÓÔÏ× ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÎÅ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÏÓØ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ (ÎÅ ÉÍÅÑ × ÉÈ ÍÙÛÌÅÎÉÉ ÎÉËÁËÉÈ ÎÁÇÌÑÄÎÙÈ É ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ
ÏÐÏÒ) É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÕÓÐÅÛÎÏ ÏÓ×ÏÅÎÏ.

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÁÑ ÅÝÅ × 1913 ÇÏÄÕ (ÖÕÒÎÁÌ \÷ÅÓÔÎÉË ÏÐÙÔÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ É
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", � 588, ÓÔÒ. 334-338)1, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÖÅ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÓÏÚÄÁ×ÁÌÉÓØ
ÎÁÕÞÎÙÅ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÉ ÔÁËÏÊ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë
ÆÏÒÍÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÍ ËÕÒÓÅ.

üÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ Ó ÃÅÌØÀ ×ÙÚ×ÁÔØ ÄÉÓËÕÓÓÉÀ É ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÂÓÕÄÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÎÑ-
ÔÉÊÎÏÍ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÍÅÔÏÄÉËÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

äÌÑ ÍÎÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÎÁÛÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ.
íÁÔÅÒÉÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁÕÞÎÙÍ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏÍ ïÔÄÅÌÁ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ îÁÕÞÎÏ-ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ òÅ×ÅËËÏÊ
úÁÌÍÁÎÏ×ÎÏÊ çÕÛÅÌØ.

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÁÕËÅ ×ÅÓØÍÁ ×ÁÖÎÙÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ. ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÍÅÈÁÎÉËÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÞØ ×ÁÖÎÙÈ
ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÑÓÎÏÓÔÉ. ïÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÓØÍÁ ÚÁÍÅÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏËÒÁÝÁÅÔ
ÐÉÓØÍÏ, ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
Ï ÐÒÅÄÍÅÔÁÈ, ÐÏÄÌÅÖÁÝÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ, ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ËÁË ÐÒÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂßÅËÔÙ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÞÁÓÔÏ ÔÅÒÑÀÔÓÑ ÉÚ ×ÉÄÕ.

äÏÌÇÏÌÅÔÎÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× | × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, × ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÉ | ÐÏ-
Ú×ÏÌÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ×ÓÅ ×ÙÇÏÄÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÅÇÏ, É ÂÏÌØÛÉÅ, ÕÓÉÌÉÑ ÐÒÉÌÁÇÁÌÉÓØ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ
ÏÂÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÎÉÈ ×ÓÅÏÂÝÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ. ÷Ï æÒÁÎÃÉÉ ÔÅÒÍÉÎ \×ÅËÔÏÒ" ÎÅ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÏÌÕÞÉÌ ÐÒÉ-
ÚÎÁÎÉÅ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ. ïÎ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ × ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, Á ÔÁËÖÅ × ÂÏÌØÛÅÊ
ÞÁÓÔÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ.

1öÕÒÎÁÌ ÉÍÅÅÔÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÄÏÓÔÕÐÅ ÎÁ ÓÁÊÔÅ vofem.ru | ÐÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ñ ÄÅÌÁÀ ÕÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÏ×Å ÔÅÒÍÉÎ, ÉÂÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÉÎÁÞÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÓÁÍÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ. ôÅÒ-
ÍÉÎÏÍ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ, Ñ ÍÏÇ ÂÙ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÔØ | ÉÍ ÚÌÏÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ. ðÏÎÑÔÉÅ ÖÅ ÐÒÅÂÙ×ÁÅÔ, ÔÁË
ÓËÁÚÁÔØ, × ÔÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÌÕÍÒÁËÅ. îÅ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ ËÁÖÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ÎÉÇÄÅ | ÄÁÖÅ
× ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÅÊÛÉÈ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑÈ ÉÌÉ × ÌÅËÃÉÑÈ ÓÁÍÙÈ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏ× | ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ
ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ. ñ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌ, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÍÅÌ ÂÙ
ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ \ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ×ÅËÔÏÒ?"; Á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÕÖÅ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÞÁÓÁ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ, ÏÎ ÉÚÌÁÇÁÌ ÍÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÄÁÞÎÏ ÓÐÒÁ×ÌÑÌÓÑ Ó
×ÅÓØÍÁ ÏÂÛÉÒÎÙÍÉ ×ÙËÌÁÄËÁÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÉÈ ÔÅÏÒÉÉ. ñ ×ÓÅÇÄÁ ÓÎÉÓÈÏÄÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÌÓÑ
Ë ÜÔÏÍÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÕ × ÏÔ×ÅÔÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÉÂÏ ×ÉÎÁ ÚÁ ÜÔÏ ÐÁÄÁÅÔ ÎÅ ÎÁ ÎÉÈ, Á ×ÓÅÃÅÌÏ ÎÁ ÄÕÒÎÏÅ ÉÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÒÏÔÉ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÏÒÏÔØÓÑ. îÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ×ÌÅÞÅÔ
ÚÁ ÓÏÂÏÀ ×ÅÓØÍÁ ×ÒÅÄÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ × ÄÅÌÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ.

ñÓÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÜÔÏ ÓÍÅÛÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÚÄÅÓØ ÕËÁÚÙ×ÁÀ É ÐÒÏÔÉ×
ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÓÓÔÁÀ, × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÔÁÔÉËÅ, ÉÂÏ × ÜÔÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÉÌØÎÅÅ ×ÓÅÇÏ
ÓËÁÚÁÌÉÓØ ×ÒÅÄÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÍÅÛÅÎÉÑ. òÁÎØÛÅ ÓÉÌÕ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÔÏÞËÅ á,
ÉÚÏÂÒÁÖÁÌÉ ÏÔÒÅÚËÏÍ á÷, ÐÒÉ ÞÅÍ ÄÌÉÎÁ á÷ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÚÍÅÒÑÌÁ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÓÉÌÙ, Á
ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÁÑ á÷, ÕËÁÚÙ×Á×ÛÁÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÌÙ,
ÎÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÌÉÎÉÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Å£; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÎÉÍÁÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÓÔÕÌÁÔÁ, ÞÔÏ ÓÉÌÕ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÍÅÝÁÔØ, ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ, ×ÄÏÌØ Å£ ÌÉÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.

îÏ ÐÒÏÔÉ× ÜÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÂÙÌÏ ×ÙÄ×ÉÎÕÔÏ ÔÏ ×ÏÚÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ Á priori ÎÅÌØÚÑ ÕÓÔÁÎÏ-
×ÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÒÁËÔÕÅÍÙÍÉ ÓÉÌÁÍÉ É ÓÉÌÁÍÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ. ðÒÁ×ÄÁ,
×ÐÏÌÎÅ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÌÉ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÔÁÔÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ, × ÓÕÝ-
ÎÏÓÔÉ, ÌÉÛØ ÏÓÏÂÕÀ ×ÅÔ×Ø ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÓÌÕÖÁÝÕÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÕÐÅÎØÀ Ë ÍÅÈÁÎÉËÅ; ÎÏ
×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÁÐÒÁÓÎÏ ÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÊÔÉ ÉÚ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÓÔÏÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÅÒÍÉÎ ÓÉÌÁ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ×ÅËÔÏÒ; É ÚÌÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×ÅÌÉËÏ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÚÁÍÅÎÕ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÌÉ, ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÑ Å£. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÉ ÎÁ
ÑÚÙËÅ ÉÈ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÊ, ÎÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÇÅÏÍÅÔÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÜÔÉÍ ÎÏ×ÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

óÉÍ×ÏÌ á÷ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÒÉ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË; ÎÁÞÁÌÏ á É
ËÏÎÅÃ ÷ ÅÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ó÷ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ á÷,
ËÏÇÄÁ ó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó á, Á D | Ó ÷: ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚÏË á÷, ÐÏÄÞÉÎÑÀ-
ÝÉÊÓÑ ÔÁËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á á÷ = ó÷ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÁ ÏÔÒÅÚËÁ
á÷ É óD ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, É ÞÔÏÂÙ ÏÂÁ ÏÎÉ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ á÷; ÏÂßÅËÔÕ, ÐÏÌÕÞÉ× ÅÍÕ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ËÁË ÍÎÅ ËÁÖÅÔ-
ÓÑ, ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ É ÄÁÖÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏÂÓÔ×ÏÍ, ÄÁÔØ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ
ÓÉÌÁ", ËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔ ËÁËÉÅ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑ; ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏ×ÔÏÒÑÀ, É
ÜÔÏÔ ÏÂßÅËÔ ÎÅ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ. îÁËÏÎÅÃ, ×ÅËÔÏÒ á÷ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÄÌÉÎÏÊ, Ó×ÏÉÍ ÐÏÌÏÖÅ-
ÎÉÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É Ó×ÏÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, | ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, á÷ = óD, ÅÓÌÉ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ á÷
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É óD ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ
ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ÇÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÔÏÞËÁ ó.

çÁÍÉÌØÔÏÎ (Hamilton), ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÅÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ÐÅÒÅÎÏÓÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ; çÒÁÓ-
ÓÍÁÎÎ (Grassmann) ÓÍÏÔÒÅÌ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, ËÁË ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ2. ïÂÁ ÜÔÉ ÓÐÏ-
ÓÏÂÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙ É ÕÄÁÞÎÏ ÐÅÒÅÄÁÀÔ ÓÕÝÎÏÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ. ðÒÉ ÐÅÒÅÎÏÓÎÏÍ
Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÔÅÌÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. îÏ ÅÓÌÉ á÷ = ó÷, ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÷ É á, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË D É ó, |
ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË

3 = 7− 4 = 20− 17 = (12 + 2i)− (9 + 2i):

îÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ \×ÅËÔÏÒ" É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÅÇÏ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÌÁÍ
ÐÒÉ×ÅÌÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÞÕÄÏ×ÉÝÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÕ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÏÓÔØ: \ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×". çÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ ÏÂ \ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ
ÓÉÓÔÅÍÁÈ ×ÅËÔÏÒÏ×", ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÍÙÓÌÁ. ëÁË ÂÙ ÎÁÒÏÞÎÏ ÄÏÐÕÓÔÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÓÍÅÛÅ-
ÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÏ× É, ÐÒÅÓÌÅÄÕÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÃÅÌØ | ÏÓ×ÏÂÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÌÏ×Á \ÓÉÌÁ", ÄÏÓÔÉÇÌÉ ËÁË
ÒÁÚ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. üÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÅÞÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÓÔÁÔÉËÅ ×ÅËÔÏÒ ÄÁÅÔ
×ÐÏÌÎÅ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÐÁÒÅ.

éÓÔÉÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÌÏÊ É ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÏÔÒÅÚÏË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÉÌÉ, ÌÕÞÛÅ ÓËÁÚÁÔØ, Ä×ÕÍÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ), ÐÏ ÔÒÉ × ËÁÖÄÏÊ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÌÁ | ÐÑÔØÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
(ÞÅÔÙÒØÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å; Ë ÜÔÏÍÕ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ
ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ), Á ×ÅËÔÏÒ | ÌÉÛØ ÔÒÅÍÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (ÔÒÅÍÑ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÉÌÉ ÓÌÁÇÁÀÝÉÍÉ).

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÌÕÖÉÔ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ ÐÏÑ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÁÂÏÔ É ÉÍÅ-
ÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.

âÕÄÅÍ ÌÉ ÍÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÉÌÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ çÒÁÓÓÍÁÎÕ,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ ×ÅÝÅÊ; ÔÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉ-
×ÅÌÁ × ÕÎÙÎÉÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÈÏÔÑ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÛØ ÓÌÕÖÉÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ
ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÓÔÉÎÙ. âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÎÅÓÔÉ × ÔÅÏÒÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ×
ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÉÌÉ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, É ÜÔÏ ÄÁÖÅ ×ÅÓØÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏ. õÖÅ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÈ ÌÅÔ ÐÒÉÌÁÇÁÀÔÓÑ ÕÓÉÌÉÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÍÅÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.
îÏ Ñ Ô×ÅÒÄÏ ÕÂÅÖÄÅÎ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ × ÐÏÌÎÙÊ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏË
ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, É ÐÒÉ ÔÏÍ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; Á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ×Ï
æÒÁÎÃÉÉ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÏËÏ×ÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÁ3. ñ ÐÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ
×ÓÔÕÐÉÔØ × ÂÏÒØÂÕ Ó ÜÔÉÍ, É ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÂÕÄÉÌÏ ÍÅÎÑ ÚÁÂÉÔØ ÔÒÅ×ÏÇÕ.

ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÍÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÅÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÂÙ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÔÏ-
ÒÏÎÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÅÈÁÎÉËÅ ÉÌÉ ÆÉÚÉËÅ, ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ Ï ÞÉÓÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ-ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×
É ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, Ñ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌ; ×ÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÒÕÞÁ-
ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÅÇÏ ÎÏ×ÉÚÎÙ. îÏ ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ó ÔÏÞËÉ
ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ.

üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÁÚ×Á× ÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ.
ïÎÏ ÍÎÅ ÂÙÌÏ, ÐÏÄÓËÁÚÁÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÌÉ
ÞÉÓÌÁ, ÓÐÅÒ×Á ÃÅÌÙÅ, ÚÁÔÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ; ÚÁÔÅÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÙÍ ××ÅÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÔËÒÙÔÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÉ ×ÙÊÔÉ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É
ÐÒÉÄÔÉ Ë ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

2ïÞÅÎØ ÉÚÑÝÎÏÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÐÒÅËÒÁÓ-
ÎÏÊ ËÎÉÇÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÃÉÔÉÒÕÅÍ ×Ï ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ | ó. Bourali-Forti et R. Marcolongo, \�El�ements de calcul
vectoriel". òÅÄ.

3é ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×Ï æÒÁÎÃÉÉ. òÅÄ.
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÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ | ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ,
ÎÅÑ×ÎÏ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÕÌØ. âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÞÉÓÌÁ
ÔÁËÖÅ É × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÈ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÀÔ. äÁÖÅ × ÞÉÓÔÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ
ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÞÉÓÌÁ 3, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔ 0 ÄÏ 3, Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÙÍ
ÏÔ 1000 ÄÏ 1003. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÄÅÊ ÞÉÓÌÏ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ É
ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÏÀ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Á É � É ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Á�, ÐÒÉ ÞÅÍ ÚÁ ÏÂÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ
ÕÓÌÏ×ÉÔØÓÑ ÐÒÉÎÑÔØ ÎÕÌØ.

ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×ÐÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ
ÜÔÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÐÌÁ-
ÎÁÒÎÙÈ, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ, ÐÒÉÂÅÇÁÑ
Ë ÐÏÓÒÅÄÓÔ×Õ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÍÎÉÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ×Ù-
ÐÏÌÎÉÔØ. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÉÓÅÌ ÓÁÍÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, ÔÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÉÂÅÇÎÕÔØ Ë
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÐÒÉ ÞÅÍ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÏÖÉÄÁÔØ ×Ù×ÏÄÏ×, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÔÅÍ, Ó
ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙ.

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, × ×ÉÄÕ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. õ ÍÅÎÑ ÎÅÔ (É, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ)
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÎÉ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÅÇÏ. ñ
ÖÅÌÁÌ ÂÙ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÐÒÉ×ÌÅËÌÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÍÏÌÏÄÙÈ ÓÏÂÒÁÔØÅ×;
ÌÉÛØ ÎÁ ÜÔÏ Ñ ÎÁÄÅÑÌÓÑ, ËÏÇÄÁ ÒÅÛÉÌÓÑ ×ÙÓÔÕÐÉÔØ Ó ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÂÅÇÌÏÊ ÚÁÍÅÔËÏÊ.



éÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

äÅÌÏ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ÖÉ×Ï: óÅÍÉÎÁÒÕ �ðÅÒÅÄÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ ×
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × òÏÓÓÉÉ É ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ� | 55.

åÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÀ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Õ | 120
ô. é. ëÕÚÎÅÃÏ×Á

óÔÁÔØÑ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÄÏËÌÁÄÕ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ 12 ÍÁÒÔÁ 2015 ÇÏÄÁ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ �ðÅÒÅÄÏ×ÙÅ
ÉÄÅÉ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × òÏÓÓÉÉ É ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ� × Ó×ÑÚÉ Ó ÀÂÉÌÅÑÍÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ (55
ÌÅÔ) É ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÑ | ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÁ-ÕÞ£ÎÏÇÏ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ
áÎÄÒÏÎÏ×Á | 120 ÌÅÔ ÓÏ ÄÎÑ ÅÇÏ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌÎÉÌÏÓØ × ÉÀÎÅ 2014 Ç.

ô×ÏÒÞÅÓËÉÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ { ÏÄÎÁ ÉÚ ÃÅÎÎÅÊÛÉÈ ÆÏÒÍ ÅÇÏ
ÒÁÚ×ÉÔÉÑ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÐÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ
ÐÒÏÂÌÅÍ É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÐÒÉÚÎÁÔØ ÓÅÍÉÎÁÒ. îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ × ÐÅÒÉÏÄ 60-È ÇÏÄÏ× ×
íÏÓË×Å ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏ ÒÁÂÏÔÁÌÏ ÏËÏÌÏ ÄÅÓÑÔÉ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ÐÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

îÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ �ðÅÒÅÄÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × òÏÓÓÉÉ É ÚÁ
ÒÕÂÅÖÏÍ� ÂÙÌ ÓÏÚÄÁÎ × áËÁÄÅÍÉÉ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË (áðî) óóóò × 1959 Ç. ÎÁ ÂÁÚÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁ-
ÃÉÏÎÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÉÈ ÐÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÚÁ×ÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÁÆÅÄÒÏÊ ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ,
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ íïðé ÉÍÅÎÉ î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ
é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ áÎÄÒÏÎÏ×Á (ÓÍ. ÆÏÔÏ 1).

æÏÔÏ 1. áÎÄÒÏÎÏ× é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ
(02.06.1894{05.11.1975)

é. ë. áÎÄÒÏÎÏ× | ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÞ£ÎÙÊ-ÐÅÄÁÇÏÇ, ÐÒÏÛÅÄÛÉÊ ÐÕÔØ ÏÔ ÕÞÉÔÅ-
ÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ ÄÏ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ, ÞÌÅÎÁ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔÁ áðî óóóò, úÁÓÌÕÖÅÎÎÏÇÏ ÄÅÑÔÅÌÑ

60
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ÎÁÕËÉ óóóò É ïÔÌÉÞÎÉËÁ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ óóóò, ËÁ×ÁÌÅÒÁ ÓÁÍÙÈ ×ÙÓÏËÉÈ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÈ É
ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÇÒÁÄ: ÏÒÄÅÎÁ ìÅÎÉÎÁ, ÏÒÄÅÎÁ ôÒÕÄÏ×ÏÇÏ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉ, ÍÅÄÁÌÉ ÚÁ ÄÏ-
ÂÌÅÓÔÎÙÊ ÔÒÕÄ ×Ï ×ÒÅÍÑ 1941{1945 ÇÏÄÏ×, ÍÅÄÁÌÉ ë.ä. õÛÉÎÓËÏÇÏ, ÍÅÄÁÌÅÊ ÉÍÅÎÉ ÷. é. ìÅÎÉÎÁ,
î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ, ì. üÊÌÅÒÁ, éÏÇÁÎÎÁ ëÅÐÌÅÒÁ (ÓÍ. á×ÔÏÂÉÏÇÒÁÆÉÀ × [16, c. 228]).

÷ÅÌÉË ÐÏÓÌÕÖÎÏÊ ÓÐÉÓÏË é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ áÎÄÒÏÎÏ×Á: × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ
áÎÄÒÏÎÏ× ÂÙÌ ÞÌÅÎÏÍ ÜËÓÐÅÒÔÎÙÈ ËÏÍÉÓÓÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ É ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÕËÁÍ ÐÒÉ
íÉÎ×ÕÚÅ óóóò, × ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ 15 ÌÅÔ | ÚÁÍÅÓÔÉÔÅÌÅÍ ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ ÕÞ£ÎÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÅ ÐÒÉ çÌÁ×ÎÏÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÕÚÏ× íÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ òóæóò, ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ÒÁÂÏÔÅ
õÞÅÂÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏ×ÅÔÁ ÍÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÃÅÎÚÅÎÔÁ ÒÕËÏÐÉÓÅÊ ÎÏ×ÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×
É ÐÏÓÏÂÉÊ, ÂÙÌ ÁËÔÉ×ÎÙÍ ÄÅÑÔÅÌÅÍ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á �úÎÁÎÉÅ�, ÓÏÓÔÏÑÌ × ÐÒÅÚÉÄÉÕÍÅ ÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á ÐÏ òóæóò. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÒÑÄËÁ 20 ÌÅÔ é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ | ÞÌÅÎ ÜËÓÐÅÒÔÎÙÈ
ËÏÍÉÓÓÉÊ ÷áë óóóò ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÕËÁÍ.

âÏÌÅÅ 30 ÌÅÔ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ× | ÞÌÅÎ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÏÊ ËÏÌÌÅÇÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ�,
× ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÊ Ó×ÏÅÊ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÖÉ×ÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÉÚÄÁÎÉÉ
ÕÞÉÔÅÌØÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÏ× �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ� É �îÁÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�.

é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ | Á×ÔÏÒ ÂÏÌÅÅ 135 ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ. ëÒÕÇ ÅÇÏ ÎÁÕÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× ÛÉÒÏË, ÎÏ ×Ó£-
ÔÁËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÉÓÔÏÒÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÔÏÄÉËÕ Å£ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ. åÍÕ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÑ ÅÄÉÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÛËÏÌ É ÔÅÈÎÉËÕÍÏ×, ÕÓÉÌÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ × ËÕÒÓÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÞÅÓËÏÊ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ.
ïÎ | Á×ÔÏÒ ÓÅÒÉÉ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÕÞÅÎÉÑ Ï ÞÉÓÌÅ [19]. éÍ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÂÏÌÅÅ 20 ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ | ËÁË ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÔÁË É ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÔÅÈÎÉËÕÍÏ× É ÛËÏÌ.

îÁ ÓÞÅÔÕ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ÂÏÌÅÅ 10 ÐÒÏÇÒÁÍÍ: ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ,
ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏ-ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×, ÐÏ ÍÅÔÏÄÉËÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ É
ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ. ðÅÒ×ÏÅ ÅÇÏ
×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÐÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë 1918 ÇÏÄÕ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÍ ÓßÅÚÄÅ ÐÏ
ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÎÏ×ÙÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÔÒÕÄÏ×ÙÈ ÛËÏÌ ÏÎ ×ÙÓÔÕÐÉÌ × ÓÅËÃÉÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ó
ÄÏËÌÁÄÏÍ �îÏ×ÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏ ËÕÒÓÕ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�. ðÒÏÅËÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÅËÃÉÑ ÐÒÉÎÑ-
ÌÁ. ëÁË ÏÔÍÅÞÁÅÔ ÓÁÍ é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ × Ó×ÏÅÊ Á×ÔÏÂÉÏÇÒÁÆÉÉ (ÓÍ. [16, Ó. 227]), ÜÔÏÔ ÄÏËÌÁÄ ÓÄÅÌÁÎ
ÐÏ ÐÏÒÕÞÅÎÉÀ î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ, ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑ×ÛÅÊ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÏÔÄÅÌ ÒÅÆÏÒÍÙ ÛËÏÌÙ îÁÒËÏÍÐÒÏÓÁ, É
ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ� (1918, � 2). þÔÏÂÙ ÏÂÒÁ-
ÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÎÁ ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÓÔØ ÌÉÞÎÏÓÔÉ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏ
ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÛÌÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÅÄ×ÕÚÁÈ
É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ óóóò ×ÐÌÏÔØ ÄÏ 1970-È ÇÏÄÏ× É ×Ó£ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÏÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÌÁÓØ ÉÍ.

÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ | ÜÔÏ ÛËÏÌØÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÁÞÁÌÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ËÏÔÏÒÏÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë 1964 ÇÏÄÕ, ËÏÇÄÁ ÓÉÌÁÍÉ Ä×ÕÈ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁËÁÄÅÍÉÊ, áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË É áËÁÄÅ-
ÍÉÉ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÂÙÌÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ëÏÍÉÓÓÉÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÅËÃÉÀ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚÇÌÁ×ÉÌ ÁËÁÄÅÍÉË áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ ëÏÌÍÏ-
ÇÏÒÏ×. ïÎ-ÔÏ É ÐÒÉ×Ì£Ë é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ áÎÄÒÏÎÏ×Á Ë ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Õ ÐÏÄÓÅËÃÉÅÊ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁ×ÛÅÊ
ÜÔÕ ÎÏ×ÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ I{III ËÌÁÓÓÏ×. ïÎÁ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ÖÕÒÎÁÌÅ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ�
(1967, �� 1, 2).

ðÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ ÚÁÝÉÔÉÌÉ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ ÂÏÌÅÅ 110 ÞÅÌÏ×ÅË, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÓÔÁÌÉ ÄÏËÔÏÒÁÍÉ ÎÁÕË, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁÍÉ | ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×, ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ×. ðÏÄ ÅÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ É ÐÒÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÕÞÁÓÔÉÉ ÐÒÏ×Ï-
ÄÉÌÁÓØ ÂÏÌØÛÁÑ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÓÒÅÄÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÕÞÁÝÉÈÓÑ íÏÓË×Ù É íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌÁ-
ÓÔÉ. ïÎ ÞÉÔÁÌ ËÕÒÓÙ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÐÏ ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ× ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ
Ë×ÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ É ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÉÈ ÇÏÒÏÄÏ× óóóò (ìÅÎÉÎÇÒÁÄÁ, áÒÈÁÎÇÅÌØ-
ÓËÁ, ÷ÏÌÏÇÄÙ, ëÕÊÂÙÛÅ×Á, óÁÒÁÔÏ×Á, ôÕÌÙ, ëÕÒÓËÁ, âÅÌÇÏÒÏÄÁ, òÉÇÉ, ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ, ó×ÅÒÄÌÏ×ÓËÁ,
éÒËÕÔÓËÁ, ðÓËÏ×Á, ëÁÚÁÎÉ É ÄÒ.). õÞÅÎÉË é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ëÏÌÑÇÉÎ à.í. ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÔ: �ôÅ, ËÏÍÕ
ÐÏÓÞÁÓÔÌÉ×ÉÌÏÓØ ÓÌÕÛÁÔØ ÌÅËÃÉÉ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ, ÐÏÍÎÑÔ, ËÁËÉÍ ÂÌÅÓÔÑÝÉÍ ÌÅËÔÏÒÏÍ ÏÎ ÂÙÌ.
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ëÁË ÁÒÔÉÓÔÉÞÎÏ ÞÉÔÁÌ ÏÎ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÍÉÔÉÒÕÑ ÞÁÓÔÏ ÇÏÌÏÓÏÍ É ÖÅÓÔÏÍ ÔÅÈ
ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÞÎÏÓÔÅÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ (â. ðÁÓËÁÌØ, é. ëÅÐÌÅÒ É Ô.Ä.), ÃÉÔÉÒÕÑ
ÐÏ ÐÁÍÑÔÉ ÃÅÌÙÅ ËÕÓËÉ ÉÚ ÉÈ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ!� [10, Ó. 180].

îÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ× ÞÉÔÁÌ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÏÂÝÅÊ É ÞÁÓÔÎÏÊ ÍÅÔÏÄÉËÅ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ | ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×
IV{V ËÕÒÓÏ× É ÄÌÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ óóóò, ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÉÈ ÕÓËÏÒÅÎÎÕÀ ÁÓÐÉÒÁÎÔÓËÕÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×-
ËÕ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÔÕÚÏ×. üÔÏ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÔ ÕÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÍÅÈÍÁÔÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÉÈ
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ. ðÒÁ×ÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÏÓÐÏÌÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ × 1997 ÇÏÄÕ, ÂÙÌÉ ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÍÅÈÍÁÔÁ É ÷íë. . .

é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ ×£Ì ÐÅÒÅÐÉÓËÕ Ó ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÍÉ ÕÞ£ÎÙÍÉ, ÄÅÑÔÅÌÑÍÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÌ Ó ÎÉÍÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÔÁËÔÙ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÐÏÅÚÄÏË × ðÏÌØÛÕ (÷ÁÒÛÁ×Á,
ëÒÁËÏ×), âÏÌÇÁÒÉÀ (óÏÆÉÑ, ÷ÁÒÎÁ), çÅÒÍÁÎÉÀ (çÁÌÌÅ), × ÐÅÒÉÏÄ ÒÁÂÏÔÙ XV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÇÒÅÓÓÁ (íÏÓË×Á, 1966 Ç.).

ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÓÅÍÉÎÁÒ ÎÏÓÉÌ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �îÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�, ËÏÔÏÒÏÅ
×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÌÏÓØ (ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÍ. × [8, Ó. 735]). ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁ ÍÅÔÁÍÏÒÆÏÚÁ-
ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ: �ÎÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ� (1959 Ç.) → �ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÄÅÉ� (Ó 1960 Ç.) → �ÐÅÒÅÄÏ×ÙÅ
ÉÄÅÉ� (Ó 1976 Ç.) ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ðÅÒÅÄÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × òÏÓÓÉÉ É
ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ� ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÉÎÁÒÕ Ó 1991 Ç.

ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÅÍÉÎÁÒ ÒÁÂÏÔÁÌ × Ô×ÏÒÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÁËÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÍÉ ÓÅÍÉÎÁ-
ÒÁÍÉ: ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ ÓÅËÃÉÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ííï ÐÒÉ íçõ ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á É Ä×ÕÍÑ ÓÅ-
ÍÉÎÁÒÁÍÉ ÐÒÉ áðî óóóò { ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ ÐÒÏÆ. î. æ. þÅÔ×ÅÒÕÈÉÎÁ �òÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ� É ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ �ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÒÅÐÏ-
ÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ� ÐÒÉ îéé óÉíï áðî óóóò.

ðÏÓÌÅ ËÏÎÞÉÎÙ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ áÎÄÒÏÎÏ×ÓËÉÍ, ÒÕËÏ-
×ÏÄÉÌÉ (ÓÍ. ÆÏÔÏ 2{7):

• ÞÌÅÎ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔ áðî óóóò, Ä.Æ.-Í.Î., ÐÒÏÆ. çïéî (çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏËÅÁÎÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍÅÎÉ î. î. úÕÂÏ×Á) é×ÁÎ óÅÍ£ÎÏ×ÉÞ âÒÏ×ÉËÏ× (1975{1981),

• ÞÌÅÎ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔ áðî óóóò / òáï, Ä.Æ.-Í.Î., ÐÒÏÆ. íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ é×ÁÎ
ñËÏ×ÌÅ×ÉÞ ÷ÅÒÞÅÎËÏ (1981{1984),

• úÁÓÌÕÖÅÎÎÙÊ ÄÅÑÔÅÌØ ÎÁÕËÉ òæ, Ä.Æ.-Í.Î., ÐÒÏÆ. íçïõ (íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÏÂÌÁÓÔÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ) ïÌÅÇ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ íÁÎÔÕÒÏ× (1981{2009),

• Ä.Æ.-Í.Î., ÐÒÏÆ. òõäî (òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÄÒÕÖÂÙ ÎÁÒÏÄÏ×), ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÛÔÁÔÁ íÏÒÅÌÏÓ (ëÕÜÒÎÁ×ÁËÁ, íÅËÓÉËÁ) ìÅ× ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ óÁÂÉÎÉÎ (1981{2000),

• úÁÓÌÕÖÅÎÎÙÊ ÄÅÑÔÅÌØ ÎÁÕËÉ òæ, ÞÌÅÎ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔ òáï, Ä.Ð.Î., ÐÒÏÆ. íçïõ çÅÎÎÁÄÉÊ
ìÁ×ÒÏ×ÉÞ ìÕËÁÎËÉÎ (1992{2006).

÷ 2009 Ç. ï. ÷. íÁÎÔÕÒÏ× (× Ó×ÑÚÉ Ó ÂÏÌÅÚÎØÀ) ÐÅÒÅÄÁÌ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÕ
ãíï íçõ (ãÅÎÔÒÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á) ôÁÔØÑÎÅ é×ÁÎÏ×ÎÅ ëÕÚÎÅÃÏ×ÏÊ, Á×ÔÏÒÕ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.

éÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÆÁËÔ: ÐÑÔÅÒÏ ÉÚ ÓÅÍÉ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ | ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, ÞÅÔ×ÅÒÏ | ÞÌÅÎÙ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔÙ áðî óóóò /
òáï.
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æÏÔÏ 2. âÒÏ×ÉËÏ× é×ÁÎ
óÅÍ£ÎÏ×ÉÞ

(1916{14.09.1981)

æÏÔÏ 3. ÷ÅÒÞÅÎËÏ é×ÁÎ
ñËÏ×ÌÅ×ÉÞ

(11.09.1907{15.11.1995)

ãÅÌØÀ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÏ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÅ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÞÅÒÅÚ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÄÏ×ÙÈ ÉÄÅÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ,
ÉÈ ÁÐÒÏÂÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÐÒÏÐÁÇÁÎÄÕ. òÁÂÏÔÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÆÏÒÍÅ ÚÁÓÅÄÁÎÉÊ, ÞÁÓÔÏÔÁ ÚÁ-
ÓÅÄÁÎÉÊ | ÏÄÉÎ ÒÁÚ × ÍÅÓÑÃ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÇÏÄÁ | Ó ÓÅÎÔÑÂÒÑ ÐÏ ÍÁÊ. îÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ
ÚÁÓÌÕÛÉ×ÁÀÔÓÑ É ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÄÏËÌÁÄÙ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.
îÁÚÏ×ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÍ. × [16, c. 117{124]):

1) �ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÕÒÓÏ× ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ�;

2) �òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÉ ÐÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÀ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
× ÐÅÄÉÎÓÔÉÔÕÔÁÈ É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ�;

3) �éÓÔÏÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÔÏÄÉËÁ Å£ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ�;

4) �æÉÌÏÓÏÆÉÑ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÓÔÏÒÉÅÊ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�;

5) �ïÂÏÇÁÝÅÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�;

6) �ôÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�;

7) �ðÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ�;

8) �éÚÕÞÅÎÉÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÍ ËÕÒÓÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÎÏÍ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ�;

9) �òÅÆÏÒÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�;

10) �òÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÕÒÓÏ×, ÕÇÌÕÂÌÑÀÝÉÈ ÉÌÉ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÎÙÊ ÍÁ-
ÔÅÒÉÁÌ É ÐÒÉÚ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÂÕÄÉÔØ Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�;
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æÏÔÏ 4. íÁÎÔÕÒÏ× ïÌÅÇ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ
(03.07.1936{23.07.2011)

æÏÔÏ 5. óÁÂÉÎÉÎ ìÅ× ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞ
(21.06.1932{04.06.2004)

æÏÔÏ 6. ìÕËÁÎËÉÎ çÅÎÎÁÄÉÊ
ìÁ×ÒÏ×ÉÞ

(20.01.1937{24.06.2006)

æÏÔÏ 7. ëÕÚÎÅÃÏ×Á ôÁÔØÑÎÁ
é×ÁÎÏ×ÎÁ

(ÒÏÄ. 27.04.1945)

11) �éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�;

12) �äÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�;

13) �ðÒÏÆÉÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�;
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14) �ïÂÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÅÔÅÊ-ÉÎ×ÁÌÉÄÏ× É ÄÅÔÅÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÚÄÏÒÏ-
×ØÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ × ÒÁÍËÁÈ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ É ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ
ÕÓÙÎÏ×ÉÔÅÌÅÊ ÔÁËÉÈ ÄÅÔÅÊ, ÉÈ ÏÐÅËÕÎÏ×, ÐÒÉ£ÍÎÙÈ ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ�;

15) �ïÂÚÏÒÙ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÏ× (ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ)�;

16) �ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ�;

17) �ðÒÅÚÅÎÔÁÃÉÉ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ËÎÉÇ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É Å£ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ ÏÔÅÞÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ É ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ�;

18) �ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ-ÉÎÏÓÔÒÁÎÃÁÍ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ�;

19) �ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ É ×ÙÓÛÅÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÍÁ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ Ó 1985 ÇÏÄÁ | × Ó×ÑÚÉ Ó ×ÎÅÄÒÅÎÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉ-
ËÉ × ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. âÏÌØÛÁÑ ÚÁÓÌÕÇÁ × ÜÔÏÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÏÒÉÆÅÅ×, ÓÔÏÑ×ÛÉÈ
Õ ÉÓÔÏËÏ× ÜÔÏÇÏ ×ÎÅÄÒÅÎÉÑ, ×ÏÚÇÌÁ×É×ÛÅÍÕ Ó 1991 ÇÏÄÁ ×ÎÏ×Ø ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ËÁÆÅÄÒÕ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ íïðé ÉÍÅÎÉ î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ,
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÕ éÇÏÒÀ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÕ áÎÔÉÐÏ×Õ [12] (ÓÍ. ÆÏÔÏ 8).

æÏÔÏ 8. áÎÔÉÐÏ× éÇÏÒØ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ
(04.04.1937{10.09.2011)

óÅÍÉÎÁÒ ÓÔÁÌ ÛËÏÌÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÅÎÙÈ-ÍÅÔÏÄÉÓÔÏ× É ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÅÀ ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÇÏ-
ÄÙ, ÄÅÓÑÔËÉ ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ× É ÓÏÉÓËÁÔÅÌÅÊ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁÝÉÔÉÌÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÓËÉÅ É
ÄÏËÔÏÒÓËÉÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ. õÞÁÓÔÉÅ × ÓÅÍÉÎÁÒÅ Á×ÔÏÒÁ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÓÔÒÏË | ÑÒËÏÅ ÔÏÍÕ ÐÏÄÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ: Ó ÎÁÞÁÌÁ 80-È ÇÏÄÏ× ×ÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÒÁÖÁÌÉ ÍÏ£ ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ËÁË ÕÞ£ÎÏÇÏ,
ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉÓØ × ÄÏËÌÁÄÁÈ É Ó×ÅÒÑÌÉÓØ Ó ÏÃÅÎËÁÍÉ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÓÅÍÉÎÁÒÁ É ÅÇÏ
ÓÅËÒÅÔÁÒÑ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ.

÷ÁÌÅÎÔÉÎÁ îÉËÏÌÁÅ×ÎÁ ûÁÐËÉÎÁ | ÕÞÅÎÉÃÁ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á, ÐÏÄ ÅÇÏ ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ
× 1969 ÇÏÄÕ ÚÁÝÉÔÉÌÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÓËÕÀ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÀ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ
× áÎÇÌÉÉ (�ä×ÉÖÅÎÉÅ ÚÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
× ÷ÅÌÉËÏÂÒÉÔÁÎÉÉ�), ÄÏÃÅÎÔ (ÓÍ. ÆÏÔÏ 9).
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ó 1965 ÇÏÄÁ (Ô.Å. ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÌÅÔ ÐÏÌÓÔÏÌÅÔÉÑ) ÷. î. ûÁÐËÉÎÁ ÂÙÌÁ ÂÅÓÓÍÅÎÎÙÍ ÓÅËÒÅÔÁÒÅÍ
É ÄÕÛÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒÁ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ Å£ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÅÍÉÎÁÒ ÒÁÂÏÔÁÌ ÂÅÓÐÅÒÅÂÏÊÎÏ, ÄÁÖÅ × ÓÁÍÙÅ ÌÉÈÉÅ
ÇÏÄÙ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÅÍÉÎÁÒÙ ÐÒÅËÒÁÝÁÌÉ Ó×ÏÀ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ.

æÏÔÏ 9. ûÁÐËÉÎÁ ÷ÁÌÅÎÔÉÎÁ îÉËÏÌÁÅ×ÎÁ
(06.01.1932{31.05.2013)

èÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÞÅÒÔÙ ÷ÁÌÅÎÔÉÎÙ îÉËÏÌÁÅ×ÎÙ | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÁÎÎÏÓÔØ ÄÅÌÕ Ó×ÏÅÇÏ
ÕÞÉÔÅÌÑ, ÂÅÓËÏÒÙÓÔÎÏÅ ÓÌÕÖÅÎÉÅ ÐÒÏÐÁÇÁÎÄÅ ÐÅÒÅÄÏ×ÙÈ ÉÄÅÊ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×
òÏÓÓÉÉ É ÚÁ ÒÕÂÅÖÏÍ, ×ÎÉÍÁÎÉÅ É ÄÏÂÒÏÖÅÌÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ, ÍÁÔÅÒÉÎÓËÏÅ
ÐÏËÒÏ×ÉÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍ, ËÏÎÔÁËÔÎÏÓÔØ Ó ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ.

úÁ 55 ÌÅÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÂÙÌÏ ÚÁÓÌÕÛÁÎÏ ÂÏÌÅÅ 400 ÄÏËÌÁÄÏ×. óÁÍ é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ ÚÁ
16 ÌÅÔ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ ÓÄÅÌÁÌ 15 ÄÏËÌÁÄÏ×, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÉÓÔÏÒÉËÏ-ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ
ËÌÀÞÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ×ÌÁÄÅÌ × ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Å. îÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ×ÙÓÔÕÐÁÌÉ ÔÁËÉÅ ÐÒÉÚÎÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÒÉÔÅ-
ÔÙ, ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÅÄÁÇÏÇÉ, ÍÅÔÏÄÉÓÔÙ, ÐÓÉÈÏÌÏÇÉ, ËÁË é. î. áÎ-
ÔÉÐÏ×, é. ó. âÒÏ×ÉËÏ×, ÷. á. çÕÓÅ×, ÷. á. äÁÌÉÎÇÅÒ, ÷. á. åÆÒÅÍÏ×ÉÞ, ä. é. éËÒÁÍÏ×, à. í. ëÏ-
ÌÑÇÉÎ, ÷. á. ëÒÕÔÅÃËÉÊ, ç. ì. ìÕËÁÎËÉÎ, ï. ÷. íÁÎÔÕÒÏ×, á. é. íÁÒËÕÛÅ×ÉÞ, ç. ç. íÁÓÌÏ×Á,
î. á. íÅÎÞÉÎÓËÁÑ, ÷. á. ïÇÁÎÅÓÑÎ, ç. é. óÁÒÁÎÃÅ×, ú. á. óËÏÐÅÃ, á. á. óÔÏÌÑÒ, ð. ÷. óÔÒÁÔÉÌÁ-
ÔÏ×, î. ç. æÅÄÉÎ, á. é. æÅÔÉÓÏ×, ÷. ÷. ãÕËÅÒÍÁÎ, ò. ó. þÅÒËÁÓÏ×, î. æ. þÅÔ×ÅÒÕÈÉÎ, é. æ. ûÁ-
ÒÙÇÉÎ, ð. á. ûÅ×ÁÒ£× É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ.

äÏÂÒÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÉÎÔÅÒÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÏ×, ÎÁÞÁÔÁÑ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×ÙÍ, ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ. ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ï ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ
× Ó×ÏÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ, Ï ÌÉÞÎÙÈ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÉ î. âÁÌØÔÁÚÁÒ
(òÅÓÐÕÂÌÉËÁ òÕÁÎÄÁ), â. âÁÒÂÏÚÁ (âÒÁÚÉÌÉÑ), á. é. çÏÎÞÁÒÏ×Á (òÅÓÐÕÂÌÉËÁ ëÕÂÁ), ì. çÒÉÍÁÊÏ
(òÅÓÐÕÂÌÉËÁ âÅÎÉÎ), äÕÂÉÃËÉÊ (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ), ð. é×ÁÎÏ× (âÏÌÇÁÒÉÑ), ó. ëÒÙÇÏ×ÓËÁÑ (ðÏÌØÛÁ),
ó. íÉÎÅ (ñÐÏÎÉÑ), ÷. íÏÈÁÞÅË (þÅÈÏÓÌÏ×ÁËÉÑ), îÑÍ îÇÏË ôÁÎ (÷ØÎÔÎÁÍ), ö. ðÁÐÉ (âÅÌØÇÉÑ),
á. õÒÂÁÎ (÷ÅÎÇÒÉÑ), ë. æÒÅÊÔÁÇ (çÅÒÍÁÎÉÑ) É ÄÒÕÇÉÅ. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÕÞ£ÎÙÈ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÚÁÝÉÔÉÌÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÓËÉÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ × ÒÏÓÓÉÊÓËÉÈ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏ×ÅÔÁÈ.

úÁÓÅÄÁÎÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÙÈ 22 ÌÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ × íïðé ÉÍÅÎÉ î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ
(1959{1981), ÚÁÔÅÍ ÐÒÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÇÏÒÏÄÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ (1981{
1992). îÁËÏÎÅÃ, × 1992 Ç. ÓÅÍÉÎÁÒ ×ÅÒÎÕÌÓÑ × íïðé, ÇÄÅ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ
× ëÁÂÉÎÅÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÍ É ÓÏÚÄÁÎÎÏÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ 1979{1980 ÇÏÄÏ× ÐÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄ-
ÓÔ×ÏÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ óÁÄÞÉËÏ×Á ÷ÉËÔÏÒÁ áÎÄÒÅÅ×ÉÞÁ | ÕÞÅÎÉËÁ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á. üÔÏÔ
ËÁÂÉÎÅÔ | ÐÁÍÑÔÎÉË ×ÅÌÉËÉÍ ÄÅÑÎÉÑÍ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÐÏÑ×É×ÛÉÊÓÑ ÐÏ
ÚÁ×ÅÔÕ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á: × ÆÅ×ÒÁÌÅ 1975 ÇÏÄÁ, ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ËÏÎÞÉÎÙ, é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ ÐÏÓÅÔÉÌ ëÁ-
ÂÉÎÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÅ � 299, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ÔÅÍ ÖÅ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÏÍ, É ÎÁÚ×ÁÌ ÅÇÏ
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�ÈÒÁÍÏÍ ÎÁÕËÉ�. ôÏÇÄÁ-ÔÏ É ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÉÄÅÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ËÁÂÉÎÅÔÁ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÓÔÅÎÁÈ íïðé
ËÁË ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÕÞÅÂÎÏ-ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÏ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ËÁÂÉÎÅÔÏ×.

îÁ ÆÏÔÏ 10 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ×ÉÄ ÎÁ ÂÏËÏ×ÕÀ ÓÔÅÎÕ ëÁÂÉÎÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÇÄÅ ÚÁËÏÍÐÏÎÏ×ÁÎ
ÆÒÉÚ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ × ÓÅÂÑ ÂÁÒÅÌØÅÆÙ ×ÅÌÉËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÍ×ÏÌÉËÕ, ÐÒÉ-
ÍÅÎÑÅÍÕÀ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ (ÏÎÁ ÓÌÕÖÉÔ ÆÏÎÏÍ ÄÌÑ ÐÏÒÔÒÅÔÏ×), ÔÅËÓÔ: �ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÄÁÒ
ÓÌÏ×Á ÏÂÏÇÁÝÁÅÔ ÎÁÓ ÍÎÅÎÉÑÍÉ ÄÒÕÇÉÈ, ÔÁË É ÑÚÙË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁËÏ× ÓÌÕÖÉÔ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÍ É ÑÓÎÙÍ. . . î. é. ìÏÂÁÞÅ×ÓËÉÊ�.

æÏÔÏ 10. ÷ÉÄ ÎÁ ÐÒÁ×ÕÀ ÓÔÅÎÕ ëÁÂÉÎÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ íïðé ÉÍ. î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ

ðÏÒÔÒÅÔÎÙÊ ÒÑÄ ÜÔÏÇÏ ÆÒÉÚÁ ÉÓÐÏÌÎÅÎ ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ É ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ ÛÅÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ (ÔÅÏÒÉÑ
ÞÉÓÅÌ, ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÔÏÒÉÑ
ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × óóóò). îÁ ÔÙÌØÎÏÊ ÓÔÅÎÅ ëÁÂÉÎÅÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ
ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ�.

üÔÏÔ ëÁÂÉÎÅÔ ÂÙÌ �ÐÒÉÎÑÔ� ÓÁÍÉÍ áÎÄÒÅÅÍ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÅÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ 11 ÉÀÎÑ 1980 ÇÏÄÁ,
ËÏÔÏÒÙÊ × ëÎÉÇÅ ÏÔÚÙ×Ï× ÎÁÐÉÓÁÌ: �ëÁÂÉÎÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏÅ ×ÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ËÒÁÓÉ×ÙÍ
ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÅÍ. íÎÏÇÉÅ ÜËÓÐÏÎÁÔÙ ÕÄÁÞÎÙ ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ É ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ ÛÉÒÏËÏÇÏ ×ÎÅÄÒÅÎÉÑ ×
ÛËÏÌÁÈ�. îÁ ÆÏÔÏ 11 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÷. á. óÁÄÞÉËÏ×Á, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÁÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ
ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÎÁ ÆÏÎÅ ÍÏÄÅÌÉ �ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ�.

÷ 1981 ÇÏÄÕ Ë 50-ÌÅÔÉÀ íïðé ÓÔÁÒÁÎÉÑÍÉ ÷. á. óÁÄÞÉËÏ×Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÅÎÅ ëÁÂÉÎÅ-
ÔÁ (ÓÍ. ÆÏÔÏ 12) ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÂÁÒÅÌØÅÆÎÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ Ä×ÕÈ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ: é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á (I{III ËÌÁÓÓÙ) É á. î. ëÏÌÍÏ-
ÇÏÒÏ×Á (IV{XI ËÌÁÓÓÙ). ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× É é. ë. áÎÄÒÏÎÏ× ÓÔÁÌÉ \ÓÏÕÞÁÓÔ-
ÎÉËÁÍÉ" ÚÁÓÅÄÁÎÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒÁ. . .

ðÏÚÄÎÅÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ëÁÂÉÎÅÔÁ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ ÷. á. óÁÄÞÉËÏ×ÙÍ × 2006 ÇÏÄÕ × ÓÔÁÔØÅ
[17] É ÄÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ (15.11.2007). ôÏÇÄÁ ÷. á. óÁÄÞÉËÏ× ÚÁÞÉÔÁÌ ÁËÒÏÓÔÉÈ, Ó×É-
ÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ï ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÐÏÔÏÍËÁÍÉ ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÇÏ ÓÁÍÏÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÙ×Á ÜÔÉÈ ÕÞ£ÎÙÈ:
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æÏÔÏ 11. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× × ëÁÂÉÎÅÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ íïðé ÉÍ. î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ (íçïõ)
11.06.1980 (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ óÁÄÞÉËÏ×Á ÷.á.)

æÏÔÏ 12. âÁÒÅÌØÅÆÎÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á É á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á

áÎÄÒÏÎÏ× é×ÁÎ É áÎÄÒÅÊ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×
îÁ ÑÒËÉÈ ÓÏÚ×ÅÚÄØÑÈ Õ ÒÕÓÓËÏÊ ÚÅÍÌÉ!
äÅÒÚÎÕ×ÛÉÍ ÌÅÔÁÔØ, ÕËÒÏÝÁÀÝÉÍ ÎÏÒÏ×
òÏÓÔËÉ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎØÑ ×ÚÒÁÓÔÉÌÉ ÏÎÉ.
ïÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÌÉ ×ÓÅ×ÉÄÑÝÉÍ ×ÚÏÒÏÍ
îÅ×ÅÖÅÓÔ×Á ÐÒÙÔØ É × ÐÏÚÎÁÎÉÉ ×ÙÓØ.
ïÎÉ ÒÁÚ×ÅÎÞÁÌÉ × ËÒÕÇÕ ÎÅÐÏËÏÒÎÙÈ
÷ ÏÓÎÏ×ÁÈ ÏÓÎÏ×
õÔÁ£ÎÎÕÀ

ÎÉÔØ.
éÈ ÇÅÎÉÊ ÓÉÑÌ ÎÁ ÂÅÓËÒÁÊÎÉÈ ÐÒÏÓÔÏÒÁÈ.
÷Ï ÓÌÁ×Õ òÏÓÓÉÉ ÓÇÏÒÁÌÉ ÉÈ ÄÎÉ.
áÎÄÒÏÎÏ× é×ÁÎ É áÎÄÒÅÊ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×
îÁ ÑÒËÉÈ ÓÏÚ×ÅÚÄØÑÈ
õ ÒÕÓÓËÏÊ
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ÚÅÍÌÉ!
ë ÖÉ×ÙÍ ÒÏÄÎÉËÁÍ É Ë Ô×ÏÒÅÎØÑÍ ÕÚÏÒÎÙÍ
ïÎÉ ÐÒÅÕÍÎÏÖÉÌÉ ÖÉÚÎÅÎÎÙÊ ÂÅÇ.
úÎÁÌ ×ÚÌ£Ô É ÐÒÏ×ÁÌÙ ÐÏÒÙ ÉÌÌÀÚÏÒÎÏÊ
ø ÉÈ ÍÑÇËÉÍ ÐÒÉÝÕÒÏÍ ÐÒÏÓÌÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÅË.
íÉÎÕ×ÛÉÈ ÇÏÄÏ×: É ÌÉÈÉÈ, É ÕÂÏÇÉÈ,
éÈ ÇÅÎÉÊ ×ÏÓÐÒÉÎÑÌ ×ÓÅÌÅÎÓËÕÀ ÓÕÔØ.
þÅÓÔØ ÞÅÓÔØÀ ÐÒÏÊÄÑ ×ÓÅ ËÁÐÒÉÚÙ ÐÒÉÒÏÄÙ,
õÓÐÅÌÉ ÔÁÌÁÎÔ, ÐÒÅÕÍÎÏÖÉ×, ×ÅÒÎÕÔØ.

áËÒÏÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÓÔÉÈÏÔ×ÏÒÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÉÅ é×ÁÎÕ ëÏÚØÍÉÞÕ áÎÄÒÏÎÏ×Õ. ëÁË
ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ? îÁ×ÅÒÎÏÅ, ËÁË ÐÏÓ×ÑÝÅÎÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ Õ×ÁÖÅÎÉÅ ÕÞÉÔÅÌÀ, ÌÀÂÏ×Ø
ÞÕÔËÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, õÞÉÔÅÌÀ ÕÞÉÔÅÌÅÊ, ÓÌÁ×Õ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ Ó×ÏÅÇÏ ÄÅÌÁ! óÔÉÈÉ,
×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÔÅÍÙ, ×ÏÛÌÉ × ËÎÉÇÉ [9; 16].

ðÏÓÌÅ ËÏÎÞÉÎÙ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÏ ÉÓÔÏ-
ÒÉÉ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ×ÅÓÏÍÙÊ ÔÒÕÄ, ÎÅ ÕÔÒÁÔÉ×ÛÉÊ ÁË-
ÔÕÁÌØÎÏÓÔÉ É × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ, | ÜÔÏ ÕÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ �ôÒÉÌÏÇÉÑ ÐÒÅÄÍÅÔÁ É ÍÅÔÏÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÉ�, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎ ÞÉÔÁÌ ÌÅËÃÉÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ × ÐÅÄÉÎÓÔÉÔÕÔÁÈ
É × ÄÒÕÇÉÈ ×ÕÚÁÈ ÓÔÒÁÎÙ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ. ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÙÛÌÁ × Ó×ÅÔ ÅÝ£ ÐÒÉ ÖÉÚÎÉ é×ÁÎÁ
ëÏÚØÍÉÞÁ | × 1974 ÇÏÄÕ × íïðé ÉÍÅÎÉ î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ [1], Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ
ÔÏÌØËÏ × ÒÕËÏÐÉÓÑÈ, ÈÒÁÎÉ×ÛÉÈÓÑ Õ ÅÇÏ ÐÏÔÏÍËÏ×. óÅËÒÅÔÁÒØ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÷. î. ûÁÐËÉÎÁ × ÐÁÍÑÔØ
Ï ÌÀÂÉÍÏÍ ÕÞÉÔÅÌÅ É Ó ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÉËÏ× ÐÒÉ×ÅÌÁ ÒÕËÏÐÉÓØ × ÐÏÒÑÄÏË É ×
2003{2004 ÇÏÄÁÈ ÉÚÄÁÌÁ ÚÁ Ó×ÏÊ ÓÞ£Ô ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÞÁÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ë ÜÔÏÍÕ
×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÁÌÁ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÄËÏÓÔØÀ É ÉÚ ÁËÔÉ×Á ÓÅÍÉÎÁÒÁ Å£ ÉÍÅÌ ÔÏÌØËÏ ÷. á. óÁÄ-
ÞÉËÏ×, ÐÏ ÓÏ×ÅÔÁÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÓÅÍÉÎÁÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÐÏ ÍÏÅÍÕ ÓÏ×ÅÔÕ, ÷ÁÌÅÎÔÉÎÁ îÉËÏÌÁÅ×ÎÁ
×ÓËÏÒÅ ÐÅÒÅÉÚÄÁÌÁ Å£ [2].

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ, ÐÏÄÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÷. î ûÁÐËÉÎÏÊ É ÷. á. óÁÄÞÉ-
ËÏ×ÙÍ, × ÚÎÁË ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁ ÓÔÏÌØ ÓÁÍÏÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÙÅ ÄÅÑÎÉÑ ÷ÉËÔÏÒ áÎÄÒÅÅ×ÉÞ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ
ûÁÐËÉÎÕ ÷ÁÌÅÎÔÉÎÕ îÉËÏÌÁÅ×ÎÕ ÁËÒÏÓÔÉÈÏÍ [2, Þ. I, c. II]:

÷ÏÚÒÏÄÉÌÏÓØ áÎÄÒÏÎÏ×Ï ÓÌÏ×Ï,
ìÕÞ ÅÇÏ ÎÁ ÔÅÒÎÉÓÔÏÍ ÐÕÔÉ.
é ÎÅ × ÔÏÍ ÌÉ áÎÄÒÏÎÏ×Á ÄÏÌÑ {
îÁÛÉ ÐÏÍÙÓÌÙ Ë Ó×ÅÔÕ ×ÅÓÔÉ?
éÚÙÓËÁÎØÑ ÏÔËÌÉËÎÕÔØÓÑ × ËÏÍ-ÔÏ:
ïËÏ ÌÅÔ × ËÏÒÅÎØ ÚÒÉÔ ÄÁÌÅËÏ.
á áÎÄÒÏÎÏ× ÚÅÍÎÙÅ ÚÁÂÏÔÙ,
åÊ ÖÅ ÅÊ, Î£Ó Ó×ÅÔÌÏ É ÌÅÇËÏ.
÷ÅÞÎÏ ÄÕÛÕ ÍÏÒÏÞÉÔ ÍÏÒÏËÁ . . .
îÁÄ ÚÅÍÌ£Ê ÚÁËÒÕÖÉÌ ÎÏ×ÙÊ ×ÅË,
áÎ, ÚÁÂÙ× Ï ÛËÏÌÑÒÓÔ×Å ×ÙÓÏËÏÍ,
á×ÁÎÔÀÒÁÍÉ ÓÂÉÔ ÞÅÌÏ×ÅË.
ðÁÌÉ ËÒÕÔÏ Ë ÍÕÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÂÏÌÉ.
é ÇÌÕÐÅÊ ÎÅ ÓÌÕÞÁÌÏÓØ ÂÅÄÙ.
îÅ ÄÁÄÉÍ ÒÁÚÏÒ×ÁÔØ ÎÁÛÉ ËÏÒÎÉ.
á ÏÎÉ ÇÌÕÂÏËÉ É ÞÉÓÔÙ.

éÚÄÁÎÉÅ �ôÒÉÌÏÇÉÉ . . . � ÂÙÌÏ ÐÒÉÕÒÏÞÅÎÏ Ë 110-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á É
45-ÌÅÔÉÀ ÓÅÍÉÎÁÒÁ É ÂÙÌÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ ÐÏÞÔÉ ÞÅÒÅÚ 30 ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÞÉÎÙ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ. ï
ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÅÌÁ ÂÙÌÏ ÄÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ 15.01.2004 É ÚÁÔÅÍ | ÎÁ
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ÔÏÒÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ 9.09.2004, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ ÍÏÇÉÌÙ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ÎÁ
÷×ÅÄÅÎÓËÏÍ ËÌÁÄÂÉÝÅ.

115-ÌÅÔÉÅ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á É 50-ÌÅÔÉÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÈÏÄÏÍ × Ó×ÅÔ ËÎÉÇÉ ÷. á. óÁÄ-
ÞÉËÏ×Á �÷Ï ÓÌÁ×Õ ÌÅÔ, ÎÅ ÐÒÏÖÉÔÙÈ ÎÁÐÒÁÓÎÏ. ï ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÅ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Å, ÔÁÌÁÎÔÌÉ×ÏÍ ÐÅÄÁ-
ÇÏÇÅ, ÕÞ£ÎÏÍ, ÐÒÏÓ×ÅÔÉÔÅÌÅ� [16] (ÓÍ. ÆÏÔÏ 13), ÉÚÄÁÎÎÏÊ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ
ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÆÏÎÄÁ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ 10.09.2009.

æÏÔÏ 13. ëÎÉÇÁ ÷.á. óÁÄÞÉËÏ×Á �÷Ï ÓÌÁ×Õ ÌÅÔ, ÎÅ ÐÒÏÖÉÔÙÈ ÎÁÐÒÁÓÎÏ. . . �
üÔÏ ÏÇÒÏÍÎÙÊ ÔÒÕÄ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Á×ÔÏÒÏ×, ÓÏÚÄÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÀÝÅÍ ÕÞÁÓÔÉÉ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ. ïÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÁÑ ÔÒÅÔØ ËÎÉÇÉ ÐÏÄÁÎÁ ÐÏÄ Å£ ÆÁÍÉÌÉÅÊ. åÀ
ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÇÌÁ×Ù Ï ÖÉÚÎÅÎÎÏÍ É Ô×ÏÒÞÅÓËÏÍ ÐÕÔÉ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á (ÇÌ. 3), Ï ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÓÔÉ ÅÇÏ
ÌÉÞÎÏÓÔÉ (ÇÌ. 4), Ï ÓÕÄØÂÅ ÅÇÏ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ É Ï ÎÁÛÅÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ (ÇÌ. 5), Ï Ô×ÏÒÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÑÈ é×ÁÎÁ
ëÏÚØÍÉÞÁ Ó ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÍÉ ËÏÌÌÅÇÁÍÉ (ÇÌ. 6).

é ÏÐÑÔØ { × ÚÎÁË ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁ ÓÁÍÏÏÔ×ÅÒÖÅÎÎÙÊ ÔÒÕÄ ÐÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ Ë
ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ | ÷. á. óÁÄÞÉËÏ× ×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ Ë ËÎÉÇÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ ûÁÐËÉÎÕ ÷ÁÌÅÎÔÉÎÕ îÉËÏÌÁÅ×ÎÕ
ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÁËÒÏÓÔÉÈÏÍ (c. 7):

ûÁÇÁÊÔÅ É ÓÌÁ×ØÔÅ òÏÓÓÉÀ!
áÎÄÒÏÎÏ× é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ ÐÒÁ×:
ðÅÞÁÔÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÐÏ ÓÉÌÁÍ
ëÒÙÌÁÔÙÍ ÄÁÔØ ÉÓËÒÕ × ÇÌÁÚÁÈ.
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é×ÁÎ | ÎÅÚÁÂ×ÅÎÎÏÅ ÉÍÑ.
îÏ ÏÎ É íïðé | Ä×Á ËÒÙÌÁ.
áÎÄÒÏÎÏ× ÔÒÕÄÁÍÉ Ó×ÏÉÍÉ
÷ÏÓÐÅÌ ÉÈ ÎÁ ×ÓÅ ×ÒÅÍÅÎÁ!
áÎÄÒÏÎÏ×Á ÄÏÌÀ ÐÏÚÎÁÅÍ,
ìÉËÕÑ, ËÁË Õ ÒÏÄÎÉËÁ.
åÓÔØ ÌÀÄÉ ÉÚ ÐÁÍÑÔÉ ÄÁÌØÎÅÊ,
îÅÓÕÝÉÅ ÎÁÓ ÓË×ÏÚØ ×ÅËÁ.
ôÉÔÁÎÏ× Ô×ÏÒÅÎØÑ ÐÒÏÂÉÌÉÓØ.
éÈ Ó×ÅÔÏÍ ÄÙÛÁÌ ÎÅÂÏÓ×ÏÄ.
áÎÄÒÏÎÏ×Ï . . . ÎÅ ÚÁÍÕÔÎÉÌÏÓØ
é Ë Ó×ÅÔÕ ÄÏÓÔÏÊÎÏ ×ÅÄ£Ô.
ëÁË ×ÓÅ ÏÔÒÁÖÅÎØÑ ÌÅÌÅÅÔ
áÎÄÒÏÎÏ×Á ÓÌÏ×Á ÒÏÄÎÉË!
åÊ-ÅÊ × ÜÒÕ ÎÏ×ÙÈ Ô×ÏÒÅÎÉÊ
áÎÄÒÏÎÏ×Á ÄÕÈ ÎÁÓ ÒÏÄÎÉÔ.

÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÎÁÊÄÕÔ ÏÔÚ×ÕËÉ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ×
×ÏÓÐÏÍÉÎÁÎÉÑÈ ÅÇÏ ËÏÌÌÅÇ, ÄÒÕÚÅÊ, ÐÏÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÕÞÅÎÉËÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÁÔÅÌÅÊ ÅÇÏ ÉÄÅÊ: âÏÌÇÁÒÓËÏ-
ÇÏ â.÷., âÁÚÙÌÅ×Á ÷.ô., âÙÞËÏ×ÏÊ ç.î., ëÏÌÑÇÉÎÁ à.í. É ìÕËÁÎËÉÎÁ ç.ì., íÁÌÙÇÉÎÁ ë.á.,
îÏÚÄÒ£×Á ÷.æ., ïËÕÎÅ×Á á.ë., ðÅÔÒÏ×ÏÊ í.á., ðÌÁÔÏÎÏ×ÏÊ í.÷. ðÕÌÑÅ×Á á.÷., óÁÄÞÉËÏ×Á ÷.á.,
óÁÆÒÁÚÂÅËÑÎ ò.á., þÅÒËÁÓÏ×Á ò.ó.

åÓÔØ ÏÔÚÙ× ÄÏÞÅÒÉ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ | áÎÄÒÏÎÏ×ÏÊ ÷ÅÒÙ é×ÁÎÏ×ÎÙ �íÙ ×ÙÒÏÓÌÉ ÓÒÅÄÉ
ËÎÉÇ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÁËÒÏÓÔÉÈÏÍ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÍ ÖÅÎÅ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ | áÎÎÅ é×ÁÎÏ×ÎÅ
(Ó. 74{75).

óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊ ÏÓÏÂÎÑËÏÍ ÓÔÏÉÔ ÍÏÑ ÓÔÁÔØÑ �\äÏÌÏÊ å×ËÌÉÄÁ"? | ÷ÐÅÒÅÄ, Ë å×ËÌÉÄÕ!�
(Ó. 206{212), ÐÏÓËÏÌØËÕ Ñ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÓØ ÕÞÅÎÉÃÅÊ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ, ÎÏ. . . ÔÁË ÓÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÏ£
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÅ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÀ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×ÙÓÏËÏÊ
Ë×ÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ, × �ôÒÉÌÏÇÉÉ . . . � é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á ÐÏÌÕÞÉÌÏ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÓØÍÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÇÏ
×Ù×ÏÄÁ, ÏËÁÚÁ× ÎÅÏÃÅÎÉÍÕÀ Á×ÔÏÒÉÔÅÔÎÕÀ ÐÏÄÄÅÒÖËÕ É ×ÏÏÄÕÛÅ×É× ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×Á-
ÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ �íÏÄÅÌØ ×ÙÐÕÓËÎÉËÁ . . . � [13] (2005 Ç.), Á ÚÁÔÅÍ É × ÄÏËÔÏÒÓËÏÊ
ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ [15] (2006 Ç.). ëÏÒÏÔËÏ ÓÕÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÄÈÏÄÁÍ, ÓÌÅÄÏ×Á×ÛÉÍ ÌÏÚÕÎÇÕ �äÏÌÏÊ å×ËÌÉÄÁ!�, ÐÒÏ×ÏÚÇÌÁÛÅÎÎÏÍÕ ÅÝÅ ×
1959 Ç. ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ÛËÏÌÙ î. âÕÒÂÁËÉ öÁÎÏÍ äØÅÄÏÎÎÅ ÎÁ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ
ÐÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÊ × òÅÊÍÏÎÔÅ (æÒÁÎÃÉÑ), ÜÔÏÔ
ÐÏÄÈÏÄ × ÏÓÎÏ×Õ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÁ×ÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ å×ËÌÉÄÁ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
ÉÍÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ å×ËÌÉÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÍ ÐÒÉÎÃÉ-
ÐÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×Á ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ, ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÌÏÇÉËÏ-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÙÛÌÅÎÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉÓØ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÅ,
ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ áÎÄÒÏÎÏ×Á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ å×ËÌÉÄÁ �ÄÁÎ
ÓÉÎÔÅÚ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÇÏ É ÌÏÇÉËÏ-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ�, ÞÔÏ �ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÂÏÌØÛÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ×ÓÅÈ ÎÁÒÏÄÏ× É ×ÒÅÍÅÎ� [2, Þ. III, Ó. 141].

÷ ËÎÉÇÅ ÐÏÍÅÝ£Î ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ ÆÏÔÏÍÁÔÅÒÉÁÌ ÉÚ ÁÒÈÉ×Á ÓÅÍØÉ áÎÄÒÏÎÏ×ÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÄËÉÅ
ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÔÁËÉÅ, ËÁË ÏÂÝÅÅ ÆÏÔÏ ËÁÆÅÄÒÙ ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É
ÍÅÔÏÄÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ íïðé ÉÍ. î. ë. ëÒÕÐÓËÏÊ 1967 Ç. (Ó. 61), ÏÂÝÅÅ ÆÏÔÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ æðë
É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÜÔÏÊ ËÁÆÅÄÒÙ × ÍÁÅ 1975 Ç. | ÚÁ ÐÏÌÇÏÄÁ ÄÏ ËÏÎÞÉÎÙ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ (Ó. 63),
Ä×Å ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ | Ó ÞÅÔÏÊ óÏÊÅÒÏ× ÎÁ ËÒÙÌØÃÅ ÉÈ ÄÏÍÁ × áÎÇÌÉÉ × 1996 Ç.
(Ó. 143) É Ó ÑÐÏÎÓËÉÍ ÛËÏÌØÎÙÍ ÕÞÉÔÅÌÅÍ ë. óÏÒÉÍÁÔÉ Õ ÍÏÇÉÌÙ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á × 1979 Ç. (Ó.
147).

ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÅÖÅÇÏÄÎÏ × ËÏÎÃÅ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÇÏÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÔÞÅÔ Ï ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÅ (Ï ÚÁÓÌÕÛÁÎÎÙÈ ÄÏËÌÁÄÁÈ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ �èÒÏÎÉËÁ� ÖÕÒ-
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ÎÁÌÁ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ�. ðÅÒ×ÙÊ ÔÁËÏÊ ÏÔÞ£Ô ÂÙÌ ÎÁÐÉÓÁÎ ÓÁÍÉÍ é×ÁÎÏÍ ëÏÚØÍÉÞÏÍ [3] É
ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ × � 3 ÚÁ 1960 Ç. (ÓÍ. ÆÏÔÏ 14).

öÕÒÎÁÌ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÛËÏÌÅ� ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÓÔÁÔØÉ Ï ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ é. ë. áÎ-
ÄÒÏÎÏ×Å (ÐÏ ÓÌÕÞÁÑÍ ÀÂÉÌÅÅ× É ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÅÇÏ ËÎÉÇ). ôÁË, × ÖÕÒÎÁÌÅ Ï Î£Í ÐÉÓÁÌÉ é. ñ. äÅÐÍÁÎ
(1954, � 5), ó. é. îÏ×ÏÓÅÌÏ× (1964, � 3), ÷. í. âÒÁÄÉÓ (1969, � 3; 1974, � 2), å. ó. áÈÕÌ-
ËÏ×Á, í. á. ðÅÔÒÏ×Á É ò. á. óÁÆÒÁÚÂÅËÑÎ (1984, � 5), ÷. î. ûÁÐËÉÎÁ (1987, � 4; 2004, � 7),
à. í. ëÏÌÑÇÉÎ É ï. ÷. ôÁÒÁÓÏ×Á (2004, � 5), í. í. òÁÓÓÕÄÏ×ÓËÁÑ É á. ç. èÁÒÍÁÃ (2004, � 5;
2005, � 2), á. é. ÷ÅÒÞÅÎËÏ É î. á. ëÕÒÄÀÍÏ×Á (2004, � 5, 10).

æÏÔÏ 14. ðÅÒ×ÙÊ ÏÔÞ£Ô Ï ÒÁÂÏÔÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ
ó ÁÐÒÅÌÑ 2012 ÇÏÄÁ ÄÏËÌÁÄÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÉÄÅÏ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÇÏÄÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ

ÁËÔÉ×ÎÙÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÎÁÇÒÁÖÄÁÌÉÓØ ÓÅÒÔÉÆÉËÁÔÁÍÉ.
õÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÇÉÈ ÍÅÒÏÐÒÉÑÔÉÑÈ, ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÅÄÁÇÏÇÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ. ñ×ÎÏÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÍÕ | ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÁÈ
É ÓÂÏÒÎÉËÁÈ, ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ. úÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ 5 ÌÅÔ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ ×Ï ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊ-
ÓËÉÈ ÓßÅÚÄÁÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (÷. î. ûÁÐËÉÎÁ ÓÏ ÓÔÁÔØ£Ê Ï ÀÂÉÌÅÅ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ðÏÌ-
×ÅËÁ ÎÁ ÓÌÕÖÂÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�; ï. á. âÁÇÉÛÏ×Á, ä. ä. âÙÞËÏ×Á, ä. ÷. öÁÒËÏ×,
ô. é. ëÕÚÎÅÃÏ×Á É ÷. ÷. ãÕËÅÒÍÁÎ Ó ÄÏËÌÁÄÁÍÉ Ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ [8, c. 33{35, 180{183,
557{559, 629{631, 730{731, 735{736]) É ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ (ä. ä. âÙÞËÏ×Á, ä. á. ú×ÅÒÅ×Á,
ä. ÷. öÁÒËÏ×, ô. é. ëÕÚÎÅÃÏ×Á, á. á. ðÁ×ÌÏ×, á. ÷. ðÁÎÔÅÌÅÊÍÏÎÏ×Á, ÷. á. ðÔÉÃÙÎ [7, Ó. 100{
101, 106{107, 158{159, 232{233, 592{593, 608{609]). ôÒÉ ÇÏÄÁ ÍÙ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÒÅ ÁËÔÉ×ÎÏ
ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ �îÏ×ÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ íçõ É
ÛËÏÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ� (10.12.2011; 17.11.2012; 16.11.2013). 24 ÁÐÒÅÌÑ 2013 Ç. ÍÙ ÐÏÂÙ×ÁÌÉ ÎÁ
ôÏÒÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ × òÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÍ 110-ÌÅÔÉÀ
ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á.

õÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ Ó ÐÏÞÉÔÁÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë Ó×ÏÉÍ ÀÂÉÌÑÒÁÍ: 12.01.2012 ÐÏÚÄÒÁ×ÉÌÉ Ó
80-ÌÅÔÎÉÍ ÀÂÉÌÅÅÍ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅËÒÅÔÁÒÑ ÷. î. ûÁÐËÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÏÌÅÅ ÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ ÓÏÂÉÒÁÌÁ ÎÁÓ
×ÓÅÈ ×ÍÅÓÔÅ, 10.10.2013 ÏÔÍÅÔÉÌÉ 80-ÌÅÔÉÅ ÓÔÁÒÅÊÛÅÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÕÎÉËÁÌØÎÏÇÏ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ á. ç. èÁÒÍÁÃÁ.

îÅ ÚÁÂÙ×ÁÅÍ É ÔÅÈ, ËÔÏ ÐÏËÉÄÁÅÔ ÜÔÏÔ ÍÉÒ: 8.09.11 ÐÒÏ×ÅÌÉ ÚÁÓÅÄÁÎÉÅ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÅ ÐÁÍÑÔÉ
ï. ÷. íÁÎÔÕÒÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÞÔÉ 30 ÌÅÔ ÒÕËÏ×ÏÄÉÌ ÓÅÍÉÎÁÒÏÍ, 12.09.2013 ÐÏÞÔÉÌÉ ÐÁÍÑÔØ ÎÁÛÅÇÏ
ÓÅËÒÅÔÁÒÑ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÍÙÅ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑ É ÓÏÂÙÔÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÏÓ×ÅÝÁÀÔÓÑ × ÇÁÚÅÔÅ íçïõ �îÁÒÏÄÎÙÊ
ÕÞÉÔÅÌØ�: ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÉÅ ÓßÅÚÄÙ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ × íçõ [5; 11]; ÀÂÉÌÅÊ
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÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ [4]; ÚÁÓÅÄÁÎÉÅ 11.04.2013, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÅ ÀÂÉÌÅÀ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÅ × ÓÔÁÔØÅ �ë 110-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á� [14], ÓÒÅÄÉ Á×-
ÔÏÒÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÄÏËÌÁÄÞÉËÁ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ëÏÓÔÒÏÍÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ
÷. ó. óÅËÏ×ÁÎÏ×Á | Á×ÔÏÒÁ ÜÐÏÈÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ Ï ÖÉÚÎÉ É Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å áÎÄÒÅÑ îÉËÏÌÁÅ-
×ÉÞÁ, Á ÔÁËÖÅ úÁÓÌÕÖÅÎÎÏÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ òæ ÷. á. óÁÄÞÉËÏ×Á, × Ó×Ï£ ×ÒÅÍÑ Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó áÎÄÒÅÅÍ
îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÅÍ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÊ ÄÒÕÖÂÏÊ; ÔÁÍ ÂÙÌ ÐÏÍÅÝ£Î ÎÅËÒÏÌÏÇ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ [6].

ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓËÁÚÁ ÏÂ ÉÚÄÁÎÉÉ �ôÒÉÌÏÇÉÉ. . . �, ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ Ó ÒÏÄÓÔ×ÅÎ-
ÎÉËÁÍÉ é×ÁÎÁ ëÏÚØÍÉÞÁ. ïÎÉ ÐÒÉÇÌÁÛÁÌÉÓØ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÍÙÅ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ.

æÏÔÏ 15. ÷. î. ûÁÐËÉÎÁ Ó ïÌØÇÏÊ É åËÁÔÅÒÉÎÏÊ áÎÄÒÏÎÏ×ÙÍÉ-óÁ×ÅÌØÅ×ÙÍÉ

ôÁË, 10.05.2012 ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ×ÎÕÞËÁ É ÐÒÁ×ÎÕÞËÁ é. ë. áÎÄÒÏÎÏ-
×Á | ïÌØÇÁ É åËÁÔÅÒÉÎÁ óÁ×ÅÌØÅ×Ù. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ (ÓÍ. ÆÏÔÏ 15). îÁ
ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ 12.09.2013, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÍ ÐÁÍÑÔÉ ÷. î. ûÁÐËÉÎÏÊ, ÏÎÉ ×ÙÓÔÕÐÁÌÉ Ó ×ÏÓÐÏÍÉÎÁÎÉÑÍÉ
Ï ÄÒÕÖÂÅ, ËÏÔÏÒÁÑ Ó×ÑÚÙ×ÁÌÁ ÉÈ Ó ÷ÁÌÅÎÔÉÎÏÊ îÉËÏÌÁÅ×ÎÏÊ ÄÏÌÇÉÅ ÇÏÄÙ. é ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÚÁÞÁÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÁÍÉ ÓÔÁÒÅÊÛÅÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ É ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ áÎÁÔÏÌÉÑ
çÒÉÇÏÒØÅ×ÉÞÁ èÁÒÍÁÃÁ, 10.10.2013 ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÞÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÅÇÏ 80-ÌÅÔÎÅÇÏ ÀÂÉÌÅÑ.

***

÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ ÏÂÚÏÒÁ Ñ ×ÙÎÕÖÄÅÎÁ ÓÏÏÂÝÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÓÑÃÅ× ÎÁÚÁÄ, 9
ÏËÔÑÂÒÑ 2014 ÇÏÄÁ ÐÏÞÉÌ ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÷ÉÔÁÌÉÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ (÷ÕÌØ-
ÆÏ×ÉÞ) ãÕËÅÒÍÁÎ (ÓÍ. ÆÏÔÏ 16), ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÔÒ£È ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ) ÕÄÅÌÑÌ
ÂÏÌØÛÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÀ ÎÁÞÁÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏ-
ÌÅ. ïÎ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÄÁÖÅ ÔÒÁÇÉÞÅÓËÉ, ÐÅÒÅÖÉ×ÁÌ ÎÅÕÄÁÞÉ ÒÅÆÏÒÍÙ á. î. ëÏÌ-
ÍÏÇÏÒÏ×Á, ÍÎÏÇÏ ÓÉÌ ÏÔÄÁÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÉÈ ÐÒÉÞÉÎ.

îÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ËÏÎÞÉÎÙ, ×ÙÚ×Á× ÍÅÎÑ × ÂÏÌØÎÉÃÕ, ÇÄÅ ÏÎ ÌÅÖÁÌ, ÷ÉÔÁÌÉÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ ÐÅÒÅ-
ÄÁÌ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÅ ÚÁ×ÅÝÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË:

�òÅÆÏÒÍÏÊ ÂÙÌÁ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÇÒÁÎÄÉÏÚÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØ-
ÔÕÒÙ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ ÓÔÒÁÎÙ × ÃÅÌÑÈ Å£ ÕÓÐÅÛÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ
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æÏÔÏ 16. ãÕËÅÒÍÁÎ ÷ÉÔÁÌÉÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ
(27.04.1927{09.10.2014)

ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ Ó �ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ� | ÂÁÚÏÊ ×ÚÒÙ×ÎÏ-
ÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÁÕËÉ, ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ, ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÓÔÏÌÅÔÉÑ.

ðÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÅÆÏÒÍÙ ÓÔÏÌËÎÕÌÏÓØ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ, ÇÌÁ×ÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÌÁÓØ
ÎÅÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÕÞÉÔÅÌÅÊ Ë ÕÓÐÅÛÎÏÍÕ ÏÂÕÞÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÍ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ. ïÂÛÉÒÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ
×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÐÅÄ×ÕÚÁÈ ÂÙÌÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ
ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÎÏ ÎÅ ÎÁ ÕÍÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÉÄÅÉ ÁÎÁÌÉÚÁ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ.

ðÏÓÔÅÐÅÎÎÏÅ ×ÙÈÏÌÁÝÉ×ÁÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ËÕÒÓÁ �áÌÇÅÂÒÁ É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ� ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÚÁ
ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÒÉ×ÅÌÏ ÎÙÎÅ Ë ÌÉË×ÉÄÁÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ.
îÅ ÎÁÕÞÉ×ÛÉÓØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ × ÛËÏÌÅ, ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÎÅ ÕÍÅÀÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ×ÕÚÅ, ÎÅ
ÕÍÅÀÔ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÞÅÂÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ. ôÁËÉÅ ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ×ÕÚÏ×, ÅÓÌÉ É ÓÍÏÇÕÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÏ
ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÎÏ ÏÔËÒÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÏÅ ÚÎÁÎÉÅ ÏÎÉ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ�.

òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÷ÉÔÁÌÉÑ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÁ ÓÔÁÌÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ É ÉÚÄÁÎÉÅ × 2010 Ç.
ÕÎÉËÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ | ËÎÉÇÉ �äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ� [18].
ãÅÌØ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ | ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ×, ÏÂÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ
�õÞÉÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ÇÒÁÍÏÔÎÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï ËÎÉÇÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÄÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÅ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÎÉÇÉ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÕÒÏ×ÎÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÏÒÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ
ÚÁÄÁÞ É ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÐÒÏÆÉÌØÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ.

ðÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ × Ó×ÅÔ ËÎÉÇÉ ÷ÉÔÁÌÉÀ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ ÐÏ
ÎÅÊ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ íççõ ÉÍÅÎÉ í. á. ûÏÌÏÈÏ×Á, ÂÕÄÕÝÉÍ ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÒÏÐÁÇÁÎÄÅ ÜÔÏ-
ÇÏ ÔÒÕÄÁ ÂÙÌÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÅÇÏ ÄÏËÌÁÄÙ ÎÁ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÍ ÓßÅÚÄÅ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × íçõ
(ÏËÔÑÂÒØ 2010 Ç.), × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ ÉÍÅÎÉ ë. ä. õÛÉÎÓËÏÇÏ (ÑÎ×ÁÒØ 2012 Ç.), ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ
É ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÐÏ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ É ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÎÁÕËÉ
íççõ ÉÍÅÎÉ í. á. ûÏÌÏÈÏ×Á (ÓÅÎÔÑÂÒØ 2012 Ç.). ïÎ ÐÙÔÁÌÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ Ó×ÏÀ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ
×ÔÏÒÏÊ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ �îÏ×ÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ íçõ É ÛËÏÌØ-
ÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ� (ÎÏÑÂÒØ 2012 Ç.). ïÄÎÁËÏ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÁÑ ËÏÌÌÅÇÉÑ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×Á× ÜÔÏÔ ÄÏËÌÁÄ ×
ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ, ÎÅ ÓÏÞÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ×ËÌÀÞÉÔØ ÅÇÏ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ, ÞÅÍ
ÏÞÅÎØ ÏÇÏÒÞÉÌÁ Á×ÔÏÒÁ.

ðÏÄ ËÏÎÅÃ ÖÉÚÎÉ ÷ÉÔÁÌÉÊ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞ ÓÅÔÏ×ÁÌ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏÎÅÓÔÉ ÄÏ ÕÍÏ×
ÕÞÉÔÅÌØÓÔ×Á É ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ× ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. îÁ ÜÔÏ ÏÎ ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÔ ÍÅÎÑ ÏÂÎÁÄ£ÖÉ×ÁÀÝÅÅ
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ÚÁÑ×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÍÕ Ó×Ï£ ×ÒÅÍÑ, É ÏÎÏ ÐÒÉÄ£Ô. . . âÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË. . .
äÁ, ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ É ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÎÁÛÉ ÎÁÓÕÝÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ. á ÇÄÅ ÜÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ? ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ áÎÄÒÏÎÏ× ÐÒÉÄÁ×ÁÌ
ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ïÂ ÜÔÏÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÑ ÅÇÏ ÎÁÕÞÎÏ-ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ,
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌØÓÔ×Á. äÅÌÏ áÎÄÒÏÎÏ×Á ÖÉ×Ï
É ÂÕÄÅÔ ÖÉÔØ, ÐÏËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÍÎÉÔØ É ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÐÏÔÏÍËÁÍ ÔÕ ×ÓÅÌÅÎÓËÕÀ ÌÀÂÏ×Ø, ËÏÔÏÒÕÀ
ÉÚÌÕÞÁÌ É ÉÚÌÕÞÁÅÔ ÓÏ ÓÔÒÁÎÉÃ Ó×ÏÉÈ ËÎÉÇ, Ó ÂÅÒÅÖÎÏ ÈÒÁÎÉÍÙÈ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÊ |
é×ÁÎ ëÏÚØÍÉÞ áÎÄÒÏÎÏ× [16, Ó. 225]:

áÎÄÒÏÎÏ× ÓÏÐÅÒÎÉÞÁÌ Ó ×ÅËÏÍ . . .
îÏ, Ë
äÏÌÅ ÌÀÄÓËÏÊ ÐÒÉËÉÐÅ×,
òÁÓÐÒÁ×ÉÌ ËÒÙÌÁ ÞÅÌÏ×ÅËÁ |
ïÔËÒÙÌ Ó×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ
îÁÐÅ×.
ïÎ
÷ÙÑ×ÉÌ

ÓÌÁ×ÎÙÅ ÄÁÔÙ
é ÆÁËÔÙ ÍÉÎÕ×ÛÉÈ
÷ÅËÏ×.
áÎÄÒÏÎÏ×Á ÍÙÓÌÉ
îÁÍ

Ó×ÑÔÙ,
ëÁË ÎÉÔÉ Ë ÐÏÚÎÁÎØÀ
ïÓÎÏ×!
úÁ
ø ÍÑÇËÉÍ ÐÒÉÝÕÒÏÍ É ÓÌÏ×ÏÍ |
íÙÛÌÅÎÉÑ ÍÅÔËÏÇÏ Ó×ÅÔ.
é × ËÁÖÄÏÍ õÞÉÔÅÌØ áÎÄÒÏÎÏ×
þÅÓÔØ ÞÅÓÔØÀ ÐÒÏËÌÁÄÙ×ÁÌ ÓÌÅÄ!

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÄÏËÌÁÄÕ 12.03.2015, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÍÕ 120-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ
é. ë. áÎÄÒÏÎÏ×Á É 55-ÌÅÔÉÀ ÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÐÒÉÇÌÁÛÁÅÍ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÒÁÂÏÔÅ ÓÅÍÉÎÁÒÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏËÌÁÄÞÉËÏ× É ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ.
úÁÓÅÄÁÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÏ ×ÔÏÒÙÍ ÞÅÔ×ÅÒÇÁÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÅÓÑÃÁ (Ó ÓÅÎÔÑÂÒÑ ÐÏ ÍÁÊ) × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÂÌÁÓÔÎÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ (íçïõ) ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ: íÏÓË×Á, ÕÌ. òÁÄÉÏ, Ä. 10Á, Á. 82 ×
16.00. ðÒÏÅÚÄ: ÓÔÁÎÃÉÑ ÍÅÔÒÏ �ëÒÁÓÎÙÅ ×ÏÒÏÔÁ�, ÄÁÌÅÅ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ � 24 ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ �õÌÉÃÁ
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÷ÎÉÍÁÎÉÅ!
ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ × ÒÅÄÁËÃÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÉÅ Á×ÔÏÒÁ (Á×ÔÏÒÏ×) ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÅ ÅÅ ×

éÎÔÅÒÎÅÔÅ × ÁÒÈÉ×Å ÖÕÒÎÁÌÁ, ÓÍ. ×ÙÛÅ, Á ÔÁËÖÅ × îÁÕÞÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ (îüâ) É
òÏÓÓÉÊÓËÏÍ ÉÎÄÅËÓÅ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ (òéîã).

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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