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÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ É ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, É ÞÔÏ ÜÔÏ
ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ \ìÏÇÉËÁ".

ìÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÄÌÑ ÐÕÂÌÉÞÎÏÊ É ÌÉÞÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÍÅÅÔ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ìÏÇÉËÁ ÓÌÕÖÉÔ ËÏÍÐÁÓÏÍ, ÒÁÓÓÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÐÏÓÔÕÐËÉ ÞÅ-
ÌÏ×ÅËÁ, ÏÎÁ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÏÛÉÂÏÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÎÅ ÐÏÄÄÁÔØÓÑ ÏÂÍÁÎÕ, ÕÊÔÉ ÏÔ ËÏÎÆÌÉËÔ-
ÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ É ÐÒÅÄ×ÏÓÈÉÔÉÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÏÔÌÉÞÉÔØ ÉÓÔÉÎÕ ÏÔ ÌÖÉ. éÍÅÎÎÏ ÏÂÕÞÅÎÉÅ
ÌÏÇÉÞÅÓËÉ, \ÚÄÒÁ×Ï", ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÇÒÁÅÔ ×ÅÄÕÝÕÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÆÏÒÍÉÒÏ×Á-
ÎÉÉ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ É ËÒÅÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÌÏÄÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, × ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÊ
ÌÉÞÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ ÖÉÔØ × ÎÁÛÅÍ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ, ÎÅÄÏÂÒÏ-
ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏÍ É ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÍ ÍÉÒÅ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÃÅÌÅÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ËÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÚÁËÏÎÁÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÒÁÍËÁÈ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ \ìÏÇÉËÁ". ïÄÎÁËÏ ÎÁÛÁ ÛËÏÌÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÕÄÅÌÑÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.

ðÒÁ×ÄÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÈÏÖÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ (ÂÅÒÕÝÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× | ÍÅÔÏÄÉÓÔÏ×
É ÐÅÄÁÇÏÇÏ×), ÞÔÏ ÏÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÓÁÍÏÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ É ÓÁÍÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÐÒÏ-
ÃÅÓÓÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÕÒÓÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). ÷ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÏ ÕÞÅÂÎÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅÔÕ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ" ÎÁ ÂÁ-
ÚÏ×ÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ (ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÕÓÔÁÑ) ÆÒÁÚÁ:
\õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÚÁËÏÎÏ× ÌÏÇÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ×Ï
×ÓÅÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ". ûËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÕÐÏÒÎÏ É ÎÁÓÔÏÊÞÉ×Ï ÐÒÅÄ-
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÕÓÉÌÉÑ ÄÌÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÐÏÍÉÍÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Ó×ÏÅÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ,
ÅÝ£ É ÏÂÝÅÊ \ÌÏÇÉËÅ ÍÙÛÌÅÎÉÑ", ÈÏÔÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÔÏ, ËÏÇÄÁ É ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÒÕÞÉÌ ÉÍÅÎÎÏ ÅÊ ÜÔÏ
ÄÅÌÁÔØ.

äÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ËÒÏÍÅ ÜÍÏÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÂÝÉÈ ÓÌÏ× É ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ÏÌÉÍÐÉ-
ÁÄÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÍÁËÓÉÍÙ \×ÅÌÉËÉÈ" | ×ÒÏÄÅ: \ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÕ ÕÖÅ ÐÏÔÏÍÕ ÉÚÕÞÁÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÍ × ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÉ×ÏÄÉÔ". á ÄÌÑ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
ÔÏÇÏ ÐÅÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ Ó ÌÏÇÉËÏÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Õ ÕÞÅÎÉËÏ× ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ×Ó£-ÔÁËÉ ÉÚ
ÒÕË ×ÏÎ ÐÌÏÈÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÙÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ | Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÏ× ÎÁ
ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. (îÏ ÎÅ ÒÁÚßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÎÁ ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÐÏÊÄÕÔ \ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÅ" ÞÁÓÙ: ÎÁ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÙÈ ÄÅÓÑÔËÏ× ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ? ÎÁ ÎÏ×ÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ × ÚÁÎÕÄÎÙÈ É ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ? ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÐÅÔÉÃÉÉ åçü?)

âÕÄÅÍ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÙ: ÛËÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÎÏÓÉÔ Ó×ÏÊ
×ËÌÁÄ × ÒÁÚ×ÉÔÉÅ Õ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÕÍÅÎÉÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ÄÅÌÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ, ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ×ÅÄØ ÏÎÁ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÁ ÏÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. îÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÄ-
ÓÐÕÄÎÏ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁ \ÏÂÝÅÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ" ÚÁËÏÎÙ, ÞÔÏ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ
ÎÅ ÁËÃÅÎÔÉÒÕÅÔÓÑ. (é ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: ×ÅÄØ ÓÁÍÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ó ÎÁÕËÏÊ \ìÏÇÉËÁ" ÎÅ
ÚÎÁËÏÍÙ.)
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ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÇÏÌÏ×Ù ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ É ÎÁÓÔÏÊÞÉ×Ï ÇÒÕÚÑÔÓÑ ÏÓÏÂÙÅ, ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉ£ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ë×ÁÎÔÏÒÙ, ÚÎÁËÏÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ.
÷ÓÔÒÅÞÁÌ ÌÉ ËÔÏ-ÌÉÂÏ × ÏÂÙÞÎÏÊ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ÒÁÚÇÏ×ÏÒÅ ÉÌÉ × ÐÉÓØÍÅ, ÎÁÇÒÏ-
ÍÏÖÄÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ É ËÏÎßÀÎËÃÉÉ (ÓÔÁ×ÛÉÅ ÞÕÔØ ÌÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×)? ðÒÉÓÔÒÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ×ÌÁÄÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏÒÁÍÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ Ó×ÅÒÈÐÏ-
ÐÕÌÑÒÎÙÅ ÓÅÇÏÄÎÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ \ÚÁÄÁÞÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ", ÓËÁÖÅÍ: \îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó, ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ a
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax2 + bx + c = 0 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ". îÁ ×Ó£ ÜÔÏ ÒÁÓÈÏÄÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÓÉÌ É
×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ ÔÁË ÌÉ ÕÖ ÜÔÏ ÁËÔÕÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÔÅÊÓËÏÊ ÐÒÁËÔÉËÉ?

÷ÅÓØ ÜÔÏÔ ×ÅÓØÍÁ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× (ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë \ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ") ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ É | ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ! | ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ
ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ. îÏ ÚÁËÏÎÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÉÍÅÀÔ ÐÏÄÞÁÓ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ
ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ÏÂÙÞÎÙÈ ÖÉÚÎÅÎÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÁËÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ
ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÁÍÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÂÅÓÐÏÍÏÝÎÙÍÉ, ËÁË É ×ÓÅ ÌÀÄÉ, | É ÉÈ ÎÅ
ÓÐÁÓÁÅÔ ÕÍÅÎÉÅ ÒÅÛÁÔØ ÓÔÏÌØ ÌÀÂÉÍÙÅ ÉÍÉ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÅ \ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞËÉ".

èÏÞÅÔÓÑ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ É ÅÝ£ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ \ÌÏÇÉËÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". õÞÉÔÅÌÑ
ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÀÔ, Ó ËÁËÉÍÉ ÍÕËÁÍÉ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÕÓ×ÁÉ×ÁÀÔ (ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÕÓ×ÁÉ×ÁÀÔ) ÓÍÙÓÌ ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÊ \ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ", \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ", \ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ". îÏ ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÏ,
ËÏÍÕ ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × \ÐÏÓÌÅÛËÏÌØÎÏÊ" ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÚÎÉ? äÏ×ÏÄÉÌÏÓØ ÌÉ ËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁ
ÒÁÂÏÔÅ, ÄÏÍÁ, × Á×ÔÏÂÕÓÅ, × ÍÁÇÁÚÉÎÅ, ÎÁ ÏÔÄÙÈÅ, × ÒÁÚÇÏ×ÏÒÅ ÈÏÔØ ÒÁÚ ÕÓÌÙÛÁÔØ ÞØÀ-ÌÉÂÏ ÆÒÁ-
ÚÕ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÓÌÏ×ÕÔÏÇÏ \ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ"? äÁ, ÜÔÏÔ ÏÂÏÒÏÔ ÒÅÞÉ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÅÚÅÎ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÅ, ÅÇÏ ÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÕÞ£ÎÙÅ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É
ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ, ÎÏ ÐÒÉÞ£Í ÚÄÅÓØ ÛËÏÌØÎÉËÉ? þÔÏÂÙ Ú×ÏÎËÏ É \ÎÁÕÞÎÏ" ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÕÒÏËÅ
ÔÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ? ÷ÅÄØ × ÛËÏÌÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÎÁÕËÁ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ", Á ÐÒÅÄÍÅÔ \íÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÁ", ÞÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÐÏÎÑÔÎÅÅ ÌÉ É ÐÒÏÝÅ ÂÕÄÅÔ ÕÞÅÎÉËÕ, ÅÓÌÉ
×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó ÜÔÉÍ ÓÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
\åÓÌÉ ... , ÔÏ ... "?

íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÚÄÅÓØ ÕÍÅÓÔÎÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ì. ä. ìÁÎÄÁÕ: \íÎÅ ÎÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ÄÉÓËÕ-
ÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÄÏÓÔÏÊÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅ×ÅËÏ×ÏÊ ÓÈÏÌÁÓÔÉËÉ ÍÙÓÌØÀ, ÞÔÏ ÐÕÔ£Í ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÎÅÎÕÖÎÙÈ ×ÅÝÅÊ
ÌÀÄÉ ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÎÁÕÞÁÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÍÙÓÌÉÔØ".

ïÂ ÕÝÅÒÂÎÏÓÔÉ \ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ" × ÎÁÛÅÊ ÛËÏÌÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ É ÔÏÔ ÐÅÞÁÌØÎÙÊ
ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÉÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÏÀÚÏ× \É", \ÉÌÉ" × ÒÁÚ-
ÎÙÈ ËÏÎÔÅËÓÔÁÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ!), ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÔÏÞÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÏ×
\ÎÅËÏÔÏÒÙÊ", \ÌÀÂÏÊ", \×ÓÑËÉÊ", \ËÁÖÄÙÊ", \ËÁËÏÊ-ÔÏ", \ÚÁÄÁÎÎÙÊ", \ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ", \ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ", \ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ", \ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ", \ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ" É ÄÒ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,
ÜÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ É Ï Ñ×ÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁÈ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, Ï ÐÒÉÓËÏÒÂÎÏÍ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ.

ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÏÂ \Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ" ÐÒÉ×ÉÔÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ × ÈÏÄÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÐÏÒÉÔØ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ×ÓÔÒÅÞÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ,
ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÒÉÕÞÁÅÔ ÕÞÅÎÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ×ÏÐÒÏÓ \ðÏÞÅÍÕ?", ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÔØ ÎÁ ×ÅÒÕ, ×Ó£ ÓÔÒÏÇÏ, ÓËÒÕÐÕÌÅÚÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÉÓÔÉÎÕ ÏÔ ÌÖÉ. îÏ ÎÁÓÞ£Ô
\ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÁ ×ÅÒÕ" | ÓËÁÚÁÎÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏ.

÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÛËÏÌØÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ | ÔÁÍ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÆÁËÔÏ× ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ \ÎÁ ×ÅÒÕ", ËÁË \ÄÉÒÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÓÔÉÎÙ Ó×ÙÛÅ". ëÁË ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ? þÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÏ 2

√
3? ðÏÞÅÍÕ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x2 + 4x = 2x − 5 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x2 + 2x + 5 = 0? ðÏÞÅÍÕ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞËÏÊ ×ÎÅ ÎÅÇÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ ËÏÎÔÕÒ? ðÏÄÏÂÎÙÅ ÆÁËÔÙ ×
ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ, ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ, ÓÌÏ×ÁÍÉ \ËÁË ÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÍ" | É
ÄÁÖÅ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÕÖÎÙ, ÎÏ ÉÚ ÄÉÄÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏ-
ÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÐÕÝÅÎÙ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ×ÓÅ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ \ÐÏÌÎÏÊ" ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ



4 î. è. òÏÚÏ×

ÄÏÓÔÉÞØ × ÛËÏÌÅ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. äÁ É, ÓÌÁ×Á âÏÇÕ, ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.
ðÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÛËÏÌØÎÙÈ (É ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÐÏ

ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ: \éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ..." → \äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ...". éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÉËÁËÏ-
ÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÉÓËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ | ÏÎ ÕÖÅ Þ£ÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ,
Á ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ × ÅÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÕÔ£Í ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÎÁ ÂÁÚÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ
ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ. (îÅÄÁÒÏÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÔÅ, ×ÅÓØÍÁ ÒÅÄËÉÅ, ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÇÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÔ×ÅÔÁÍÉ.) ôÅÍ ÓÁ-
ÍÙÍ ÔÉÐÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÄÓÐÕÄÎÏ ×ÏÓÐÉÔÙ×ÁÀÔ × ÍÏÌÏÄÏÍ ÞÅÌÏ×ÅËÅ ÐÒÉ×ÙÞËÕ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÌÉÛØ
ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÉÔÏÇÏ×ÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÇÁÓÑÔ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ
ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ É ÐÏÓÌÕÛÁÎÉÅ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÚÁÄÁÎÉÑ. ðÒÅËÒÁÓÎÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÛËÏÌÁ ÞÉÎÏ×ÎÉËÁ:
×ÙÐÏÌÎÑÊ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÅÂÅ ÕÖÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÏ!

ëÓÔÁÔÉ, ÎÅÓÏÒÁÚÍÅÒÎÏÅ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ ÐÏÐÕÔÎÏ ÏÂÕÞÁÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ \ÌÏÇÉËÅ" ÐÒÉÎÏÓÉÔ ÎÅ×ÏÓÐÏÌ-
ÎÉÍÙÅ ÕÂÙÔËÉ ÓÁÍÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁËÏÍÉÔØ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÐÉÓÁ-
ÔÅÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ) Ó ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ \ÚÁËÏÐÁÌÁÓØ" × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÕÒÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉËÏ-
ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑÓØ ÒÁÄÉ \ÜÒÚÁÃ-ÌÏÇÉËÉ" ÎÅÓËÏÎÞÁÅÍÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉ-
ÅÍ ÓËÕÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÏÄÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÏÂÅÄÎÑÅÔ Ó×Ï£ ÐÏÚÎÁ×ÁÔÅÌØÎÏÅ É
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÔÒÁÄÁÅÔ ËÒÁÊÎÅÊ ÓÕÈÏÓÔØÀ É ÂÌ£ËÌÏÓÔØÀ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔÏÒ×ÁÎ-
ÎÏÓÔØÀ ÏÔ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÎÁ Ñ×ÎÏ ÚÌÏÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÅÍ Ë ÍÁÌÏ ËÏÍÕ ÎÕÖ-
ÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (É ×Ó£ ÂÏÌÅÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ 1-ÇÏ
ËÕÒÓÁ ×ÕÚÁ). åÊ Ñ×ÎÏ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ É ×ÁÖÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÉ ÆÉÇÕÒ É ÔÅÌ × ÏËÒÕÖÁÀÝÅÍ ÎÁÓ ÍÉÒÅ, ÚÁÂÏÔÙ Ï ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÉ Ó×ÅÒÈÁËÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÑ ×ÚÒÏÓÌÏÊ
ÖÉÚÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁËÔÉ×ÎÏÅ ×ÏÚÒÁÖÅÎÉÅ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ ×ÙÚÙ×ÁÌÏ \ÚÁÓÉÌØÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÏ-ÓÈÏÌÁÓ-
ÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ)"; ÏÎ ÏÔÍÅÞÁÌ,
ÞÔÏ \×ÙÈÏÌÏÝÅÎÎÏÅ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÓÄÅÌÁÌÏÓØ, Ë
ÎÅÓÞÁÓÔØÀ, ÓÉÓÔÅÍÏÊ. ÷ÙÒÏÓÌÉ ÃÅÌÙÅ ÐÏËÏÌÅÎÉÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÕÍÅÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ
ÜÔÏ É ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÅÂÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", Á
\ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÉÌÏÓØ ÐÏ×ÓÅÍÅÓÔÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÅ ÏÔ×ÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ".

÷ÅÓØÍÁ ÎÅÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ |
ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÐÕÔØ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ
É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ. þÔÏ, × ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ, ÆÉÚÉËÅ, ÈÉÍÉÉ, ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉËÅ,
ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÅÔ ÐÏ×ÏÄÏ× ÄÌÑ ÐÒÉÓÔÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ
\ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ" ÒÁÚ×É×ÁÀÔ ÕÍÅÎÉÅ ÎÁÈÏÄÉÔØ É ×Ú×ÅÛÉ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÙ, ×ÉÄÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ É ÓËÒÙÔÙÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÄÅÌÁÔØ ÎÁ ÉÈ ÂÁÚÅ Þ£ÔËÉÅ ×Ù×ÏÄÙ,
ÎÅ ×ÌÁÄÅÑ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏ-
ÍÉÍÏ ÌÏÇÉËÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ËÒÅÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÐÏÉÓËÏ×ÏÊ ÓÁÍÏÓÔÏ-
ÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÔÌÉÞÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÛÁÈÍÁÔÙ
(ËÓÔÁÔÉ, × ÒÑÄÅ ÓÔÒÁÎ × ÛËÏÌÁÈ ××ÅÄ£Î ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ), ÉÇÒÁ × ÂÒÉÄÖ, ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ
ÚÁÄÁÞÉ, ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÑ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÚÙÓËÉ ÌÏÇÉËÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÉ×ÌÅËÁÀÔ ÏÓÏÂÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ. îÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ ÚÁÕÞÉ×ÁÎÉÑ ÓËÕÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÔ ÏÔ ÎÅ£ \ÍÁÓÓÏ×Ï-
ÇÏ" ÛËÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏÇÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ (× ÓÉÌÕ ×ÏÚÒÁÓÔÁ, ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔËÏ× ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ). ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÎÉ ÉÓÐÙÔÙ×ÁÅÔ ÄÉÓËÏÍÆÏÒÔ,
×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ÓÔÏÊËÕÀ ÎÅÐÒÉÑÚÎØ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ É ÄÁÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁ×ÍÕ. á ×ÅÄØ
ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÕÞÅÎÉËÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ × ÃÅÎÔÒÅ ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ
| × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÑ ÉÈ ÍÙÛÌÅÎÉÑ. îÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÓÎÉ-
ÖÅÎÉÅ ÕÒÏ×ÎÑ ÏÂÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ×ÙËÏ× ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ
ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÛËÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÔÏ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ É ÄÌÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Á \ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÞÅÚÌÉ.
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îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÍÅÔ, É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ÉÈ ÞÉÓÌÅ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÓ×ÏÅÎÉÅ ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ ÉÍÅÎÎÏ Ó×ÏÅÇÏ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ. \þÔÏÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÕÍ × ÐÏÒÑÄÏË", ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ,
ÎÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ëÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÓÒÅÄÏÔÁÞÉ×ÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÁÈ ×ÓÅÈ ÄÒÕ-
ÇÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. á ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ ÐÏÄÌÉÎÎÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÔÄÁÎÏ
ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÓÎÏ×Ù ÎÁÕËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÅËÁÍÉ ÚÁÎÉÍÁÌÁÓØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÅÇÏÄÎÑ íÉÎÏÂÒÎÁÕËÉ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÌÏÇÉËÕ ËÁË ÎÁ ÎÅÎÕÖÎÙÊ ×
ÛËÏÌÅ ÐÒÅÄÍÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÕÂÏËÏ ÏÛÉÂÏÞÎÏÊ.

òÏÚÏ× îÉËÏÌÁÊ èÒÉÓÔÏ×ÉÞ,
ÄÅËÁÎ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
íçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ,
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ.ÎÁÕË.

E-mail: fpo.mgu@mail.ru



Ó÷àùèìñÿ è ó÷èòåëÿì ñðåäíåé øêîëû

Ôèçèêà è ìàòåìàòèêà òðåóãîëüíèêà Øâàðöà
Â. Á. Äðîçäîâ

Â ñòàòüå èçëîæåí ôèçè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Øâàðöà î òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøå-
ãî ïåðèìåòðà, âïèñàííîì â äàííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Âûâåäåí ðÿä ñîîòíîøåíèé
ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà è åãî òðåóãîëüíèêà Øâàðöà.

Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåðìàí Àìàíäóñ Øâàðö (1843�1921) ñôîðìóëèðîâàë è ðåøèë èíòåðåñ-
íóþ è òðóäíóþ çàäà÷ó: ¾Â îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê âïèñàòü òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåãî ïåðè-
ìåòðà¿. È õîòÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, å¼ ðåøåíèå âåñüìà íåýëåìåíòàðíîå
è äëèííîå. À ðåçóëüòàò òàêîâ: âåðøèíàìè èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà Øâàðöà À1Â1Ñ1 ÿâëÿþòñÿ îñ-
íîâàíèÿ âûñîò äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ , ñì. ðèñ. 1.

Ðèñ. 1.

1. Îò ôèçèêè ê ãåîìåòðèè

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ôèçèêà, ïðèõîäÿ íà ïîìîùü ãåîìåòðèè, äàåò èçÿùíîå è êîðîòêîå ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðèíöèï èçâåñòíîãî ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ïüåðà Ôåðìà (1601�1665):
¾Ëó÷ ñâåòà âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïî òîìó ïóòè, âäîëü
êîòîðîãî âðåìÿ åãî ïðîõîæäåíèÿ ìåíüøå, ÷åì âäîëü ëþáîãî èç äðóãèõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ýòè
òî÷êè¿. Ïîíÿòíî, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîãóò ñîâïàäàòü.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè À1ÂÑ1 è ÀÂÑ ïîäîáíû, êàê èìåþùèå îáùèé óãîë Â è
ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòîðîíû, åãî çàêëþ÷àþùèå:

cosB =
BC1

BC
=

À1Â
ÀÂ .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ: AB1C1 è ABC; A1B1C è ABC. Èçîáðàçèì íà
ðèñóíêå ðàâíûå óãëû ðàâíûì ÷èñëîì äóã. Ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî

∠AA1C1 = ∠AA1B1; ∠BB1C1 = ∠A1B1B; ∠A1C1C = ∠B1C1C.

6
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Òî åñòü âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1.
Òåïåðü âîîáðàçèì, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ çåðêàëüíûå. Ïîìåñòèì â òî÷êó À1 òî÷å÷-

íûé èñòî÷íèê ñâåòà è íàïðàâèì îäèí èç åãî ëó÷åé â òî÷êó Â1. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèå ñ çàêîíîì
îòðàæåíèÿ ñâåòà � ¾óãîë îòðàæåíèÿ ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ¿, ýòîò ëó÷ ïîïàäåò â òî÷êó Ñ1 è äàëåå
âåðíåòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó À1. Âèäèì, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà Ôåðìà ñâåòîâîé ëó÷ èäåò â îïòè÷åñêè
îäíîðîäíîé ñðåäå ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 áóäåò
íàèìåíüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì ðàñïîëîæåíèåì õîòÿ áû îäíîé òî÷êè: A1, B1, C1. Èáî, åñëè
âçÿòü õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê A1, B1, C1 â äðóãèõ ìåñòàõ íà ñòîðîíàõ ÂÑ , ÀÑ , ÀÂ ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî ðàâåíñòâî õîòÿ áû îäíîé ïàðû óãëîâ ∠AA1C1 ì ∠AA1B1; ∠BB1C1 è ∠A1B1B; ∠A1C1C
è ∠B1C1C íàðóøèòñÿ. Çíà÷èò, ñâåò òîãäà íå ïîéäåò ïî íàèìåíüøåìó ïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà
Øâàðöà.

2. Îò ãåîìåòðèè ê òðèãîíîìåòðèè

Ïóñòü R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ . Ïðèìåíèì ê òðåóãîëü-
íèêó ÀB1C1 òåîðåìó ñèíóñîâ:

B1C1

sinA
=

AC1

sinB
.

Íî èç òðåóãîëüíèêà ACC1 èìååì: ÀC1 = b cosA. Òîãäà

B1C1 =
b

sinB
sinA cosA = 2R sinA cosA = R sin 2A.

Àíàëîãè÷íî,
A1C1 = R sin 2Â è A1B1 = R sin 2Ñ .

Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà Øâàðöà

2Pø = R(sin 2À + sin 2Â + sin 2Ñ ).

Íî îí íå ïðåâîñõîäèò ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà, ñîñòîÿùåãî èç ñðåäíèõ ëèíèé èñõîäíîãî 4ÀÂÑ :

a

2
+

b

2
+

c

2
= R(sinA + sin B + sin C).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî

sin 2À + sin 2Â + sin 2Ñ ≤ sinÀ + sinÂ + sinÑ , (1)

çíàê ðàâåíñòâà â êîòîðîì áóäåò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ìåäèàíû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
âûñîòàìè, òî åñòü òîëüêî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

3. Îò òðèãîíîìåòðèè ê àëãåáðå

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) íà

2R =
a

sinA
+

b

sinB
+

c

sinC
:

a

sinA
· 2 sinÀ cosÀ +

b

sinB
· 2 sinÂ cosÂ +

c

sinC
· 2 sinÑ cosÑ ≤ a + b + c

èëè
2à cosÀ + 2b cosÂ + 2ñ cosÑ < à + b + ñ.

Çàìåíèì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå êîñèíóñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ :

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
; cos B =

a2 + c2 − b2

2ac
; cos C =

a2 + b2 − c2

2ab
.
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Òîãäà ïðèäåì ïîñëå î÷åâèäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è óïðîùåíèé ê íåðàâåíñòâó,
ñâÿçûâàþùåìó äëèíû ñòîðîí à, b, ñ òðåóãîëüíèêà:

a4 + b4 + c4 + a2bc + ab2c + abc2 ≥ 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî çíàê ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå (2) áóäåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
à = b = ñ, òî åñòü 4ÀÂÑ � ðàâíîñòîðîííèé.

4. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé

Ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåðåñ âûÿñíèòü, â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõîäèòñÿ
îòíîøåíèå Sø

S
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà Øâàðöà ê ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Èìååì:

Sø =
1
2
B1C1 · C1A1 · sin(180◦ − 2Ñ ) =

1
2
R sin 2À ·R sin 2Â · sin 2Ñ =

=
R2

2
sin 2À sin 2Â sin 2Ñ .

S =
1
2
bñ sinÀ =

1
2
· 2R sinÂ · 2R sinÑ sinÀ = 2R2 sinÀ sinÂ sinÑ .

Òîãäà
Sø
S

=
sin 2À sin 2Â sin 2Ñ
4 sinÀ sinÂ sinÑ = 2 cosA cosB cosC.

ßñíî, ÷òî Sø
S

ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê íóëþ. Âûðàçèâ èç òåîðåìû êîñèíóñîâ cosÀ,
cosÂ, cosÑ , ïîëó÷èì:

Sø
S

=
(b2 + ñ2 − à2)(à2 + ñ2 − b2)(à2 + b2 − ñ2)

4à2b2ñ2
.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíåãî îòíîøåíèÿ ìû âûíóæäåíû ïðèìåíèòü èñêóññòâåííûé ïðèåì:
(

Sø
S

)2

=
(b2 + ñ2 − à2)2 · (à2 + ñ2 − b2)2 · (à2 + b2 − ñ2)2

16à4b4ñ4
,

÷òî ïðåîáðàçóåì òàê:

(
Sø
S

)2

=

(
c2 + (a2 − b2)

)(
c2 − (a2 − b2)

)(
b2 + (c2 − a2)

)(
b2 − (c2 − a2)

)

16à4b4ñ4
×

×

(
b2 + (c2 − a2)

)(
b2 − (c2 − a2)

)(
a2 + (b2 − c2)

)(
a2 − (b2 − c2)

)

16à4b4ñ4
=

=
1
16

ñ4 − (à2 − b2)2

c4
· b4 − (c2 − a2)2

b4
· a4 − (b2 − c2)2

a4
=

=
1
16

(
1−

(
a2 − b2

c2

)2
)
·
(

1−
(

c2 − a2

b2

)2
)
·
(

1−
(

b2 − c2

a2

)2
)

.

Âèäèì, ÷òî
(

Sø
S

)2

max

=
1
16

, òî åñòü
(

Sø
S

)

max

=
1
4
, ÷òî áóäåò òîëüêî â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåãî

òðåóãîëüíèêà. Èòàê,
0 <

Sø
S
≤ 1

4
.
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5. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ

Íàêîíåö, íàéäåì îòíîøåíèå ïåðèìåòðà 2Pø òðåóãîëüíèêà Øâàðöà ê ïåðèìåòðó 2Ð èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó

2Pø = R(sin 2A + sin 2B + sin 2C) è 2P = 2R(sinA + sin B + sinC),

òî
2Pø
2P

=
sin 2À + sin 2Â + sin 2Ñ
2(sinÀ + sinÂ + sinÑ )

.

Ïðåîáðàçóåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè îòäåëüíî:

à) sin 2A + sin 2B + sin 2C =
= 2 sin(A + B) cos(A−B) + sin(2π − (2A + 2Â)) =
= 2 sin(A + B) cos(A−B)− 2 sin(A + B) cos(A + Â) =
= 2 sin(À + Â) · (cos(À− Â)− cos(À + Â)) =
= 2 sin(π − C) · 2 sinÀ sinÂ =
= 4 sinÀ sinÂ sinÑ .

á) 2(sinÀ + sinÂ + sinÑ ) =

= 2
(

2 sin
A + B

2
cos

A−B

2
+ sin(π − (A + B)

)
=

= 2
(

2 sin
A + B

2
cos

A−B

2
+ 2 sin

A + B

2
cos

A + B

2

)
=

= 4 sin
A + B

2

(
cos

A−B

2
+ cos

A + B

2

)
=

= 4 sin
(

π

2
− C

2

)
· 2 cos

A

2
cos

B

2
=

= 8 cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
.

Çíà÷èò,
2Pø
2P

=
sinÀ sinÂ sinÑ

2 cos A
2 cos B

2 cos C
2

Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî Sø
S

= 2 cosA cosB cosC ≤ 1
4 , îòêóäà cosA cosB cosC ≤ 1

8 .
Îáîçíà÷èì óãëû ïî-äðóãîìó: cosD cosE cosF ≤ 1

8 . Ìû âïðàâå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî D = 90◦ −
A
2 , E = 90◦ − B

2 , F = 90◦ − C
2 , òàê êàê D +Å + F = 270◦ − A + B + C

2 = 270◦ − 90◦ = 180◦, êàê è
äîëæíî áûòü äëÿ òðåóãîëüíèêà. Èìååì:

cos
(

90◦ − A

2

)
cos

(
90◦ − B

2

)
cos

(
90◦ − C

2

)
≤ 1

8
,

òî åñòü sin A
2 sin B

2 sin C
2 ≤ 1

8 , ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà. Ïîýòîìó îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ:
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À ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
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Ïîñòðîåíèå ëèíèè ñãèáà â îðèãàìè
À. Ô. Ëÿõîâ

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîì îïðåäåëåíèè ëèíèè ïåðåãèáà ëè-
ñòà áóìàãè ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì òî÷êè, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå óãëà
êâàäðàòà. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íîñèò âçàèìíî îäíîçíà÷íûé õàðàêòåð, òî åñòü ïî çàäàííîé ëèíèè
ïåðåãèáà ìîæíî íàéòè òî÷êó, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåãèá óãëà êâàäðàòà. Ïðèâîäèòñÿ
ðåøåíèå çàäà÷è îá óäâîåíèè êóáà.

Ýòè çàäà÷è è èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ ïî ãåî-
ìåòðèè.

Â ßïîíèè èç-çà å¼ ãåîãðàôè÷åñêîãî îñòðîâíîãî ïîëîæåíèÿ, èçîëèðîâàííîñòè îò îñíîâíîãî
ìàòåðèêà è îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ ñôîðìèðîâàëàñü ñâîÿ îñîáàÿ êóëüòóðà è ñîîòâåòñòâóþùèå
åé ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû, îòëè÷íûå îò åâðîàçèàòñêèõ ïîäõîäîâ. Â XI âåêå âîçíèêëà îñîáàÿ
¾õðàìîâàÿ ìàòåìàòèêà¿, îäíèì èç ðàçäåëîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâî îðèãàìè � èñêóññòâî
ïîñòðîåíèÿ áóìàæíûõ ôèãóð èç ëèñòà áóìàãè.

Â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñóùåñòâóåò öåëûé ðàçäåë çàäà÷, â êîòîðûõ âñå ïîñòðîåíèÿ è äîêà-
çàòåëüñòâà îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ èíñòðóìåíòîâ: öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Â ãåîìåò-
ðè÷åñêîé òåîðèè îðèãàìè îñíîâíîé îáúåêò � ýòî êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè, ñêëàäûâàÿ êîòîðûé,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû ñ çàäàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñòîðîí.

Çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îðèãàìè íå ¾èçîìîðôíà¿ êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ðÿä
çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûìè â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íà-
ïðèìåð, çàäà÷à î òðèñåêöèè óãëà è çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà ðàçðåøàþòñÿ â ðàìêàõ ïîñòðîåíèé
ãåîìåòðèè îðèãàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè âñå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðåøàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ýòè æå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåíèìû è äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ãåîìåòðèè îðèãàìè.

Ïîñêîëüêó ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îðèãàìè ïîÿâèëàñü â ñîâðåìåííîì èíôîðìàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, òî ìíîæåñòâî çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî èññëåäîâàòü ìåòîäàìè îðè-
ãàìè, îêàçàëèñü â ñòîðîíå îò îñíîâíûõ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ. Ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî ðåøåíèå è èññëåäîâàíèå ýòèõ îðèãèíàëüíûõ çàäà÷ ìåòîäàìè îðèãàìè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëè-
ðîâàòü è íàéòè íåêîòîðûå òåîðåìû è èõ îáîáùåíèÿ, êîòîðûå íå ðàññìàòðèâàëèñü â êëàññè÷åñêîé
ãåîìåòðèè [12].

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòåéøèå ýëåìåíòû îðèãàìè èñïîëüçóþòñÿ â ïðàêòèêå ïðåïîäàâàíèÿ ãåîìåò-
ðèè â ìëàäøèõ êëàññàõ øêîëû [9, 10].

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîì îïðåäåëåíèè ëèíèè ïåðåãèáà ëèñòà áóìà-
ãè ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì òî÷êè, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå óãëà êâàäðàòà. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå íîñèò âçàèìíî îäíîçíà÷íûé õàðàêòåð, òî åñòü ïî çàäàííîé ëèíèè ïåðåãèáà ìîæíî
íàéòè òî÷êó, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåãèá óãëà êâàäðàòà. Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îá
óäâîåíèè êóáà.

Èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ îðèãàìè
Îðèãàìè (ÿï. , áóêâ.: ¾ñëîæåííàÿ áóìàãà¿) � âèä äåêîðàòèâíî-ïðèêëàäíîãî èñêóññòâà

ñêëàäûâàíèÿ ôèãóðîê èç áóìàãè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå îðèãàìè ïîÿâèëèñü â ñèíòîèñòñêèõ
õðàìàõ â X�XI âåêàõ.

Â ßïîíèè áóìàãå ïðèäàâàëîñü îñîáîå çíà÷åíèå: ñëîâà ¾áóìàãà¿ è ¾Áîã¿ íà ÿïîíñêîì ÿçûêå
ñîçâó÷íû (òî è äðóãîå çâó÷èò êàê: Êàìè).

Â ñèëó æåñòêîé îãðàíè÷åííîñòè ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ îñòðîâîâ ÿïîíöû íå ìîãëè îñóùåñòâ-
ëÿòü ðåàëüíûå æåðòâîïðèíîøåíèÿ æèâîòíûõ. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ðåàëüíûå æåðòâû ñòàëè
çàìåíÿòüñÿ íåêîòîðûìè áóìàæíûìè ôèãóðàìè.
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Â ìîíàñòûðÿõ èç áóìàãè íà÷àëè ñêëàäûâàòü íåîáû÷íûå áóìàæíûå ôèãóðêè. Îíè ñèìâîëèçè-
ðîâàëè áîãîâ, æèâîòíûõ, ëþäåé, äàæå âðåìåíà ãîäà è ïðèðîäíûå ÿâëåíèÿ. Ýòè ôèãóðû äåëàëèñü
èç öåëîãî ëèñòà áóìàãè. Ïîðâàòü ëèñò áóìàãè ñ÷èòàëîñü ñòðàøíûì ãðåõîì, ëèñò âñåãäà èñïîëü-
çîâàëñÿ öåëèêîì.

Ïîñòåïåííî ðåãëàìåíòèðîâàííîå ÷èñëî öåðêîâíûõ ôèãóðîê âñ¼ áîëüøå âîçðàñòàëî, ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàçâèâàëàñü òåõíèêà è òåîðèÿ îðèãàìè.

Ïðè ñëîæåíèè ôèãóð èç ëèñòîâ áóìàãè âîçíèêàëî ìíîæåñòâî ïðîáëåì: êàê ðàçäåëèòü ñòîðîíó
áóìàæíîãî êâàäðàòà â íóæíûõ ïðîïîðöèÿõ, êàê îñóùåñòâèòü ñãèá áóìàãè ïîä íóæíûì óãëîì
è ò.ä.?

Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ íàõîäèëîñü ïîñëå äîëãîãî ìûñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñëîæå-
íèÿ ëèñòîâ è ïðîèçâîäèëî âïå÷àòëåíèå îçàðåíèÿ, ïîñëàííîãî áîãàìè. Ïðè ýòîì âûðàáàòûâàëèñü
íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå îáùèå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ëèíèé ñãèáà, òî åñòü âîçíèêàëè è ðàçâèâàëèñü
äåäóêòèâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû.

Àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû âîçíèêíîâåíèÿ äåäóêòèâíûõ ìåòîäîâ èìåëè ìåñòî íà çàðå åâðîïåéñêîé
öèâèëèçàöèè.

Â VI âåêå äî íàøåé ýðû â Äðåâíåé Ãðåöèè ïðîèçîøëî óíèêàëüíîå ÿâëåíèå, íà÷àëî ôîðìèðî-
âàòüñÿ ðàöèîíàëüíîå, íåðåëèãèîçíîå îòíîøåíèå ê ïðèðîäå. Îäíà èç ñòîðîí ýòîãî íîâîãî âèäåíèÿ
ìèðà âûðàçèëàñü â ñîçäàíèè äåäóêòèâíîãî ïîäõîäà, îáîáùàþùåãî ïðàêòè÷åñêèå ïðèåìû èçìåðå-
íèé è âû÷èñëåíèé, òî åñòü ê ïîÿâëåíèþ íàóêè ìàòåìàòèêè.

Ïî-âèäèìîìó, â Äðåâíåé Ãðåöèè ñóùåñòâîâàëè ðåëèãèîçíûå îáðÿäû, êîòîðûå âêëþ÷àëè â
ñåáÿ äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì. Çàìåòèì, ÷òî, ñàì òåðìèí ¾òåîðåìà¿ îçíà÷àåò áî-
æåñòâåííîå çðåëèùå, ðàñêðûâàþùååñÿ ïåðåä ãëàçàìè çðèòåëåé ïðè èñïîëíåíèè îáðÿäà [4]. Âñ¼
ãåîìåòðè÷åñêîå ó÷åíèå Ïèôàãîðà ñòðîèëîñü êàê ÷àñòü íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî ìèñòè÷åñêî-
ãî ó÷åíèÿ, îïèñûâàþùåãî âñå ñòîðîíû æèçíè îáùåñòâà è âñå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû. Èññëåäîâàíèþ
ïðîáëåì âîçíèêíîâåíèÿ è íà÷àëüíîãî ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò [1�5].

Îðèãàìè ïðîíèêëî â Åâðîïó êàê íåêîå ýêçîòè÷åñêîå âîñòî÷íîå ðàçâëåêàòåëüíîå èñêóññòâî.
Äëÿ åâðîïåéöåâ îíî íå íåñëî â ñåáå íèêàêîãî ñàêðàëüíîãî ñìûñëà. Èñêóññòâî îðèãàìè â Åâðî-
ïå ïðàêòè÷åñêè âûðîäèëîñü â êîíñòðóèðîâàíèå ñëîæíûõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâà
ëèñòîâ áóìàãè, êëåÿ, íîæíèö è äðóãèõ èíñòðóìåíòîâ è ìàòåðèàëîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ôèãóðîê èç áóìàãè ñóùåñòâóåò ôîðìàëèçîâàííûé ÿçûê
îðèãàìè [6]. Ýòîò ÿçûê ñîñòîèò èç íàáîðà óñëîâíûõ çíàêîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü
ñõåìó ñêëàäûâàíèÿ äàæå ñàìîãî ñëîæíîãî èçäåëèÿ.

Óñëîâíûå çíàêè èãðàþò ðîëü ñâîåîáðàçíûõ ¾áóêâ¿, à èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóþò íåêîòî-
ðûé òåêñò, ñëåäóÿ êîòîðîìó ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ëþáóþ ôèãóðó. Ýòè çíàêè ñîäåðæàò äâåíàäöàòü
âèäîâ ñòðåëîê, ïÿòü âèäîâ ëèíèé è ÷åòûðíàäöàòü çíàêîâ, óêàçûâàþùèõ íà äåéñòâèÿ.

Äðóãîé ñïîñîá ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè î ïîñòðîåíèè áóìàæíîé ôèãóðû ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ïàò-
òåðíà. Åñëè ðàçâåðíóòü ëþáóþ áóìàæíóþ ôèãóðó â èñõîäíûé ïëîñêèé ëèñò, òî íà ëèñòå îñòàíóòñÿ
ëèíèè ïåðåãèáà.

Ïàòòåðí (â ïåðåâîäå ñ àíãëèéñêîãî ¾crease pattern¿ � ðèñóíîê ñêëàäîê) � ýòî îäèí èç âèäîâ
äèàãðàìì îðèãàìè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ÷åðò¼æ, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû âñå ñêëàäêè ãîòîâîé
ìîäåëè. Ïàòòåðí áûâàåò óäîáåí äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé, êîãäà îáû÷íàÿ çàïèñü ñëèøêîì
ãðîìîçäêà. Ïàòòåðíû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè â ñîâðåìåííîé òåõíèêå.

Àêñèîìàòèêà êëàññè÷åñêîãî îðèãàìè: ïðàâèëà Ôóäçèòû

Àíàëîãè÷íî íàáîðó àêñèîì êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â îðèãàìè ñóùåñòâóåò íàáîð èç ñåìè ïðà-
âèë, ôîðìàëüíî îïèñûâàþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïëîñêîãî îðèãàìè. Ôàêòè-
÷åñêè îíè îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ îäíîé íîâîé ñêëàäêè íà ëèñòå áóìàãè
ïóò¼ì ñîâìåùåíèÿ óæå ñóùåñòâóþùèõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ëèñòà � òî÷åê è ëèíèé. Ïîä ëèíèÿ-
ìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ êðàÿ ëèñòà èëè ñêëàäêè áóìàãè, ïîä òî÷êàìè � ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé. Âàæíûì
ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñãèá ôîðìèðóåòñÿ åäèíñòâåííîé ñêëàäêîé, ïðè÷¼ì â ðåçóëüòàòå ñêëà-
äûâàíèÿ ôèãóðà îñòàåòñÿ ïëîñêîé.



12 À. Ô. Ëÿõîâ

Ïðàâèëà Ôóäçèòû [7]:
Ïðàâèëî 1. Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷êè p1 è p2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî äàííûå äâå

òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà ñêëàäêå.

Ðèñ. 1.
Ïðàâèëî 2. Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷êè p1 è p2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî îäíà òî÷êà

ïåðåéä¼ò â äðóãóþ.

Ðèñ. 2.
Ïðàâèëî 3. Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìûå l1 è l2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî îäíà ïðÿìàÿ

ïåðåéä¼ò â äðóãóþ.

Ðèñ. 3.
Ïðàâèëî 4. Ïóñòü çàäàíû ïðÿìàÿ l1 è òî÷êà p2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî òî÷êà

ïîïàä¼ò íà ñêëàäêó, à ïðÿìàÿ ïåðåéä¼ò ñàìà â ñåáÿ (òî åñòü ëèíèÿ ñêëàäêè áóäåò åé ïåðïåíäè-
êóëÿðíà).

Ðèñ. 4.
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Ïðàâèëî 5. Ïóñòü çàäàíû ïðÿìàÿ l1 è äâå òî÷êè p1 è p2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî
òî÷êà p2 ïîïàä¼ò íà ñêëàäêó, à p1 � íà ïðÿìóþ l1.

Ðèñ. 5.

Ïðàâèëî 6. Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìûå l1 è l2 è äâå òî÷êè p1 è p2, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü
òàê, ÷òî òî÷êà p1 ïîïàä¼ò íà ïðÿìóþ l1, à òî÷êà p2 ïîïàä¼ò íà ïðÿìóþ l2.

Ðèñ. 6.

Ïðàâèëî 7. Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìûå l1 è l2 è òî÷êà p, òîãäà ëèñò ìîæíî ñëîæèòü òàê, ÷òî
òî÷êà p ïîïàä¼ò íà ïðÿìóþ l1, à ïðÿìàÿ l2 ïåðåéä¼ò ñàìà â ñåáÿ (òî åñòü ëèíèÿ ñêëàäêè áóäåò åé
ïåðïåíäèêóëÿðíà).

Ðèñ. 7.

Îñíîâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà îðèãàìè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà îñíîâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà îðèãàìè �
òåîðåìà Õàãà. Â ýòîé òåîðåìå ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ðàçäåëèòü ñòîðîíó êâàäðàòà íà òðè ðàâíûå
÷àñòè. Òåîðåì Õàãà ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Êîäæè è Ìèöóå Ôóøèìè, â êîòîðûõ
áûëà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ ñòîðîíû êâàäðàòà â ëþáîì ðàöèîíàëüíîì îòíîøåíèè [7, 8].

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ðàñøèðåííîé òåîðåìû Õàãà (ðèñ. 8).
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Ðèñ. 8.

Ïóñòü òî÷êà Ì äåëèò ñòîðîíó DC â ðàöèîíàëüíîì îòíîøåíèè, MC = x � ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Ïðè ñêëàäûâàíèè ëèñòà ïî ëèíèè ñêëàäêè KS óãîë B ëîæèòñÿ íà òî÷êó M , à óãîë A �
íà òî÷êó N . Ïóñòü KC = y, òîãäà KB = KM = 1 − y. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà
ÌÑÊ ñëåäóåò, ÷òî ó =

1− õ 2

2
. Ïóñòü DL = z, à ML = l. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ÌÑÊ è LDÌ

ñëåäóåò, ÷òî

z =
2x

1 + x
, l =

1 + x2

1 + x
, LN = 1−ML =

x (1− x)
1 + x

.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ÌÑÊ è LNS ñëåäóåò:

AS = NS =
(1− õ )2

2
.

Åñëè ñòîðîíó êâàäðàòà ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè õ : (1 − õ ), òî äðóãàÿ ñòîðîíà êâàäðàòà áóäåò
ðàçäåëåíà íà ÷àñòè:

2x

1 + õ ,
x(1− x)

1 + x
,

(1− x)2

2
,

1− x2

2
.

Íàïðèìåð, åñëè x = 1/2, òî ó = 3/8, z = 2/3, òî åñòü z = LD = 2/3, à ñîîòâåòñòâåííî,
LA = 1/3. Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Õàãà.

Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè ëèíèè ïåðåãèáà êâàäðàòà ïðè ñãèáå óãëà â çàäàííóþ
òî÷êó

Â ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå è â öåëîì ðÿäå ïîäîáíûõ òåîðåì [7] òî÷êà Ì, â êîòîðóþ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïåðåãèá âåðøèíû êâàäðàòà, ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå êâàäðàòà. Âñå ýòè òåîðåìû ìîãóò
áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Ì â ïëîñêîñòè êâàäðàòà.

Òåîðåìà: Äàíà òî÷êà êâàäðàòà Ì ñ êîîðäèíàòàìè (õ0, ó0). Ïðè ïåðåìåùåíèè óãëà êâàäðàòà
â ýòó òî÷êó îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ ïåðåãèáà, è ýòà ëèíèÿ åäèíñòâåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà Ì (õ0, ó0) â êâàä-
ðàòå, ïðèâîäÿùèå ê êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì ãåîìåòðè÷åñêèì ôèãóðàì. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà.

1 âàðèàíò: Äàí êâàäðàò c åäèíè÷íîé ñòîðîíîé. Ïóñòü òî÷êà Ì (õ0, ó0) � òî÷êà, ëåæàùàÿ â
êâàäðàòå ÀÂÑD (ðèñ. 9). Ïåðåãèá óãëà D â ýòó òî÷êó ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ëèíèè ïåðåãèáà
KL
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Ðèñ. 9.

Èç àêñèîìû Ôóäçèòû èçâåñòíî, ÷òî ëèíèÿ ïåðåãèáà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè. Ïîêàæåì,
÷òî òî÷êè K è L îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷êè L â âèäå (1, y). Âûðàçèì êîîðäèíàòó ó ÷åðåç èçâåñòíûå êîîð-
äèíàòû òî÷êè Ì (õ0, ó0). Ïóñòü ML = LD = y, òîãäà NL = y0− y. ∆MNL � ïðÿìîóãîëüíûé. Ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà ML2 = NM2 + NL2. NM = 1− x0. Òîãäà ó2 = (1− x0)2 + (y0 − y)2. Âûðàçèâ
èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ó , ïîëó÷àåì:

y =
(1− x0)2 + y2

0

2y0
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè L îïðåäåëåíû.
Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷êè Ê â âèäå (õ , 0). Âûðàçèì êîîðäèíàòó õ ÷åðåç èçâåñòíûå êî-

îðäèíàòû òî÷êè Ì (õ0, ó0). Ïóñòü ÌÊ = KD = x, òîãäà MP = (x0 − 1 + x), à KP = y0.
∆KMP � ïðÿìîóãîëüíûé. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà x2 = y2

0 + (x0 − 1 + x)2. Èëè x2 =
y2
0 + (x0 − 1)2 + 2(x0 − 1)x + x2. Âûðàçèâ èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ õ , ïîëó÷àåì:

x =
y2
0 + (x0 − 1)2

2(1− x0)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè K îïðåäåëåíû.
Òî÷êè ïðÿìîé KL îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
2 âàðèàíò: Äàí êâàäðàò c åäèíè÷íîé ñòîðîíîé. Ïóñòü òî÷êàÌ (õ0, ó0) íàõîäèòñÿ â êâàäðàòå,

êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (ðèñ. 10).

Ðèñ. 10.

Èç àêñèîìû Ôóäçèòû èçâåñòíî, ÷òî ëèíèÿ ïåðåãèáà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè. Ïðè ïåðå-
ãèáå óãëà êâàäðàòà â òî÷êó M(õ0, ó0) îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ KL. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè K è L îïðåäå-
ëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷êè L â âèäå (1, y). Âûðàçèì êîîðäèíàòó y ÷åðåç èçâåñòíûå êîîð-
äèíàòû òî÷êè M(õ0, ó0).
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Ïóñòü LD = ML = y, òîãäà NL = y0− y, CL = 1−x0. ∆MNL � ïðÿìîóãîëüíûé. Ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà

y2 = (y0 − y)2 + (1− x0)
2 .

Óïðîùàÿ âûðàæåíèå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

y =
y2
0 + (1− x0)2

2y0
.

Êîîðäèíàòû òî÷êè L(1, ó) îïðåäåëåíû.
Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷êè Ê â âèäå (0, z). Âûðàçèì êîîðäèíàòó z ÷åðåç èçâåñòíûå êî-

îðäèíàòû òî÷êè M(õ0, ó0). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè MNL, EPM , QPK ïîäîáíû ìåæäó
ñîáîé. Çàïèøåì ñëåäóþùèå ïðîïîðöèè PE

EM = MN
NL , EM = x0, NL = y0− y, MN = 1−x0. Îòñþäà

ñëåäóåò:
PE =

x0 (1− x0)
(y0 − y)

.

Ïîäñòàâëÿÿ ó , ïîëó÷èì:
PE =

2x0y0 (1− x0)
y2
0 − (1− x0)2

.

Òðåóãîëüíèê MÅÐ � ïðÿìîóãîëüíûé Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà MP 2 = EM2 + PE2. Çíàÿ çíà÷åíèÿ
PÅ è ÅÌ , âûðàæåííûå ÷åðåç x0 è ó0, ïîëó÷àåì:

MP 2 = x2
0 +

2x2
0y

2
0(1− x0)2

(y2
0 − (1− x0)2)2

, MP =

√
x2

0y
4
0 + (1− x0)4

(y2
0 − (1− x0)2)2

.

∆QPK ∼ ∆MNL, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ïðîïîðöèè QK
QP = NL

MN , îòêóäà QK = QP NL
MN .

Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî NL = y0 − y = y2
0−(1−x0)2

2y0
, à MN = 1− x0, QP = 1− PM , ò.å.

QP = 1−
√

x2
0y

4
0 + (1− x0)4

(y2
0 − (1− x0)2)2

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

QK =


1−

√√√√√
x2

0y
4
0 + (1− x0)

2

(
y2
0 − (1− x0)

2
)2


 · y2

0 − (1− x0)2

2y0(1− x0)
.

Ïðè ïåðåãèáàíèè ëèñòà QK = KA = z. Êîîðäèíàòû òî÷êè Ê (0, z). îïðåäåëåíû.
Òî÷êè ïðÿìîé KL îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî åñëè íà ïëîñêîñòè êâàäðàòà çàäàíà òî÷êà, òî ïðè ïåðåãèáå ê íåé

óãëà êâàäðàòà îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ ñãèáà, è ýòà ëèíèÿ åäèíñòâåííà.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Çàäàâ êîîðäèíàòû òî÷åê ëèíèè ñãèáà, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü

êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåãèá óãëà êâàäðàòà.
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëèíèÿ ïåðåãèáà ìîæåò çàäàâàòüñÿ êîñâåííî, ÷åðåç çàäàíèå ñîîòâåò-

ñòâèÿ êîîðäèíàò äâóõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà çàäàííûõ ëèíèÿõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì çàäà÷ó
îá óäâîåíèè êóáà.

Çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îá óäâîåíèè êóáà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êóá, îáúåì êîòîðîãî â äâà ðà-
çà áîëüøå îáúåìà çàäàííîãî íà÷àëüíîãî êóáà [11]. Ýòà çàäà÷à òàê è íå áûëà ðåøåíà â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Â ãåîìåòðèè îðèãàìè óäà¼òñÿ ðàçäåëèòü ñòîðîíó êâàäðàòà â îòíîøåíèè BÊ
AÊ = 3

√
2 (ðèñ. 11).
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Ðèñ. 11.
Â êâàäðàòå ABCD (AB = 1) c ïîìîùüþ òåîðåìû Õàãà ðàçäåëèì ñòîðîíó ÀÂ íà òðè ðàâíûå

÷àñòè: AA′ = A′B′ = BB′ (ðèñ. ??). Ïåðåãíåì ëèñò è ïîëó÷èì ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå A′D′ è B′C ′.
Ïåðåãí¼ì ëèñò áóìàãè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà D ëåãëà íà ñòîðîíó ÀÂ, à òî÷êà D′ íà ïðÿìóþ
B′C ′. Ëèíèÿ ïåðåãèáà PQ.

Çàìåòèì, ÷òî çàäàíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê K è L ïðÿìûì îçíà÷àåò çàäàíèå ïî îäíîé êî-
îðäèíàòå ýòèõ òî÷åê. Ïîêàæåì, ÷òî BL

AB = 3
√

2.
Çàïèøåì íåñêîëüêî î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé: AK = AD · tg α = tg α, ML = ND′ · tg α + DD′,

òàê êàê ML = 2
3 , DD′ = 1

3 , òî ND′ · tg α = 1
3 è ND′ = 1

3·tg α , ND′ = LC ′
, KL = 1

3 , KB′ =
AB′ −AK = 2

3 − tg α

LB′ = B′C ′ − LC ′ = 1− 1
3 tg α

,

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê B′KL. Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà
(
KB′)2 +

(
LB′)2 = (KL)2 .

Ïîëó÷èì: (
2
3
− tg α

)2

+
(

1− 1
3 · tg α

)2

=
(

1
3

)2

.

Ââåäÿ çàìåíó x = 1/ tg α è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x4 − 6x3 + 12x2 − 12x + 9 = 0.

Ñäåëàâ çàìåíó z = x− 1, óïðîñòèì åãî:

z4 − 2z3 − 2z + 4 = 0.

Óðàâíåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñîìíîæèòåëè
(
z3 − 2

)
(z − 2) = 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå z = 3
√

2 ⇒ tg α = 1
3√2+1

,

AÊ =
1

3
√

2 + 1
, BÊ = 1− 1

3
√

2 + 1
=

3
√

2
3
√

2 + 1
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:
BÊ
AÊ = 3

√
2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíûé êâàäðàò íå åäèíè÷íûé, òî åñòü äëèíà ñòîðîíû ÀÂ = à, òî

AÊ =
à

3
√

2 + 1
, BÊ =

3
√

2 · à
3
√

2 + 1
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî 3
√

2 áûëî ïîëó÷åíî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü è
äðóãèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Çàêëþ÷åíèå
Îðèãàìè � ýòî óíèêàëüíûé ðàçäåë ãåîìåòðèè, èìåþùèé ñâîé ñâîä ïðàâèë, àêñèîì è òåîðåì.

Ðàçâèòèå òåîðèè îðèãàìè ïîçâîëèò ñèñòåìàòèçèðîâàòü è îáîáùèòü ìíîæåñòâî çàäà÷, âñòðå÷à-
þùèõñÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ïðè ñîçäàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñêëàäûâàþùèõñÿ
ïëîñêèõ îáúåêòîâ.

Ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ è èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ôàêóëüòàòèâíûõ
çàíÿòèÿõ ïî ãåîìåòðèè â ñòàðøèõ êëàññàõ.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ïÂ ÏÄÎÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÓÈÅÍÙ ÇÉÂÅÌÉ É ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ
(ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

÷. ÷. é×ÌÅ×

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÂÏÔÙ [1], × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ÐÒÑÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÓÈÅÍÙ ÇÉÂÅÌÉ É ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ |
ÐÒÑÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ ÓÈÅÍÙ ÇÉÂÅÌÉ É ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÅÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. ðÏÌÕÞÅÎ
ÒÑÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ É ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×.

1. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÇÉÂÅÌÉ É
ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ

d
dtPi;n(t) = �iPi+1;n(t)− [�i + �i]Pi;n(t) + �iPi−1;n(t); (1)

ÇÄÅ Pi;n(t) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ (óíï) × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ t × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ Ó n ÚÁÎÑÔÙÍÉ ËÁÎÁÌÁÍÉ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0
óíï ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ Ó i ÚÁÎÑÔÙÍÉ ËÁÎÁÌÁÍÉ (i < n); �i; �i| ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏ-
ÄÏ× óíï ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó i ÚÁÎÑÔÙÍÉ ËÁÎÁÌÁÍÉ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó i + 1 É i − 1 ÚÁÎÑÔÙÍÉ ËÁÎÁÌÁÍÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ëÁË É × [1], ÐÒÉ N À 1 (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÎÁÌÏ×) ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ

x = iN−1; y = nN−1; �x = N−1:

ôÏÇÄÁ (1) × ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

d
dtP (x; y; t) = �(x)P (x+ �x; y; t)− [�(x) + �(x)]P (x; y; t) + �(x)P (x−�x; y; t): (2)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÅÄÕÔÓÑ \× ÐÒÏÛÌÏÍ", Ô.Å. × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
×ÒÅÍÅÎÉ [0; �t]. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ È ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t ÎÁ ±�x Ó ÉÎÔÅÎ-
ÓÉ×ÎÏÓÔÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �(x) É �(x) ÉÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÔØÓÑ Ó ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØÀ 1−�(x)−�(x). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, × (2) È | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Á Õ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ.

ðÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ × (2) ÐÒÉ N → ∞ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË, ÈÏÔÑ É N À 1, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,
ËÏÎÅÞÎÏ.

ðÏÓÔÕÐÉÍ, ËÁË É × [1]. ÷×ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó ÄÉÓËÒÅÔÏÍ × k ÒÁÚ ÍÅÎØÛÉÍ

�x = �xk−1 = [Nk]−1:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÉÄ É ÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ:

@
@tP (x; y; t) = �(x)P (x+ �x; y; t)− [�(x) + �(x)]P (x; y; t) + �(x)P (x−�x; y; t) (3)
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ôÅÐÅÒØ, ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ, ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× �(x) É �(x)ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ
ÜÔÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× × ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÉÈ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ (cÍ. [1])

� = 1
2[k2(�+ �)− k(�− �)]; � = 1

2[k2(�+ �) + k(�− �)]:

ëÓÔÁÔÉ, �+ � = k2(�+ �); �− � = k2(�− �):
÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ P (x ± �x; y; t)× ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �x =

[Nk]−1.

@
@tP (x; y; t) = a(x) @@xP (x; y; t) + b(x) @2

@x2P (x; y; t)+
(4)

+a(x) @3

@x3P (x; y; t) · 1
3!kN + b(x) @4

@x4P (x; y; t) · 1
4!k2N2 + ::: ;

ÇÄÅ a(x) = �(x)− �(x)
N ; b(x) = �(x) + �(x)

2N2 . îÁËÏÎÅÃ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ k → ∞ (ÔÅÐÅÒØ
ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ), ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á

@
@tP (x; y; t) = a(x) @@xP (x; y; t) + b(x) @

2

@x2P (x; y; t): (5)

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ P ×ÍÅÓÔÏ P .

2. óÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏËÁÎÁÌØÎÁÑ óíï ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÔØ Ó
ÄÏÌÅÊ È ÚÁÎÑÔÙÈ ËÁÎÁÌÏ×. ðÒÉ ÚÁÎÑÔÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ËÁÎÁÌÏ× y = 1 óíï ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÔÏÞËÕ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ
É ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. éÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ óíï ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ È
× ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ y = 1.

ôÏÞËÁ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ y1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ y = 1. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ
ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÂÅÚÏÔËÁÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ N
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏ ÒÁÂÏÔÕ Ó È ÏÔËÁÚÁ×ÛÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ ÏÔËÁÚ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á
(ÔÏÞËÕ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ×ÓÅÈ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÌÉ ÄÏÌÉ ÉÈ y1.

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÅÚÏÔËÁÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ

T (x; y1) =
∞∫

0

y1∫

0

P (x; y; t)dydx (6)

ÇÄÅ
y1∫
0
P (x; y; t)dy | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÚÏÔËÁÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (5) ÆÏÒÍÕÌÕ (6),

Ô.Å. ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × (5) ÐÏ Õ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ t:
∞∫

0

@
@t



y1∫

0

P (x; y; t)dy


 dt = a(x)@T (x; y1)

@x + b(x)@
2T (x; y1)
@x2 : (7)

ðÏÓËÏÌØËÕ
∞∫

0

@
@t



y1∫

0

P (x; y; t)dy


 dt =

y1∫

0

P (x; y; t)dy |∞0 = −1;

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ T (x; y1) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

a(x)@T (x; y1)
@x + b(x)@

2T (x; y1)
@x2 + 1 = 0; (8)
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ (8). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ y1 ÉÍÅÅÍ (ÓÍ. [2]):

T (x; y1) |x=y1 = 0:
äÁÌÅÅ, ÔÏÞËÁ x = 0 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÊ ÜËÒÁÎ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. [2])

d
dxT (x; y1) |x=0 = 0:

òÅÛÁÑ (8) ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

T (x; y1) =
y1∫

x

e
xR
0
�(x)dx





x∫

0

b(x)−1e
−
xR
0
�(x)dx

dx



 dx; (9)

�(x) = 2N �(x)− �(x)
�(x) + �(x) ; b(x) = �(x) + �(x)

2N2 :

õÄÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ T (x; y1) ÐÒÉ �(x) = � = const, �(x) = � = const. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

T (x; y1) = 1
b�

[
x− y1 + e�y1 − e�x

�

]
: (10)

3. íÏÍÅÎÔÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ T (x; y1), ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ. ðÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ (5).

ðÕÓÔØ ms =
∞∫
0
tsP (x; y; t)ds | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ s-oro ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P (x; y; t).

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÅÌÌÉÎÁ

M{f(t)} =
∞∫

0

ts−1f(t)dt = f∗(s): (11)

ìÀÂÏÐÙÔÎÙÍ ÚÄÅÓØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÃÅÌÏÍ s ≥ 1 É ÆÕÎËÃÉÑÈ f(t),
ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÁÍÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (11) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ s− 1:

f∗(s) = ms−1

É ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÒÉÇÉÎÁÌÁÍ.
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (11) Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (5). ðÏÌÕÞÉÍ:

b(x)d
2ms(x; y1)
dx2 + a(x)dms(x; y1)

dx + sms−1(x; y1) = 0 (12)

ðÏÑÓÎÉÍ ×Ù×ÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ sms−1(x; y1):
∞∫

0

t2@P (x; y1; t)
@t dt =

∞∫

0

{ @
@t(t

2P (x; y1; t))− sts−1P (x; y1; t)
}
dt =

= t2P (x; y1; t) |∞0 − s
∞∫

0

ts−1P (x; y1; t)dt = −sms−1(x; y1):

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (12) | ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅ-
ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ms ÏÔ ms−1. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ (12). çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÉÍÅÀ ×ÉÄ:



22 ÷. ÷. é×ÌÅ×

ms(x; y1) |x=y1 = 0 | ÐÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ óíï × ÔÏÞËÅ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ y1 ×ÒÅÍÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ;

d
dxms(x; y1) |x=0 = 0 | ÅÓÔØ ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÊ ÜËÒÁÎ.
òÅÛÁÑ (12) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

ms(x; y1) =
y1∫

x

e
xR
0
�(x)dx





x∫

0

sms−1(x; y1)b(x)−1e
−
xR
0
�(x)dx

dx



 dx: (13)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ s = 1, ÐÏÌÁÇÁÑ m0(x; y1) = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ (9) ÄÌÑ T (x; y1).
þÉÔÁÔÅÌØ, ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ, ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ � = const, � = const ÐÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁ-

ÖÅÎÉÑ ÄÌÑ m2(x; y1), m3(x; y1) ... , Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒ×ÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ | ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ, ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÙ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÜËÓÃÅÓÓÁ.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ïÂÈÏÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ

ä. ÷. çÕÓÅ×

÷ ÒÁÂÏÔÅ ÏÐÉÓÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ \ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ", ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Zk ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÒÏÂÏÔÏÍ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ
ËÁÍÎÑÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÒÅÍÑ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÂÓÕ-
ÖÄÁÀÔÓÑ ÏÃÅÎËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÍÎÅÊ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÚÁÄÁÞ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÒÏÂÏÔÏ× × ÌÁÂÉÒÉÎÔÁÈ. óÐÅËÔÒ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÅÎ É ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ Computer
Science. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ
ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÚÁÔØ-
ÓÑ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÓÕÔÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ Computer Science. åÓÔØ ÎÁÄÅÖÄÁ, ÞÔÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÏÂÏÔÏ× ×
ÌÁÂÉÒÉÎÔÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÄÌÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ,
É ÏÔÒÁÂÏÔËÁ ÍÅÔÏÄÏ× É ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÏÂÏÔÏ× ÄÁÓÔ ÂÏÌÅÅ ÓÅÒØÅÚÎÙÅ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ × ÂÕÄÕÝÅÍ. ôÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ
ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ Computer
Science, É ÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ.

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÉÃÏÍ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÏÂÏÔ (ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ
Á×ÔÏÍÁÔ), Ä×ÉÇÁÀÝÉÊÓÑ × ÓÒÅÄÅ. óÒÅÄÏÊ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ, ÞÁÓÔÏ ÜÔÏ ÇÒÁÆ ëÅÌÌÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÒÏÂÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÅÝÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.
äÏ×ÏÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÊ ÏÂÚÏÒ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [2]. þÁÓÔÏ × ÓÒÅÄÅ ÐÏÍÅÝÁÀÔÓÑ
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÉÖÉÍÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÍÎÑÍÉ. òÏÂÏÔ ÍÏÖÅÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ËÁÍÎÑÍÉ, ÏÝÕÝÁÑ ÉÈ É Ä×ÉÇÁÑ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÔ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÏÂÏÔÁ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÅ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÏÂÏÔÕ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ ÓÒÅÄÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏ-
ÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [3]. ôÁËÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÏÂÏÔÁ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÓÒÅÄÅ. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ × ÐÏ-
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏÂÏÔÕ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÁÔÞÉËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×
ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÈÏÒÏÛÅÊ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÏ× ÏÂÈÏÄÁ ÒÏÂÏÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Zk. úÁÄÁÞÁ ÏÂÈÏÄÁ ÒÏÂÏÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Zk ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÒÅÛÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÁÍÎÅÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k É ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙ. äÌÑ k = 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ 2 ËÁÍÎÑ, ÄÌÑ k > 2 | 3. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÒÉ k > 3
ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÜÍÕÌÑÃÉÀ ÍÁÛÉÎÙ íÉÎÓËÏÇÏ [4], ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÈ ÏÞÅÎØ
ÍÅÄÌÅÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÔÁ£Ô ×ÏÐÒÏÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÂÈÏÄÁ Zk.
âÙÓÔÒÏÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÏÂÏÔ ÓÄÅÌÁÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÍÁË-
ÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏÄÏ×, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÅÔÉÔØ ÔÏÞËÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.
äÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ k ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ: × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ k = 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ 2 ËÁÍÎÑ,
ÄÌÑ k = 2 | 3 ó. âÕÎØËÏ×ÏÊ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 3-È ËÁÍÎÅÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
× ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 4-È ËÁÍÎÅÊ.
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2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ

îÁÞÎ£Í Ó ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ, É ÚÁÄÁÞÉ,
ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ.

2.1. âÁÚÏ×ÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÓÒÅÄÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÏÂÏÔ,
ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. ôÏÇÄÁ ÎÁÛÕ ÍÏÄÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÉÓÔÅÍÏÊ ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ L = (G;R; n;D), ÇÄÅG| ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÇÒÁÆ, R | ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ (ÍÙ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÉÖÅ), n | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, D |
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G1.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1]) ÐÏÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ: (G;A; s ∈ G), ÇÄÅ G | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = {a}, s | ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÅËÕÝÉÍ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ÷ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× G | ÜÔÏ ÇÒÁÆ ëÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ,
ÐÕÓÔØ ÄÁÖÅ É ÂÏÌØÛÏÊ. ÷ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ,
Ô.Å. ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÑÞÅÅË (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÒÁÂÁÊÔÎÙÊ ×ÉÎÞÅÓÔÅÒ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × 21012

ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ), Á ÂÕË×Á ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
×ÎÅÛÎÅÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ R = (Q; q0; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÒÏÂÏÔÁ. úÄÅÓØ
Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ, q0 ∈ Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ, � ⊂ Q×{0; 1}n →
Q | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× × Á×ÔÏÍÁÔÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÅÒÅÈÏÄÙ × Á×ÔÏÍÁÔÅ R = (Q; q0; �) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÂÉÔÏ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ
ÄÌÉÎÙ n, Ô.Å. ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (a; s1; s2; : : : ; sn; q),
ÇÄÅ a ∈ G, si ∈ G, q ∈ Q. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ a | ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÏÂÏÔÁ, si | ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ
ËÁÍÎÅÊ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ ÂÕÄÅÔ (e; e; e; : : : ; e; q0), ÇÄÅ e | ÎÅÊ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ G.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. {d1; d2; : : : ; dm} = D, di ∈ G ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. èÏÄÏÍ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q ∈ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (d; p), ÇÄÅ d ∈ D, p ∈ {0; 1}n, ÐÒÉÞ£Í
ÅÓÌÉ × ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÏ ×ÅËÔÏÒÕ p′, × ËÏÔÏÒÏÍ i-Ê ÂÉÔ 0, ÔÏ × p i-Ê ÂÉÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ
0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÈÏÄÁ ÒÏÂÏÔÁ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (a; s1; s2; : : : ; sn; q) ÂÕÄÅÔ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (a′; s′1; s′2; : : : ; s′n; q′) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ðÕÓÔØ (d; p) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÀ q; a′ = ad, s′i = sid, ÅÓÌÉ i-ÙÊ ÂÉÔ p ÒÁ×ÅÎ 1, ÉÎÁÞÅ s′i = si; w ∈ {0; 1}n, ÐÒÉÞÅÍ i-ÙÊ ÂÉÔ w
ÒÁ×ÅÎ 1, ÅÓÌÉ a′ = s′i, ÉÎÁÞÅ 0; ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q × Á×ÔÏÍÁÔÅ R ÐÏ ×ÅËÔÏÒÕ w ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
q′.

÷ ÃÅÌÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÁÂÉÒÉÎÔ-ÒÏÂÏÔ L ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË. îÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÏÏÞÅ-
Ò£ÄÎÏ ÉÚÍÅÎÑÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÈÏÄÁÍ ÒÏÂÏÔÁ. ôÏ ÅÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ {lk}∞=1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ lk = (a; s1; s2; : : : ; sn; q), É q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
(d; p). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ i-ÙÊ ÂÉÔ p ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ a = si.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÜÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i a = si. äÏ-
ËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (a; s1; s2; : : : ; sn; q). ðÕÓÔØ q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ (d; p), ÔÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ i-ÙÊ ÂÉÔ p ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÙ

1ðÏ ÓÍÙÓÌÕ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÁÍÎÉ É Á×ÔÏÍÁÔ, ÓÍ. ÎÉÖÅ.
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× q, ÉÍÅÀÔ i-ÙÊ ÂÉÔ, ÒÁ×ÎÙÊ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÈÏÄÁ ÒÏÂÏÔÁ ÄÌÑ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ lk−1, a = si. ¤

âÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ×ÓÀ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏÂÏÔ, ËÏÔÏÒÏÍÕ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ R, n ËÁÍÎÅÊ É ÓÁÍ ÌÁÂÉÒÉÎÔ (ÇÒÕÐÐÁ G). ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ
×ÒÅÍÅÎÉ ÒÏÂÏÔ É ËÁÍÎÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÇÒÕÐÐÙ G, a É si ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÁËÖÅ ×
ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ q. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÈÏÄ ÒÏÂÏÔÁ (d; p), ÇÄÅ d | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ, p | ÎÏÍÅÒÁ ËÁÍÎÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ÐÏÄ×ÉÎÕÔØ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÏÂÏÔ ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ, Ô.Å. ÈÏÄÉÔ ÓÁÍ É Ä×ÉÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÎÁÂÏÒ ËÁÍÎÅÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÕÓÔÏÊ) × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ d. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÍÏÇÕÔ
Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ËÁÍÎÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÏÂÏÔ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÓÌÅ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÈÏÄÁ
ÒÏÂÏÔ ÐÏÎÉÍÁÅÔ, ËÁËÉÅ ËÁÍÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Ó ÎÉÍ × ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÚÎÁÎÉÅÍ
ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó×ÏÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÔØ ÒÏÂÏÔÁ ÓËÏÒÅÅ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÐÏÌØÚÕÀÝÕÀÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ. áÎÁÌÏÇÁÍÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÏ× × Á×ÔÏÍÁÔÅ ÂÕÄÕÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ �ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × ÔÁËÏÍ-ÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ×ÚÑ×
Ó ÓÏÂÏÊ ÔÁËÉÅ-ÔÏ ËÁÍÎÉ�. üÔÉ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØ ÎÁÂÏÒÙ ËÁÍÎÅÊ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÏÂÏÔ
ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. âÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÉ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÙ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ cÜÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ×ÚÑ× ÚÁ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÑ ÔÅËÕÝÅÅ ÍÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Å£ ÐÁÍÑÔÉ (ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï). ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏ-
ÍÁÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÈÏÄÅ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ
ÎÁÍ ÌÏÇÉËÕ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ Ñ×ÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

2.2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. úÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ × Ó×Ñ-
ÚÉ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÏÂÏÔ-ÌÁÂÉÒÉÎÔ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ËÌÀÞÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ
ÇÒÕÐÐÁ G, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÈÏÄÏ× D, n | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÒÏÂÏÔ (Á×ÔÏÍÁÔ R), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G, Ô.Å. ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ a ∈ G ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ k, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ lk = (a; : : :).

åÝ£ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ËÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ËÁÍÎÅÊ n ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐÅ G, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ× D, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÒÏÂÏÔ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ G.

÷ÙÂÏÒ ÇÒÕÐÐÙ G É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ. ïÂÙÞÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ É ÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F2 ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ a; b, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ÌÏÇÉÞÎÏ ×ÚÑÔØ a; b; a−1; b−1. óÌÕÞÁÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÍÙ, | ÜÔÏ
ÓÌÕÞÁÊ Zk. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ.

ôÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÈÏÄÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ËÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏ-
ÄÏ× ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÊÔÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G (ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÈÏÄÏ× ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÒÁÚÍÅÒÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á).

2.3. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ × ÓÌÕÞÁÅ Zk. ÷ ÓÌÕÞÁÅ Zk ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ, ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k. ÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ 2 ËÁÍÎÑ, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ 3-ÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÔÏÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
Ó ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÁÍÎÅÊ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ × ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ,
× ÓÌÕÞÁÅ k > 3 ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk ÒÏÂÏÔ ÜÍÕÌÉÒÕÅÔ ÍÁÛÉÎÕ íÉÎÓËÏÇÏ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ íÉÎÓËÏÇÏ É ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÄÁÖÅ ÓÁÍÙÈ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÔÒÅÂÕÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÈÏÄÁ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÏÂÏÔ, ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÍÁÛÉÎÕ íÉÎÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk, ÐÏÔÒÁÔÉÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ
ÄÌÑ Å£ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÂÈÏÄÙ ÐÒÉ
×ÓÅÈ k. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ Zk ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É T (d) | ÜÔÏ ÎÏÍÅÒ
ÈÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÏÂÏÔÏÍ ÐÏÓÅÝÅÎÁ ËÌÅÔËÁ d. ôÏÇÄÁ ÏÂÈÏÄ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÍÙÍ, ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C; r ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ d ÉÍÅÅÍ T (d) < Cp(d)r, ÇÄÅ p(d) | ÍÁËÓÉÍÕÍ
ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ d.

äÌÑ k = 1; 2 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÈÏÄÙ (Ó 2-ÍÑ É 3-ÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ) É ÔÁË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ-
ÍÉ). äÌÑ k = 3 ÔÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ 3 ËÁÍÎÑ. äÌÑ Â�ÏÌØÛÉÈ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÏÂÈÏÄ ÄÌÑ k = 3, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÂÈÏÄÙ, ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÝÉÅ k ËÁÍÎÅÊ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÕÌÕÞÛÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÏÃÅÎÏË É Ó×ÑÚÁÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ. ÷ Å£
ÒÁÍËÁÈ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄßÑ×ÌÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ 4 ËÁÍÎÑ, É ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k > 1.

ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÚÙ×Á-
ÅÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ×ÎÅÛÎÅÊ ÐÁÍÑÔÉ (×ÎÅÛÎÅÊ
ÐÁÍÑÔØÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ ËÁÍÎÅÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÏ-
ÔÏÍ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ÏÂÈÏÄ Zk (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÈÏÄ ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÔØ ÎÁ Zk, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ ×Ó£
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ ÐÏ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒÕ × ÐÕ-
ÔÉ. äÁÌÅÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÓÁÍ ÏÂÈÏÄ: ÒÏÂÏÔ ÂÕÄÅÔ ÏÂÈÏÄÉÔØ Zk ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÎÁÍÉ ÐÕÔÉ, ÈÒÁÎÑ
×Ï ×ÎÅÛÎÅÊ ÐÁÍÑÔÉ ÎÏÍÅÒ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÈÏÄÁ. õÍÅÎÉÅ ÕÚÎÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÏÍÅÒÁ ÈÏÄÁ
ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÍ ÕÚÎÁ×ÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

3. ðÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂ-
ÈÏÄÁ Zk ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÕÔ ÏÐÉÓÁÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÙ ÄÌÑ k = 1; 2, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ Â�ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ,
ÜÍÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÁÛÉÎÕ íÉÎÓËÏÇÏ É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ 3 ËÁÍÎÑ.

3.1. óÌÕÞÁÊ k = 1. óÌÕÞÁÊ k = 1, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ. äÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Z ÒÏÂÏÔÕ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅÇÏ 2 ËÁÍÎÑ (A É B). ðÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ Z ÅÓÔØ
ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÒÏÂÏÔ É ËÁÍÎÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ (ËÌÅÔËÁÈ) Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ
ÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. óÈÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÂÈÏÄÁ × ×ÉÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÒÏÂÏÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÉÖÅ.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: ËÁÍÎÉ A É B É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ 0.

1: ÃÉËÌ // ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
2: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÍÅÎØ A × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ
3: ÉÄÔÉ × ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó ËÁÍÎÅÍ B
4: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÍÅÎØ B × ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ
5: ÉÄÔÉ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó ËÁÍÎÅÍ A

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÓÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÌÀÂÁÑ ËÌÅÔËÁ Z ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÅÝÅÎÁ
ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ n > 0 ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 2n2 − n ÈÏÄÏ×, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÓÅÔÉÔØ ËÌÅÔËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ n, Á ÄÌÑ n < 0 | 2n2 + n ÈÏÄÏ×.

3.2. óÌÕÞÁÊ k = 2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z2 ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ 3 ËÁÍÎÑ. ïÄÉÎ ÉÚ
×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÜÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÔÏÒÏÎÏÊ n Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 3-x ËÁÍÎÅÊ (A, B É C). óÈÅÍÁ
ÜÔÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: A, B É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ (0; 0), C × ÔÏÞËÅ (n; 0)
ëÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: A, B × ÔÏÞËÅ (n; 0), C × ÔÏÞËÅ (n; n), ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (0; 0),

(n; 0), (n; n) ÐÏÓÅÝÅÎÙ
1: ÃÉËÌ
2: ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ A × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (1; 0)
3: ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (−1; 0)
4: ÉÄÔÉ ÄÏ ËÁÍÎÑ B × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (0; 1)
5: ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ B × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (1; 1)
6: ÉÄÔÉ ÄÏ ËÁÍÎÑ A × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (0;−1)
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7: ÅÓÌÉ A É C × ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÏ
8: ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÃÉËÌÁ
9: ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ B É C

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ O(n2) ÈÏÄÏ× (ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÓÅÝÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁÚ,
× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, 2 ÒÁÚÁ).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÈÏÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: A, B É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ (0; 0), C × ÔÏÞËÅ (n; 0)
ëÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: A, B É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ (0; 0), C × ÔÏÞËÅ (n; 0), ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ

(0; 0), (n; 0), (n; n) (0; n) ÐÏÓÅÝÅÎÙ
1: ÏÂÏÊÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (0; 0), (n; 0), (n; n)
2: ÏÂÏÊÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (n; 0), (n; n), (0; n)
3: ÏÂÏÊÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (n; n), (0; n), (0; 0)
4: ÏÂÏÊÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (0; n), (0; 0), (n; 0)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ O(n2). ÷ ÉÔÏÇÅ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÊ Z2 ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: A, B, C É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ (0; 0)

1: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ C × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ (1; 0)
2: ÃÉËÌ // i-ÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ, A, B × ÔÏÞËÅ (−i+ 1;−i+ 1), C × ÔÏÞËÅ (i;−i+ 1)
3: ÏÂÏÊÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔ (−i+ 1;−i+ 1), (i;−i+ 1), (i; i), (−i+ 1; i)
4: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ A É B × ÔÏÞËÕ (−i;−i)
5: ÄÏÊÔÉ ÄÏ ÔÏÞËÉ C É ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ × (i+ 1;−i)
6: ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × (i;−i+ 1)

çÌÁ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÏÂÈÏÄÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÛÉÒÑÀÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ
ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. ôÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÔÅÒÁÃÉÀ ÔÒÁÔÉÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔ
Å£ ÎÏÍÅÒÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏÄÏ×, ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÉÍÉ n,
ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(n3) ÈÏÄÏ×.

3.3. óÌÕÞÁÊ k > 2. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÈÏÄÁ Z3 Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 3-È ËÁÍÎÅÊ.
ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÏÂÈÏÄÁ ÔÁËÏ×Á: ÂÕÄÅÍ ÐÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ËÕÂÏ×
Kn Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ (−n + 1;−n + 1;−n + 1) (n; n; n), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó n = 1. çÒÁÎÉÃÙ ÔÁËÉÈ ËÕÂÏ×
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ 6 Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÈÏÄÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÏ×,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. ôÏÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ 3
ËÁÍÎÅÊ, ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÁÖÄÏÇÏ Kn × ÄÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ
ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉ ÚÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÐÏ n ×ÒÅÍÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÈÏÄ ÃÅÌÙÈ Kn ÂÕÄÅÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ O(n3)
×ÒÅÍÅÎÉ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÅ, É ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ k ËÁÍ-
ÎÅÊ. âÕÄÅÍ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÕÂÏ× Kn Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ (−n+ 1; : : : ;−n+ 1) (n; : : : ; n).
çÒÁÎÉÃÙ ÜÔÉÈ ËÕÂÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ k−1-ÍÅÒÎÙÈ ËÕÂÏ× × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÈÏÄÁ k−1-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:
ÐÕÓÔØ k − 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÅÝ£ ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ n ÏÔ ÎÉÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ
(0; : : : ; 0) É (n; : : : ; 0) (×ÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÏÊ k − 1). âÕÄÅÍ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Zk−1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ
k − 1 ËÁÍÎÑ, ÔÏÌØËÏ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÕÂÙ Kn ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ ÎÅ
ÐÏ ×ÓÅÍ 2k − 2 ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ, Á ÐÏ k − 1) ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÔËÎ£ÍÓÑ ÎÁ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ËÁÍÅÎØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k ËÁÍÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉ Zk, ÚÄÅÓØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÎÅ
ÂÕÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ O(nk).

3.4. ïÂÈÏÄ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ íÉÎÓËÏÇÏ. ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎØÛÅ, ÌÀÂÏÅ Zk ÍÏÖÎÏ
ÏÂÏÊÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÓÅÇÏ 3 ËÁÍÎÑ. äÌÑ ÜÔÏ ÒÏÂÏÔÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÜÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÕ íÉÎÓËÏ-
ÇÏ. íÁÛÉÎÁ íÉÎÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ É Ä×Á ÓÞ£ÔÞÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÉÎËÒÅÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÅËÒÅÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ. ðÏÄÏÂÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÏÝ-
ÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ. òÏÂÏÔ ÍÏÖÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÜÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÕ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ
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ÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ËÁÍÎÉ B É C ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÞ£ÔÞÉËÏ× ÏÔ ËÁÍÎÑ A. äÌÑ ÏÂÈÏ-
ÄÁ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ Zk ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÕÔØ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ Zk (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÊ, ËÁË ÍÙ
ÏÐÉÛÅÍ ÎÉÖÅ), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ i-ÏÅ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÐÏ i. ôÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÂÕÄÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ × ÍÁÛÉÎÅ ÎÏÍÅÒ ÔÅËÕ-
ÝÅÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÅÇÏ, ÓÄ×ÉÇÁÔØ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÓÀ ÍÁÛÉÎÕ É Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ
ÎÏÍÅÒ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ �ÃÅÎÔÒ� ÍÁÛÉÎÙ | ÜÔÏ ËÁÍÅÎØ A, ÔÏÇÄÁ × ÈÏÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÁ A ÏÂÏÊÄ£Ô ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÏÊ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ
× ÎÁÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ 4 ËÁÍÎÑ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ
ÎÁÍ ÉÚÂÁ×ÉÔÓÑ ÏÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ.

4. ðÏÌÕÞÅÎÉÅ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ

ðÅÒ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÍ ÎÁÓ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ, ÂÕÄÅÔ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÉÍÅÅÔ ×Ï ×ÎÅÛÎÅÊ
ÐÁÍÑÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÞÉÓÌÏ n. óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÈÒÁÎÅÎÉÑ n | ÜÔÏ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ Ä×Á ËÁÍÎÑ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ
ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ, ÔÁË ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÐÁÍÑÔØ ÒÏÂÏÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.
óÐÏÓÏÂ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÒÏÂÏÔÕ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉ-
ÓÌÁ n, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÌÁÄÛÅÇÏ ÂÉÔÁ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÂÉÔÙ × ÐÏÔÏËÏ×ÏÍ ÒÅÖÉÍÅ, Ô.Å. ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: ÕÚÎÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÂÉÔ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÌÏÇÉËÕ (ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÜÔÏÔ
ÂÉÔ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÙÓÔÒÙÊ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÔ n) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n
ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ 2 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ËÁÍÎÑ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁÍÎÉ A É B, ÚÁÄÁÀÝÉÅ n; ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙ. ôÁËÖÅ ÅÓÔØ
Ä×Á ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ËÁÍÎÑ C É D. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÓÅ ËÁÍÎÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ××ÅÄ£Í ÎÁ ÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ k ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ. óÈÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÎÉÖÅ.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: ËÁÍÎÉ C É D × ÔÏÞËÁÈ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 0 É k, ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ 0
ëÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: C, D É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ bk=2c, × ÐÁÍÑÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ

ÎÁ 2
1: ÃÉËÌ
2: ÉÄÔÉ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏ ËÁÍÎÑ D
3: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÍÅÎØ D ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ × ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ
4: ÅÓÌÉ ËÁÍÎÉ C É D ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÏ
5: ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÐÁÍÑÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ 1
6: ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÃÉËÌÁ
7: ÉÄÔÉ × ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏ ËÁÍÎÑ C
8: ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÍÅÎØ C ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ
9: ÅÓÌÉ ËÁÍÎÉ C É D ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÏ

10: ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÐÁÍÑÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ 0
11: ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÃÉËÌÁ

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ d ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÃÉËÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÍÎÅÊ C É D ÂÕÄÕÔ d É k−d ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ k=2 ÃÉËÌÏ× Ó ÎÕÖÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ,
Á ÐÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ | ÐÏÓÌÅ dk=2e ÃÉËÌÏ×.

ôÅÐÅÒØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÁÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ n,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÌÁÄÛÅÇÏ.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: ËÁÍÎÉ A, C, D É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ 0, B × ÔÏÞËÅ n
ëÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: ËÁÍÎÉ A, C, D É ÒÏÂÏÔ × ÔÏÞËÅ 0, B × ÔÏÞËÅ n, × ÐÁÍÑÔØ ÐÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ

ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÍÌÁÄÛÅÇÏ



ïÂÈÏÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 29

1: ÉÄÔÉ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ËÁÍÎÅÍ D ÄÏ ËÁÍÎÑ B
2: ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÔÏÞËÕ 0
3: ÃÉËÌ // i-ÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ, C × ÔÏÞËÅ 0, D × ÔÏÞËÅ bn=2i−1c
4: ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÍÎÅÊ C É D // C É D × ÔÏÞËÅ bn=2ic
5: ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ × ÐÁÍÑÔØ
6: ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÌÏÇÉËÕ // ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
7: ÅÓÌÉ C É D ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 0 ÔÏ
8: ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÃÉËÌÁ
9: ÉÎÁÞÅ

10: ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ C × ÔÏÞËÕ 0
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ i-ÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÃÉËÌÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÏÊ bn=2i−1c. ïÓÔÁ-

ÔÏË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ i-ÏÍÕ ÂÉÔÕ ÞÉÓÌÁ n (ÅÓÌÉ ÍÌÁÄÛÉÊ ÂÉÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÐÅÒ×ÙÍ),
ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ÐÁÍÑÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁ-
ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ×ÒÅÍÑ.

ìÅÍÍÁ 2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ n ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n) = O(n2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ÔÒÁÔÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÄÅÌÅ-
ÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ C É D ÒÁ×ÎÏ k. ôÏÇÄÁ k ÈÏÄÏ× ÐÏÔÒÁÔÉÔÓÑ ÎÁ ÓÄ×ÉÇÉ
ËÁÍÎÅÊ, Á ÎÁ ÐÒÏÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÍÎÑÍÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÔÒÁÞÅÎÏ ∑k

i=1 i. éÔÏÇÏ ×ÓÅÇÏ ÈÏÄÏ× ÎÁ ÏÄÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ
ÐÏÔÒÁÔÉÔÓÑ:

k +
k∑

i=1
i = k + (k + 1)k

2 = (k + 3)k
2

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n, ÐÏÜÔÏÍÕ T (n) ≥
≥ (n+ 3)n=2. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÈÏÄÏ× × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÂÕÄÅÔ

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ n ÈÏÄÏ×, ÐÏÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ k ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ k ÄÏÐÏÌÎÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÈÏÄÏ× É ÓÁÍÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ (×ÓÅÇÏ (k + 5)k=2). ðÕÓÔØ 2s − 1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ
ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. ÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÄÌÑ 2s−1 É n ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÌÅÎÉÊ (s),
ÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÄÌÑ 2s − 1 ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ n. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

T (n) ≤ T (2s − 1) = 2s − 1 +
s∑

i=1

(2i + 4)(2i − 1)
2 =

= 2s − 1 +
s∑

i=1
(22i−1 + 3 ∗ 2i−1 − 4) ≤ 2s+2 +

s∑

i=1
22i−1 ≤

≤ 2s+2 +
2s−1∑

i=1
2i < 2s+2 + 22s ≤ 8n+ 4n2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ n2=2 ≤ T (n) ≤ 8n+ 4n2, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ¤

5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÕÔÉ ÏÂÈÏÄÁ Zk

óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÒÏÂÏÔÏÍ Zk | ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÕÔÉ
ÏÂÈÏÄÁ Zk. ïÂÈÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎ, ÐÒÏÊÄÅÔ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÒÏ×ÎÏ 1 ÒÁÚ. ïÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÁËÏ×: ÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÈÏÄÏ× k-ÍÅÒÎÙÈ ËÕÂÏ× Ó
ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍ Ä×ÏÊËÉ, ÐÏÔÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÉÈ ÏÂÈÏÄÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÐÉÛÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÒÍÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.

îÁ Zk ÅÓÔØ 2k ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ i, ÐÒÏÔÉ-
×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ −i. ÷×ÅÄ£Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÕÔÉ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÔØ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ m | ÐÕÔØ, ÔÏ m[i] | ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ i-ÏÇÏ ÈÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ. îÕÍÅÒÁÃÉÑ
ÈÏÄÏ× ×ÅÄ£ÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÕcÔØ m = a1a2 : : : ak | ÐÕÔØ, ÔÏÇÄÁ:
1) −m = −a1 − a2 : : :− a3

2) m = akak−1 : : : a1

3) −m | ÏÂÈÏÄ ÐÕÔÉ m × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÓÁÍÏÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÕÔÉ ÄÌÉÎÙ k ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÔ k+1 ËÌÅÔËÕ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÄ×ÉÇ ÍÅÖÄÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÕÔÉ ÐÏ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÀ i, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÈÏÄÙ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ i Ó ÐÌÀÓÏÍ É × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ −i Ó
ÍÉÎÕÓÏÍ.

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Gk, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ Gk ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ i × j, ÔÏ ÏÎ −i
ÐÅÒÅ×ÅÄÅÔ × −j. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Sk×Z2×· · ·×Z2 (Z2 | k ÒÁÚ). ôÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÐÕÔÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ: g(a1a2 : : : ak) = g(a1)g(a2) : : : g(ak), ÇÄÅ g ∈ Gk,
a1a2 : : : ak | ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ k.

5.1. ïÂÈÏÄ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2. äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÏÂÈÏÄÙ ËÕÂÏ× Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ. îÁÞÎ£Í Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ
ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÏÂÈÏÄ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÏÂÈÏÄÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÄÏ× çÒÅÑ [5]. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÏÂÈÏÄ × ÎÁÛÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2, k ≥ 1. ïÂÈÏÄ ÔÁËÏÇÏ ËÕÂÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË
ÓÁÍÏÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2k − 1. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Mk ÔÁËÉÈ ÏÂÈÏÄÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÏÄÉÎ ÏÂÈÏÄ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁË ÏÒÂÉÔÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÑGk ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÏÂÈÏÄÏÍ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ g ∈ Gk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Zk ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Gk ÎÁ ÏÂÈÏÄ ËÕÂÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÈÏÄ ËÕÂÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ x1;−x1; x2;−x2; x3;−x3 : : :. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÐÕÔÅÊ {mi} ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: m1 = 1, mi = mi−1xi−mi−1.
ìÅÍÍÁ 3. ðÕÔØ mk Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÌÅÔËÅ (0; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸

k

) ÏÂÈÏÄÉÔ ËÕÂ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (0; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸
k

)

(1; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸
k

) (ÎÏÍÅÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÌÑ k = 1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ
ÄÌÑ k = i− 1 ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ k = i.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ mi−1 | ÏÂÈÏÄ ËÕÂÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (0; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸
i

)(1; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸
i−1

; 0). èÏÄ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ

xi ÐÅÒÅ×ÏÄÉÍ ÎÁÓ × ÔÏÞËÕ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÒÁ×ÎÏÊ 1. ôÁË ËÁË ÐÕÔØ −mi−1 ÏÂÒÁÔÅÎ ÐÕÔÉ
mi−1, × ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÅ i− 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÍÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ, ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÐÕÔ£Í ËÁË
É ÐÒÉÛÌÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÈÏÄ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ xi, Ó ÐÏÍÏÝØÀ −mi−1 ÍÙ ÏÂÏÊÄ£Í ËÕÂ
Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (0; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸

i−1

; 1)(1; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸
i

). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÏÂÏÛÌÉ �ÎÉÖÎÀÀ� ÐÏÌÏ×ÉÎÕ

ËÕÂÁ, ÐÅÒÅÛÌÉ × �×ÅÒÈÎÀÀ� É ÏÂÏÛÌÉ Å£ ÔÁËÖÅ ËÁË É �ÎÉÖÎÀÀ�, ÔÏÌØËÏ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÒÏÎÕ.
éÔÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ËÕÂÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ (0; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸

i

)(1; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸
i

) ÂÙÌÁ ÐÏÓÅÝÅÎÁ. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈Mk. ôÁË ËÁË Mk | ÏÒÂÉÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ mk ÐÒÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÇÒÕÐÐÙ Gk, ÔÏ m ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ m = g(mk); g ∈ Gk. äÏËÁÖÅÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÍÍ.
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ìÅÍÍÁ 4. îÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÉ ÐÕÔÉ m ÓÏÓÅÄÎÉÅ, ÐÒÉÞ£Í ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ×
ËÏÎÅÃ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÊÔÉ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ g(xk).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ mk É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ xk. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓÄ×ÉÇ
ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ × mk−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ × −mk−1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÄ×ÉÇÉ mk−1 É −mk−1 ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÀÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÄÉÎ ÈÏÄ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ xk. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ g(xk) ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ m = g(mk).
òÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ c | ËÌÅÔËÁ ËÕÂÁ C, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÈÏÄÉÔ ÐÕÔØm. ôÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ a1; a2; : : : ak ÒÅÂÅÒ ËÕÂÁ C, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ c, ÚÁÄÁÀÔ ËÌÅÔËÕ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ m.
ìÅÍÍÁ 5. îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÏÂÈÏÄÁ m ÚÁÄÁ£ÔÓÑ g(x1), g(x2), . . . g(xk), ËÏÎÅÞÎÁÑ g(x1), g(x2),
. . . , g(xk−1), g(−xk).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
mk ÚÁÄÁÀÔÓÑ x1; x2; : : : ; xk É x1; x2; : : :−xk. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ mk ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ
ÂÙÌÁ 0, Á ×ÅÓØ ËÕÂ ÌÅÖÁÌ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. á ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÄÏÌÖÎÁ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, É ÜÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ xk (ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ÎÁ −xk).
¤

ìÅÍÍÁ 6. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ ÉÚ Mk, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ËÏÎÅÞÎÕÀ) ÒÁ×ÎÏ (k − 1)!
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÔÓÑ 2k ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÉÚ ÎÉÈ
×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ | k ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÉÔÏÇÏ k2k ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÒÁ×ÎÏÚÎÁÞÎÙ.
íÏÝÎÏÓÔØ Mk | k!2k, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÔ×ÅÔ k!2k=(k2k) = (k − 1)! ¤

5.2. ïÂÈÏÄ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mk;n ÏÂÈÏÄÏ×
k-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n, ÄÌÑ k ≥ 2; n ≥ 1. ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÁÌÉ-
ÚÏ×ÁÔØ × Mk;n, | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÕÂÁ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ
ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÒÅÂÒÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁË É ÄÌÑ Mk: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÏ-
×ÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ËÁË ÏÒÂÉÔÕ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ
ÎÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ÇÒÕÐÐÏÊ Gk. ôÏ, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ
çÉÌØÂÅÒÔÁ (ðÅÁÎÏ) ÎÁ k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ [6, 7, 8].

5.2.1. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÈÏÄÁ. äÌÑ Mk;1 ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ Mk;1 = Mk.
äÌÑ Mk;2 ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ. ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÕÔÉ mk;2 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍ: s, k, g−k(−s). ðÒÉ ÜÔÏÍ g−k ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ xk É −xk, s | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÈÏÄÏ× g1(mk), mk[1], g2(mk), mk[2], . . . , mk[2k−1 − 1], g2k−1(mk), ÇÄÅ gi ∈ Gk | ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ mk = mk−1xk−mk−1 É × mk−1 ÎÅÔ ÈÏÄÏ× ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ
xk É −xk, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ mk;2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË 2k ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Mk, ÐÒÉÞÅÍ
ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÅÓÔØ ÈÏÄÙ ÉÚ mk (ÉÈ ËÁË ÒÁÚ 2k − 1). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, g1(mk), mk[1],
g2(mk), mk[2], . . . , mk[2k − 1], g2k(mk), ÇÄÅ gi = g−kg−g2k−i+1, g− ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ i × −i.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏÔ ÜÔÏÔ ÏÂÈÏÄ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÛ k-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ C ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ËÕÂ C0 ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÅÔËÉ | ËÕÂÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2. ðÕÓÔØ ÜÔÉ
ËÌÅÔËÉ C1; C2; : : : ; C2k ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ × ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, × ËÁËÏÍ ÂÁÚÏ×ÙÊ ÐÕÔØ mk ÏÂÈÏÄÉÔ ËÕÂ
C0. ôÏÇÄÁ, ÐÕÔØ mk;2 ÏÂÏÊÄÅÔ ÐÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ×ÓÅ C1; C2; : : : ; C2k , ÄÅÌÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÏÔ Ci Ë Ci+1 ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó mk (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÄÅÌÁÑ ÈÏÄ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ mk[i]).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÏÊÔÉ Ci (ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÚÁÄÁÔØ gi), ÞÔÏÂÙ
ÐÕÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ.
ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ Ci É Ci+1 | ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÕÂÙ × C0, Á d | ËÌÅÔËÁ × Ci. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ m ∈ Mk, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ Ci, ÞÔÏ ËÌÅÔËÁ d | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ, Á ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ
Ci+1.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÕÔÉ ÕÖÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ
×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ci É Ci+1 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ k− 1-ÍÅÒÎÕÀ
ÇÒÁÎÉÃÕ. åÓÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: d ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ É d ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ k − 1
×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÌÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ
(×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ d, ËÒÏÍÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÎÏ | ÒÅÂÒÏ, ×ÅÄÕÝÅÅ ÉÚ d É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÅ ÇÒÁÎÉÃÅ. ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ
É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÅÓÔØ (k − 1)! ÐÕÔÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ
(k − 1)(k − 1)! ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÐÕÔÅÊ, × ÄÒÕÇÏÍ (k − 1)!. ¤

ìÅÍÍÁ 8. ïÂÈÏÄ C1 ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÈÏÄ ÉÚ C1 × C2 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ mk[1] = x1. îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ
C1 ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ x1, x2, . . . , xk, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ gi, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ mk;2 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔ ËÕÂ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÕÔÉ, ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ | ÜÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ, ÏÔÒÁ-
Ö£ÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÅÌÑÝÅÊ ËÕÂ ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ xk, É ÐÒÏÊÄÅÎ-
ÎÁÑ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÈÏÄÙ ÐÅÒ×ÙÈ 2k−1

ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ C2k−1 É C2k−1+1 (ÏÎÁ
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

÷ ËÕÂÅ C1 ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ. üÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ×ÓÅÇÏ ÐÕÔÉ (Å£ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ x1, x2, . . . , xk × ÂÏÌØÛÏÍ ËÕÂÅ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÂÈÏÄ × ÜÔÏÍ ËÕÂÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ËÌÅÔËÁ ËÁÓÁÌÁÓØ C2 (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ). ôÅÐÅÒØ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÈÏÄ mk[1].
ðÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ × ËÕÂÅ C2, ÔÁË ËÁË ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÉÈ ËÕÂÏ× É mk[1]
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ × C2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÕÔØ × C2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÏ C2k−1 ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, × ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÐÕÔØ. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ÏÂÈÏÄÅ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ
ËÕÂÁ C, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ x1, x2, . . . , xk, Á ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ
xk.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ Mk;n, Á ÔÏÞÎÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ mk;n. ðÏÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:
g1(mk;n−1), mk[1], g2(mk;n−1), mk[2], . . . , mk[2k − 1], g2k(mk;n−1) (gi ∈ Gk ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ
mk;2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, mk;n ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ mk;n−1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÔØ mk;n ÏÂÈÏÄÉÔ k-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÕÔÉ
ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ x1, x2, . . . , xk, Á ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ xk.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÌÑ n = 2 ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ. ðÕÓÔØ
ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ n− 1, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÐÕÔÉ mk;2 ×ÓÅ ÏÂÈÏÄÙ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÏ× Ci (ÏÎÉ ÏÂÈÏÄÑÔÓÑ ÐÕÔÑÍÉ gi(mk)),
ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÕÔÉ gi(mk;n−1), Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ mk;n (ÏÎ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÁËÏ×).
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂÈÏÄÙ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÏ× Ci ÚÁÍÅÎÉÌÉÓØ ÎÁ ÏÂÈÏÄÙ ËÕÂÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 2n−1, ÐÒÉÞÅÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ (× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÉ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÁÍÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ (ÅÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ
Ci ÂÙÌÁ ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Ci+1, ÔÏ × ÎÏ×ÙÈ ËÕÂÁÈ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÐÒÉÞ£Í
ÐÅÒÅÈÏÄ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ mk[i]). îÁÞÁÌØÎÙÅ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
×ÓÅÇÏ ÐÕÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÓÔÁÌÉÓØ x1, x2, . . . , xk É x1, x2, . . . , −xk. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ mk;n ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ ÐÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔ 2k ËÕÂÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 2n−1, ÔÏ ÅÓÔØ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÁ 2n. ¤

5.2.2. ðÒÉÍÅÒ ×ÙÂÏÒÁ gi. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ g1, g2, . . . , g2k , ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÔÉ mk;n ÏÂÈÏÄÑÔ ËÕÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÄÏ-
ÐÕÓËÁÌÏÓØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, Ô.Å. gi(k) ÂÙÌÏ ÎÅ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÙÂÏÒ gi(k), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÈÏÄ ÂÕÄÅÔ
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ËÏÒÒÅËÔÅÎ. üÔÏ ÚÎÁÎÉÅ ÎÁÍ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ.

âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ gi(k) ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÈÏÄÏ× × ÐÕÔÉmk. ðÏÌÏÖÉÍ g1(xk) = x1, g2k−1(xk) = xk,
g2q(xk) = g2q+1(xk) = mk[2q], ÇÄÅ q ÏÔ 1 ÄÏ 2k−2 − 1 (ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÅÒ×ÙÅ 2k−1, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÕ-
ÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ
gi(mk), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ËÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ x1, x2, . . .xk ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ gi (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ËÕÄÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ
g1 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÅÓÔØ x1, x2, . . .xk. ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ ÄÌÑ gi ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏ a1,
a2, . . . ,ak (aj | ÜÔÏ ÉÌÉ xj ÉÌÉ −xj), ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ i ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ ÄÌÑ gi+1 ÏÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ,
ÉÎÁÞÅ a1 É agi(xk) ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ (ÅÓÌÉ i = 1, ÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ).

ìÅÍÍÁ 9. ðÒÉ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÈ gi ÏÂÈÏÄ ËÕÂÁ mk;2, Á ÚÎÁÞÉÔ É mk;n, ËÏÒÒÅËÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ gi Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ a1, a2, . . . ,ak. åÓÌÉ
i | Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ × ÏÂÈÏÄÅ ËÕÂÁ Ci ÉÍÅÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ mk[i]. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Ci ÍÙ ÛÁÇÎ£Í × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ mk[i], ÍÙ ÐÏÐÁÄÅÍ × ËÏÎÅÞÎÕÀ ËÌÅÔËÕ Ci. åÓÌÉ
ÛÁÇÎÅÍ ÅÝ£ ÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÐÁÄ£Í × ËÕÂ Ci+1, ÐÒÉÞÅÍ × ËÌÅÔËÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÚÁÄÁÀÝÉÍÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ,
ËÁË É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ Ci. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ Ci+1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ Ci ×
Ci+1 ËÏÒÒÅËÔÅÎ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ i = 1, ÔÁË ËÁË mk[1] = 1.

åÓÌÉ i| ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ, ÔÏÌØËÏ ÛÁÇÁÔØ
ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ gi(xk), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ gi(xk) (ÓÔÁÎÅÔ −gi(xk)),
ÐÏÔÏÍ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ mk[i], (ÓÔÁÎÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ −mk[i]). ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ mk[i] ÌÉÂÏ x1,
ÌÉÂÏ −x1, ËÌÅÔËÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ, ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ −a1, a2, . . . ,−agi(xk),
. . . ,ak, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÅ Ci+1; ÏÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ËÏÒÒÅËÔÅÎ.

åÓÌÉ i = 2k−1, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ g2k−1 = g2k−1−1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ
ÂÕÄÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ Þ£ÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÂÏÒ gi c Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÁÖÅ × ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÁÖÄÏÅ gi ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ, Á ÉÍÅÎÎÏ, (k − 1)! ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ
(ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÒÁÎÅÅ). ðÒÉ×ÅÄ£Í Ñ×ÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ mk;n ÄÌÑ k = 2; 3.

÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ gi, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÐÕÔØ. üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: g1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ x1 → x2, x2 → x1, g2 = g3 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ, g4 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ x1 → −x2,
x2 → −x1. óÁÍÉ m2;n ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1.

ðÒÉ k = 3 ËÁÖÄÕÀ gi ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2-ÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ gi(x3) ÒÁ×ÎÙ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ: x1, x2, x2, x3, x3, −x2, −x2, −x1. ðÒÉÍÅÒÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2.

5.3. ïÂÈÏÄ Zk.
ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÕÔÉ ÏÂÈÏÄÁ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n ÎÁÍ ÂÙÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÊËÉ ÏÂÈÏÄÁ Zk.

îÁÛ ÏÂÈÏÄ ÐÏÓÅÔÉÔ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ
ËÌÅÔËÉ, ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔ Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

îÁÞÎ£Í ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ Ó ××ÅÄÅÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ gH ∈ Gk. gH ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ k ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: x1 → −x1, x2 → −xk, xi → xi−1, ÄÌÑ i > 2.

ìÅÍÍÁ 10. ðÏÒÑÄÏË gH ÒÁ×ÅÎ 2(k − 1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ gH ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ä×Á ÃÉËÌÁ: x1 É −x1, ×ÓÅ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅ ÃÉËÌÉÞÎÙ. äÌÉÎÙ ÃÉËÌÏ× 2 É 2(k− 1), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ¤

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÔÅÊ
{hn}∞n=1. h1 = mk, hn = hn−1gn−1

H (l), ÇÄÅ l | ÜÔÏ mk[1], g2(mk;n−1), mk[2], . . . , mk[2k − 1],
g2k(mk;n−1), ÔÏ ÅÓÔØ gnH(mk;n) ÂÅÚ ÏÂÈÏÄÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n−1.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÔØ hn | ÜÔÏ ÏÂÈÏÄ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n, ÐÒÉÞ£Í ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ
ÏÂÈÏÄÁ | ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÕÂÁ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ gnH(−x1), gnH(x2), . . . , gnH(xk).



34 ä. ÷. çÕÓÅ×

òÉÓ. 1. ðÕÔÉ m2, m2;2, m2;3, m2;4. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÌÅ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÔÏÞËÁ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1 |
×ÌÅ×Ï, x2 | ××ÅÒÈ

òÉÓ. 2. ðÒÉÍÅÒÙ ÐÕÔÅÊ m3, m3;2, m3;3. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÂÌÉÖÎÑÑ ÔÏÞËÁ,
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1 | ×ÎÉÚ, x2 | ×ÌÅ×Ï, x3 | ×ÇÌÕÂØ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÉ n = 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ
ÉÓËÏÍÁÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÈÏÄÅ mk ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ x1, x2, . . . ,−xk.
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ gH(−x1), gH(x2), . . . , gH(xk) | ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ n − 1, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÛ ËÕÂ ËÁË ËÕÂÙ C1; : : : ; C2k ÓÏ
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ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2n−1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ hn | ÜÔÏ gn−1
H (mk;n−1) Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÂÈÏÄÁ ËÕÂÁ C1 ÎÁ hn−1. ðÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ÎÏ×ÏÇÏ
ÏÂÈÏÄÁ hn−1 É ÓÔÁÒÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ gn−1

H (g1(mk;n−1)) ËÕÂÁ C1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÎÁÂÏÒÁ gi, ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÁÒÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ËÕÂÁ C1 |

gn−1
H (x1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ gn−1

H (−x1), gn−1
H (x2), . . . ,

gn−1
H (xk) (ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ gn−1

H (x1), gn−1
H (x2), . . . , gn−1

H (xk)). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ÏÂÈÏÄÁ hn−1.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ hn | ÜÔÏ gnH(−x1), gnH(x2), . . . , gnH(xk). ëÏÎÅÞÎÁÑ
ËÌÅÔËÁ ÏÂÈÏÄÁ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÕÔÉ gn−1

H (mk;n−1). ëÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ gn−1
H (mk;n−1) | ÔÁËÁÑ

ÖÅ, ËÁË ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÌÅÔËÁ gn−1
H (mk), Á ÄÌÑ ÎÅ£ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ n = 1. ¤

ôÅÐÅÒØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÈÏÄ Zk. îÁÞÎ£Í ÏÂÈÏÄ ÉÚ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÔÏÞËÉ É ÂÕÄÅÍ ÉÄÔÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÕÔÉ: h1, h2 \ h1, h3 \ h2, . . . , hn \ hh−1 . . . (ÇÄÅ
hi \ hi−1 | ÏÂÈÏÄ hi ÂÅÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó hi−1). æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ �ÐÒÅÄÅÌ�
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {hn}∞n=1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ h∞. þÁÓÔÉ h∞, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
hi-ÙÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÁÐÁÍÉ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ìÅÍÍÁ 11. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ h∞ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÁ
i-ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ h∞, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ hi ÏÂÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ËÕÂ ÂÅÚ
ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄ£Í Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÔÏÇÏ, ËÁË h∞ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Kn | ËÕÂ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÏÂÈÏÄÉÔ h∞ ÐÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÉ n-ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ.

ìÅÍÍÁ 12. ëÕÂ Kn+1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ËÕÂÁ Kn ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ gnH(x1), gnH(x2),
. . . , gnH(xk).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Kn | ÜÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ËÕÂ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ Kn+1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ
gnH(mk;n), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ Ò£ÂÅÒ gnH(x1), gnH(x2), . . . , gnH(xk).
ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ Kn ÐÏ ÜÔÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Kn+1. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÁÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÈÏÄÉÔ h∞, ÒÁÓÔ£Ô Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ
ËÕÂÏ× × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ × 2 ÒÁÚÁ. ôÁË, gH ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2(k − 1); ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ
ÂÕÄÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ Ó ÔÁËÏÊ ÖÅ ÞÁÓÔÏÔÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÇÁÂÁÒÉÔÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ËÕÂÙ Kn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÈ ÐÒÏ-
ÅËÃÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ k ÐÁÒ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ. îÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ×ÓÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ [0; 1].
éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ x1;−x1 É ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÈ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÁ ln É rn ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÅ×ÏÇÏ É ÐÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎÃÏ× ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ n-ÏÍ ÜÔÁÐÅ,
Á ÚÁ an | ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÈ ÍÏÄÕÌÑ.

òÉÓ. 3. òÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÕÂÏ× × ÓÌÕÞÁÅ k = 2. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1 | ×ÌÅ×Ï, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x2 | ××ÅÒÈ
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òÉÓ. 4. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ËÕÂÏ× × ÓÌÕÞÁÅ k = 3, ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ x2; x3. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x2 |
×ÌÅ×Ï, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x3 | ××ÅÒÈ

ìÅÍÍÁ 13. ðÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ Kn ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ −x1; x1 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ: an ≥ 2
3(2n − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ gH , ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ x1 É −x1 ÂÕÄÕÔ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÔØÓÑ,
ÐÒÉÞ£Í, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ 2q − 1-ÏÇÏ Ë 2q-ÏÍÕ ÜÔÁÐÕ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ÐÏ −1, Á ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ
ÏÔ 2q-ÏÇÏ Ë 2q + 1-ÏÍÕ ÜÔÁÐÕ | ÐÏ 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÅ×ÏÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÄÏ ×ÙÞÅÓÔØ 22q−1, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 22q. éÔÏÇÏ:

l2q−1 = l2q = −
q∑

i=1
22i−1 = −2

3(4q − 1); r2q = r2q+1 = 1 +
q∑

i=1
22i = 1 + 4

3(4q − 1):

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ É ÄÌÑ Þ£ÔÎÙÈ, É ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n, |ln| É rn ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2
3(2n − 1).

¤

ìÅÍÍÁ 14. ðÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ Kn ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ −xi; xi (i > 1) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ:

an ≥ (2k − 2)(2n−2(k−1) − 1)
22(k−1) − 1 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁ 2(k − 1) ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ ÐÏ k − 1 ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÀ
ÂÕÄÅÔ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ xi É −xi. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÁÐ n ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁ ÎÉÍ 2(k− 1) ÜÔÁÐÁ. ôÁË ËÁË ÐÏ
ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÂÙÌÏ k− 1 ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ, ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÓÄ×ÉÎÕÌÉÓØ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ ∑k−1

i=1 2n+i−1 (ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ). ôÏÇÄÁ a2(k−1)q+1
ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

a2(k−1)q+1 ≥
q∑

i=1

k−1∑

j=1
22(k−1)(i−1)+j =

q∑

i=1
22(k−1)(i−1)(

k−1∑

j=1
2j) =

= (2k − 2)
q∑

i=1
22(k−1)(i−1) = (2k − 2)(22(k−1)q − 1)

22(k−1) − 1 :

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ an ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ an ≥ a2(k−1)q+1, ÇÄÅ 2(k−1)q+1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÍÅÎØÛÅÅ n. ôÏÇÄÁ:

an ≥ a2(k−1)q+1 ≥
(2k − 2)(22(k−1)q − 1)

22(k−1) − 1 ≥ (2k − 2)(2n−2(k−1) − 1)
22(k−1) − 1 :

¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÔØ h∞ ÐÏÓÅÔÉÔ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ d, ÐÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ p | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÌÅÔËÉ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏÄÏ× T (d), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÒÏÛÌÉ ÄÏ ÎÅ£, ÂÕÄÅÔ O(pk).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÁË ËÁË an ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ
ÜÔÁÐÅ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÂÏÌØÛÅ p, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ËÌÅÔËÁ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ËÕÂÁ, ÏÂÏÊÄÅÎ-
ÎÏÇÏ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ.

ðÕÓÔØ d ∈ Kn, ÎÏ d 6∈ Kn−1, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÏÓÅÔÉÍ ËÌÅÔËÕ d ÎÁ n-ÏÍ ÜÔÁÐÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÁÒÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ −xi; xi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ an−1 < p. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
log2 p > n + c, ÇÄÅ c | ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T (d) ≤ 2kn (ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × ËÕÂÅ Kn).
ôÏÇÄÁ

T (d) ≤ 2kn < 2(log2p−c)k = 2ckpk:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ¤

6. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÈÏÄÁ ÐÏ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒÕ

ôÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ × ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ Zk, ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅ-
ÎÉÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÐÌÏÈÏ ÕÍÅÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÈÏÄÁ ÐÏ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒÕ.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁ£ÔÓÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÉÆÒ 2k-ÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ ÈÏÄÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÍÌÁÄÛÅÇÏ
ÒÁÚÒÑÄÁ, ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

6.1. ïÐÉÓÁÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ak, Ó 4k2−2k−2
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÐÏ 2k− 2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 2k ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÂÕ-
ÄÅÍ ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (d; i), ÇÄÅ d | ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, i | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k − 2)
É 2k − 2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ gH (ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ gH × Gk ÒÁ×ÅÎ 2k − 2). ðÅ-
ÒÅÈÏÄÙ × Á×ÔÏÍÁÔÅ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÅÓÔØ 2k ÐÅÒÅÈÏÄÏ×,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔËÁÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k. õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (d; i) ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÐÅÒÅÈÏÄÙ ×ÅÄÕÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (giHga+1g2k−1−i

H (d); i+ 1), ÇÄÅ a | ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k (ÚÄÅÓØ
É ÄÁÌÅÅ ×ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2k − 2). õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏ-
ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ giH , ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÔÏË a ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 0, ÐÅÒÅÈÏÄ ÂÕÄÅÔ × gi+1

H , ÉÎÁÞÅ
ÐÅÒÅÈÏÄ ÂÕÄÅÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (giH(mk[a]); i+ 1).

äÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ.

ìÅÍÍÁ 15. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ak ÐÏÄÁÎÙ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k: a1, a2, . . . ,an,
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ anan−1 : : : a2a1 = p ËÁË 2k-ÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÐÅÒ×ÙÅ ÃÉÆÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÑÍÉ). ôÏÇÄÁ,
× ËÏÎÃÅ Á×ÔÏÍÁÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÌÉÂÏ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ gnH , ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ 0, ÌÉÂÏ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ (gn−1

H (mk;n[p]); n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÌÑ n = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ p = 0,
ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÂÕÄÅÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ g1

H . åÓÌÉ p 6= 0, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÂÕÄÅÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
(g0
H(mk[p]); 1) = (mk;1[p]; 1).

ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ n = i, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ n = i+ 1.
ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÙÅ i ÏÓÔÁÔËÏ× ÂÙÌÉ ÎÕÌÉ, ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÜÔÉÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ×

ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ giH . åÓÌÉ ai+1 = 0, ÔÏ, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ gi+1
H ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÐÏ-

ÓÔÒÏÅÎÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÁ. åÓÌÉ ai+1 6= 0, ÔÏ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (giH(m[ai+1]); i+ 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ giH(mk;i+1[p]). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2i, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÄ mk;i+1[p]
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ �ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ� ËÕÂÁÍÉ Cai+1 É Cai+1+1 ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ mk;i+1. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, mk;i+1[p] = mk[ai+1]. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ giH(mk;i+1[p]) = giH(m[ai+1]), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
ËÁË É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (giH(mk;i+1[p]); i+ 1).

ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒ×ÙÈ i ÃÉÆÒ ÂÙÌÉ ÎÅ ÎÕÌÉ. ôÏÇÄÁ ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏ ai+1 ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ
× ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (gi−1

H (mk;i[pi]); i), ÇÄÅ pi | ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ i ÃÉÆÒ p. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ,
ËÕÄÁ ÎÁÓ ÐÒÉ×ÅÄ£Ô ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÏ ai+1. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

giHgai+1g2k−1−i
H gi−1

H (mk;i[pi]) = giHgai+1(mk;i[pi]):
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ôÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ mk;i+1, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ: mk;i+1[p] = gai+1(mk;i)[pi]. äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, mk;i+1[p] ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÍÁÌÅÎØËÏÍ� ËÕÂÅ Cai+1+1 (ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ gai+1(mk;i)), ÐÒÉ-
ÞÅÍ × ÜÔÏÍ ËÕÂÅ ÜÔÏ pi-ÙÊ ÈÏÄ. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ, ÂÕÄÅÔ (giH(mk;i+1[p]); i+
1), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

¤

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ak ÐÏÄÁÎÙ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k: a1, a2, . . . ,an,
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ anan−1 : : : a2a1 | 2k-ÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ p ÂÅÚ ÎÅÚÎÁÞÁÝÉÈ ÎÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ × ËÏÎÃÅ
Á×ÔÏÍÁÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (d; n), ÇÄÅ d = h∞[p].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ an ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÍÙ ÏËÁ-
ÖÅÍÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (gn−1

H (mk;n[p]); n). ÷ ÓÉÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ hn, ÈÏÄÙ hn É gn−1
H (mk;n) Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ

2n−1 ÄÏ 2n−1 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2n−1 ≥ p ≥ 2n−1, ÐÏÜÔÏÍÕ h∞[p] = hn[p] = gn−1
H (mk;n[p]),

ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ¤
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ p Á×ÔÏÍÁÔ Ak ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ p-ÏÇÏ ÈÏÄÁ ÏÂÈÏÄÁ h∞, ÔÏ ÅÓÔØ × ÎÁÛÉÈ ÒÕËÁÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ
ÄÌÑ �ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ� ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk.

6.2. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: k = 2. äÌÑ ÂÏÌØÛÅÊ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÓÅËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÂÈÏÄ
Z2 É Á×ÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÓÔÒÏÉÔ.

îÁ ËÁÒÔÉÎËÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÏÂÈÏÄ h∞, ÔÏÞÎÅÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ h4. äÌÑ k = 2 gH ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ x1 × −x1,
x2 × −x2, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÕÂÙ (ÔÏÞÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ) Ki ÒÁÓÔÕÔ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.
ðÏÄÏÂÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 2. ÷ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÒÏÓÔ ËÕÂÏ×
ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ.

ôÁËÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ A2 ÂÅÚ ÐÏÔÅÒÉ ÅÇÏ ÃÅÌÅ×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ. îÏ×ÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏÖÎÏ
Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ × ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, Ô.Ë. gH É
gi ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ × ÇÒÕÐÐÅ Gk. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
××ÅÓÔÉ ÐÏ 2(k − 1) ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

òÉÓ. 5. ðÕÔØ h4. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x1 | ×ÌÅ×Ï, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ x2 | ××ÅÒÈ
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òÉÓ. 6. õÐÒÏÝ£ÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A2

7. ïÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ Ó 4-ÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ

îÁËÏÎÅÃ × ÎÁÛÉÈ ÒÕËÁÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ×ÓÅ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÙ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÔÏÇÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÂÈÏÄÁ Zk ÒÏÂÏÔÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ 4 ËÁÍÎÑ. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÏÂÈÏÄÁ ÔÁËÏ×Á. òÏÂÏÔ ÎÁ
ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÐÒÉ×ÑÚÁÎ Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÅËÕÝÅÊ ËÌÅÔËÅ. ïÎ ÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ × ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ
É ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ n ÏÔ ÎÅ£ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ x1. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏ×,
ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ n, ÁÇÇÒÅÇÉÒÕÅÔ × ÂÌÏËÉ ÐÏ k, É ÄÁ£Ô ÎÁ ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ak. ëÏÇÄÁ ÂÉÔÙ
ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ, ÒÏÂÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ËÁËÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ak.
ðÏ ÜÔÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÎ ÓÄ×ÉÇÁÅÔ ÄÁÌØÎÉÊ ËÁÍÅÎØ É ÔÅËÕÝÕÀ ËÌÅÔËÕ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÍÎÑÍÉ ÎÁ
ÎÅÊ É Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÍÎÑÍÉ ÎÁ 1. ðÏÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÔÅÒÁÃÉÀ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÉÅ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó
ÏÂÈÏÄÏÍ h∞.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÏÂÏÔ, | 4: Ä×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ |
ÏÓÎÏ×ÎÙÅ, É Ä×Á ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÉÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ
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ÍÙ ÈÒÁÎÉÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ n, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÒÁÚÍÅÒ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ak ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ k, É
ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÜÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ: ÒÏÂÏÔ É 4 ËÁÍÎÑ A, B, C, D × ÔÏÞËÅ 0

1: ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ËÁÍÅÎØ B × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ x1 É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ
2: ÃÉËÌ // n = 1; 2 : : : ;∞, a | ÔÅËÕÝÁÑ ËÌÅÔËÁ
3: ÉÎÉÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔ Ak
4: ÉÄÔÉ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ x1 Ó ËÁÍÎÅÍ D ÄÏ ËÁÍÎÑ B // îÁÞÉÎÁÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÅ

ÂÉÔÏ×
5: ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ËÌÅÔËÕ a
6: ÃÉËÌ // i-ÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ, C × ËÌÅÔËÅ a, D × ËÌÅÔËÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ bn=2i−1c ÏÔ a
7: ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÍÎÅÊ C É D
8: ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2 (ÂÉÔ) × ÐÁÍÑÔØ
9: ÅÓÌÉ i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k ÔÏ

10: ÁÇÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ k ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÂÉÔÏ× × ÂÌÏË (ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2k) É
ÐÅÒÅÄÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ak

11: ÅÓÌÉ C É D ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ËÌÅÔËÅ a ÔÏ
12: ×ÙÈÏÄ ÉÚ ÃÉËÌÁ
13: ÉÎÁÞÅ
14: ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ C × ËÌÅÔËÕ a
15: ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ ÔÏ
16: ÄÏÐÉÓÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÉÔÙ × ÂÌÏË É ÐÅÒÅÄÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ak
17: ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ak ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ d
18: ÄÏÊÔÉ ÄÏ B, ÓÄ×ÉÎÕÔØ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ d É × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ x1 // ÄÌÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ n
19: ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × a É ÓÄ×ÉÎÕÔØ ×ÓÅ ËÁÍÎÉ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ d

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÏÂÏÔÕ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÅÔÉÔØ ËÌÅÔËÕ a, Õ ËÏÔÏÒÏÊ p |
ÍÏÄÕÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÏÇÄÁ ËÌÅÔËÁ a ÓÔÁÎÅÔ ÔÅËÕÝÅÊ ÄÌÑ
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÂÏÔ Å£ ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÅÔÉÔ).

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ a | ËÌÅÔËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ p | ÍÏÄÕÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏÇÄÁ
ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÔÅËÕÝÅÊ ËÌÅÔËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ T (p) = O(p3k) ÈÏÄÏ×
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a | ÔÅËÕÝÁÑ ËÌÅÔËÁ n-ÏÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ i-ÕÀ ÉÔÅ-
ÒÁÃÉÀ ÔÒÁÔÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ci2 ÈÏÄÏ×, ÇÄÅ c | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍÏÅ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ i, Á ÏÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ). ôÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÈÏÄÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁ ÐÅÒ×ÙÅ n ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ

n∑

i=1
ci2 = c

6n(n+ 1)(2n+ 1) ≤ c′n3;

ÇÄÅ c′ | ÄÒÕÇÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÐÕÔÉ h∞ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ n(p) = O(pk). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ: T (p) ≤ c′n(p)3 = O(p3k), ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤
÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ Zk ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÅÝÅÎÁ,

ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ.

8. îÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÍÎÅÊ

îÁÒÁ×ÎÅ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÅ-
ÎÅÊ, ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÁÍÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ
ÏÂÏÊÔÉÓØ. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ Zk ÎÉÖÎÉÅ É ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÁÍÎÅÊ ÓÏ×ÐÁÄÁ-
ÀÔ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅ ÔÁËÁÑ
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ÒÁÄÕÖÎÁÑ. äÌÑ k > 3 ÎÉÖÎÉÅ É ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÉÍÅÀÔ ÚÁÚÏÒ × ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ: ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÇÏ-
×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ 2-È ËÁÍÎÅÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, Á ×ÅÒÈÎÑÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÈÏÄ Ó 4-ËÁÍÎÑÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ 3-ÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ, ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏÓÔØÀ ÏÂÈÏÄÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÂÈÏÄÙ Zk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ Ó 3-ÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ.

÷ ÜÔÏÊ ÓÅËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ ÌÀÂÏÇÏ Zk É, ÔÏ ÞÔÏ 2-È ËÁÍÎÅÊ
ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk, k > 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ïÄÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
ðÒÉÍÅÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÏÂÏÔÁ

ÒÁ×ÎÏ s. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÓÍÏÇ ÐÒÉÄÔÉ × ËÌÅÔËÕ d ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ s ÏÔ ËÁÍÎÑ
(ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ × L1-ÍÅÔÒÉËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÒÏÂÏÔ ÏÔ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ËÁÓÁÎÉÑ ÄÏ ÐÒÉÈÏÄÁ × ÜÔÕ ËÌÅÔËÕ. üÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÅÌÉ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ r ≤ s
ËÁËÉÈ-ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÏÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔÓÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ T ≤ s. ôÏÇÄÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ r+iT+c; c < T ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ
a(c) + ib (ÇÄÅ ÄÌÉÎÁ a(c) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2s ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c < T , É ÄÌÉÎÁ b ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s É ÎÅ ÎÕÌÅ×ÁÑ).
ôÏÇÄÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i, ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÏÂÏÔ
ÎÅ ×ÅÒÎ£ÔÓÑ × ËÁÍÎÀ, Á ÔÁË ÖÅ ÎÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÏÓÅÔÉÔ ËÌÅÔËÉ −ib ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ i.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÏÂÏÔ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÍÎÅÍ.

ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ ÒÏÂÏÔ-ËÁÍÅÎØ. ëÁË ÍÙ
ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÕÓÔØ fn | ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ × ÍÏÍÅÎÔ n, qn |
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ × ÍÏÍÅÎÔ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÐÁÒÙ (fn; qn) ÚÁÃÉ-
ËÌÑÔÓÑ (ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ×Q ËÏÎÅÞÎÏ É ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ).
ðÕÓÔØ ÚÁ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ ËÁÍÅÎØ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ a, ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ a = 0, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÍÅÎØ
ÎÅ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÐÏÓÅÔÉÔØ ×ÓÅ
ËÌÅÔËÉ. åÓÌÉ a 6= 0, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÐÏÓÅÔÉÔØ ËÌÅÔËÉ −ia ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ i.

¤

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ä×ÕÈ ËÁÍÎÅÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÂÈÏÄÁ Zk; k > 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ
c, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ËÁÍÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ
ÍÅÎØÛÅ c. ôÏÇÄÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ËÁÍÎÅÊ, ÒÏÂÏÔÁ É ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÒÁÚÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÀÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ ÔÁËÏÊ ÃÉËÌ ÏÂÁ ËÁÍÎÑ ÓÄ×ÉÇÁÀÔÓÑ ÎÁ
ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅËÔÏÒ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÏÂÏÊÄ£Ô ÄÁÌ£ËÉÅ ËÌÅÔËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÍ
ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ, ËÁÍÎÉ ×ÓÅÇÄÁ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÂÏÌØÛÅÍ c. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÁËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ,
ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÊ s (s ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÏÂÏÔÁ). ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÏÂÏÔ ËÁË-ÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ËÁÍÎÅÍ, ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ËÁÍÎÀ, ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÎÉÍ, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. îÁÚÏ×£Í
ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÃÉËÌ ÉÔÅÒÁÃÉÅÊ. ðÕÓÔØ ÒÏÂÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÁÍÎÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ
q1, ÐÏÔÏÍ ÉÄ£Ô Ë ËÁÍÎÀ 2 É ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÅÇÏ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ
ËÁË ÒÏÂÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ËÏÓÎÕÌÓÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÁÍÎÑ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ s ÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÞÎÕÔ
ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ, ÐÒÉÞ£Í ÄÌÉÎÁ ÃÉËÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ËÁÍÎÑÍÉ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

v = r(q1) + ia(q1) + p(q2)



42 ä. ÷. çÕÓÅ×

ÇÄÅ r(q1) | ×ÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÃÉËÌÁ, a(q1) | ×ÅËÔÏÒ, ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÊ ÚÁ ÃÉËÌ,
p(q2) | ×ÅËÔÏÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÚÁ ÆÁÚÕ ÐÒÉ ÐÒÉÈÏÄÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÁÍÅÎØ. äÌÉÎÙ r(q1), p(q2) É a(q1) ÎÅ
ÂÏÌØÛÅ s, i > 0 ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ v ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ s. ðÕÓÔØ f(x) | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ, ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
x ×ÚÑÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ s!. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ q1 É f(v) ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q2,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ a(q1) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ s ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ q1 É f(v)
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ q2, ÐÏ q2 ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁË ÒÏÂÏÔ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ËÁÍÎÅÍ, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÏÂÏÔÁ q3 ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ
ËÁÓÁÎÉÉ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ËÁÍÎÅÊ, É ×ÅËÔÏÒ f(u), ÇÄÅ u | ×ÅËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ËÁÍÎÑÍÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ. ðÏ
ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ É q3, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ q4 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÉ ÐÅÒ×ÏÍ ËÁÓÁ-
ÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÁÍÎÑ. ðÏ ×ÅËÔÏÒÕ f(u) É ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ q4 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
q1 É ×ÅËÔÏÒ f(v). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ q1 É ×ÅËÔÏÒÕ f(v) ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÔÅÒÁÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ×ÅËÔÏÒ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÉÔÅÒÁÃÉÉ. ôÁË ËÁË ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É ÐÏÄÏÂÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÉ ÚÁÃÉËÌÑÔÓÑ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÃÉËÌÑÔ-
ÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q2 É q4, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÃÉËÌÑÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÉ ÏÂÏÉÈ ËÁÍÎÅÊ. ðÕÓÔØ ÚÁ ÔÁËÏÊ ÃÉËÌ
ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ g, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁ ×ÅËÔÏÒ h. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÌÌÉÎÅÁÒ-
ÎÙ, ÔÏ ÐÕÓÔØ w ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÉÍ, ÔÏÇÄÁ ÒÏÂÏÔ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÏÓÅÔÉÔ ËÌÅÔËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
iw, ÇÄÅ i ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ. éÎÁÞÅ ÒÏÂÏÔ ÎÅ ÐÏÓÅÔÉÔ ËÌÅÔËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ −i(g + h), ÇÄÅ i
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ.

¤
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÍÙ

ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÒÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, É ÐÏËÁ-
ÚÙ×ÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÚÁÃÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ
ËÁÍÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÍÎÅÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÃÉËÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ ÍÙ
ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÔÒÅÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ, ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÎÁÒÕ-
ÖÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÕÖÅ × ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÈÏÄ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ
ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Õ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ Å£ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ, ÎÏ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÅ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÉÓË É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÏÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÈÏÄÁ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ
×ÒÅÍÑ Ó ÔÒÅÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ.

9. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ
ËÁÍÎÅÊ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÐÏ Zk ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ × ÂÁÚÏ×ÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ: 4 ÐÒÏÔÉ× k.
ôÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ k ËÁÍÎÅÊ: O(x3k) ÐÒÏÔÉ× O(xk). ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÚÁÚÏÒ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ × ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ. òÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÏËÁ ×É-
ÄÉÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÔÁË ÌÉÂÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ËÁÍÎÑÍÉ, ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÈÏÄÁ Ó 3 ËÁÍ-
ÎÑÍÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÅÒØ£ÚÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ.
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ó. ÷. öÁÒÏ×

áÎÎÏÔÁÃÉÑ. éÍÑ åÌÉÚÁ×ÅÔÙ óÁ×ÅÌØÅ×ÎÙ âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ ÂÙÌÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÕÞÉÔÅÌÑÍ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, Ô.Ë. ÎÅ ÏÄÎÏ ÐÏËÏÌÅÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÕÞÉÌÏÓØ ÐÏ
ÅÅ ËÎÉÇÅ \óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ", ËÏÔÏÒÁÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ 20 ÌÅÔ ÂÙÌÁ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ. íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÔÁÔØÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÞÁ-
ÔÉ ÓÔÁÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÅÅ \íÅÔÏÄÉËÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ". ÷ 2015 ÇÏÄÕ ÅÊ ÉÓÐÏÌÎÉÌÏÓØ 125 ÌÅÔ ÓÏ ÄÎÑ
ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÕÍÅÓÔÎÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÅÅ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ×ËÌÁÄ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÁ ÏÔÄÁÌÁ Ó×ÙÛÅ 55 ÌÅÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌÅÅ 20 ÌÅÔ | × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ
ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (ÎÙÎÅ íðçõ).

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ÍÅÔÏÄÉËÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÅ, ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ô×ÏÒÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

éÍÑ åÌÉÚÁ×ÅÔÙ óÁ×ÅÌØÅ×ÎÙ âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ ÂÙÌÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÓÅ-
ÒÅÄÉÎÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÏÄÎÏ ÐÏËÏÌÅÎÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÕÞÉÌÏÓØ ÐÏ ÅÅ ÚÁÄÁÞÎÉËÕ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. ÷ 2015 ÇÏÄÕ ÅÊ ÉÓÐÏÌÎÉÌÏÓØ 125 ÌÅÔ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÕÍÅÓÔÎÏ ×ÓÐÏ-
ÍÎÉÔØ ÅÅ ÎÁÕÞÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ×ËÌÁÄ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÁ ÏÔÄÁÌÁ Ó×ÙÛÅ
55 ÌÅÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌÅÅ 20 ÌÅÔ | × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (ÎÙÎÅ íðçõ).

òÏÄÉÌÁÓØ å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ 9 ÑÎ×ÁÒÑ 1890 ÇÏÄÁ, ÏËÏÎÞÉÌÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ
÷ÙÓÛÉÈ ÖÅÎÓËÉÈ (âÅÓÔÕÖÅ×ÓËÉÈ) ËÕÒÓÏ× × ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ (1914). ÷ÓÑ ÅÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ Ó×ÑÚÁ-
ÎÁ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ 1933 ÇÏÄÕ ×ÙÈÏÄÉÔ × Ó×ÅÔ \óÂÏÒÎÉË
ÚÁÄÁÞ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ" [1], ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÄÅÒÖÁÌ 20 ÉÚÄÁÎÉÊ, ÂÙÌ ÐÒÉÎÑÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÓÔÁÂÉÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÏËÁÚÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. îÁÒÑÄÕ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ × ÛËÏÌÅ å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÁ
ÇÒÏÍÁÄÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÐÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÂÕÄÕÝÉÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÌÁÓØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ Á×ÔÏ-
ÒÏ× ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ËÕÒÓÁ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÕÚÏ×.

ó 1933 ÐÏ 1940 ÇÏÄÙ âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ å.ó. ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑÌÁ ËÁÂÉÎÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÐÏÌÉÔÅÈ-
ÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÏ×ÏÄÉÌÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÓËÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ, ×ÙÓÔÕ-
ÐÁÌÁ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓßÅÚÄÁÈ, ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ, ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ. ÷ 1938 Ç. ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÏÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, Ó 1932 Ç. å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ | ÄÏÃÅÎÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ Ä×ÕÈ ×ÅÄÕÝÉÈ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ
ÐÅÄ×ÕÚÏ×. íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÔÁÔØÉ × ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÞÁÔÉ ÓÔÁÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÅÅ \íÅÔÏÄÉËÉ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ" [2], ÉÚÄÁÎÎÏÊ × 1934 ÇÏÄÕ É ×ÙÄÅÒÖÁ×ÛÅÊ 5 ÉÚÄÁÎÉÊ. ïÂÅ ËÎÉÇÉ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ
ÂÙÌÉ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÇÉÅ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÅ ÑÚÙËÉ.

õÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ÕÞÅÂÎÙÅ ÐÏÓÏÂÉÑ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÎÅ ÐÏÔÅÒÑÌÉ Ó×ÏÅÊ
ÁËÔÕÁÌØÎÏÓÔÉ É × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÏ×ÙÍ æçïó ÐÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ [5]. ÷
ÒÁÚÄÅÌÅ \12.2 íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ" ÞÉÔÁÅÍ: ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ
ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÒÁÖÁÔØ:

• \Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×Ï-
ÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÞÉ, ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ, ÐÒÉËÉÄËÉ É ÏÃÅÎËÉ, ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ É ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÚÁÐÉÓÉ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×;
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• ÕÍÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÕÓÔÎÏ É ÐÉÓØÍÅÎÎÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ É ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÒÅÛÁÔØ ÔÅËÓÔÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÕÍÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÏÍ É ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ É ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ, ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ, ÓÈÅÍÁÍÉ, ÇÒÁÆÉËÁÍÉ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ, ÃÅÐÏÞËÁÍÉ,
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÙÅ".

÷ ÎÏ×ÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÁÈ ÐÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ (5-9 ËÌÁÓÓÙ) [7] ÕÖÅ ÎÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ËÁË
ÔÁËÏ×ÏÊ, ÎÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 9.3 \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ" ×ÙÄÅÌÅÎÏ, ÞÔÏ \ÐÒÅÄÍÅÔ-
ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ" ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÒÁÖÁÔØ
ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ï ÞÉÓÌÅ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;
Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÎÁ×ÙËÁÍÉ ÕÓÔÎÙÈ, ÐÉÓØÍÅÎÎÙÈ, ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ" [7].

÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ËÕÒÓÉ×ÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÛÉÒÏËÏ ÏÔÒÁÖÅÎÙ × ÐÏÓÏÂÉÑÈ å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ. ÷ \íÅÔÏ-
ÄÉËÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ" ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ: \ðÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌØÀ ÎÁÕÞÉÔØ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÓÏÚÎÁ-
ÔÅÌØÎÏ, ÂÙÓÔÒÏ, Õ×ÅÒÅÎÎÏ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ É ÄÒÏÂÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ É ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÚÎÁÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÐÒÁËÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ". îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÄÅÌ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ó. å. âÅ-
ÒÅÚÁÎÓËÏÊ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ É
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÏÊ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ. ÷ ÐÏÓÏÂÉÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÎÉÊ ÄÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÜËÓËÕÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞ-
ÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÍÅÖÐÒÅÄÍÅÔÎÙÅ Ó×ÑÚÉ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÍÉ. ÷ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÕÞÁÝÉÅÓÑ
ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÓÏ ÓÞÅÔÁÍÉ ÉÌÉ ÁÒÉÆÍÏÍÅÔÒÏÍ, ÎÏ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂÏ-
Å× ÄÌÑ ÏËÌÅÊËÉ ÓÔÅÎ ÉÌÉ ÐÌÉÔËÉ ÎÁ ÐÏÌ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ×
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÎÙÊ ÍÅ-
ÔÏÄ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÂÙÌ ÏÔÒÁÖÅÎ × ÒÁÂÏÔÁÈ ó. é. ûÏÈÏÒ-ôÒÏÃËÏÇÏ [5] É
æ. é. åÇÏÒÏ×Á[4]. îÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ Ó×ÑÚØ ÔÅÏÒÉÉ Ó ÐÒÁËÔÉËÏÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ
Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÓÂÏÒÎÉËÁ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÅ-
ÞÅÎÉÅ 20 ÌÅÔ ÂÙÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÎÙÍ ÏÆÉÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÛËÏÌ. ðÒÅÖÄÅ
×ÓÅÇÏ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÕÓÔÎÕÀ É ÐÉÓØÍÅÎÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ, Ô.Å. ÓÒÁÚÕ ÏÔÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÞÔÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÑÄ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÅÄÁËÃÉÉ [1].

1. ïÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÏ ÎÁ 70. þÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ
Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ 90? îÁ 38? ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 29? ïÓÔÁÌÁÓØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ?

2. þÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÞÉÓÅÌ 4229, 3695 É 10356, ÅÓÌÉ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 1265, ËÏ
×ÔÏÒÏÍÕ - 835, Á ÏÔ ÔÒÅÔØÅÇÏ ×ÙÞÅÓÔØ 1525?

3. ÷ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÁÇÏÎÁÈ ÂÙÌÏ 3758 ËÇ ÇÒÕÚÁ. îÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÁÎÃÉÊ × ÐÅÒ×ÙÊ ×ÁÇÏÎ ÐÏÇÒÕÚÉÌÉ
ÅÝÅ 258 ËÇ, ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÇÒÕÚÉÌÉ × ÔÒÅÔÉÊ 156 ËÇ, Á ÉÚ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ×ÙÇÒÕÚÉÌÉ 315 ËÇ. ëÁËÉÍ
ÐÏ ×ÅÓÕ ÓÔÁÌ ÇÒÕÚ ×Ï ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÁÇÏÎÁÈ?

4. ðÁÓÓÁÖÉÒÓËÉÊ ÐÏÅÚÄ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÁÎÃÉÉ ÏÔ íÏÓË×Ù ×ÙÐÕÓËÁÅÔ 112 ÐÁÓÓÁÖÉÒÏ× É ÂÅÒÅÔ 39
ÎÏ×ÙÈ, ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ - ÂÅÒÅÔ 45 É ×ÙÐÕÓËÁÅÔ 76, ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ - ÂÅÒÅÔ 108 É ×ÙÐÕÓËÁÅÔ 67, ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ
× ÐÏÅÚÄÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ 578 ÐÁÓÓÁÖÉÒÏ×. óËÏÌØËÏ ÉÈ ÂÙÌÏ ÐÒÉ ÏÔßÅÚÄÅ ÉÚ íÏÓË×Ù?

5. ÷ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÏ ÎÁ 41. þÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÚ-
ÍÅÎÉÌÁÓØ?

6. õÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÏ ÎÁ 37. þÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ×ÙÞÉÔÁÅÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÚÍÅ-
ÎÉÌÁÓØ?

7. þÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÇÏ ÏÔÎÑÔØ 42, Á ÏÔ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ | 18? Ë
ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÍÕ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 88, Á ÏÔ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ ×ÙÞÅÓÔØ 112? Ë ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÍÕ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 532, Á
Ë ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÍÕ | 149?

8. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÐÕÝÅÎÁ × ÒÁÚÒÑÄÅ ÄÅÓÑÔËÏ× ÃÉÆÒÁ 5, Á × ÒÁÚÒÑÄÅ ÅÄÉÎÉÃ
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ÃÉÆÒÁ 0 ÐÒÉÎÑÔÁ ÚÁ 9, × ÒÁÚÒÑÄÅ ÔÙÓÑÞ ÃÉÆÒÁ 7 ÐÒÉÎÑÔÁ ÚÁ 4. ôÏÇÄÁ × ÓÕÍÍÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 33212.
ëÁËÏ×Á ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ?

9. òÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 14583, ÂÏÌØÛÅÅ ÒÁ×ÎÏ 20230. îÁÊÔÉ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ.
10. âÏÌØÛÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ 5182, Á ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÈ ÒÁ×ÎÁ 1567. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ.
11. ë ÞÉÓÌÕ 385 ÐÒÉÂÁ×ÉÌÉ 257. óËÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ×ÙÞÅÓÔØ, ÞÔÏÂÙ × ÏÓÔÁÔËÅ ÓÎÏ×Á ÐÏÌÕÞÉÔØ 385?
12. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ËÌÁÓÓÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÂÙÌÉ ÓÔÅÒÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÃÉÆÒÙ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ

ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

Á) 36 ∗ 8 Â) 56 ∗ 7
+ 274∗ + 9341

3 ∗ 20 ∗ ∗ 32
−−− −−−
∗143 1518∗

÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÔÅÒÔÙÅ ÃÉÆÒÙ.
13. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ × ÄÌÉÎÕ 2770 Í, Á ÛÉÒÉÎÁ ÅÇÏ ÎÁ 584 Í ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ. îÁÊÔÉ

ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÏÌÑ.
14. ðÒÏÄÕËÃÉÑ ÚÁ×ÏÄÁ ÚÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÍÅÓÑÃ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 700150 ÒÕÂ., ÚÁ ×ÔÏÒÏÊ ÍÅÓÑÃ ÐÒÏÄÕËÃÉÑ

ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 49509 ÒÕÂ., Á ÚÁ ÔÒÅÔÉÊ ÍÅÓÑÃ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ 37206 ÒÕÂ. ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒ×ÙÍ
ÍÅÓÑÃÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÄÕËÃÉÀ ÚÁ 3 ÍÅÓÑÃÁ.

÷ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÕÞÅÎÉËÁ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ, ×ÙÞÉ-
ÔÁÎÉÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÉÌÉ ÄÅÌÅÎÉÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÓÂÏÒÎÉËÅ ÚÁÄÁÞ ó. å. âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ ÎÁ
×ÒÅÍÑ, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÌÅÔ, ÍÅÓÑÃÅ× É ÄÎÅÊ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÄÁÔÙ ÉÌÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ
× ÐÕÔÉ ÐÏ ÏÔßÅÚÄÕ É ÐÒÉÂÙÔÉÀ. ÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ.

1. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÓÑÃ É ÇÏÄ ÎÁÓÔÕÐÉÌÉ, ËÏÇÄÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÛÅÊ ÜÒÙ ÐÒÏÛÌÏ 1) 1345 ÌÅÔ + 7
ÍÅÓÑÃÅ× + 18 ÄÎÅÊ? 2) 1708 ÌÅÔ + 2 ÍÅÓÑÃÁ + 21 ÄÅÎØ?

2. ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ×ÙÅÈÁÌ ÉÚ íÏÓË×Ù 16 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2000 ÇÏÄÁ, Á ×ÏÚ×ÒÁÔÉÌÓÑ ÔÕÄÁ ÞÅÒÅÚ 5 ÌÅÔ,
7 ÍÅÓÑÃÅ× É 16 ÄÎÅÊ. ÷ ËÁËÏÍ ÇÏÄÕ, × ËÁËÏÍ ÍÅÓÑÃÅ É ËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÎ ×ÏÚ×ÒÁÔÉÌÓÑ?

3. óÏÌÎÃÅ ×ÏÓÈÏÄÉÔ 10 ÉÀÎÑ × óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ × 2 ÞÁÓÁ 36 ÍÉÎÕÔ, Á ÚÁÈÏÄÉÔ × 9 ÞÁÓ 27 ÍÉÎ
ÐÏÐÏÌÕÄÎÉ. óËÏÌØËÏ ÞÁÓÏ× É ÍÉÎÕÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÅÎØ?

4. íÉÒÏ×ÁÑ ×ÏÊÎÁ ÎÁÞÁÌÁÓØ 1 Á×ÇÕÓÔÁ 1914 ÇÏÄÁ, Á ÷ÅÒÓÁÌØÓËÉÊ ÍÉÒ ÂÙÌ ÚÁËÌÀÞÅÎ 28 ÉÀÎÑ
1919 ÇÏÄÁ. óËÏÌØËÏ ÌÅÔ É ÍÅÓÑÃÅ× ÄÌÉÌÁÓØ ÐÅÒ×ÁÑ ÍÉÒÏ×ÁÑ ×ÏÊÎÁ?

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÏ ÎÅÒÅÄËÏ ÕÞÅÎÉËÉ ÐÕÔÁÀÔÓÑ × ×ÙÂÏÒÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, Á ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÞÅÔËÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÐÏÍÏÇÁÅÔ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. íÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÄÁ×ÁÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÕÞÅÎÉËÁÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ \ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÔÉÎÕ ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ" É ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÅ×ÅÒÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ 25, ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ
ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ.

÷ÙÛÅ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÁÓØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÓÂÏÒÎÉËÁ ÚÁÄÁÞ ó. å. âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ.
ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ.

1. ðÏÇÏÎÎÙÊ ÍÅÔÒ ÒÅÌØÓÏ× ×ÅÓÉÔ 30 ËÇ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÓ ÒÅÌØÓÏ×, ÕÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ
65ËÍ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ.

2. öÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÙÊ ËÏÓÔÙÌØ ÄÌÑ ÐÒÉÂÉ×ËÉ ÒÅÌØÓÏ× Ë ÛÐÁÌÁÍ ×ÅÓÉÔ 105 Ç. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏ-
ÇÒÁÍÍÏ× ×ÅÓÑÔ 3000 ËÏÓÔÙÌÅÊ?

3. ÷ÅÄÕÝÅÅ ËÏÌÅÓÏ ÐÁÒÏ×ÏÚÁ ÉÍÅÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÏÊ × 4710 ÍÍ É ÄÅÌÁÅÔ 3 ÏÂÏÒÏÔÁ × ÓÅËÕÎÄÕ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÁÒÏ×ÏÚÁ.

4. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂßÅÍ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÏÇÏ ÂÒÕÓÁ, ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 75 ÍÍ, Á ÄÌÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ 4 Í.
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5. îÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙËÁÞÁÔØ ×ÏÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÌÉ 5 ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÓÏÓÏ× É 3 ÍÁÌÙÈ. âÏÌØÛÏÊ
ÎÁÓÏÓ ×ÙËÁÞÉ×ÁÌ × ÞÁÓ 125 ×ÅÄÅÒ, Á ÍÁÌÙÊ | 90 ×ÅÄÅÒ. þÅÒÅÚ 5 ÞÁÓÏ× ×ÓÑ ×ÏÄÁ ÂÙÌÁ ×ÙËÁÞÁÎÁ.
óËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ×ÅÄÅÒ ×ÏÄÙ ÂÙÌÏ × ÎÁÞÁÌÅ?

6. õÞÅÎÉËÕ ÚÁÄÁÎÏ ÂÙÌÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ 378 × 17 ÒÁÚ, Á ÏÎ Õ×ÅÌÉÞÉÌ ÎÁ 17. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÅÎØÛÅ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ?

ðÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ÓÂÏÒÎÉËÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÏÄÎÕ ÓÏÔÎÀ. óÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ \ÖÉ×ÙÍ" Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÖÉÔÅÊÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×
ÉÚ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÖÉÚÎÉ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÓÂÏÒÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ Ó
ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ. úÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 50-ÌÅÔÎÀÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ó. å. âÅÒÅÚÁÎ-
ÓËÏÊ ÐÏÔÅÒÑÌÉ ÓÍÙÓÌ, ÎÏ × ÓÂÏÒÎÉËÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌÏÓØ ÉÚÑÝÅÓÔ×Ï É ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ
ÏÓÏÂÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÎÉËÉ.

äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÏÂÉÑ (× Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÑÈ) ÄÌÑ 4-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÉÓÔÅÍÙ \ðÅÒÓÐÅËÔÉ×Á" Á×ÔÏÒÏ× ç. ÷. äÏÒÏ-
ÆÅÅ×Á, ô. î. íÉÒÁËÏ×ÏÊ, ô. â. âÕËÁ [3]. îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÜÔÉ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÕÄÁÞÎÏ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔ ÞÉÓÔÏ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Ó ÔÅËÓÔÁÍÉ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÈÏ-
ÄÉÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ \ðÒÉÅÍÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ" ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 100 ÄÏ 1000, Á ÚÁ ÎÉÍ ÉÄÅÔ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÞÉÓÅÌ Ó×ÙÛÅ 1000. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÒÉÍÅÒÁÈ É ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ
ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÄÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÞÉÓÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ. ÷
ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÕÒÏËÏ× ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ É ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÂÅÚ ÓÏÍÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÉÄÅÊ å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÓÂÏÒÎÉËÅ ÚÁÄÁÞ ÐÏ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ, ÎÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ñ×ÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÎÉÇÅ.

1. äÌÑ 8 ËÏÒÏ× ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 96 ËÇ ÓÅÎÁ, ×ÓÅÍ ÐÏÒÏ×ÎÕ. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÓÅÎÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÄÌÑ 4 ËÏÒÏ× ÐÒÉ ÔÏÊ ÖÅ ÎÏÒÍÅ ÒÁÓÈÏÄÏ× ÓÅÎÁ?

2. éÚ Ä×ÕÈ ÇÏÒÏÄÏ× ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÙÅÈÁÌÉ Ä×Á Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ. ëÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÅÈÁÌ
96 ËÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁ 47 ËÍ ÂÏÌØÛÅ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÅÝÅ 58 ËÍ. îÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ
ÏÄÉÎ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÇÏÒÏÄÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÅÈÁÌÉ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÉ?

3. ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÏÞËÉ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ ×ÏÄÏÊ. ëÏÇÄÁ ÉÚ ÎÉÈ ×ÚÑÌÉ 16 ×ÅÄÅÒ ×ÏÄÙ, ÐÏ 9 Ì × ËÁÖÄÏÍ,
× ÐÅÒ×ÏÊ ÂÏÞËÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ 34 ×ÅÄÅÒ ×ÏÄÙ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | 20 ×ÅÄÅÒ. óËÏÌØËÏ ÌÉÔÒÏ× ×ÏÄÙ ×ÚÑÌÉ ÉÚ
ËÁÖÄÏÊ ÂÏÞËÉ?

4. õ ÄÏÍÁ ×ÙÓÏÔÏÊ 22 Í ÐÏÓÁÄÉÌÉ Ü×ËÁÌÉÐÔ. äÌÉÎÁ ÓÁÖÅÎÃÁ 2 Í. þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÜÔÏÔ
Ü×ËÁÌÉÐÔ ÂÕÄÅÔ ×ÙÛÅ ÄÏÍÁ ÎÁ 40 Í, ÅÓÌÉ × ÇÏÄ ÏÎ ×ÙÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ 5 Í?

5. ÷ ÃÅÈÅ ÐÏ ÐÏÛÉ×Õ ÓÐÅÃÏÄÅÖÄÙ ÉÚ 56 Í ÔËÁÎÉ ÓÛÉÌÉ 14 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏÍÂÉÎÅÚÏÎÏ×. óËÏÌØËÏ
ÔÁËÉÈ ËÏÍÂÉÎÅÚÏÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÛÉÔØ ÉÚ 160 Í ÔËÁÎÉ?

6. ðÅÒÉÍÅÔÒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 152 ÓÍ. åÇÏ ÛÉÒÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ 16 ÓÍ. îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ.

7. éÚ íÏÓË×Ù × ëÉÅ× ÐÏÅÚÄ ÛÅÌ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 54 ËÍ/Þ. þÅÒÅÚ 7 ÞÁÓÏ× ÅÍÕ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÐÒÏÊÔÉ
ÅÝÅ 479 ËÍ. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ íÏÓË×ÏÊ É ëÉÅ×ÏÍ [3].

ëÒÏÍÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, × ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÑÈ ç. ÷. äÏÒÏÆÅÅ×Á ÉÍÅÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ
ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÇÕÔ ×ÙÚ×ÁÔØ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Õ
ÍÁÌÙÛÅÊ, ÎÏ É Õ ×ÚÒÏÓÌÙÈ ÌÀÄÅÊ.

1. úÁÄÕÍÁÎÏ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 257, 659, 289 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÏÄÉÎ
ÉÚ ÒÁÚÒÑÄÏ×, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ëÁËÏÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ?

2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÑÃÅ 5 ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ?
3. ë ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÒÉÐÉÓÁÌÉ ÃÉÆÒÕ 8, É ÏÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ × 14 ÒÁÚ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÕ-

ÍÁÎÏ?
4. ÷ ÇÏÓÔÉÎÉÃÕ ÐÒÉÅÈÁÌÉ 100 ÔÕÒÉÓÔÏ×. éÚ ÎÉÈ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÚÎÁÌÉ ÎÉ ÎÅÍÅÃËÏÇÏ, ÎÉ ÆÒÁÎÃÕÚ-

ÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, 75 ÔÕÒÉÓÔÏ× ÚÎÁÌÉ ÎÅÍÅÃËÉÊ É 83 ÔÕÒÉÓÔÁ ÚÎÁÌÉ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ. óËÏÌØËÏ ÔÕÒÉÓÔÏ×
ÚÎÁÌÉ ÏÂÁ ÑÚÙËÁ: ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ É ÎÅÍÅÃËÉÊ?

5. óÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 105. îÁÊÔÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.
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6. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÃÉÆÒ 0, 3, 6, 9?
(ãÉÆÒÙ × ÚÁÐÉÓÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ.) [3]

óÒÅÄÉ ÔÒÕÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÒÅÂÕÓÙ, ÞÔÏ ÐÏ×ÙÛÁÅÔ
ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ
ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ É ÍÅÔÁÐÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÏ×ÙÍ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÁÍ. åÓÌÉ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÉÀ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÎÉË å. ó. âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÄÌÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ.

÷ÓÅÇÏ åÌÉÚÁ×ÅÔÏÊ óÁ×ÅÌØÅ×ÎÏÊ âÅÒÅÚÁÎÓËÏÊ ÂÙÌÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ 16 ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÒÁÚÄÅ-
ÌÁÍ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ åÌÉÚÁ×ÅÔÁ óÁ×ÅÌØÅ×ÎÁ ÓÔÒÅÍÉÌÁÓØ
×ÎÅÄÒÉÔØ × ÛËÏÌØÎÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ ÕÓÔÎÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ×ÉÄÑ × ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ ÉÚ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÐÏÄÎÑÔÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÁ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÒÁÚ-
×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÓÏÁ×ÔÏÒÓÔ×Å ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÌÌÅÇÁÍÉ
ÏÎÁ ÓÏÚÄÁÌÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞÎÉËÏ× ÄÌÑ ÕÓÔÎÙÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ÛËÏÌØÎÏÇÏ
ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

âÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÉÓÏË

1. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ å.ó. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. - í.: ïçéú, 1933. -
112 Ó.

2. âÅÒÅÚÁÎÓËÁÑ å.ó. íÅÔÏÄÉËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. - í.: õÞÐÅÄÇÉÚ,
1955. - 544 Ó.

3. äÏÒÏÆÅÅ× ç.÷., íÉÒÁËÏ×Á ô.î., âÕËÁ ô.â. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ (× Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÑÈ).
- í.: ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 2014.

4. åÇÏÒÏ× æ.é. íÅÔÏÄÉËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, 7-Å ÉÚÄÁÎÉÅ, ÐÏÄ ÒÅÄ ä. æ. åÇÏÒÏ×Á. - íÏÓË×Á, 1917.
- 453 Ó.

5. ûÏÈÏÒ-ôÒÏÃËÉÊ ó.é. íÅÔÏÄÉËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. - í.: õÞÐÅÄÇÉÚ, 1935. - 344 Ó.
6. æçïó ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ: ðÒÉËÁÚ íÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ òÏÓ-

ÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁÃÉÉ ÏÔ 6 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç., � 373. - 41 Ó.
7. æçïó ÓÒÅÄÎÅÇÏ (ÐÏÌÎÏÇÏ) ÏÂÝÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ: ðÒÉËÁÚ íÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ

òÏÓÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁÃÉÉ ÏÔ 6 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç. � 373, × ÒÅÄÁËÃÉÉ ÐÒÉËÁÚÏ× ÏÔ 26 ÎÏÑÂÒÑ 2010 Ç.
� 1241, ÏÔ 22 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2011 Ç. � 2357.

öÁÒÏ× óÅÒÇÅÊ ÷ÉËÔÏÒÏ×ÉÞ,
ÄÏÃÅÎÔ ñÒÏÓÌÁ×ÓËÏÇÏ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. ë. ä. õÛÉÎÓËÏÇÏ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.

E-mail: szharv@rambler.ru



Ñîäåðæàíèå îáðàçîâàíèÿ: ìàòåìàòèêà

Ê èçó÷åíèþ îñíîâ òåîðèè ìíîæåñòâ íà ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå
ñðåäíåé øêîëû
À. À. Ïðèâàëîâ

Â ñòàòüå ðàññêàçàíî î êóðñå, êîòîðûé çíàêîìèò øêîëüíèêîâ ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè ìíîæåñòâ
è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îïèñàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, ïîìîãàþùàÿ ó÷àùèìñÿ â îñâî-
åíèè êóðñà, â ÷àñòíîñòè, â ðåøåíèè ðÿäà òèïîâûõ çàäà÷. Ïðèâåäåí ïðèìåð çàäà÷è èññëåäîâà-
òåëüñêîãî õàðàêòåðà ñ ïîäðîáíûì ðåøåíèåì. Ïîêàçàíî, êàê çíàíèå ýëåìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ ñïîñîáñòâóåò êðèòè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì
ðåàëüíîñòè.

Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ïîìîãàþò ðåøàòü ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå çàäà÷è, ïîýòîìó òðåáóþò áîëåå ñåðüåçíîãî îòíîøåíèÿ. Òàêèå ïîíÿòèÿ êàê âûñêàçûâàíèÿ
è îñíîâíûå îïåðàöèè íàä íèìè âïîëíå ïîñèëüíû ó÷àùèìñÿ, à ãëàâíîå ïîëåçíû. Ó÷àùèåñÿ ëåãêî
ñòðîÿò òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ îïåðàöèé: îòðèöàíèå ( ), êîíúþíêöèÿ (& èëè ∧), äèçúþíêöèÿ
(∨), ñòðîãàÿ äèçúþíêöèÿ (∧), èìïëèêàöèÿ (⇒) è ò.ï., ñì. Òàáëèöó 1.

Òàáëèöà 1
A B A A ∧B A ∨B A∧B A ⇒ B

1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1

Çäåñü, â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ òàáëèöû çàïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé, êîòî-
ðûå ìîãóò ïðèíèìàòü âûñêàçûâàíèÿ À è Â. Èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ îáîçíà÷àþò � ¾1¿, à ëîæ-
íîñòü � ¾0¿. Îñòàëüíûå ñòîëáöû çàïîëíÿþò ñëåâà íàïðàâî. Òàê, äëÿ êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé
À è Â íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèé, äîêàçûâàþò ðàçëè÷íûå òîæäåñòâà. Íà-
ïðèìåð, ëåãêî âèäåòü, ÷òî (A ⇒ B) = ( A∨B). Êîíå÷íî, âñå ýòî äîëæíî ïîÿñíÿòüñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ïðèìåðàìè. Â [1, ñòð. 421 � 464] ïðèâåäåíû çàìå÷àòåëüíûå ïðèìåðû, ïîìîãàþùèå ëó÷øå
ïîíèìàòü ýòè îïåðàöèè è ñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè.

Ïðè çíàêîìñòâå ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ, ñëåäóåò ðàçäåëÿòü è çàêðåïèòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
1) Åñëè õ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà À, òî ïèøóò õ ∈ À è ãîâîðÿò, ÷òî õ ïðèíàäëåæèò

À. Åñëè õ íå ïðèíàäëåæèò À, òî ïèøóò õ /∈ À.
2) Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà À ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Â, òî ïèøóò

À ⊂ Â èëè Â ⊃ À è ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî À ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Â. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî À ñîäåðæèòñÿ â Â èëè ÷òî Â ñîäåðæèò À.

Çàìåòèì, ÷òî (õ ∈ À) è (À ⊂ Â) ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè. Âûñêàçûâàíèå (À ⊆ Â) åñòü
âûñêàçûâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ äèçúþíêöèåé âûñêàçûâàíèé (À ⊂ Â) è (À = Â), ò.å. (À ⊆ Â) = (À ⊂
Â) ∨ (À = Â).

Çäåñü è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê U
èëè Ω, è èõ ïîäìíîæåñòâà À,Â,Ñ è ò.ä. Ìíîæåñòâî U (èëè Ω) áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíûì
èëè óíèâåðñóìîì è ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà õ ∈ U .

Ïîëüçóÿñü îïåðàöèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:

1) Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ (∪): À ∪ Â = {x: (õ ∈ À) ∨ (õ ∈ B)};
2) Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ (∩): À ∩ Â = {x: (õ ∈ À) ∧ (õ ∈ B)};
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3) Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ (c): Àc = {x: (õ ∈ Ω) ∧ (õ /∈ À)};
4) Îïåðàöèÿ ðàçíîñòè (\): A \B = {x: (õ ∈ À) ∧ (õ /∈ B)} = A ∩ Âc;
5) Îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè (∆): À∆Â = (A \B) ∪ (B \A);
6) Ïóñòîå ìíîæåñòâî (∅): ∅ = À ∩ Àc = Ωc.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ââîäèòñÿ äëÿ óäîáñòâà, ïî îïðåäåëåíèþ îíî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ è

ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ìíîæåñòâå. Â íàøåì ñëó÷àå∅ íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ Ω (òàêîé ïîäõîä áûâàåò
ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåâîçìîæíûì
è äîñòîâåðíûì ñîáûòèÿìè). Çäåñü ïîëåçíî ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ äîêàçàòü, ÷òî {∅} 6= ∅ (äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íàäî çàìåòèòü, ÷òî {∅} èìååò îäèí ýëåìåíò ∅, à ∅ íå èìååò ýëåìåíòîâ).

Ââåäåííûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè îáëàäàþò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè. Â [2, ñòð. 8 � 13] èìååòñÿ
áîëåå 28 òîæäåñòâ è çàäà÷ ïî ýòîé òåìå. Êîíå÷íî, íå âñå çàäà÷è ïîä ñèëó ñðåäíåìó ó÷åíèêó
9 � 11 êëàññà, íî ïîñèëüíûå äëÿ ëþáîãî ó÷åíèêà çàäà÷è ìîãóò áûòü âûáðàíû ó÷èòåëåì.

Àâòîð ïîñòàâèë öåëü íàó÷èòü ó÷àùèõñÿ âûðàæàòü çàäàííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç äðóãèå çàäàí-
íûå, ðåøàòü óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûì ìíîæåñòâîì, óâëå÷ü íàó÷íî-èññëåäî-
âàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòüþ. Äëÿ ÷åãî áûëà ñîçäàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, îçíàêîìèòüñÿ ñ
êîòîðîé ìîæíî ïî àäðåñó

http://1303mshf.ru/index.php/matematika
(â îòêðûâøåìñÿ îêíå íàæìèòå êíîïêó �ïåðåéäèòå ïî ññûëêå�). Ïðîãðàììà èìååò äâà îêíà. Ïåðâîå
îêíî � òðåíàæåð. Çäåñü ïî ââåäåííîìó íîìåðó âàðèàíòà (ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì) ñ ïîìîùüþ
äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ìîäåëèðóþòñÿ çàäà÷è. Çàäà÷è äåëÿòñÿ íà äâà òèïà. Ê ïåðâîìó
òèïó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà Õ . Âñåãî çàäà÷ ýòîãî òèïà 12, èìååòñÿ 4 óðîâíÿ ñëîæíîñòè ïî 3
çàäà÷è â êàæäîì. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð çàäà÷è 2-ãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè

Ðèñ. 1

Áàëë çà ðåøåííóþ çàäà÷ó îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

áàëë =
äëèíà îòâåòà ïðîãðàììû
äëèíà îòâåòà ó÷åíèêà · óðîâåíü ñëîæíîñòè

k
, (1)

ãäå k = k(p) � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ÷èñëà ïîïûòîê p:

k(p) =
{

1, åñëè p ≤ 3
1 + 0,25 · (p− 3), åñëè p > 3
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Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî ó÷åíèê ðåøèë çàäà÷ó 2-ãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè, ìíîæåñòâà Â è Ñ âûäåëåíû
(çàêðàøåíû), ïîýòîìó äåëàë áîëåå äâóõ ïîïûòîê. Îòñþäà, íàáðàííûé èì áàëë áóäåò íå áîëåå
10
7 · 2

1,25 = 16
7 = 2,2857 . . . . Åñëè áû îí äåëàë ìåíåå òðåõ ïîïûòîê, òî áàëë áóäåò ðàâåí 20

7 , â ýòîì
ñëó÷àå îí äîëæåí ïðåäñòàâèòü ó÷èòåëþ, íàïðèìåð, òàêîå ðåøåíèå

1) Bc = X ∪A,Bc \A = (X ∪A) ∩ Àc = X ∩ Àc. 2) Cc = X ∩A.
Îòñþäà

(Bc \A) ∪ Cc = (X ∩ Àc) ∪ (X ∩A) = X ∩ (Àc ∪ À) = X.

Ôîðìóëà (1) íàéäåíà ýìïèðè÷åñêè ïðè ðàáîòå ñ ó÷åíèêàìè 9 � 11 êëàññîâ ëèöåÿ � 1303 ã.
Ìîñêâû. Íåîáõîäèìîå ÷èñëî áàëëîâ äëÿ çà÷åòà ïî ýòîìó òèïó ðàâíî 30, èç ñëåäóþùåãî ðàñ÷å-
òà: 3(1 + 2 + 3 + 4) = 30. Òàêîå êîëè÷åñòâî íàáèðàåò ñðåäíèé ó÷åíèê çà îäèí óðîê. Íå êàæäîìó
ó÷åíèêó óäàåòñÿ ðåøèòü âñå 12 çàäà÷, íî íàáðàòü áîëåå 30 áàëëîâ óäàåòñÿ ïî÷òè âñåì. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðîãðàììà ðåøàåò çàäà÷ó, ïîëüçóÿñü òîëüêî òðåìÿ îïåðàöèÿìè (äîïîëíåíèå,
ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå), à â ðàñïîðÿæåíèè ó÷åíèêà èìåþòñÿ åùå ðàçíîñòü è ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ ðàçíîñòü, ïîýòîìó äëèíà îòâåòà ó÷åíèêà ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìåíüøå îòâåòà, ïîëó÷åííîãî
ïðîãðàììîé.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî îáû÷íûõ äëÿ òàêèõ çàäà÷ êðóãîâ Ýéëåðà �Âåííà [5] çäåñü ðèñóþòñÿ
êâàäðàòû. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî â ìëàäøèõ êëàññàõ (5 � 7) äåòÿì óäîáíåå âûðåçàòü èç áóìà-
ãè ïðÿìîóãîëüíûå îáëàñòè, ÷åì ñîñòàâëåííûå èç ÷àñòåé êðóãîâ. Íåñëîæíî ïðèäóìàòü èãðîâóþ
çàäà÷ó ñ âûðåçàíèåì òàêèõ îáëàñòåé. Êðîìå òîãî, ïî ìíåíèþ àâòîðà, êíèãó [5] ñëåäóåò ðåêîìåí-
äîâàòü äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ÷òåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèìè äîêëàäàìè ó÷àùèõñÿ, ò.ê. îíà èìååò êàê
ìàòåìàòè÷åñêóþ, òàê è èñòîðè÷åñêóþ öåííîñòü.

Çàäà÷ âòîðîãî òèïà äåâÿòü, îíè ðàçäåëåíû íà òðè óðîâíÿ ñëîæíîñòè (ïî òðè çàäà÷è â êàæäîì).
Â ýòèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ âûðàçèòü çàäàííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç äðóãèå, òîæå çàäàííûå. Íà ðèñ. 2
ïðåäñòàâëåí ïðèìåð çàäà÷è 2-ãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè.

Ðèñ. 2

Áàëëû çà ðåøåííûå çàäà÷è íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (1). Â ÷àñòíîñòè áàëë, íàáðàííûé ó÷åíèêîì
çà ýòó çàäà÷ó, áóäåò íå áîëåå 20

18 · 2
1 = 2, (2) . Íåîáõîäèìîå ÷èñëî áàëëîâ äëÿ çà÷åòà ïî ýòîìó

òèïó ðàâíî 18, èç ðàñ÷åòà: 3(1 + 2 + 3) = 18. Ýòè çàäà÷è íà âíèìàòåëüíîñòü è, ïîñëå íåäîëãîé
òðåíèðîâêè, ðåøàþòñÿ âñåìè ó÷åíèêàìè ìåíåå, ÷åì çà îäèí óðîê.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè, à èìåííî ê êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì. Ïóñòü ìíîæåñòâî
U = {a1, . . . , an} ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ (|U | = n). Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó À ⊂ U ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ñòðîêó äëèíû n, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäèíèö, íà k-ì ìåñòå êîòîðîé íàõîäèòñÿ 1,
åñëè ak ∈ À è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâó U ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö.
Òàêèìè ñòðîêàìè èëè ñòîëáöàìè áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâà À ⊂ U è ñàìî U . Íàïðèìåð,
A = (101100) � ïîäìíîæåñòâî 6-òè ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà U = (111111), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ
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a1, a3 è a4 ìíîæåñòâà U = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ U îáîçíà÷àåòñÿ 2U

è ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ ðàâíî 2|U | (÷òî ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè).

Ðèñ. 3.

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå (ðèñ. 1) ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò
èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ � íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëà-
ñòåé: 1, 2, 3 è 4:

Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ
òàê: âûðàçèòü ìíîæåñòâî Õ = (1100) ÷åðåç ìíîæåñòâà À =
(1010),Â = (0001) è Ñ = (0111), ïîëüçóÿñü îïåðàöèÿìè íàä ìíîæå-
ñòâàìè. Â òåðìèíàõ îáîçíà÷åíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ââåäåì è
îáîçíà÷èì âûñêàçûâàíèÿ: À = (õ ∈ À),Â = (õ ∈ Â),Ñ = (õ ∈ Ñ )
è Õ = (õ ∈ Õ ). Òîãäà çàäà÷à ïðèìåò âèä: âûðàçèòü áóëåâó
ïåðåìåííóþ Õ ÷åðåç áóëåâó ïåðåìåííóþ À è áóëåâû ôóíêöèè
Â = A ∧ Õ è Ñ = A ∧ Õ . Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè,
ñì. Òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 2
A B C X C B∧ A C ∨ ( B∧ A)
1 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì: X = C ∨ ( B∧ A).
Âîçâðàùàÿñü ê ìíîæåñòâàì, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Õ íåâîçìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êàêèå-

ëèáî äâà ïîäìíîæåñòâà èç À,Â è Ñ . Íî ÷åðåç À è Õ âûðàæàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U . Â ñâÿçè
ñ ýòèì íàáëþäåíèåì ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îáðàçóþùèìè ìíîæåñòâà U íàçîâåì ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ U , ÷åðåç êîòîðûå
âûðàæàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U . ×èñëî ýòèõ ïîäìíîæåñòâ îáîçíà÷èì K(|U |), ãäå |U | � ìîù-
íîñòü (ò.å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ) ìíîæåñòâà U .

Ïîäìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An íàçîâåì íåçàâèñèìûìè, åñëè íè îäíî èç íèõ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
äðóãèå.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An ìíîæåñòâà U = {a1, . . . , am} ââåäåì ìàòðèöó
Γ(A1, A2, . . . , An), ñîñòîÿùóþ èç m = |U | ñòîëáöîâ è n ñòðîê � ìíîæåñòâ Ài = (bi,1, . . . , bi,m), bi,j =
1, åñëè bi,j ∈ Ài è bi,j = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, j = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n:

Γ = Γ(A1, . . . , An) =




b1,1 b1,1 . . . b1,m

b2,1 b2,1 . . . b2,m

. . . . . . . . . . . .
bn,1 b1,1 . . . bn,m


 . (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà U ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (ïî îïðåäåëåíèþ).
Ó÷àùèìñÿ ïðåäëàãàþòñÿ òðè ïðèìåðà ïîäìíîæåñòâ 5-òè ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
1) Ïîäìíîæåñòâà A = (10111), B = (11000) è C = (10101) íå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè, ò.ê.

çàâèñèìû: À = Ñ ∪ Âc

2) Íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà À = (01000),Â = (00111),Ñ = (11100) íå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþ-
ùèìè, ò.ê. ýòèìè ìíîæåñòâàìè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, ïîäìíîæåñòâî (00001).

3) Ïîäìíîæåñòâà: A = (00011), B = (01101) è C = (11001) ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ìíîæåñòâà
U .

Îòñþäà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å èññëåäîâàòåëüñêîãî õàðàêòåðà:
Çàäà÷à. Ñêîëüêî îáðàçóþùèõ ó ìíîæåñòâà U è êàêèå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè.
Ïåðâûé ðåçóëüòàò ó÷àùèåñÿ ïîëó÷àþò ñðàçó (ïî àññîöèàöèè ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè òàáëèö

èñòèííîñòè): ¾Åñëè ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëî åãî îáðàçóþùèõ ðàâíî n¿.
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Äàëåå, ïðåäëàãàåòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñòîëáöû ìàòðèöû Γ, ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ îáðà-
çóþùèõ. Íàïðèìåð, äëÿ 4 è 8-ýëåìåòíûõ ìíîæåñòâà èìååì

Γ(A1, A2) =
(

1 0 1 0
1 1 0 0

)
, Γ(A1, A2, A3) =




1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0




Íåêîòîðûå ó÷åíèêè çàìå÷àþò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò âñåì ïîäìíîæåñòâàì n-ýëå-
ìåíòíîãî ìíîæåñòâà. È ìû ôîðìóëèðóåì ýòîò ôàêò â âèäå ëåììû.

Ëåììà 1. Åñëè ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëî åãî îáðàçóþùèõ ðàâíî n, ïðè-
÷åì ñòîëáöû ìàòðèöû Γ(A1, A2, . . . , An) îáðàçóþò âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî n.
Ýòîò ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè çàíèìàåò îäèí óðîê, è ïîèñê ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé

âûøå çàäà÷è øêîëüíèêè ïðîâîäÿò ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïðèìåðíî ÷åðåç íåäåëþ íåìíîãî ó÷åíèêîâ
ïðèíîñÿò ñâîè ðåøåíèÿ è ãèïîòåçû, è â òå÷åíèå 1 � 2 óðîêîâ ïðîõîäèò îáñóæäåíèå è ñëóøàíèå
ïîäãîòîâëåííûõ ñîîáùåíèé. Ïðèâåäåì îäíî èç íèõ.

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n, òî ñòîëáöû
ìàòðèöû Γ(A1, A2, . . . , An) â ëåììå 1 ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2. Åñëè A1, A2, . . . , An � îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà U , òî ìàòðèöà Γ(A1, A2, . . . , An) íå
ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìàòðèöà Γ(A1, A2, . . . , An) ñîäåðæèò îäèíàêîâûå ñòîëá-
öû, íàïðèìåð, j-é è k-é, òî ëþáûå êîìáèíàöèè èç îáúåäèíåíèé, ïåðåñå÷åíèé è äîïîëíåíèé ïîä-
ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû íà j-ì è k-ì ìåñòàõ. À ýòî çíà÷èò, ÷òî
A1, A2, . . . , An ïðåäñòàâëÿþò íå âñå ïîäìíîæåñòâà U è íå ìîãóò áûòü îáðàçóþùèìè. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 2.

Îòâåò íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äàþò äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç m ýëåìåíòîâ. Òîãäà ÷èñëî åãî îáðàçóþùèõ ðàâíî

K(m) = dlog2 me

ãäå dlog2 xe � âåðõíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà õ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà U è |U | = m. Òîãäà, â ñèëó

ëåììû 1, m > 2n−1. Åñëè m = 2n, òî ïî ëåììå 1 ÷èñëî åãî îáðàçóþùèõ ðàâíî n. Åñëè æå m > 2n,
òî ìàòðèöà Γ(A1, A2, . . . , An) áóäåò ñîäåðæàòü îäèíàêîâûå ñòîëáöû, òàê êàê ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ
ìîæåò áûòü íå áîëåå ÷åì 2n è, â ñèëó ëåììû 2, A1, A2, . . . , An íå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè U .
Çíà÷èò, 2n−1 < m ≤ 2n, ò.å. n = dlog2 me. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïîäìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An ìíîæåñòâà U , ãäå 2n−1 < |U | ≤ 2n, ÿâëÿþòñÿ îáðà-
çóþùèìè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà Γ(A1, A2, . . . , An) íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ
ñòîëáöîâ, ò.å. ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γ(A1, A2, . . . , An) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
2Ω, ãäå |Ω| = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A1, A2, . . . , An � îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà U , òî â ñèëó ëåììû 2 ìàò-
ðèöà Γ(A1, A2, . . . , An) íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ.

Îáðàòíî, ïóñòü m = |U | è âñå ñòîëáöû ìàòðèöû Γ(A1, A2, . . . , An) ðàçëè÷íû. Òîãäà, åñëè
m = 2n, òî â ñèëó ëåììû 1, ïîäìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè. Ïóñòü m < 2n,
òîãäà äîïîëíèì ìàòðèöó Γ(A1, A2, . . . , An) (2n −m) ðàçëè÷íûìè ñòîëáöàìè, îòëè÷íûìè îò m åå
ïåðâûõ ñòîëáöîâ. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà Γ1 áóäåò èìåòü 2n ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ è
îíè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü âñå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ïî ëåììå 1 ñòðîêè ìàòðèöû
Γ1 áóäóò îáðàçóþùèìè ìíîæåñòâà U1 ñîñòîÿùåãî èç 2n ýëåìåíòîâ, ò.å. áóäóò âûðàæàòü ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî U1 è çíà÷èò ïîäìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An áóäóò âûðàæàòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U ,
ò.å. ÿâëÿòüñÿ îáðàçóþùèìè U . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Òåîðåìû 1 è 2 ôîðìóëèðóþò â âèäå ãèïîòåç ïðèìåðíî 60% ó÷åíèêîâ. Îíè ïîëüçóþòñÿ âòîðîé
÷àñòüþ ïðîãðàììû ¾×åðíîâèê¿, äåëàÿ êîìïüþòåðíûå ïðîâåðêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîÿñíèì ðàáîòó
íàøåé ïðîãðàììû.

Ïðîãðàììà ðàáîòàåò ñ êîëüöîì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ãäå ðîëü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
èãðàåò îïåðàöèÿ ¾∧¿ � ïîáèòîâîå ñëîæåíèå (ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2), à ðîëü îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ � ïîáèòîâîå ïðîèçâåäåíèå ¾&¿. Ïóñòü ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ. Òîãäà íàøå
êîëüöî åñòü ìíîæåñòâî ÷èñåë {0, 1, . . . , 2n−1}. Äâîè÷íàÿ çàïèñü êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë ïðåäñòàâ-
ëÿåò öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäèíèö, äëèíû n, ò.å. ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà U .

Ïðîãðàììà óìååò ïåðåâîäèòü ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå â äâîè÷íóþ è íàîáîðîò; âûðàæàòü
îäíî ÷èñëî ÷åðåç äðóãèå ïîñðåäñòâîì âûøåóêàçàííûõ îïåðàöèé, ïðåäñòàâëÿÿ îòâåò îïåðàöèÿìè
äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ; èñïîëíÿòü ïðåäëîæåííûé ó÷åíèêîì êîä ïðîãðàììû äëÿ
èññëåäîâàíèé. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó 28 èç [2, ñòð. 11]: ¾Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
A \X = B
X \A = C

ãäå À,Â è Ñ � äàííûå ìíîæåñòâà.¿
Ïîëîæèâ À è Õ îáðàçóþùèìè 4-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà U , íàïðèìåð, à = 5, x = 3 (À =

(0101), X = (0011)), íàéäåì b = 4 (B = (0100)) è ñ = 2 (C = (0010)). Îáðàòèâøèñü ê ôóíê-
öèè resh(′5, 4, 2′, ′A,B,Ñ , X ′) ïîëó÷èì îòâåò: X = C ∪ (A ∩ Bc). Ïîñëå ÷åãî ó÷åíèê, äîãàäàâøèñü,
ïðèõîäèò ê ðåøåíèþ:

A ∩Bc = A ∩ (A ∩ Õ c)c = A ∩ (Ac ∪ Õ ) = A ∩ Õ ,

(A ∩Bc) ∪ C = A ∩ Õ ∪ Õ ∩Ac = Õ ∩ (A ∪Ac) = Õ èëè Õ = A \B ∪ C.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûì Õ è èçâåñòíûìè À,Â è Ñ :

Õ ∩ (A ∪ Â) = A ∩B ∩ Ñ .

Ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ ýòîé çàäà÷åé äëÿ ìíîæåñòâ U ðàçíûõ ìîùíîñòåé (ò.å. ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæ-
íûå Õ ) è èõ îáðàçóþùèìè (À,Â,Ñ ) áóäåì ïîëó÷àòü ìíîãî ðàçíûõ ðåøåíèé, íàèáîëåå ïîíÿòíûìè
èç êîòîðûõ áóäóò ðåøåíèÿ ïðè |U | = 8:

X1 = A ∩B ∩ Ñ , X2 = X1 ∪Ac ∩Bc ∩ Ñ c, X3 = X1 ∪Ac ∩B ∩ Ñ c, X4 = X1 ∪Ac ∩ Ñ c

(ñîîòâåòñòâóþùèé êîä ïðèâåäåí êàê ïðèìåð â èíñòðóêöèè ¾×åðíîâèê¿, åãî ¾ëîãè÷åñêèé¿ àíàëîã
â [4, ñòð. 230]).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ó÷àùèìñÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà U è ñåìåéñòâ åãî îáðàçóþùèõ {A1, A2, . . . , An}:

1) Ìîæåò ëè U èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî âõîäèòü â îáðàçóþùèå U?
2) Ñóùåñòâóþò ëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáðàçóþùèå A1, A2, . . . , An, ò.å. òàêèå, ÷òî

n⋂
j=1

Aj = ∅?

3) Ñóùåñòâóþò ëè îáðàçóþùèå A1, A2, . . . , An, äëÿ êîòîðûõ, íàïðèìåð, A1 ∩A2 = ∅?
4) Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè (ñ òî÷íîñòüþ äî îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ) ñåìåéñòâàìè îáðàçóþùèõ

îáëàäàåò ìíîæåñòâî U?
5) Ñìîäåëèðîâàòü âñå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Îòìåòèì ïîñëåäíþþ èç ýòèõ çàäà÷. Íåñìîòðÿ íà èçâåñòíûå àëãîðèòìû, íàïðèìåð, [6, ñòð.

85], ó÷åíèöà 9-ãî êëàññà Âëàäà Ìèõàëü÷åíêî (lari.00@mail.ru) ïðåäëîæèëà ñëåäóþùèé àëãîðèòì,
êîòîðûé ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A1, A2, ..., An îáðàçóþò áàçèñ n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì
Z2 = {0, 1}. Òîãäà ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ÷àñòíàÿ ñóììà ýëåìåíòîâ
b1, b2, b2n−1, ãäå b2k−1(2j−1) = Ak, j = 1, ..., 2n−k, k = 1, ..., n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû Sm, m = 1, 2, ..., 2n − 1 ðÿäà
b1, b2, ..., b2n−1 � íåòðèâèàëüíû è ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó îíè ïðåäñòàâëÿþò ëþáîé èç 2n−1 íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íàøåãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïðèìåð, â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäíÿÿ ñóììà S15 èç b1, ..., b15 èìååò âèä:

S15 =
15∑

j=1

bj = A ∧
1 A ∧

2 A ∧
1 A ∧

3 A ∧
1 A ∧

2 A ∧
1 A ∧

4 A ∧
1 A ∧

2 A ∧
1 A ∧

3 A ∧
1 A ∧

2 A1 ,

ãäå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îáîçíà÷åíà êàê ¾∧¿� èñêëþ÷àþùåå ¾èëè¿.
Èíòåðåñíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ ðÿäîâ èç òðåõ ïîäìíîæåñòâ À1 = (0101), À2 = (0011),

À3 = (0001) 4-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Âëàäà Ìèõàëü÷åíêî ðåøèëà ñëåäóþùóþ ãîëîâîëîìêó:
¾Ñèììåòðè÷åñêàÿ áî÷êà èìååò 4 îòäåëåíèÿ (ñåêòîðà) â êàæäîì èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ áóòûë-
êà ñ îðèåíòàöèåé ¾ãîðëûøêîì ââåðõ¿ èëè ¾ãîðëûøêîì âíèç¿. Áî÷êà âðàùàåòñÿ ñëó÷àéíî â òðåõ
èçìåðåíèÿõ, åñëè òîëüêî õîòÿ áû äâå áóòûëêè èìåþò ðàçíóþ îðèåíòàöèþ, è îñòàíàâëèâàåòñÿ
(íå âðàùàåòñÿ) åñëè âñå 4 áóòûëêè îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû (âñå ¾ãîðëûøêîì âíèç¿ èëè âñå
¾ãîðëûøêîì ââåðõ¿). Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìû ìîæåì îñòàíîâèòü áî÷êó è, îòêðûâ â íåé 1-2
îòäåëåíèÿ, èçìåíèòü îðèåíòàöèþ íàõîäÿùèõñÿ òàì áóòûëîê. Ïîñëå ÷åãî áî÷êà èëè ïðîäîëæàåò
âðàùåíèå, èëè (â ñëó÷àå óñïåõà) îñòàíàâëèâàåòñÿ. Âîïðîñ: ìîæåì ëè ìû îñòàíîâèòü âðàùåíèå
áî÷êè çà êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïîäõîäîâ è, åñëè äà, òî çà êàêîå?¿

Âëàäà ïîêàçàëà, ÷òî âûøåóêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøàåò ýòó çàäà÷ó. Îäíàêî ýòó çà-
äà÷ó ðåøàþò âñå áàçèñû 3-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåì áîëåå, ïðè ïî-
øàãîâîì âíåøíåì äåéñòâèè ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè (â íàøåé çàäà÷å ýòî êðóãîâàÿ ïåðåñòàíîâêà,
íî íå ïðîèçâîëüíûé öèêë) è ñëó÷àéíîé îïåðàöèè ¾äîïîëíåíèå¿. Ðàáîòà ïðîäîëæàåòñÿ...

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì èíòåðåñíûé ïðèìåð èç [3, ñòð. 117] è [4, ñòð. 231]: ¾Êîãäà áûëî ìíîãî
ðàçãîâîðîâ î ñóùåñòâîâàíèè ¾ëåòàþùèõ òàðåëîê¿, â ñâÿçè ñ óòâåðæäåíèÿìè íåêîòîðûõ ëèö î
òîì, ÷òî íî÷üþ èìè íàáëþäàëèñü ñòðàííûå íåáåñíûå òåëà, áûë ïðîèçâåäåí îïðîñ íàñåëåíèÿ äâóõ
áëèçëåæàùèõ ê ìåñòó ïðåäïîëàãàåìîãî ïîÿâëåíèÿ ýòèõ òåë íàñåëåííûõ ïóíêòîâ.

Ñèñòåìàòèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ îïðîñà æèòåëåé ïåðâîãî íàñåëåííîãî ïóíêòà ïîêàçàëà ñëåäóþ-
ùåå:

à) â íåáå ïîÿâèëèñü ñãóñòêè ñëàáî ñâåòÿùåéñÿ èîíèçèðîâàííîé ïûëè (À),
á) ñðåäè àòìîñôåðíûõ îáëàêîâ (Â) ïîÿâèëîñü îäèíî÷íîå ñâåòëîå äèñêîîáðàçíîå òåëî ðàäèóñîì

ïðèáëèçèòåëüíî 100 ì (X) è áîëüøå íå áûëî íèêàêèõ äðóãèõ òåë ( Y ),
â) äàëåêî â íåáå ïîêàçàëàñü ãðóïïà äâèæóùèõñÿ ñèãàðîîáðàçíûõ òåë (Y ), è äâèæåíèå ýòèõ

òåë ñîïðîâîæäàëîñü ñëàáûìè ìåðöàþùèìè ðàçðÿäàìè àòìîñôåðíîãî ýëåêòðè÷åñòâà (Ñ ).
Îòâåòû æèòåëåé âòîðîãî íàñåëåííîãî ïóíêòà ìîæíî áûëî îáúåäèíèòü â òàêèå ãðóïïû:
à) íå áûëî íè ñâåòÿùåéñÿ èîíèçèðîâàííîé ïûëè ( A), íè áîëüøîãî ñâåòëîãî äèñêîîáðàçíîãî

òåëà ( X), íè ñèãàðîîáðàçíûõ òåë ( Y ),
á) íå âèäåëè íè àòìîñôåðíûõ îáëàêîâ ( B), íè ñâåòëîãî äèñêîîáðàçíîãî òåëà ( X),
â) íàáëþäàëèñü ñëàáûå ðàçðÿäû àòìîñôåðíîãî ýëåêòðè÷åñòâà (Ñ ),
ã) ñðåäè îáëàêîâ (Â) áûëè âèäíû ñãóñòêè ñëàáî ñâåòÿùåéñÿ èîíèçèðîâàííîé ïûëè (À).
Íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ òðåáîâàëîñü îïðåäåëèòü, ñëåäóåò ëè ïðèíèìàòü âñåðüåç çàÿâëå-

íèÿ íåêîòîðûõ ëèö î íàáëþäàâøèõñÿ èìè ñòðàííûõ íåáåñíûõ òåëàõ X è Y èëè æå ïðåäñòàâëå-
íèÿ î òåëàõ X è Y ìîãëè áûòü âûçâàíû êîìáèíèðîâàííûìè äåéñòâèÿìè àòìîñôåðíûõ ÿâëåíèé
À,Â,Ñ . Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ðåçóëüòàòû îïðîñà ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåãî
áóëåâà óðàâíåíèÿ:

A ∨B ∧X ∧ Y ∨ C ∧ Y = A ∧ X ∧ Y ∨ B ∧ X ∨ C ∨A ∧B. (3)

Ðåøåíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè òåë X è Y ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ âîçìîæíîñòè ðàçðåøèòü
óðàâíåíèå (3) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ X è Y è âûðàçèòü èõ êàê ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ À,Â,Ñ .
Åñëè ðåøåíèå Õ (À,Â,Ñ ), Y (À,Â,Ñ ) ñóùåñòâóåò è, êðîìå òîãî,

X 6= A ∧ B ∧ C, Y 6= A ∧ B ∧ C, (4)
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òî íåò îñíîâàíèé äåëàòü âûâîä î ïîÿâëåíèè êàêèõ-ëèáî òåë X, Y . Åñëè æå ðåøåíèÿ, îòëè÷íîãî
îò (4), íå ñóùåñòâóåò, òî ñëåäóåò îòíåñòèñü ê çàÿâëåíèÿì ¾î÷åâèäöåâ¿ ñ áîëüøîé ñåðüåçíîñòüþ.¿

Òî åñòü, ïðè íàéäåííûõ èç óðàâíåíèÿ (3) Õ (À,Â,Ñ ) è Y (À,Â,Ñ ) ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòîâ
âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

X = A ∧ B ∧ C, Y = A ∧ B ∧ C.

Ââåäÿ áàçèñ èç áóëåâûõ ïåðåìåííûõ #A = 01010101, #B = 00110011 è #Ñ = 00001111, àâòîðû
ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò 3072 ðàçëè÷íûõ íåýêâèâàëåíòíûõ ïàð (X,Y ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3).
Âçÿâ îäíó èç íèõ #X = 10000010 è #Y = 10000010 èëè

X = A ∧ B ∧ C ∨ A ∧B ∧ C, Y =6 A ∧B ∧ C ∨A ∧B ∧ C, (5)
àâòîðû [3, ñòð. 120] äåëàþò âûâîä, ÷òî ¾ïðåäñòàâëåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òåëà X ëèáî íå ñâÿçà-
íî íè ñ îäíèì èç íàçâàííûõ àòìîñôåðíûõ ÿâëåíèé, ëèáî âûçâàíî òîëüêî ïîÿâëåíèåì îáëàêîâ è
àòìîñôåðíûìè ðàçðÿäàìè ýëåêòðè÷åñòâà, à ïðåäñòàâëåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ãðóïïû òåë Y âû-
çâàíî ëèáî îäíèìè îáëàêàìè, ëèáî îäíèìè àòìîñôåðíûìè ðàçðÿäàìè. Ïîýòîìó íåò ñåðüåçíûõ
îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî íåáåñíûå òåëà X è Y äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò.¿

Àíàëîã ýòîé çàäà÷è íà ìíîæåñòâàõ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âñåõ ïîäìíîæåñòâà X è Y 8-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà U , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ:

A ∪B ∩X ∩ Y c ∪ C ∩ Y = Ac ∩Xc ∩ Y c ∪B ∩Xc ∪ C ∪A ∩B, (6)
ãäåÀ,Â,Ñ � çàäàííûå ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åìÀ = (01010101), Â = (00110011) è Ñ = (00001111) �
êàê îáû÷íî áàçèñíûå.

Â îêíå ¾×åðíîâèê¿ ó÷àùèåñÿ ïèøóò ñîîòâåòñòâóþùèé êîä, ïðîñìàòðèâàþùèé âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ x è ó îò 1 äî 254, ïðîâåðÿÿ ðàâåíñòâî (6) äëÿ à = 85, b = 51 è c = 15 (äâîè÷íàÿ çàïèñü
êîòîðûõ � À,Â,Ñ ). Ïîëó÷àþò 3072 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6), îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò (5).

Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ (6) â êà÷åñòâå À,Â è Ñ áðàòü ïðîèçâîëüíûå îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà U ,
òî òàêæå áóäåì ïîëó÷àòü 3072 ðåøåíèÿ. Äàëåå, ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òî (ê óäèâëåíèþ ó÷åíèêîâ),
ïðè À = (00110011), Â = (01010101) è Ñ = (00001111), ðåøåíèÿ âèäà (5) íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó
âûâîä àâòîðîâ âûçûâàåò ñîìíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðîñìàòðèâàÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâà U (â òîì ÷èñëå è äëÿ à = 85, b = 51 è c = 15 èç ïðèìåðà
àâòîðîâ), ïîëó÷àåì òàêæå ïî 3072 ðåøåíèÿ (ïàð X è Y ), 32 èç êîòîðûõ, èìåþò X = Ac ∩Bc ∩Cc,
à ïàðû ñ Y = Ac∩Bc∩Cc, íå âñòðå÷àþòñÿ. Åñëè ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ðàâíîâîçìîæíûìè,
òî îöåíêà âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ¾ëåòàþùèõ òàðåëîê¿ áóäåò ðàâíà 32

3072 = 1
96 > 0,01. Ò.å.,

âðîäå áû, ê ñóùåñòâîâàíèþ ¾ëåòàþùèõ òàðåëîê¿ ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ áîëåå ñåðüåçíî.
Íà ñàìîì äåëå áîëåå ñåðüåçíî ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé.
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